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Abstrakt

Cielom tejto préace je navrhnutie a implemetécie kniznice pre redukciu strategickych profilov
v strategickych hrach v normaéalnej forme. Logika funkénosti kniZznice bude zaloZena na
vhodnych heuristikach redukcie priestoru hier vychadzajicich z metdd iterativnej eliminacie
dominovanych stratégii a FDDS. Funkénost vyslednej kniznice bude demonstrovand na
vhodne zvolenych problémoch.

Abstract

The main goal of this masther thesis is design and implementation of library for reduction
of strategy profiles of strategy games in normal form. Logics of library functionality will
be based on suitable heuristics founded on methods of iterative elimination of dominated
strategies and FDDS. Functionality of resultant library will be demonstrated on convenient
problems.
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Kapitola 1

Uvod

Teoéria hier je matematickou disciplinou, ktora je ¢asto vyuzivana v Sirokom spektre vednjch
odboroch od ekondémie, socidlnej psycholdgie cez biolégiu az po pocitacové inzinierstvo pre
analyzu rozhodovacich problémov racionalne uvazujucich jedincov v réznych strategickych
situaciach. Tedria hier umozinuje modelovanie kazdodennych ako aj naroénych problémov a
predikovat ich v{voj alebo spravanie pomocou roznych konceptov riesenia, ako st napriklad
Nashovo alebo korelované ekvilibrium. Tieto metédy vSak na Gspesné vyrieSenie urcitej hry
potrebuju prejst celym jej stavovym priestorom, ¢o vzhladom na komplexnost a zlozitost
mnohych z tychto modelov moze predstavovat znacény problém. Aj napriek vysokému vy-
konu a neustale napredujicemu vyvoju dnesnej vypoctovej techniky, nie je mozné riesenie
niektorych z tychto tloh konvenénym sposobom, napriklad z dévodu nedostatocénej fyzic-
kej pamiiti potrebnej na reprezentaciu stavového priestoru skiimanej hry, alebo nerealnosti
dopracovania sa k rieSeniu v rozumnom case.

Cielom tejto diplomovej prace je prave rieSenie tychto problémov, a to pomocou redu-
kovania priestoru strategickych profilov hier, zaloZzeného na metdde iterativnej eliminacie
dominovanych stratégii a metéde FDDS. Vysledkom préce by mala byt kniznica na redukciu
strategickych profilov v strategickych hrach v normaélnej forme, implementovand s ohladom
na ¢o najvicsiu vypoctova efektivnost, prenositelnost a jej jednoducht pouzitelnost pre
rieSenie ¢o najsirsieho spektra problémov matematickej tedrie hier.

Nasledujuca kapitola 2 je venované predstaveniu niektorych zakladnych pojmov a cel-
kovému teoretickému uvedeniu do problematiky. Definujeme a vymedzime klic¢ové pojmy
ako strategicka hra (jej stavebné prvky, rozdelenie a rozne spdsoby reprezentacie hier), do-
minancia stratégii, Best-response charakteristiky a ekvivalencia strategickych hier. Taktiez
budt predstavené koncepty Nashovho a korelovaného ekvilibria a sposobov ich riesenia,
nacrtnuté na jednoduchych prikladoch. V zavere kapitoly st predstavené metdody redukcie
priestoru strategickych profilov hier, ktoré tvoria hlavni myslienku pre realizéciu ciela tejto
prace.

Kapitola 3 rozobera vychodiska pri samotnom navrhu kniznice. Navrhuje spésoby ulo-
Zenia a reprezentéacie zakladnych stavebnych prvkoch (napriklad strategicka hra) prezento-
vanymi v prvej kapitole. TaktieZ sa zaobera problémom spojenym s paralelizaciou vypoctu
navrhnutého algoritmu a moZnostami jej implementécie.

V kapitole 4 st detailne popisané jednotlivé implementované datové struktiry, triedy a
niektoré zaujimavejsie podulohy samotného algoritmu.

Predposledna kapitola 5 je venovana experimentovaniu s implementovanym nastrojom
a analyze dosiahnutych vysledkoch. Experimenty boli vykonané na stibore problémov, ktoré
zahrniovali niektoré z typickych problémov matematickej tedrie hier a sériu umelo vygenero-



vanych hier bez akéhokolvek zakladu v readlnom svete. Vyhodou takto generovanych hier je
moznost parametrizacie viacerych ich vlastnosti, ¢o je mozné vyuzit pri analyze skimaného
algoritmu.

Zaverecné kapitola obsahuje zhrnutie dosiahnutych vysledkov a zamyslenie sa nad mo-
Znymi rozsireniami implementovaného nastroja do budicnosti.



Kapitola 2

Teoreticky rozbor

Tato kapitola je venovana uvedeniu do problematiky matematickej tedrie hier a predstaveniu
niektorych zakladnych pojmov. Zadefinujeme pojem strategickd hra a jej stavebné prvky.
Taktiez stru¢ne charakterizujeme rozdelenie strategickych hier a spésobov ich reprezenta-
cie, pricom nasSa pozornost bude zamerand najmé na strategické hry v normélnej forme.
Stru¢ne nacrtnene jednotlivé typické koncepty ich riesenia, ktoré budi demonstrované na
jednoduchych ukazkovych prikladoch. Zaver kapitoly je venovany metédam redukcie pries-
toru strategickych hier, ktoré st vychodiskovym bodom pre tato pracu.

2.1 Strategicka hra, jej typy a spdsoby reprezentacie

Strategicka hra je modelom interakcie subjektov robiacich rozhodnutia (hracov). Kazdy
hra¢ ma k dispozicii mnozinu akcii, nad ktorou robi svoje rozhodnutia. Interakcia hracov
je zaprifinend tym, Ze kazdy hrac (jeho zisk/uzitok) je ovplyviiovany aj akciami ostatnych
hracov, nielen jeho vlastnymi. Kazdy hra¢ mé svoje vlastné preferencie nad strategickymi
profilmi. Strategicka hra potom pozostéava z:

e koneénej mnoziny hracov,
e mnozinou rydzich stratégii pre kazdého hraca,
e relaciou preferencie nad strategickymi profilmi kazdého hraca.

Hradi sa chovaju racionalne (robia rozumné rozhodnutia za téelom dosiahnutia ¢o naj-
lepsieho osobného prospechu) a maja tplna informaciu o pravidlach a Struktire hry. Tieto
informécie ako aj racionalita hracov je pre nich common knowledge, ¢o znamend, ze vSetci
hrac¢i maja tuto informéciu, vsetci hraci vedia o tom, ze ostatni maju tito informéciu a tak
dale;j.

2.1.1 Rozdelenie strategickych hier

Strategické hry a formy ich reprezentacie je mozné rozclenit réznymi spdsobmi na niekolko
typov. Niektoré zédkladné rozdelenia buda stru¢ne nacrtnuté v nasledovnej sekcii. Zaujmom
tejto prace su vyluéne nekooperativne hry v normalnej forme.

e Kooperativne a nekooperativne. V kooperativnych hrach je snaha hrac¢ov o tvorbu
koalicii za G¢elom ziskania vysSieho azitku. Dochéddza ku komunikécii medzi hra¢mi
a musi existovat uréitd dovera voéi vyméahaniu dohodnutého chovania.



e Simultédnne a sekvenéné. V simultannych hrach vykonévaja hrac¢i volbu svojich akcii
stucasne bez akejkolvek informécie o volbe svojich stuperov. Naopak, v hrach sekve-
nénych svoje rozhodnutia robia postupne a maju tplni alebo aspon c¢iastoént infor-
maciu o volbach stperov hrajucich pred nimi.

e Symetrické a asymetrické. V symetrickej hre sa uzitky hracov zavislé iba na zvolenych
stratégidch bez ohladu na to, ktory hrac tieto stratégie hra. Inak povedané vSetci hraci
maju k dispozicii rovnaké mnoziny stratégii a zhodné preferencie nad symetrickymi
profilmi.

2.1.2 Spodsoby reprezentacie hier

Existuji rozne sposoby zapisu hier. V tejto sekcii budi strucne charakterizované najpouzi-
vanejsie z nich.

Hry v extenzivnej forme

Extenzivna forma je typicka pre reprezentaciu sekvenénych hier, kde si jednotlivi hraci vy-
beraju svoje stratégie postupne a v momente rozhodnutia maji aspon ¢iastoéni informéciu
o predchadzajtcej volbe stpera. Priklad hry v extenzivnej forme je uvedeny na obrazku 2.1.
Hry sa Gcastnia dvaja hraéi, pricom hra¢ 1 vykonava svoju volbu z dvoch stratégii (A a B)
ako prvy. Nasledne tahd hrac¢ dva, ktory md informéciu o volbe svojho supera. V listoch
stromovej Struktary st potom uvedené uzitky pre mozné vysledky hry.

1

51 4:7 2: 8

Obr. 2.1: Priklad hry v extenzivnej forme

Hry v normalnej forme

Hry v normélnej forme st najcastejsie reprezentované pomocou matic zobrazujicich hra-
¢ov, ich stratégie a tzitky. Obecnejsie moze byt hra reprezentovand aj vyplatnou funkciou,
ktord priraduje uzitok kazdému hracovi pre vSetky mozné kombindcie stratégii (pre vsetky
strategické profily). Pri zapise hry v normélnej forme sa predpokladd, Ze hrécdi si volia svoje



akcie sucasne, alebo aspon bez akejkolvek informéacie o volbe stperov. Priklad hry v nor-
malnej forme je naértnuty v tabulke 2.1. Specialnym pripadom st hry s nulovym stétom,
v ktorych je stcet uzitkov vsetkych hracov v kazdom strategickom profile rovny nule (zisk
niektorych tc¢astnikov hry je presne vybalancovany stratou dalsich).

hra¢ 1 \ hra¢ 2 | D E F
A 421,543
B 3,1]0,4]21
C 7.2 1,442

Tabulka 2.1: Priklad hry v normalnej forme.

2.1.3 Nekooperativne hry v normalnej forme

Kazd4 nekooperativna hra v normaélnej forme sa skladé z nasledujtcich elementov.
1. Kone¢na mnozina hracov Q = {1,2,... ,N}.
2. Kazdy hrac¢ ¢ ma na vyber stratégie s koneénej mnoziny S;.

3. Vysledok hry je definovany strategickym profilom, ktory sa sklada zo zvolenych stra-
tégii jednotlivych hracov. Mnozina vsetkych strategickych profilov je definované ako:

S =51 x5 x...x Sy

4. Preferencie hracov nad strategickymi profilmi, ktoré moézu byt definované uzitkovou
funkciou:

qu — R

Vsetky informécie o preferenciach hracov mozu byt reprezentované aj maticovym
zapisom.

Strategicka hra o N hracoch je potom (2N + 1)-tica:
I'= (Q;317527"' 7SN;U17U27"' 7UN)

alebo skratene I' = (@, S,U), kde S znadi stavovy priestor hry a U uzitkové funkcie
hracov.

Uvazujeme strategicky profil s = (s1, $2,... ,$n5) € S. Potom mo6zme definovat vybrané
stratégie vSetkych hracov okrem hraca i ako s_; = (s1,82,...,8i—+4,8i+1,--- ,SN) € S_;.
Tento vektor je kontextom (subprofilom), v ktorom hra¢ i robi svoje rozhodnutia.

2.2 Dominancia stratégii

V strategickych hrach v normalnej forme je beznym javom dominancia stratégii, pricom
rozliSujeme dva jej typy:

1. 3; hraca ¢ striktne dominuje stratégiu s;/ prave vtedy, ked:

Vs_i €S i ui(sy,s_g) > ui(s;,5_;)



2. s; hraca slabo dominuje 7 stratégiu s;-’ prave vtedy, ked:

" "

! /
Vs_i € S_itui(s;, s—i) > ui(s;,5—i) ANIs—; € S_i ui(s;, s—i) > wi(s;,5-;)

V akejkolvek strategickej hre je pre hraca vyhodnejsie hrat striktne dominantni straté-
giu bez ohladu na stratégie, ktoré volia jeho superi. Slabo dominujtca akcia je vo vSetkych
kontextoch rozhodovania hraca vzdy aspon rovnako dobré, a zaroven aspon v jednom kon-
texte lepsia ako akcia, ktort dominuje.

Stratégia s* hraca i sa nazyva striktne dominantnou, ak je tato stratégia striktnou
best-response na vsetky jeho kontexty s_;, ktoré si mézu ostatni hraci zvolit [9]:

Vs_; € S_i,Vs; £ 87 Ui(s),s—i) > Ui(s;, S_i)

Nésledne je mozné definovat ekvilibrium dominantnych stratégii, ktoré pozostéva zo
striktne dominantnych stratégii vsetkych hracov.

Best-response funkcia

Majme hruI" = (@, S, U). Stratégia s hrac¢a i je best-response na jeho kontext rozhodovania
s_; prave vtedy, ked [7]:

Vs; € S; tui(s),s—;) > ui(si,S—i)

Cize stratégia s hraca i je best-response na ur¢ity kontext rozhodovania s_; vtedy,
ked déva hracovi 7 najvyssi mozny Uzitok. Ak najdeme vsetky best-response stratégie na
kontexty s_; € S_;, dostaneme best-response funkciu hraca i:

BRZ'(S_i) = {Si e s; ZVS; €s;: ui(si,s_i) > ui(s;,s_i)}

Na uréity kontext s_; € S_; moze existovat aj viac best-response stratégii hraca .

2.3 Ekvilibrium a jeho formy

Cielom sktimania strategickych hier a experimentovania s nimi je obyc¢ajne néjdenie urci-
tého rieSenia, ktoré zodpovedd strategickému profilu (mnozine strategickych profilov), ku
ktorému budi mat racionalne uvazujuci hraci tendenciu inklinovat. Takyto strategicky pro-
fil je nazyvany ekvilibriom. Existuje niekolko roznych konceptov ekvilibrii v strategickych
hrach v normalnej forme.

2.3.1 Nashovo ekvilibrium

Ked7e strategické hry zriedkakedy obsahuju ekvilibrium dominantnych stratégii, bolo nutné
najdenie nového akceptovatelného konceptu riesenia hier, kde bude zachytené racionalne
spravanie sa hracov a ich snaha o maximaliziciu vlastného tzitku. Tato myslienku splha
prave Nashovo ekvilibrium, ktoré sa stalo hlavnym konceptom riesenia nekooperativnych
hier v normalnej forme s nenulovym si¢tom. Nashovo ekvilibrium je stabilnym rieSenim,
kde ziadny z hracov nemoze dosiahnut zlepSenie svojho zisku odklonenim sa od neho.

Vektor stratégii s* € S je rydzim Nashovym ekvilibriom vtedy, ked pre kazdého hraca
¢ a kazda jeho alternativnu stratégiu s; € S; plati:



ui(8:7 8*—1) Z ui(sia S*—l)

Inak povedané ziadny hrac ¢ nemdze zlepsit svoj uzitok zmenou s na stratégiu s; za
predpokladu, Ze vSetci ostatni hraci ostant pri svojich pévodnych stratégiach zvolenych v s*.
Takyto strategicky profil je seba-presadzujici v zmysle, ze pokial hraci tento strategicky
profil dosiahnu, je v najlepsom zaujme kazdého z nich v fiom zotrvat [0].

Nashové ekvilibrium je mozné definovat aj ako prieniky best-response funkcii jednotli-
vych hracov. Strategicky profil s = (s1, s2,... ,5|g|) je Nashovym ekvilibriom préve vtedy,
ak pre stratégiu s; kazdého hraca ¢ plati:

S; € BRZ‘(S_Z')

Ekvilibrium dominantnych stratégii je vzdy aj Nashovym ekvilibriom, navyse v pripade
striktne dominantného rieSenia je ekvilibrium aj unikétné. Na druhej strane, Nashovo ekvi-
librium unikdtnym byt nemusi, ¢oho prikladom mo6zu byt koordina¢né hry, ktoré obsahuja
vzdy viacero Nashovych ekvilibrii. Hra¢i mozu nadobtudat velmi rozdielne uzitky v jed-
notlivych tychto ekvilibriach, v dosledku ¢oho moze byt kvalita alebo vyhodnost ekvilibrii
vyrazne odlisna.

Strategickd hra nutne nemusi obsahovat Ziadne rydze Nashovo ekvilibrium. V takomto
pripade je mozné dosiahnutie stabilného riesenia vyberom viacerych stratégii aspon jedného
hraca, pricom kazdé z nich bude hrané s uréitou pravdepodobnostou. Kazdy hrac si zvoli
pravdepodobnostné rozdelenie nad mnozinou jeho pripustnych stratégii, takato volba je
nazyvand zmieSanymi stratégiami. John Nash dokézal, ze akdkolvek hra s koneénym poc¢tom
hracov a konenou mnozinou stratégii ma Nashovo ekvilibrium v zmieSanych stratégiach

[5]-

Majme mnozinu 4A; vSetkych zmieSanych stratégii hraca . Potom zmieSanu stratégiu

o € A; hrdca i moézme definovat ako vektor redlnych ¢isel o = (0(s1),0(s2),...,0(s|5;);
kde

|S;]

D o(sk) =1AVj€{1,2,...,|Si|} : 0 < a(s;) < 1}

k=1

Ocakavany tzitok m; hraca i v strategickom profile zmiesanych stratégii definujeme ako:

w0 o) = > > oilsi)o_i(s_i)ui(si,s i)

571‘6571‘ siGSi

Nésledne mézme Nashovo ekvilibrium zmieSanych stratégii definovat ako strategicky
profil (01,09,... ,0q|) taky, ze pre kazdého hraca i € Q plati [1]:

mi(01,02,. . ,0i-1,04,0i-1,.-- ,0|Q|) = Ti(01,02, ... ,0i-1,q,Ti—1,--- ,0|Q|)

pre vSetky zmieSané stratégie q € A;.

Z pohladu smerovania tejto prace sa budeme zameriavat hlavne na rydze Nashovo ekvi-
librium, pri¢om zaujimavou je najmé jeho definicia prostrednictvom prieniku best-response
stratégii hracov. Prave na nej je zalozena neskor prezentovand a implementovand metdda

FDDS.



2.3.2 Vypocet Nashovho ekvilibria

Hry s rydzim Nashovym ekvilibriom je mozné riesit pomocou best-response funkcii ako bolo
definované v 2.3.1. Pre hry s existenciou iba jedného rydzeho Nashovo ekvilibria je mozné
pouzitie iterativnej eliminacie striktne dominovanych stratégii, ktord je popisana neskor

(2.5.1).
Jednym zo spdsobom néjdenia Nashovych ekvilibrii zmieSanych stratégii je pouzitie
algoritmu vymenovania supportov [6]. Pre tito metédu je nutné si zadefinovat support

zmieSanej stratégie o - mnozina vSetkych stratégii, ktorym zmieSand stratégia o priraduje
nenulovi pravdepodobnost. Pre hrac¢a ¢ hry I' = (@, S,U) a jeho zmieSanu stratégiu o;:

support(o;) = {s; € S; | 0:(s;) > 0}

Algoritmus vymenovania supportov pre hru dvoch hracov [(] je moZzné popisat nasle-
dovnymi krokmi.

e Zvolime K = {1,2,... ,min(S1, S2)}.

e Pre kazdé k € K a pre vSetky pary (I,J) k-prvkovej podmnoziny mnozin rydzich
stratégii 51 respektive Sy riesime rovnice:

inui(i,j) = uyVjed
icl

S - 1

el
> yuilig) = wViel

jedJ
v =1

jeJ

pri¢om pre vSetky x; a y; musi platit z; > 0 a y; > 0.

C D
A4 4
B |51

)

1,5
0,0

9

Tabulka 2.2: Game of chicken [(]

Mame hru v tabulke 2.2. RieSenim algoritmu pre k¥ = 1 dostaneme dve rydze Nashovo
ekvilibria (B, C), (A, D). Dalej zostrojime rovnice pre k = 2, ktorych riesenim dostaneme
ekvilibrium zmiesanych stratégii ((1/2,1/2),(1/2,1/2)).

dx1 4+ 29 =
Sr1 =

dy1 +y2 =
S5y1 =
1+ =

1ty =

[ S~ <~ S~

10



2.3.3 Korelované ekvilibrium

Je dalsim konceptom rieSenia strategickych hier, navrhnuté matematikom Robertom Au-
mannom. V porovnani s Nashovym ekvilibriom sa jednd o vSeobecnejsi koncept, pricom
zaroven plati, ze kazdé Nashovo ekvilibrium je zaroven aj ekvilibriom korelovanym (na-
opak to neplati). Korelované ekvilibrium predpoklada existenciu uré¢itého koordina¢ného
subjektu, ktory hracom zasiela signal, na zaklade ktorého potom vykonavaji vyber ak-
cie. Korelované ekvilibrium je pravdepodobnostné rozdelenie nad strategickymi profilmi
s € x;S;. Pravdepodobnost strategického profilu ozna¢ime ako p(s), alebo p(s) = p(s;, s_;)
v kontexte rozhodovania jedného hraca. Rozdelenie pravdepodobnosti nad strategickymi
profilmi je korelovanym ekvilibriom vtedy, ked pre vSetkych hracov i a vSetky stratégie
si,5; € S; plati [0]:

> p(sivs-i)ui(si s i) = Y p(si, s—i)ui(s;, s i)
S_; S—4

Inak povedané, ak hrac ¢ obdrzi navrhovanu stratégiu s;, jeho ocakdvany tzitok nemoze
byt zvysSeny zmenou tejto stratégie na ziadnu int stratégiu s; € 5;. Nashové ekvilibria urcitej
hry st podmnozinou ekvilibrii korelovanych, navyse existencia déveryhodného synchroni-
za¢ného mechanizmu umoznuje dosiahnutie vyssieho uzitku pre jednotlivych hracov.

2.3.4 Vypocet korelovaného ekvilibria

Vyhodou korelovaného ekvilibria v porovnani s Nashovym je mensia zloZitost jeho vypoctu,
ktory si vyzaduje rieSenie tlohy linedrneho programovania s cielom maximalizacie spolo-
¢ného uzitku vsetkych hracov za dodrzania podmienok vyplyvajicich z kontextu hry. Vy-
pocet korelovaného ekvilibria méa polynomickt ¢asov zlozitost, zatial ¢o vypodet Nashovho
ekvilibria je v zlozitostnej triede PPAD [8].

C D
A8,
B |1

9

1,2
3,4

3
2

)

Tabulka 2.3: Hra pre zostavenie G-matice

ac | ad | bc | bd
a—b| 7| -2
b—a 7] 2
c—d| 1 -2
d—c -1 2

Tabulka 2.4: G-matica zostrojené pre hru 2.3

Efektivnym sposobom vypoctu korelovaného ekvilibria je vypocet pomocou G-matice
[2] (implementovany nastroj CE-Solver [10]). V tabulke 2.3 je zobrazena hra, pre ktoru
je zostavend G-matica v tabulke 2.4. Na zéklade G-matice je potom mozné formulovat
nasledovny LP problém, na ktorého riesenie je dostupnych mnoho nastrojov, napriklad
GLPK solver.
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MAXIMISE : Z = 1lp; + 3ps + 3ps + Tps
P1..4 S <O) 1>

4
Zpi

i—1
Tp1 — 2p2
—Tps + 2py4
P1— 2ps3
—p2 + 2p4

1

AV AYAR AVARR Y]
o o o o

2.4 Ekvivalencia strategickych hier

Dve strategické hry s rovnakou mnozinou hracov s rovnakymi mnozinami stratégii s plne
ekvivalentné, ak z uzitkovej funkcie v jednej hre vyplyvaju rovnaké preferencie hracov ako
v hre druhej [3]. NajvSeobecnejsim spésobom ako popisat spréavanie hracov v hre je po-
mocou pravdepodobnostného rozlozenia nad mnozinou strategickych profilov S = X;c.S;.
Pre uréitt konecéni mnozinu Z mozme oznadit vSetky takéto rozdelenia nad touto mnozi-
nou ako A(Z). Potom A(S) zna¢i mnozinu v8etkych pravdepodobnostnych rozdeleni nad
strategickymi profilmi hracov v urcitej hre I'. V hre I' s tzitkovou funkciou w by hrac ¢
preferoval spravanie hracov podla pravdepodobnostného rozlozenia p = pu(s)ses, u € A(S)
nad rozlozenim A, ak mu toto rozlozenie u dava vyssi ocakavany zisk ako rozlozenie A:

S plshuils) = 30 As)uils)
seS s€S
V hre I by hrac i preferoval p pred X ak:
> uls)ui(s) =Y A(s)ug(s)
seS s€S
Na zéklade tychto definicii mozno povedat, ze dve strategické hry I a I st ekvivalentné
prave vtedy, ked pre vSetkych hracov i € Q plati, Ze hrac i by preferoval u pred \ v hre T,
iba ak by preferoval u pred A v hre r.

2.4.1 Best-response ekvivalencia

Best-response ekvivalencia [2, 3] je dalsou moznou definiciou ekvivalencie strategickych hier.
Jedné sa o menej striktni definiciu a tym padom ju spliuje vic¢sie mnozstvo hier. Navyse
je této definicia zaujimava aj z pohladu zamerania tejto prace. Hra I' = (Q, S,,U,) je
best-response ekvivalentnd inej hre I' = (@, S, U,) prave vtedy, ked plati:

1. S, CS
2. Vs, € S, Vi€ Q:Upi(sy) = Ui(sy)

3. Vi e Q : Us,iGS,iBRi(Sfi, F) = Usr77¢€ST7,iBRi(Sr,fivFr)
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Inak povedané, strategicka hra I je best-response ekvivalentna hre I’ prave vtedy, ked
je hrana rovnakou mnozinou hracov, akurat jej strategicky priestor S, je podmnozinou S,
pricom ziadna stratégia z mnoziny best-response stratégii nebola vynechané.

Vzhladom na racionalitu hracov je mozné pouzit aj dalsiu definiciu best-response ekvi-
valencie, na ktort je nutné zavedenie pojmu uZito¢na best-response stratégia. Stratégiu
b; hraca i je mozné povazovat za uzitoénu best-response stratégiu, ak plati:

ds_;,€5_;:b; € BRi(S_i) VAN Hbj € Sj : bj € BRj(S_Z'y_j,bi)

Ekvivalencia vzhladom na uZitoéné best-response stratégie umoziiuje opomenut straté-
gie, ktoré sice patria do mnoziny BR, ale kontexty, v ktorych sa prejavuji nebudd nikdy
hrané raciondlne uvazujicimi hra¢mi. Preto vynechanie takychto stratégii neovplyvni spra-
vanie hracov.

2.5 Redukcia strategickych hier

V dosledku racionality hracov, je mozné predpokladaf, Ze takyto hra¢ nebude maf nikdy
zaujem o pouzitie dominovanej stratégie. Takato stratégia sa potom stava zbytocnou a jej
odstranenim je mozné zmensit strategicky priestor hry. V tejto sekcii budu predstavené
dve metédy redukcie strategického priestoru hier, z ktorych sa bude vychadzat pri ndvrhu
kniZnice.
2.5.1 Iterativna eliminacia dominovanych stratégii
Proces iterativnej eliminécie striktne dominovanych stratégii prebieha nasledovne [4]:

e Krok 0: pre kazdého hrica i zvolime SY = S,

e Krok 1: pre kazdého hraca i zvolime Si1

St={s; €8 | -3s; € 8% ui(s;,5_5) > us(ss,5_i)Vs_; € S}

k+1
Sz'

Krok k + 1: pre kazdého hraca ¢ zvolime

SEHt = {5, € SF | =3 s; € SF wi(sy,5_) > uilsi, s_i)Vs_; € SF.}

Krok o: pre kazdého hraca i zvolime S™
k
5% =Ni=1Si

Mnoziny stratégii hracov hry v normalnej forme st konecné, preto musi algoritmus
skonéif po konecnom pocte krokov, kedZze mnoziny stratégii sa mozu len zmensovat.

Hra je riesitelnd pomocou metédy eliminécie striktne dominovanych stratégii ak S ob-
sahuje iba jeden strategicky profil [4]. VdcSina hier nie je pomocou tejto metddy riesitelnd,
ale s redukovatelné na ekvivalentné hry s mensim stavovym priestorom. Pri tejto metéde
nezalezi na poradi odstrafiovania dominovanych stratégii, kedze tieto stratégie ostanii domi-
novanymi aj v dalSich krokoch a budu odstranené neskér. Toto vSak neplati pre analogicka
metddu iterativnej eliminacie slabo dominovanych stratégii, ¢o je zachytené na priklade hry
2.5. V tejto hre je mozné v prvom kroku eliminovat stratégiu C alebo E. V prvom pripade
bude vyslednym profilom (A, D), zatial ¢o v pripade druhom (B, D). V dosledku toho
moze viest redukcia uréitej hry pomocou eliminéacie slabo dominovanych stratégii k roznym
vysledkom.
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C D] E
Al0,0]1L3
11,1

Y

1,3
0,0

Tabulka 2.5: Eliminacia slabo dominovanych stratégii

Priklad aplikovania iterativnej eliminacie striktne dominovanych stratégii

V tabulke 2.6 je zachytené ¢innost algoritmu po jednotlivych krokoch. V nultom kroku
polozime Sy = S; = {4, B} a S = Sy = {C, D, E}. Stratégia D hraca 2 je striktne domi-
nované stratégiou C, a preto raciondlne uvazujici hrac¢ tuto stratégiu hrat nikdy nebude.
Tuto stratégiu je nasledne mozné vylacit. Obdobnym spésobom pokracujeme v dalsich kro-
koch eliminéciou stratégie A hraca 1 a stratégie E hraca 2. KedZe mnozina strategickych
profilov vyslednej hry obsahuje len jeden prvok, bola pévodné hra riesitelnd metddou ite-
rativnej eliminécie striktne dominovanych stratégii a jediny strategicky profil vyslednej hry
je Nashovym ekvilibriom.

Krok 0 Krok 1
C D E C E
A|0,3|1,1({0,4]A|0,3/0,4
B|1,4|3,1|2,0/B|1,4|2,0
Krok 2 Krok 3
C |E C
B|1,4]2,0 B|1,4

Tabulka 2.6: Aplikicia metddy iterativnej eliminécie striktne dominovanych stratégii

2.5.2 Rychla detekcia dominovanych stratégii (FDDS)

Metéda FDDS [2] je zaloZend na analyze dominantnych stratégii. Na vstupe oc¢akava hru
s velmi rozsiahlym stavovym priestorom, v ktorom je velmi pravdepodobné existencia do-
minovanych stratégii, na zaklade ¢oho moze byt hra znacne zredukovana. Pocas chodu algo-
ritmu je konstruovana stromové struktira, nazyvand graf dosiahnutelnych profilov (Graph
of reachable profiles, dalej GRP), v ktorom st zachytené vSetky vyznamné stratégie jednot-
livych hradov. Metéda umoziuje analyzou tejto Strukttry niekolko roznych foriem vystupu
zahrnujucich napriklad rychlu detekciu dominovanych stratégii, rydze Nashovo ekvilibrium,
detekcia uréitych cyklov reprezentujucich zmieSanie chovanie (zmieSané Nashovo ekvilib-
rium).

Graf dosiahnutelnych profilov uré¢itej hry I' = (Q, S, U) je struktira GRP = [V, E], kde

[2]:

e V je kone¢nd mnozina uzlov (s, Qqa, Qp), kde s € S; Qa, Qp C Q; Qu N Qp = 0. Q4 je
podmnozina hrac¢ov hry, ktori stihlasia s danym profilom, zatial ¢o @Q, je podmnoZzina
hracov hry, ktori s nim nesthlasia. Iba hraéi, pre ktorych plati s; € BR;(s—;), sthlasia
s profilom s;.
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e FC VXV xQ jemnozina hran. Hrany st potrebné iba na analyzu topoldgie stromu a

existuju iba pre nesthlasiacich hracov, ¢ize V(vi,ve,i) € E,v1 = (8, Qqa, Qr,) 17 € Qy.
Hrana zobrazuje tendenciu hraca i odklonit sa od profilu reprezentovanym vrcholom
v1 do profilu reprezentovanym vrcholom vs.

Algorithm 1 vloZenie novych uzlov do GRP (B,v,GRP) 2]

for all b € B do

if s; = b then

Qa + Qo U {i}

else

Qr <_/ Qr U/{/L}l I !
if v « (s,0Q,,Q,) €V :s =(bs_;) then
Q, « QU {i}
else
A ((b7 S—i,)) {'L}v @)
V—Vu{v}
end if
E «+ EU{(v,v',i)}

end if

end for

Hlavny algoritmus konstrukcie GRP [2]:

1.

5.

Inicializacia GRP = [V, ()] ndhodne vygenerovanymi uzlami. Ak S,4,q C S je mnozina
nédhodnych profilov, potom poc¢iatoéna mnozina uzlov je Vo = {(s,0,0) | s € Syand}-

. Nahodne je zvoleny uzol v = (s,Q,,Q,) € V, ktory nie je vyrieSeny (Q, U Q, # Q).

Ak taky uzol neexistuje, algoritmus je ukonceny.

. Z mnoziny Q\(Q, U Q,) je ndhodne zvoleny hra¢ i, pre ktorého je vypocitand mno-

Zina best-response stratégii na kontext s_;: B = BR;(s_;). Tento vypocet vyzaduje
vyvolanie uzitkovej funkcie u; pre vsetky s € {(s;,s—;) | s; € Si}, ¢o znamena |S;|
krat.

. Vlozenie vSetkych b € B hraca i v strategickom profile v do GRP pomocou algoritmu

1.

Opakovanie kroku 2.

Algoritmus je ukonceny v pripade vyrieSenia vSetkych uzlov v GRP, alebo ak je pocet
uzlov grafu rovny velkosti stavového priestoru hry. Na zdklade toho je garantované ukonéenie
algoritmu. V reédlnych situaciach v pripade hier s extrémne velkym strategickym priestorom
tomu tak byt nemusi z dévodu obmedzenej kapacity fyzickych paméti poéitacov.

Praktické experimenty poukazuji na vhodnost zavedenia explicitnych podmienok uko-
néenia algoritmu ako napriklad [2]:

e |V| prekroéi urc¢ity stanoveny limit,

e vek GRP (pocet iteracii hlavného algoritmu bez vlozenia nového uzlu) prekro¢i urcity

stanoveny limit.
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Vykonnost algoritmu ako aj kvalita jeho vystupu je tizko spojend s rozlisitelnostou
stratégii jednotlivych hracov[2]. Stavovy priestor je mozné povazovat za dobre rozlisitelny
ak:

Vi € Q,VS_Z' S SZ : |BR1(S_1)‘ =1

V pripade dobrej rozligitelnosti strategického priestoru hrac¢ i vie presne ur¢it pre kazdy
svoj kontext s_; € S_; stratégiu, do ktorej sa ma presunit. Opac¢ny pripad mé za ndsle-
dok rozsiahlejsie vetvenie v strategickom priestore, ¢o zapri¢iniuje pomalSiu konvergenciu
algoritmu.

7 popisu algoritmu FDDS je patrné, ze jeho nézov nebol zvoleny naj$tastnejsim spo-
sobom, kedZze jeho fungovanie je jednozna¢ne zaloZené na hladani best-response stratégii a
nie stratégii dominovanych.
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Kapitola 3

Navrh riesenia problému

V tejto kapitole sa budeme venovaf analyze poziadaviek pre névrh zdkladnych datovych
struktir. Dalej je rozobrana paralelizacia vypoc¢tu, a to najmsé z hladiska pristupu ku zdiela-
nym datam a predstavenia nastrojov umoznujicich jednoduchti implementaciu paralelnych
programov. V zavere sa snazime identifikovat niektoré komplexnejsie podulohy samotného
algoritmu FDDS a problémy, ktoré by pri ich rieSeni mohli nastat.

3.1 Reprezentacia modelu hry

Model hry v normaélnej forme musi poskytovat nasledujice informécie o hre:
e pocet hracov,
e stratégie jednotlivych hracov,
e preferencie hrac¢ov nad strategickymi profilmi / tzitkova funkcia.

Zatial ¢o implementécia prvych bodov je viacmenej priamodiara, komplikidcie nasté-
vaju pri preferenciach hracov. Strategické hry st typicky reprezentované zapisom strategic-
kého priestoru do maticovych struktar. Tento pristup je prakticky nepouzitelny pre velmi
rozsiahle hry z dévodu obmedzenej kapacity paméite. Rozumnym spésobom reprezentacie
uzitkov hracov je takzvany cellModel [2]. Jedné sa o funkciu, ktord mé na vstupe nejaky
strategicky profil, a na vystupe vektor uzitkov jednotlivych hrac¢ov v tomto profile. Vyvo-
lanie funkcie cellModel v sebe velmi Gasto zahrluje simuldciu alebo experimentovanie so
skiimanym modelom v situdcii $pecifikovanej strategickym profilom. Z tohoto dévodu je
nutné sa pokusit ¢o najviac minimalizovat pocéet vyvolani funkcie cellModel.

Pri pouziti tohoto pristupu je mozné reprezentaciu hry rozdelit na dve casti.

1. Popis strategického priestoru hry (hraci a ich stratégie) - GameDescription.
2. Definicia uzitkov hracov - CellModel.

Takyto sposob reprezentacie hry je mozno povazovat za vyhodny pre el redukcie sta-
vového priestoru hry. Navrhovany nastroj FddsSolver by na svojom vstupe ocakaval dva
vysSie spominané objekty. Vystupom by mal byt redukovany stavovy priestor definovany
novym objektom GameDescription, pricom objekt CellModel by ostal pouzitelny pre defi-
niciu uzitkov v strategickych profiloch hrac¢ov ako hry poévodnej, tak aj redukovanej. Tieto
vztahy ako aj samotny proces redukcie hry je zachyteny na nasledujicom obrézku 3.1.
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GameDescription "
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FddsSolver .

Reduced y
GameDescription

Obr. 3.1: Proces redukcie z pohladu modelu redukovanej hry

3.2 Reprezentacia struktuary GRP

Ako uz bolo naznacené, GRP je tvoreny mnozinami uzlov a hréan. S pohladu redukcie
hry st zaujimavé iba uzly dosiahnutelnych profilov, ktoré obsahuji dostatoéni informéciu
potrebnt na zredukovanie hry (ak uréity hrac¢ stuhlasi s nejakym uzlov GRP, potom jeho
zodpovedajuca stratégia musi byt prvkom mnoziny stratégii tohoto hraca v zredukovane;
hre). Z tohoto dovodu nie je nutné sa zaoberat navrhom Struktir reprezentujicich hrany
GRP.

Uzly GRP by mohli byt ndpomocné aj pri zniZzeni zatazenia najslabsieho miesta algo-
ritmu, ktorym je pristup ku cache vypocitanych tzitkov respektive exekucie funkcie Cell-
Model pri vypocte best-response stratégii. Uvazujeme hraca ¢, kontext jeho rozhodovania
s_;, pre ktory chceme vypoditat best-response stratégie hraca i. Pred samotnym tymto vy-
poc¢tom je mozné nahliadnut do GRP. Ak sa v GRP nachadza uzol ((s;,5-i), Qa,Qr) | 7 €
Qq N s; € S;, potom vieme okamzite urc¢if hladani best-response stratégiu, kedze hrac i sa
bude chciet v danom kontexte s_; vzdy presuntut do profilu, s ktorym sthlasi. Pri tomto
pristupe by navysSe nebolo nutné uchovéavat uzitkové vektory pre vyrieSené uzly GRP.

3.3 Paralelizacia vypocétu

Algoritmus FDDS popisany v 2.5.2 je pripraveny na paralelnti implementéciu, konkrétne
kroky 2 az 5 zodpovedajuce rieSeniu jedného strategického profilu. Z pohladu zdielanych
dat, bude nutné synchronizovat pristup k nasledovnym datovym Struktdaram.

o Fronty uzlov:

— cakajacich na vyrieSenie,
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— vyriesenych,

— pozastavenych.

e Hasovacia tabulka uzlov - z dévodu rychleho pristupu k nim (namiesto prehladavania
front).

e Hasovacia tabulka uzitkov

OpenMP

Na implementiciu paralelizmus algoritmu je mozné pouzit niektory z volne dostupnych
nastrojov/kniznic ako napriklad OpenMP. Jedna sa o stbor direktiv pre prekladaé¢ a kni-
Zniénych procedur pre paralelné programovanie. Poskytuje jednoduché a flexibilné rozhra-
nie pre vyvoj paralelnych aplikacii v jazykoch C, C+4 a Fortran na réznych architek-
tarach. Ukazka kédu 3.1 demonstruje pracu s OpenMP na jednoduchom priklade. Pou-
zitim pragmy omp parallel num_threads(4) vytvori hlavné vldkno (master thread) dalsie
tri, ktoré buda spolu s nim paralelne vykonédvat prislusny blok kédu. Pomocou funkcie
omp_get_thread_num() je mozné ziskat identifikatori jednotlivych vlakien, pricom pre hlavné
vlakno je jeho hodnota rovna nule.

Listing 3.1: Ukazka prace so systémom OpenMP

int main()

{

#pragma omp parallel num_threads(4)

{

int id = omp_get_thread_num();
printf(" thread %d\n", id);
}

return 0;

}

Okrem vytvarania paralelnych regiénov kédu poskytuje systém OpenMP aj stibory klau-
zUl pre synchronizaciu vldkien a riadenie pristupu k zdielanym datam. Z pohladu paraleliza-
cie algoritmu FDDS nie je potrebna ziadna Specidlna synchronizacia vlakien, ak neberieme
do uvahy pripady ako nasledujici. Vldkno dokonéi riesenie urc¢itého strategického profilu
a vyziada si z fronty dalsi. V tomto momente sa moze stat, Ze je fronta préave prazdna.
Vzniknutt situéciu je mozné vyriesit pozastavenim vladkna na uréitit dobu, po uplynuti kto-
rej moze dotaz opit zopakovat. Vzhladom na to je teda nutné zabezpeéit akurat pristup
k zdielanym datam, ¢o je mozné dosiahnuf pouzitim mutexu, napriklad z kniZnice boost
(boost::mutez - najjednoduchsi typ mutexu, uzamknutelny iba raz). Funkcionalita spojend
s odomykanim a zamykanim mutexu je rieSena pouzitim objektu boost::mutex::scoped_lock,
ktorému je do konstruktora predana referencia na mutex. Uzamknutie takymto spdsobom
je zobrazené na ukazke 3.2. Pri zaniknuti objektu scoped_lock je v ramci jeho destruktora
mutex odomknuty.

Listing 3.2: Ukazka prace s objektom boost::mutex

boost::mutex mutex;

int F()
{
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boost::mutex::scoped_lock lock(taskMutex);

3.4 Vypocet best-response

Jednou z hlavnych podiloh pri implementacii algoritmu FDDS je najdenie best-response
stratégii urc¢itého hraca na dany strategicky profil, napriklad pomocou algoritmu 2. Pre
rychlu konvergenciu k vysledku sa predpokladd dobra rozlisitelnost strategického priestoru,
¢o by pre vystup algoritmu znamenalo jednoprvkovi mnozinu. V pripade nesplnenia tohoto
predpokladu je mozné zabranit nechcenému vetveniu v stavovom priestore pouzitim roznych
pristupov k mnozine best-response stratégii. Ak tato mnozina obsahuje viacero prvkov je
mozné pouzitie

1. vSetkych prvkov,
2. jedného z prvkov (napriklad ndhodne vybraného).

Vyhodou druhého spdsobu je rychlejSie dopracovanie sa k vysledku, ale cenou za to
moze byt vynechanie niektorych dolezitych stratégii v zredukovanej hre. Z tohto dovodu by
bola vhodna vo vyslednom néstroji moznost volby medzi oboma sposobmi.

Algorithm 2 Algoritmus Best-response
Require: i € ()
Require: s € S
MAX + — x
BR <+ 0
for all s; € S; do
U < CellModel(s;, s—i)
if MAX <U; then
if MAX < U; then
MAX «+ U;
BR <+ 0
end if
BR + BRUs;
end if
end for
return BR

3.5 Mnozina pociato¢nych uzlov

Jednym samostatnym podproblémom je zvolenie vhodnej mnoziny pociatoénych uzlov. Tto
mnozZinu je nutné zvolit s ohladom na ¢o najvicsiu pravdepodobnost odhalenia vSetkych
dolezitych stratégii jednotlivych hracov, ale zaroven je ddélezité vyhnutie sa zbytocne ve-
Ikému prehladdvaniu stavového priestoru. V pripade existencie dominantnych stratégii, je
na ich odhalenie postacujtuce zacat s jedingm uzlom, a to z dovodu, Ze kazd4d dominantna
stratégia urcitého hraca ¢ sa prejavi v kazdom jeho kontexte rozhodovania s_;. AvSak pre
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uspesne rieSenie hier bez dominantnych stratégii je nutna volba $irSej mnoziny uzlov. Au-
tor metédy FDDS navrhuje vygenerovanie takzvanej Initial safe base 2.5.2 (dalej ISB).
Jedna sa o mnozinu takych strategickych profilov, v ktorych je obsiahnuta kazda stratégia
kazdého hraca jedenkréat (v pripade rozdielneho poétu stratégii jednotlivych hracov, buda
musiet byt niektoré stratégie hracov s ich mensim poctom pouzité viackrat). Pocet pocia-
toénych strategickych profilov tejto mnoziny je rovny velkosti najvicse] mnoziny stratégii
jednotlivych hracov.
VieQ,s; €8;:3ds = (s4,5-;) € Sisp

Sposob vygenerovania ISB je zachyteny na nasledujticej ukazke algoritmu 3.

Algorithm 3 generovanie Initial safe base
Require: @
Require: S;,Vi e Q
ISB « 0
for all ¢ € Q do
Sy Sy
end for
end < false
while —end do
s+ 0
end < true
for all ¢ € @ do
if S’; # () then
i < uniform(0,]5,|)
sfg) S,
S'q = 8'q \ §gli]
end < false
else
i <= uniform(0,|Sy|)
slq] = Sy[i]
end if
if —end then
ISB <+ ISBUs
end if
end for
end while
return ISB

Pouzitie takejto mnoziny pociatoénych uzlov pre dvojhracovi hru znamend prehladanie
celého stavového priestoru. Je to désledkom toho, Ze tato mnozZina obsahuje vSetky existu-
juce kontexty s_; pre kazdého hraca ¢ € @ a nasledne pri hladani best-response stratégie
daného hraca st postupne na kazdy z tychto kontextov aplikované vSetky jeho stratégie.
S vyssim pocétom hracov vSak uz toto neplati a je prehladdvand iba mensia ¢ast stavového
priestoru. Tato zavislost budeme experimentélne demonstrovat v kapitole 5.

Na druhej strane je nevyhodou moznost neodhalenia tiplne vSetkych best-response stra-
tégii. Takyto pripad moze nastat najméi vtedy, ked sa urcitd best-response stratégia preja-
vuje iba v jednom (alebo inom relativne nizkom poéte vzhladom na velkost hry) kontexte
s_;. Tabulka 3.1 je zobrazend hra troch hricov demonstrujica takyto pripad.
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1. Za ISB zvolime profily: ISB = {[A, D, G|, B, E, H],|C, F,I]}
2. S prvymi dvoma z nich sthlasia vSetci hraci.

3. S tretim profilom [C, F,I] stihlasia iba hraéi 1 a 2, zatial ¢o hra¢ 3 sa odkloni do
profilu [C, F, H|

4. S profilom [C, F, H] uz potom suhlasia vsetci hradi.
5. Vysledna struktira GRP by obsahovala nasledovné profily:

e [A, D,G] - sthlasia vSetci hraci

e [B, E, H] - sthlasia v8etci hraci

e [C, F,I] - sthlasia hraci 1 a 2

e [C,F, H| - sthlasia vSetci hraci

6. Z toho vyplyvajuca zredukovana hra by obsahovala pre jednotlivych hracov tieto
stratégie S) = {A,B,C},S, = {D,E,F},S; = {G,H}

hrac 1, stratégia A
hréé 2 \ hrac¢ 3 G H I
D 8,8 811,1,3|1,1,1
E 1,1,11,3,1(8,1,8
F 1,1,114,4,1]1,1,1
hrac 1, stratégia B
hra¢ 2 \ hrac 3 G H I
D 1,1,1]1,1,1]9,9,9
E 1,1,1/8,88|1,1,1
F 8,88 11,1,1|1,1,1
hrac 1, stratégia C
hrac¢ 2 \ hrac¢ 3 G H I
D L4 1|1,1L,111,1
E 8,88 |1,1,1]1,1,1
F 1,1,17,7,78,8,0

Tabulka 3.1: Demonstricia neodhalenia vSetkych best-response stratégii

Z prikladu je patrné, ze by vysledna zredukovana hra neobsahovala jednu z best-response
stratégii hraca 3 a s fou aj jedno z rydzich Nashovych ekvilibrii. V désledku toho by sa
dalo predpokladat, ze algoritmu FDDS by mohol mat problémy s odhalovanim izolovanych
best-response stratégii prejavujicich sa iba v malom pocte strategickych profilov. O analyzu
takychto situacii sa pokusime aj v niektorych z testovacich prikladov.
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Kapitola 4

Implementacia kniZnice

Tato kapitola bude venovana blizsiemu popisu implementéacie nastroja FddsSolver a jednot-
livych jeho stcasti. Nasa pozornost bude zamerand najmé na vytvorené datové Struktury,
realizaciu zdielanych dat a niektoré zaujimavejsie aspekty samotného algoritmu. Pri imple-
mentacii nastroja sme dbali o dosiahnutie ¢o najvicsej efektivity vypoctu, ako aj vyuzitia
nastroja pre riesenie Sirokého spektra problémov a pripadného jednoduchého rozsirenia do
budiicnosti. Pre Tahsiu orientéciu v opisovanych triedach je na obrazku 4.1 k dispozicii
zjednoduseny diagram tried.

4.1 Datové struktuary

Zakladnymi stavebnymi prvkami nastroja st objekty vyplyvajice zo zakladnych definicii
prezentovanych v kapitole 2. Jedna sa predovsSetkym o reprezenticiu elementov pocnic
stratégiami a Gzitkami hracov, az po komplikovanejsie prvky, ako st napriklad samotné hra
¢ graf dosiahnutelnych profilov.

4.1.1 Reprezentacia hry

Zadanie hry FddsSolveru je realizované vytvorenim dvoch objektov. Prvym krokom je vy-
tvorenie instancie triedy GameDescription popisujucej strategickit hru. Pre popis hry je
nutné zadat

1. pocet hracov hry,

2. stratégie pre jednotlivych hracov. Inicializa¢né metddy ich umoznuji zadavat samos-
tatne alebo ako intervaly.

Nasledne je nutné vytvorenie potomka abstraktnej triedy CellModel, ktorej je predana
referencia na GameDescription. Abstraktna trieda obsahuje dve virtualne metédy Clone a
Compute. Prva z nich méa za tlohu vytvarat svoje kdpie (potrebné pre jednotlivé vladkna
vytvorené neskor). Metéda Compute pocita samotné uzitky jednotlivych hracov pre zadany
strategicky profil.

Pre dva zakladné stavebné prvky tychto objektov boli zvolené tieto datové typy.

e Pre stratégiu bol z praktickych dovodov zvoleny datovy typ int (strategicky profil
bude kltéom do haSovacich tabuliek uchovavajucich vypoditané Uzitky a graf dosia-
hnutenych profilov). V pripade ak je stratégia viacrozmerny rozhodovaci problém, je
nutné mapovanie na jednu hodnotu.
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<<uses>>

FddsSolver FddsTask
+Initialize(): void +PutAgree(player:int): void
+Process(): void +PutReject(player:int): void
+Finished(): bool +Agrees(player:int): bool
+GetNewTask(): FddsTask* +Rejects(player:int): bool
+ReturnTask(task:FddsTask*): void +Agrees(): int
+AddNewTask(task:FddsTask*,strategy:int): void +Rejects(): int

+IsFinished(): bool

+NextPlayer(): void
+GetCurrentPlayer(): int

+GetProfile(): StrategyProfile
+GetStatus(): FddsTaskStatus
+SetStatus(status:FddsTaskStatus): void

FddsThread (@

+Run(): void

0

GameDescription
- +Players(): int
FddsCacheProvider +PlayerStrategies(player:int): set<int>
- — - +AddStrategy(player:int,strategy:int): void
+Get(sp)ftrategyProflle,u:UtllltyProflle) +GenerateStrategies(player:int,count:int): void

i

<<uses>>
1
1
1

CellModel

<<uses>>

+Compute(sp:StrategyProfile,u:UtilityProfile): void

|
1
1
|
1
|
|
; <@ {+Clone(): CellModel*
1
1
|
1
|
|
1

'

BRProcessor

+Compute(sp:StrategyProfile,player:int,brs:set<int>): void

Obr. 4.1: Zjednoduseny diagram tried

e Pre Gzitok bola vytvorena sabléna, ktord umoziiuje volbu jedného zo zdkladnych d&-
tovych typov. Vysledkom simulacii redlnych modelov spravidla nebyva iba jedno ¢islo.
Pre tieto pripady je moznost definovania tzitku ako $truktiry viacerych hodndt. Je-
dinym obmedzenim je nutnost definovania operatora <= pre tento typ (v pripadne
nutnosti aj kopirovacieho konstruktora), kedze st potrebné pre vypocty best-response
stratégii.
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4.1.2 Reprezentacia uzlu GRP

Uzol grafu GRP je reprezentovany triedou FddsTask. Jedné sa o jednoducht triedu ucho-
véavajucu informaciu o strategickom profile, ku ktorému sa viaZe a hracoch, ktori s danym
profilom sthlasia alebo nestuhlasia. Tieto zoznamy hracov st z dévodu efektivity imple-
mentované pomocou asociativneho kontajneru std::set, ktory uchovava unikatné (¢o indexy
jednotlivych hracov splitujii) elementy, ktoré sliZia sami sebe ako kltice. Uéelom tohoto kon-
tajneru je rychly pristup k elementom podla ich kluca, typicky sa jednd o implementaciu
pomocou binadrneho stromu. Instancia tejto triedy pocas svojho zivotného cyklu prechadza
niekolkymi vnatornymi stavmi (pripravena na spracovanie, spracoviavana, zrusend alebo
vyrieSend).

4.2 Zdielané datové struktary

Tato sekcia bude venovand popisu implementovanych zdielanych datovych struktir Fdds-
Solveru, medzi ktoré sa radi cache vypocitanych uzitkov, cache uzlov GRP a s nimi tzko
spojené listy uzlov vyrieSenych, zrusenych a pripravenych na rieSenie (zmysel cache tu spo-
¢iva iba v rychlom pristupe k polozkdam jednotlivych listov).

4.2.1 Cache

Oba spominané typy cache st implementované pomocou pouzitia asociativneho kontajneru
unordered_map. Jedna sa o hasovaciu tabulku, ktora je sticastou prichddzajiceho standardu
C++0z. Tato triedu je mozné pouzit Specifikovanim dvoch az piatich Sablén, pricom pre
potreby FddsSolvera s postacujice prvé tri.

Listing 4.1: Deklaracia hasovacej tabulky

template <typename TValue>
struct FddsHashType

{
h

typedef std::unordered_map <StrategyProfile, TValue, FddsHashProfile> CacheType;

o StrategyProfile - strategicky profil, ktory je unikadtnym identifikdtorom elementu v ha-
Sovacej tabulke

e TValue - sabléna pre typ elementu ukladaného do unordered_map (pole tzitkov alebo
uzol GRP).

e F'ddsHashProfile - je haSovacia funkcia mapujica strategicky profil na ¢iselntt hodnotu
typu size_t (4.2)
S — size_t

Listing 4.2: Deklaracia pouzitej hasovacej funkcie
struct FddsHashProfile

{

size_t operator() (const StrategyProfile &profile) const

{

size.tr = 0;
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for(std::array<int, PlayersCount>>::const_iterator i = profile.begin(); i != profile.end(); ++i)

{

r x= 2251;
r+= (xi);
¥

return (size_t) r;

}
¥

Takto deklarovany typ je nasledne zaptzdreny v objektoch FddsCache a FddsSynchro-
nizedCache, ktoré poskytuji rozhranie pre pracu s touto Struktirou. Druhy z nich navysSe
riesi aj riadenie pristupu z pohladu paralelizcie vypoctu.

4.2.2 Cache vypodéitanych uzitkov

Jedn4 sa o kluc¢ovu datova struktiru z pohladu vykonnosti a efektivnosti algoritmu. Dovo-
dom je velmi ¢asty pristup vlakien riesiacich jednotlivé uzly GRP. Pri rieSeni strategického
profilu pre hraca i (hfadanie mnoziny best-response stratégii na profil s_;) déjde k tomuto
pristupu |.S;|-krat bez ohladu na to, ¢i sa hladané hodnoty pre dany profil v cache nacha-
dzaju (v oboch pripadoch je nutny minimalne dotaz na existenciu tzitkov pre dany profil).
Samotna hasovacia tabulka je odvodend z typu FddsSynchronizedCache Specializovanim
sablény (T'Utility je $abléna deklarujica typ tzitku hraca).

Listing 4.3: Deklaracia cache tzitkov

FddsSynchronizedCache<std::array<TUtility, PlayersCount>>

4.2.3 Cache uzlov GRP

Tato datova struktara je odvodena Specializovanim typu FddsCache:

Listing 4.4: Deklarécia cache uzlov GRP

FddsCache<FddsTask *>

Na rozdiel od cache z predchéddzajiceho odstavcu neriesi synchronizéaciu pristupu jed-
notlivych vldkien. Tato zodpovednost je prenechand nadradenému objektu.

4.2.4 Zoznamy uzlov GRP

Tieto zoznamy st rovnako ako cache ulov GRP sucastou objektu FddsSolver. V zozname
taskList st uchované referencie na uzly GRP, ktoré maju byt rieSené. Po vyrieSeni je uzol
presunuty do zoznamu vyriesenych uzlov, analyzou ktorého je po ukonceni chodu algoritmu
vygenerovana redukovand hra. Kedze tieto zoznamy a cache uzlov GRP pracuji s rovnakymi
datami, musia nevyhnutne podliehat spolo¢nému riadeniu pristupu.

4.3 Vypocet uzitkov v strategickych profiloch

Ako uz bolo spominané uzitky hracov v jednotlivych strategickych profiloch buda pocitané
metddou Compute objektu CellModel. Vzhladom nato, ze algoritmus FDDS potrebuje opa-
kovane pristupovat k tzitkom v urcitom strategickom profile, je vhodné ukladanie uz vy-
pocitanych hodnot. NavySe s rastiicou komplexnostou a ¢asovou naroc¢nostou CellModelu
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sa toto stdva mevyhnutnostou. Takyto pristup vSak méze znamenat zbytoéni pamifova
naro¢nost pre jednoduchsie hry, kde vypocet Uzitkov zaberd iba relativne kratku dobu.
Preto bola vytvorené abstraktna FddsCacheProvider zapuzdrujica pristup k objektu Cell-
Model a dovolujucej realizaciu roznych stratégii uchovavania vypodcitanych hodnot tzitkov.
FddsSolver umoznuje pouzitie dvoch takychto pristupov, ktoré st implementované dvoma
potomkami abstraktnej triedy FddsCacheProvider:

o FddsNoCacheProvider - ako vyplyva z nazvu, jedné sa o spésob bez ukladania vypo-
¢itanych uzitkov. Pri kazdej poziadavke je priamo vyvolany vypocet pomocou Cell-
Model

e FddsUtilityCacheProvider - sposob s vyuzitim ukladania do cache, ktord musi byt
k dispozicii v8etkym vldknam, a preto tu dochadza k potrebe synchronizacie ich pri-

stupu.
FddsCacheProvider
+Get ()
FddsNoCacheProvider FddsUtilityCacheProvider
+Get () +Get ()

FddsCacheProviderFactory

+Create(type:FddsCacheProviderType): FddsCacheProvider *

Obr. 4.2: Triedy poskytujtce pristup k zitkom v strategickych profiloch

Algoritmus FDDS moze pocas svojho chodu poditat best-response stratégie urcitého
hraca opakovane pre ten isty kontext rozhodovania. Na zdklade tejto myslienky bola pri
implementéacii zvazované aj moznost s pristupom ku grafu dosiahnutelnych profilov. V pri-
pade ak uZ dany kontext rozhodovania uréitého hraca bol rieSeny, je mozné v. GRP néjst
profil, do ktorého chce tento hra¢ prejst (pripadne ostat v aktudlnom). Tymto spésobom
by pri rieSeni profilu pre nejakého hraca bolo mozné nahradif pristupy do cache vypo-
¢itanych azitkov pristupmi do GRP. Vyhodou tohoto by bolo presunutie urcitého poctu
pristupov z viac vytazenej na menej vytazenu zdielanti ddtova Struktiru. Na druhej strane
by si takéto rieSenie vyzadovant zvySend réziu spojenti najmé s riadenim pristupu k zdiela-
nym datam ako aj uréiti komplikéciu a zneprehladnenie rozhrani jednotlivych medzi sebou
komunikujacich objektov, a preto bolo od tejto myslienky nakoniec upustené.
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4.3.1 Trieda FddsUtilityCacheProvider

Ulohou tohto objektu je abstrakcia pristupu k uzitkom hracov pre pozadovany strategicky
profil. Pri takejto poziadavke na profil tzitkov uréitého vlakna mozu nastat tri rozne situ-
acie.

1. Nie st pritomné. Pozadovany strategicky profil je ulozeny do zoznamu prave pocita-
nych profilov a je zahajeny vypocet pomocou objektu CellModel. Po jeho ukonceni je
vysledok uloZeny do cache, profil je odobrany zo zoznamu aktudlne riesenych profilov
a vysledok je vrateny.

2. St pritomné v cache. Pozadované data st vytiahnuté z cache a poskytnuté dotazova-
telovi

3. St prave riesené. V tomto pripade je ziadajice vlakno na kratku dobu uspané. Po jej
uplynuti sa cely proces opakuje az kym vypocet pre dany profil nie je ukonceny.

Pre spravnu funkcionalitu je nutné, aby niektoré z uvedenych operacii prebehli atomicky.
Pri negativnej odpovedi na dotaz o existencii dat pre dany profil, je tento profil sacasne
vlozeny do zoznamu rieSenych profilov, kedze sa predpoklada, ze bude okamzite zahajeny
jeho vypocet. Profil je z tohto zoznamu odstraneny atomicky spolu s vkladanim vyslednych
uzitkov do cache.

4.4 Implementacia algoritmu

Samotné telo algoritmu FDDS je implementované pomocou dvoch tried, ktoré vyuzivajua a
pracuju s datovymi Struktirami popisanymi na predchadzajicich strandch. Vonkajsi cyklus
algoritmu pomocou triedy FddsSolver a vntutorny cyklus, ktory je mozno spracovavat para-
lelne, triedou F'ddsThread. Nasledujuce sekcie popisuju tieto triedy spolu aj s jednotlivymi
podproblémami spojenymi s ich implementéciou.

4.4.1 Trieda FddsSolver

Tato triedu je moZné povazovat za samotny mozog algoritmu, ktorého hlavnou tlohou
je riadenie algoritmu spocivajice v inicializacii vSetkych potrebnych datovych struktir a
vlékien, riadenie pristupu k zdielanym ddtovym Struktiram, rozdelovanie tloh jednotlivym
vlaknam ako aj rozhodovanie o splneni ukonc¢ujtcich podmienok algoritmu. Navyse je mozné
thto triedu povazovat za akési rozhranie pre uzivatela implementovaného nastroja. Zivotny
cyklus inStancie triedy FddsSolver je mozno rozdelit do troch etap.

e Inicializicia algoritmu, ktora zahrnuje vytvorenie a nastavenie vnutornych objektov
na zaklade konstrukénych parametrov, inicializacia pociatoénych uzlov GRP.

e Samotny chod algoritmu, vyzadujici vytvorenie pozadovaného poctu vlakien, riadenie
algoritmu a rozdelovanie tloh.

e Vystup algoritmu, ¢ize vygenerovanie zredukovanej hry.

Ukéazka kédu 4.5 demonstruje pracu s objektom triedy FddsSolver. Pri vytvoreni ob-
jektu je nutné Specializovat sablénu na datovy typ pouZity pre reprezentaciu tzitku hraca.
Parametre konstruktora st potomok triedy CellModel a instancia triedy GameDescription.
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Dalsim volitelnym argumentom je spdsobom pristupu k tzitkom v strategickych profiloch
(v tomto pripade s pouzitim cache tzitkov). Nasledne je nutné inicializovat pociatoéné uzly
v GRP a spustit chod algoritmu. Po jeho dokonéeni sa neché vygenerovat zredukované hra.

Listing 4.5: Ukazka prace s objektom FddsSolver
FddsSolver<int> *solver = new FddsSolver<int>(cellModel, game, FDDS_UTILITY_CACHE);
solver—>Initialize();
solver—>Process();
GameDescription *reducedGame = solver—>ReducedGame();

Zahajenie vypoctu je spustené vyvolanim metddy Process. Tato metéda vytvori jed-
notlivé vlakna, ktorych pocet je Specifikovany hodnotou konstanty ThreadCount nacha-
dzajtcej sa v hlavickovom stubore fdds.h. V tomto stibore je pritomné aj dal$ia konstanta
PlayersCount, ktora Specifikuje pocet hrac¢ov hry. Pritomnost tejto konStanty a nutnost jej
modifikacie ¢iastoéne komplikuje pouzivanie néstroja. Jej pritomnost je nutnd z dévodu
moznosti definicie statickych poli pre vektory stratégii a uzitkov hrac¢ov. Moznostou bolo aj
zavedenie konStanty udavajicej maximéalny pocet hracov, pricom by pri jeho nenaplneni os-
tali niektoré jeho prvky nevyuzité. Nevyhodou tohoto rieSenia je okrem zvySenej paméitove;j
naro¢nosti aj nastavajaci problém pri hasovani strategického profilu, ktoré pouziva vsetky
prvky pola stratégii. Takto by haSovanie zaviselo aj na niekolkych neplatnych hodnotéch
(v pripade mensieho ako maximalneho poc¢tu hracov).

Cinnost vlakien je okamzite po vytvoreni spustend pri¢om FddsSolver prebera tilohu
poskytovatela pristupu k zdielanym datam (konkrétne k zoznamom a cache FddsTaskov).
Nutnost tohoto pristupu nastava v Styroch pripadoch, kazdy z nich je oSetreny samostatnou
metédou FddsSolvera:

e detekcia splnenia ukoncovacich podmienok algoritmu - Finished,
e pridelenie novej tlohy vldaknu - GetNewTusk,
e vratenie ulohy vldknom - ReturnTask,

e poziadanie o vytvorenie novej ulohy - AddNewTask.

Detekcia ukoncenia algoritmu

Metéda vrati hodnotu true v pripade naplnenia ukoncéovacich podmienok algoritmu. Tento
pripad nastava ak je fronta uzlov ¢akajucich na spracovanie prazdna a zaroven je pocet prave
rieSenych uzlov rovny nule. KedZe tato rozhodovacia podmienka je zévislda na zdielanych
datach, je telo funkcie chranené mutexom (toto plati aj pre nasledujice metédy, ktoré
pristupuja k rovnakym datam).

Pridelenie novej ulohy

Vracia prvy nevyrieSeny (Giasto¢ne vyrieSeny alebo nezahdjeny) uzol z fronty uzlov ¢aka-
jacich na spracovanie a nastavuje status uzlu na prave spracovavany. Ak je fronta prazdna
vracia hodnotu NULL. V tomto pripade by sa mohlo zdat, Ze vldkno Ziadajice o novy uzol
moze ukonéit svoju ¢innost. To v8ak samozrejme pravda nie je z dovodu moznosti existencie
dalsieho préave spracovavaného uzlu.
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Vratenie ulohy

Spracovavany uzol je po jeho vyrieseni pre urcitého hraca vrateny FddsSolveru, ktory dete-
kuje, ¢i je rieSenie uzlu uz dokoncené a nasledne ho podla toho zaradi do zoznamu ¢akajucich
na spracovanie alebo vyriesenych uzlov.

Vytvorenie novej alohy

V pripade ak sa pri rieSeni strategického profilu pre daného hraca zistilo, ze hra¢ s danym
profilom nesthlasi a chce sa odklonit do iného, je nutné poziadat solver o zaradenie cielového
uzlu do fronty uzlov ¢akajuicich na spracovanie. Ak poziadany uzol eSte neexituje, je nutné
ho vytvorit (pricom je mozné hraca, ktory sa chcel odklonif od pévodného profilu, nastavit
ako sthlasiaceho) a vlozit do fronty. Pre uz existujuci FddsTask pre dany profil je nutné
postupovat podla jeho stavu. Ak ndjdeny FddsTask nie je prave spracovavany niektorym
z vlakien, je nutné nastavenie odkloniujuceho sa hraca ako suhlasiaceho (ak je task uz
CiastoCne vyrieSeny, tak iba v pripade ak dany hrac¢ este ako sthlasiaci nastaveny nie je).
Pre prave spracovavany task toto nie je mozné vykonat, kedZe s nim prave pracuje iné
vlakno. To aj napriek tomu, ze telo metddy je chranené mutexom synchonizujicim pristup

k zdielanym détam, a to z dévodu, Ze tieto data obsahuju iba referencie na inStancie triedy
FddsTask.

4.4.2 Vlakno algoritmu

Trieda FddsThread v postate implementuje kroky 2 az 4 algoritmu FDDS. Jej dlohou je
teda vyzdvihnutie si uzla z fronty uzlov, zvolenie jedného hraca, pre ktorého dany uzol este
nie je vyrieSeny a nakoniec vyrieSenie uzla pre daného hraca. Algoritmus 4 popisuje tento
proces detailnejsie. Jednou z podiiloh je ndjdenie best-response stratégii pre rieSeného hraca
v danom strategickom kontexte. Pre dosiahnutie tohoto je nevyhnutny pristup k uzitkom
hracov v potrebnych profiloch (pristupom do cache alebo pomocou CellModel) s vyuzitim
triedy CacheProvider spomenutej v predoslych castiach kapitoly.
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Algorithm 4 Cinnost vlakna

while —solver.Finished() do
task < solver.GetNewTask()
if task # NULL then
if —task.IsFinished() then
q < task.NextPlayer()
s + task.GetProfile()
BR < ComputeBrs(q, s)
if s, € BR then
task.PutAgree(q)
else
task.PutReject(q)
end if
for all b € BR\ s, do
solver.AskNewTask(task,b)
end for
else
solver.ReturnT ask(task)
end if
else
sleep()
end if
end while
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Kapitola 5

Analyza vysledkov experimentov

Funkénost implementovaného nastroja bola experimentalne odsktsSand na niekolkych pri-
kladoch, ktoré skimaji a analyzujt rézne vlastnosti algoritmu. Zacneme jednym z typickych
problémov tedrie hier, ktorym je Cournotov model oligopolu. Toto vsak bude jedinym pri-
kladom so zdkladmi v redlnom svete. V dalsich experimentoch bola dand prednost umelo
vygenerovanym hram, s uréitymi vlastnostami vhodnymi na testovanie algoritmu FDDS.

5.1 Cournotov model oligopolu

Jedné sa o ekonomicky model trhu, kde skupina firiem () stperi s predajom urcitého ho-
mogénneho produktu. Kazdéa firma ¢ € @ si nezavislo voli mnozstvo jednotiek a;, ktoré
vyprodukuje s uréitymi nékladmi Cj(a;) (nédklady na jednotlivé kusy st zhodné), ktoré
rastu linedrne s mnozstvom vyprodukovanych jednotiek. Vsetky produkty st predané za
rovnakiu cenu P(A), ktord je dand dopytom a ponukou A (celkové mnoZstvo vyproduko-
vané vSetkymi firmami spolu). P je nazyvana inverznou funkciou dopytu, ktorej hodnota
kles4 so zvySujicou sa ponukou, pokial uz nie je nulova.

Ci(a;)) = ca; ¢>0
A = Zai
1€Q
- A kA<
P(4) = «o , a <«
0, ak A > «

« a c st konstanty reprezentujice dopyt a ndklady na vyrobu jednotky produktu. Taktiez
je nutné predpokladat nerovnost ¢ < «, a to z dovodu existencie ponuky A, pre ktora by
trhova cena bola vyssia ako celkové naklady firiem C. Pre obrat R; a zisk m; urcitej firmy

i plati:
Ri(al,ag,... ,a|Q|) = aiP(a1+a2+...+a‘Q|)
mi(a1,az,... ;aiq) = Rilar,a2,...,a1q) — Ci(a;)
Cournotov model oligopolu obsahuje jedno unikatné Nashovo ekvilibrium:
a—c
*=(al,a5,...,al5) a0 = ——, Vi€
a (ay, a3 a\Q|) @; 1Q + 1 ieQ

Z toho odvodeny a implementovany model obsahuje nasledovné volitelné parametre:

32



1. pocet hracov (firiem) @,
2. dopyt M,
3. naklady na jednotku produktu.

Jednotlivym hracom st vygenerované stratégie, reprezentujtice zvolené mnozstva pro-
duktov, v intervale (0, M). Dalsie stratégie by nemali zmysel, kedze by zarudene viedli
k zapornym Uzitkom. Pre uzitok hracov bola vytvorena dvojdimenzionalna struktara. Jed-
nou hodnotou je zisk hraca dany funkciou 7; a druhd hodnota je pocet jednotiek produktu,
ktoré tento hrac¢ vyrobil. Predpokladom je, Ze ak pre urcitého hraca ¢ je jeho zisk v dvoch
strategickych profiloch rovnaky, bude preferovat ten, v ktorom vyrobil mensie mnozstvo
produktov. Tento testovaci priklad teda okrem modelu oligopolu aj demonstruje pouzitie
FddsSolvera v kombinécii s vlastnou Struktirou reprezentujicou uzitky (preferencie) hré-
cov. Pre takato struktiru je nutna definicia operdtora <=, ¢o je pre nas model docielené
nasledovnym spdsobom 5.1.

Listing 5.1: Definicia Struktary reprezentujtcej preferencie hracov
struct Utility

{

int profit;
int volume;

¥

bool operator <=(Utility &a, Utility &b)

{
if (a.profit < b.profit) return true;
if (a.profit == b.profit && a.volume >= b.volume) return true;
return false;

}

V tabulke 5.1 st zaznamenané vysledky vykonanych simulédcii. Vo vSetkych pripadoch
zredukovand hra obsahovala stratégie hracov v intervale (0, MQ_ <) oproti povodnym v inter-
vale (0, M). Tieto stratégie st o¢akdvanym a spravnym vystupom, pri¢om hrani¢né stratégie
urc¢itého hraca s best-response na profily, kde sucet produkcie ostatnych hracov je rovny

.....

hrat nebudd, a preto by sa dali zodpovedajtce stratégie povazovat za zbyto¢né (aj napriek
tomu, Ze splitaji definiciu uzito¢nych best-response stratégii, ktort sme si zaviedli). Vystu-
pom algoritmu je aj Nashovo ekvilibrium, ktoré je v modeli oligopolu pritomné. V pripade so
Styrmi hra¢mi sa jedna o Nashovo ekvilibrium zmiesanych stratégii zodpovedajice profilom
[10,11, 10, 10], [10, 10, 11,10], [11, 10,10, 10] a [10, 10, 10, 11].

Q 2 3 4
157 27 27 27
PNE | [17,17] | [13, 13, 13] | -

Tabulka 5.1: Vysledok redukcie modelu oligopolu (M = 60, ¢ = 8)
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5.2 Umelo vytvorené hry

Hlavnou myslienkou tohoto typu testov je vytvorenie hier obsahujacich stratégie zaujimavé
z pohladu algoritmu FDDS, teda stratégie, ktoré buda obsiahnuté aj vo vyslednej zreduko-
vanej hre. Boli navrhnuté dva hlavné sposoby generovania hier, kde je mozné zvolit mnozinu
stratégii, ktoré:

e st dominantné voci ostatnym nezvolenym stratégidm 9pricom medzi sebou ziadne dve
z nich dominantné nie si),

e tvoria mnozinu best-response stratégii jednotlivych hracov (existencia dominovanych
stratégii je v tomto pripade mala a zmensSuje sa s narastajicim stavovym priestorom
hry.

Hry vygenerované druhym spdsobom st zaujimavejsie z pohladu experimentovania s al-
goritmom F'DDS, a preto bol v neskdr prezentovanych prikladoch pouzity vyluéne tento typ.
Dal$imi moznostami pri nastavovani vlastnosti danych hier je moznost modifikovania rozlisi-
telnosti stratégii v jednotlivych kontextoch hracov, po¢tu kontextov rozhodovania hracoch,
v ktorych sa prejavia jeho jednotlivé best-response stratégie a takisto aj uzitocnost tychto
stratégii.

5.2.1 Spodsob generovania hier

Generovanie prvého typu hier je relativne jednoduché. V pripade, ak urcity hrac¢ hra ne-
jakil zo zvolenych stratégii, je postac¢ujice jeho Uzitok v danom profile vynasobif uréitou
konstantou (alebo konstantu pripoéitat), ¢im sa zaruci, Ze dand stratégia bude domino-
vat vsetky nezvolené. Dalsim krokom je zabranenie moznej dominancie medzi zvolenymi
stratégiami (alebo inak povedané, aby kazda z tychto stratégii bola best-response aspori na
jeden kontext rozhodovania daného hraca). Toto je mozné dosiahnut tak, ze kazdej stratégii
priradime profil (pripadne viac profilov), v ktorom bude mat dany hra¢ v danom kontexte
najvyssi azitok.

U druhého typu hier sa v podstate jednd o namapovanie kazdého kontextu s_; hrac¢a ¢ na
jednu z jeho best-response stratégii. Toto je dosiahnuté nasledovnym spésobom. Kazdému
kontextu s_; je priradeny urcity index, ktory je nasledne zahasovany pomocou hasovacej
funkcie (z dovodu dosiahnutia rozumného rozlozenia - napriklad aby dva za sebou nasledu-
juce strategické profily neboli zakazdym namapované na susedné best-response stratégie).
Poslednym krokom je takto ziskanti hodnotu namapovat na jednu zo zvolenych stratégii.
V pripade ak by sme mali zdujem o dosiahnutie roznej rozliSitelnosti stratégii, je nutné
mapovanie jednotlivych kontextov na viacero stratégii. Toto sa dd jednoducho docielif po-
uzitim viacerych réznych hasovacich funkcii v druhom kroku.

Algoritmus 5 znézortiuje vypocet Uzitku hraca i v strategickom profile s v takymto
sposobom generovanej hre. Uy, a Upormas s funkcie generujuce uzitky hraca pre pro-
fily s jeho best-response stratégiou respektive normélnou stratégiou, pricom musi platit
Upr(8) > Unormai(s). V implementovanych testovacich prikladoch sme pouzili ndhodné ge-
nerovanie uzitkov v zvolenych intervaloch, a preto s tieto priklady pouzitelné iba v kom-
binacii s cache uzitkov (bez pouzitia cache by pri opédtovnom vypocéte pre ur¢ity profil
dochédzalo k vrateniu rozdielnych vysledkov).
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Algorithm 5 Vypocet tzitku hraca v umelo generovanych hrach
Require: i € Q
Require: s € S
k<0
for all ¢ € Q do
if ¢ #1 then
k < kx|Sq| + sq
end if
end for
k < hash(k)
br <~ BRS[k mod |BRS;|]
if br = s; then
Ui < Ubr(s)
else
Uj <— Unormal(s)
end if
return u;

5.3 Zlozitost algoritmu

Najvhodnej$im spoésobom sktimania zloZitosti algoritmu je vzhladom na velkost prehlada-

ného stavového priestoru, ¢ize pocet vyhodnoteni CellModelu. V pripade zlozitejSich mo-

delov byva tato funkcia typicky vypoctovo najnarocnejsia. Navyse ak je pouzita cache

vypocitanych tzitkov méa rozhodujici vplyv aj na priestoroviu zloZitost, vzhladom na to,

ze velkost preskiimaného stavového priestoru priamo ovplyviiuje velkost tejto cache. T4 je

zdroven aj najnaroc¢nejSou datovou Strukttrou z hladiska pamitovych poziadaviek.
Velkost preskiimaného stavového priestoru sme vyhodnocovali vzhladom na

e pocet stratégii hracov (graf 5.1),

e pocet hracov (graf 5.2),

e velkost mnoziny best-response stratégii (graf 5.3),
o rozlisitelnost stavového priestoru (tabulka 5.2).

Pre kazdy z tychto parametrov bola vykonana séria testov, v ramci ktorej boli vSetky
ostatné parametre hry okrem skiimaného nemenné.

|BR(s-i|) 1 2 3 4 5
Preskimany stavovy priestor | 298608 | 488268 | 501683 | 502964 | 502843
Velkost GRP 3777 16461 | 26948 | 35587 | 42842

Tabulka 5.2: Zlozitost algoritmu vzhladom na rozlisitelnost stavového priestoru. Testovana
hra je zlozend z troch hracov s 100 stratégiami (|S| = 100%) a BR; = 20.

Vo vsetkych vyssie uvedenych prikladoch bola vysledna zredukovand hra best-response
ekvivalentna pdvodnej hre, ¢ize boli zachované vsetky best-response stratégie. Toho bolo
dosiahnuté aj vdaka tomu, Ze vygenerované hry neobsahovali ziadne izolované best-response
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Obr. 5.1: Zlozitost algoritmu vzhladom na pocet stratégii hracov. Testovand hra je zlozena
z troch hracov, pricom mnozina best-response stratégii kazdého z nich obsahuje 5 prvkov.
Stavovy priestor je dobre rozliSitelny (na kazdy kontext s_; hraca ¢) plati |[BR(s_;)| = 1.

stratégie. Z hladiska zlozitosti algoritmu je vidiet, Ze na redukciu hry bolo potrebné preski-
manie len zlomku z celkovych strategickych priestorov hier. Zaujimavé moze byt porovnanie
testov s ohladom na prvé dve kritéria (vplyv poctu stratégii a poc¢tu hracov). Test so 100
stratégiami jednotlivych hracov a test so Siestimi hra¢mi boli vykonévané na hrach s podob-
nou velkostou stavového priestoru. Vysledny pocet vyhodnocovanych strategickych profilov
je tiez porovnatelny. Treba si vSak uvedomit, ze druhy z tychto testov je vyraznejsie ¢asovo
aj pamitovo narocény, a to v dosledku toho, Ze sa jednd o viacrozmerny rozhodovaci prob-
sa navySe prejavil aj na fyzickej velkosti datovych Struktir, najméi na cache vypodéitanych
uzitkov (pre kazdy profil je nutné ukladat hodnoty pre vSetkych hracov).

5.4 Best-response ekvivalencia zredukovanych hier

Ako bolo v jednej z predoslych kapitol 3.5 naznacéené, algoritmus FDDS v kombinAcii s po-
uzitim ISB nezarucuje vo vSetkych pripadoch to, Ze zredukované hra bude best-response
ekvivalentnd s pévodnou hrou (plati aj pre ekvivalenciu len s ohladom na uzito¢né best-
response stratégie). Pri¢inou tohoto fenoménu je mozna existencia stratégii, ktoré sice pat-
ria do mnoziny BR, ale prejavuju sa len vo velmi malom mnozstve strategickych profilov.
V tejto sekcii budu experimentalne skimané hry, ktoré prave takéto stratégie obsahuju.
Z dosiahnutych vysledkov sa pokisime vyhodnotit pravdepodobnost odhalenia takychto
stratégii.

Odhalenie izolovanej best-response stratégie vo vSeobecnosti zavisi od viacerych fakto-
rov.

e Velkost stavového priestoru.
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Obr. 5.2: Zlozitost algoritmu vzhladom na pocet hracov. Hra je tvorend hraémi s 10 straté-
giami a best-response mnozinou o velkosti 2. Strategicky priestor je opét dobre rozlisitelny.

1E+09

1E+08

1E+07

B Velkost stavového priestoru
1E+06 ] Preskiimany stavovy priestor

] Velkost GRP
1E+05 —‘
1E+04 [ | | —‘ —‘ —‘

| | | |
25 50 75 100 125 150

Pocet best-response stratégii hracov

Obr. 5.3: Zlozitost algoritmu vzhladom na pocet best-response stratégii hracov. Skiimana
hra je tvorend z troch hracov s 500 stratégiami. Stavovy priestor je dobre rozliSitelny.

e Pocet kontextov, v ktorom sa dand izolovand stratégie prejavi (v suvislosti s predchéa-
dzajicim bodom).

e UZito¢nost danej best-response stratégie, ktora znamend vic¢siu Sancu sa do daného
profilu prepracovat prostrednictvom iného hraca. NavySe ak dand stratégia uzito¢nou
nie je, jej neobjavenie nie je vobec podstatné z pohladu best-response ekvivalencie
hier vzhladom na uzito¢né stratégie.
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e Celkova Struktura hry, ktora zahrriuje velkosti best-response mnozin jednotlivych hra-
¢ov, rozlisitelnost a vetvenie strategického priestoru s ohfadom na GRP.

Uspesnost odhalenia takejto izolovanej best-response bola experimentalne zistovana na
nasledujtcich dvoch hrach lisiacich sa vo velkosti mnozin BR (Q = 3 |S;| = 100, |BR;| = 10
a |BR;| = 5). Jednému z hracov bola nésledne dogenerovand dalsia best-response stratégia
s moznostou manipuldcie po¢tu kontextov, v ktorych sa prejavi. Boli generované tri typy
takychto kontextov, kde izolovana best-response stratégia bude

e iba neuzitocnou,

e uzito¢nou alebo neuzito¢nou (pravdepodobnost danad po¢tom hracov, mnoZstvom
stratégii a best-response stratégii. V pouzitych hrach to je konkrétne 19%/81% res-
pektive 9.75%/90.25%),

e iba uzito¢nou.

Pre kazdt kombinéciu zlozenii zo zvolenych pocétov kontextov a ich vyssie uvedenych
typov bolo vykonanych 100 simulécii a percentuélna tspesnost odhalenia tejto stratégie
v jednotlivych pripadoch je zobrazena v tabulke 5.3 a na grafe 5.4.

| p | 1 ] 2 | 4 ] 8 [ 16 | 32 | 64 |
neuzitocné
|IBR;|=5 | 1% | 2% | 2% | 10% | 13% | 28% | 46%
|IBR;| =10 | 0% | 1% | 4% | 4% | 14% | 33% | 41%
zmieSané
|IBR;|=5 | 8% | 11% | 23% | 38% | 62% | 91% | 97%
|IBR;| =10 | 9% | 21% | 35% | 61% | 84% | 94% | 100%
uzitoéné
|IBR;| =5 | 46% | 79% | 95% | 99% | 100% | 100% | 100%
|IBR;| =10 | 33% | 65% | 85% | 99% | 100% | 100% | 100%
|IBR;| =15 | 35% | 64% | 85% | 98% | 100% | 100% | 100%

Tabulka 5.3: Uspesnost odhalenia izolovanej best-response stratégie.

Zo zaznamenanych vysledkov je patrné, ze odhalenie uzito¢nej izolovanej best-response
stratégie je vyrazne pravdepodobnejsie ako neuzito¢nej. Dévodom je to, ze do daného stra-
pripadov toto nastane prostrednictvom hréaca ¢, prave vdaka ktorému sa izolovand stratégia
stava uzitocnou, kedze jeho best-response stratégia sa prejavuje vo vyrazne viéSom pocte
profilov s_;. V hrach generovanych v rdmci tejto prace je tento pocet priblizne dany po-
merom celkového poctu kontextov s_; k poctu best-response stratégii hraca i (zavisi na
pouzitej hasovacej funkcii).

Rozdielna velkost mnozin best-response stratégii sa na vysledkoch podpisala vyrazne
iba v druhej sérii testov, kde sa za pri¢inu d4 povazovat zviiéSenie pravdepodobnosti ge-
nerovania kontextov, na ktoré bude izolovana stratégia uzito¢nou best-response. V tretej
sérii testov je mozné zachytit akysi trend znizovania tspesnosti vzhladom na rastici pocet
best-response stratégii. Stratégia, vdaka ktorej sa izolovana best-response stala uzito¢nou,
sa bude v désledku tohoto narastu prejavovat v nizsom pocte kontextov, ¢o nakoniec vedie
k niz8ej tispesnosti.
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Obr. 5.4: Uspesnost odhalenia izolovanej best-response stratégie.

V dalsom experimente bude nasa pozornost zamerand vylu¢ne na uzitocné izolované
best-response stratégie, pricom predmetom skiimania bude vplyv poctu stratégii hracov na
uspesnost detekcie izolovanej stratégie (graf 5.6). Zo zaznamenanych vysledkov vyplyva,
ze velkost mnoziny stratégii jednotlivych hrac¢ov nem4 na tspesnost takmer alebo dokonca
aj uplne ziadny vplyv. Zmena tohto parametra zapricini iba narast strategického priestoru
do sirky, ale pomer kontextov, v ktorych sa jednotlivé best-response stratégie prejavuju,
k celkovému strategickému priestoru ostava zachovany, a teda ani neovplyviuje vysledni
pravdepodobnost.

Pre popis spravania v 4-hracovej hre (Vi € @ : |S;| = 50A|BR;| = 6) sme zaviedli pojem
stupen uzito¢nosti best-response stratégie b; = BR;(s—_;) hraca i. V takejto hre stratégia
moze b; voli kontextu s_; nadobudat tri tieto stupne, podla poétu hracov ¢ € Q : q # 1,
pre ktorych plati:

5—i = (S—i—q:5q) : 8¢ € BRq((5-i,—4, i)

V pripade ak je kontext s_; tretieho stupna uzito¢nosti, tvori spolu so stratégiou b;
Nashovo ekvilibrium. Izolovana best-response stratégia b; na kontext s_; druhého alebo
tretieho stupia je objavitelna s pravdepodobnostou bliziacou sa ku 100%, a to aj v pripade
ak sa prejavuje iba v jednom kontexte s_;. Uspesnost detekcie uzito¢nej best-response
stratégie prvého stupiia v 4-hracovej bola degradované na tspeSnost ndjdenia neuzitoénej
stratégie v 3-hracovej hre. Z vyssie uvedeného je potom mozné vyvodit nasledovny zaver.
Izolované stratégia b; hraca i, ktord je best-response na kontext s_;, je dobre odhalitelné
len v pripade, ak spolu s kontextom s_; tvori Nashovo ekvilibrium, alebo nanajvys jeden
hréa¢ ¢ € Q A q # i s profilom (s_;, b;) nesthlasi.

V 3-hrécovej hre 3.1 bola prvykrat demonstrované moznost neodhalenia izolovanej best-
response stratégie algoritmom FDDS v kombinacii s ISB. V tomto konkrétnom pripade je
tato stratégia zaroven aj sucastou rydzeho Nashovho ekvilibria, ¢o sa moze zdat v rozpore
s predchadzajtcim tvrdenim. Dana hra vsak bola skonStruovana so zdmerom, aby ¢o najme-
nej moznych kombindcii uzlov I.SB tuto stratégiu detekovalo (mensi pocet uz nie je mozné
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Obr. 5.5: Uspesnost odhalenia izolovanej best-response vzhladom na pocet stratégii hracov

dosiahnut). Pre tato hru je mozné vygenerovat celkovo 36 réznych ISB, z toho 26 dant
stratégiu a Nashovo ekvilibrium objavi. S narastom poctu stratégii a vhodnou manipuléciou
s preferenciami hracov by mal tento pomer klesajici tendenciu.

U hier modelujicich problémy redlneho sveta nie je podobna deforméacia ako v nami
generovanych hrach castou zalezitostou a naopak sa dé predpokladaf urcita spojitost sta-
vového priestoru (napriklad model oligopolu). Takéto vlastnosti st pre spravnost vystupu
algoritmu FDDS iba prospesné a zvysuju jeho vyznam v praktickom pouziti.

V poslednom teste z tejto série sa zameriame na rydze Nashové ekvilibria, ktoré budu

zlozené len z izolovanych stratégii s* = (s7,s3,. .. ,SF‘Q|) takych, ze Vi € Q:
si € BR;(sY))
8; ¢ BRi(Sfi), S_; 75 8*—i

Ur¢ity hra¢ ¢ bude potom v kontexte svojho rozhodovania s*,; vzdy hrat stratégiu s.
Uvazujeme strategicky profil s = (s, _;, s;, 5;), kde s; # s; As;j # s}. Dosiahnutie ekvilibria
s* z tohto strategického profilu by mohlo byt mozné iba cez strategické profily (s*,,s;)
respektive (s*;,s;). Toto by sa dalo dosiahnuf iba ak by platilo sf € BR;((s*; _;,s;))
alebo s} € BRj((s*fiﬁj,si)), ¢o je v rozpore s vyssie uvedenou definiciou ekvilibria s*.
V dosledku toho by k objaveniu takéhoto ekvilibria s* algoritmom FDDS doslo iba v tedy
ak by I.SB obsahovala strategicky profil s, ktory by pre urcitého hraca i a lubovolnt jeho
stratégiu s; € S; sploval:

5= (5755)

Pravdepodobnost odhalenia takého ekvilibria by potom bola zavisld len od pomeru po-
¢tu ISB, ktoré danii podmienku spliuji, k celkovému poctu kombinacii ISB. Nésledne
bude tato pravdepodobnost s rastiicou velkostou strategického priestoru klesat, ¢o podpo-
ruju aj nase dosiahnuté experimentélne vysledky (graf 5.7, Q = 3, |BR;| = 10).

40



120%

100% . —

80% -

60% [l Stupen 1
[] Stupen 2
40% [ Stupen 3

Uspesnost

20% —

0% — |. |I |I | |
1 2 4 8 16 32 64

Pocet Profilov

Obr. 5.6: Uspesnost odhalenia izolovanej best-response v 4-hracovej hre
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Obr. 5.7: Uspesnost odhalenia ekvilibria zloZzené z izolovanych best-response stratégii

5.5 Vyznam algoritmu FDDS

K mnozine ISB sme sa pokusili vytvorit int alternativu zaruc¢ujicu odhalenie vSetkych
uzitoénych best-response stratégii. S ohladom na tento ciel, sa jedinou moznostou javilo
vygenerovanie mnoziny, ktora by pre urcitého hraca i obsahovala vSetky kontexty jeho roz-
hodovania s_;. Dosledkom toho, by vSak bolo ndsledné prehladdvanie celého strategického
priestoru, ¢o je jednoznacne neziadicim javom popierajicim samotny zmysel existencie
metody FDDS. Domnievame sa, ze bez preskiimania celého strategického priestoru nie je
mozné v ziadnom pripade zarucit zachovanie vSetkych uZitoénych best-response stratégii
vo vyslednej zredukovanej hre. Pre nejak(i mnozinu vstupnych hier splnujicich urcité ob-
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medzujice podmienky, by to vSak redlne byt mohlo.
Aplikovanim algoritmu FDDS v kombinécii s ISB bude urcita stratégia b; € BR;(.S)
hraca ¢ vzdy objavend, ak pre nejakého hraca j € @), i # j plati:

E|Sj € Sj : Vs,i7,j S Sfiﬁj b; € BRi(S,iﬁj,Sj)

Inak povedané, stratégia b; bude zarucene objavend, ak je best-response stratégiou na
kazdy profil, v ktorom hra nejaky iny hrac¢ j urcit svoju stratégiu s;. Dalo by sa povedat, ze
b; je best-response na s;. Stratégiu spliujicta definiciu s; mézme najst napriklad v ukazke
modelu oligopolu. Ak Tubovolny z hracov zvoli stratégiu vicsiu alebo rovnu dopytu M,
best-response stratégiou ostatnych hracov bude vzdy produkcia 0 jednotiek.

Platnost vyssie uvedenej vety je zrejma. I1.SB zarucuje existenciu kazdej stratégie ka-
Zzdého hraca aspon v jednom pociato¢nom uzle. Nasledne pri rieseni takéhoto uzla pre hraca
i, bude jeho stratégia b; patrif do mnoziny BR na tento uzol.
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Kapitola 6

Z.aver

Matematicka tedria hier umoznuje modelovanie a naslednti analyzu réznych rozhodovacich
problémov z redlneho sveta vo forme strategickych hier v normalnej forme. Ich riesenim
je nasledne mozné predikovat spravanie modelovaného systému. Problémom nadalej ostava
aj napriek neustalemu technologickému pokroku prilis velkd ¢asova a pamitfova zlozitost
rieSenia komplexnejsich problémov konvenénymi metédami. K dispozicii st rézne teoretické
metddy umoznujice zjednodusenie rozsiahlych strategickych hier, avsak existencia realnych
nastrojov pouzitelnych v praxi znacne zaostéva. Prave metéda FDDS, ktora bola hlavnym
objektom zidujmu tejto diplomovej prace, ma potencial tento prazdny priestor vyplnit.

Samotnym ciefom prace bola implementécia kniznice, umoziujucej redukciu strategic-
kych hier v norméalnej forme na ich best-response ekvivalenty. Tento ciel sa podarilo naplnit
vytvorenim nastroja FddsSolver, ktory pochopitelnym spésobom demonstruje ¢innost algo-
ritmu FDDS v kombinacii s ISB. Tento nastroj bol nasledne experimentalne odsktsany na
niekolkych séridch vhodne zvolenych hier. NaSa pozornost bola venovand najméi vypocto-
vej zlozitosti, pricom sme sktimali jej zavislost na viacerych parametroch, konkrétne poctu
hracov, velkosti mnozin stratégii a best-response stratégii, a rozliSitelnosti strategického
priestoru. Z dosiahnutych vysledkov je mozné konstatovat, Ze algoritmus FDDS potrebuje
pre dosiahnutie korektného vystupu preskiimat len zlomok z celkového strategického pries-
toru skiimanej hry. Tento pomer sa navyse zvyraznuje pri hrach s vyssim poc¢tom hracom.

V dalsich experimentoch bola vyvinutd snaha skiimat spravnost vystupu algoritmu.
Domnievand zarucend best-response ekvivalencia (aj vo variante uzitoénych best-response
stratégii) bola vyvratena na konkrétnom pripade hry. Na zaklade toho bol zavedeny pojem
izolovanej best-response stratégie, ktorej existencia je hlavnou pri¢inou tohto javu. Néasledne
boli umelo generovanych hier zakomponované prave takéto stratégie a predmetom zaujmu
bolo ich spravanie vzhladom na rozne parametre hry. Aj v dosledku tychto experimentov
sme formulovali vetu (aj s odévodnenim), ktord hovori, ze algoritmus FDDS je schopny
odhalif Nashové ekvilibria tvorené vyluéne z izolovanych stratégii, len ak st priamo obsia-
hnuté v ISB. Pre takéto ekvilibria by bola tato metdda prakticky degradovana na nahodné
prehladévanie strategického priestoru. V zévere bola formulovana definicia stratégii, ktoré
su pouzitim tohoto algoritmu zarucene odhalitelné.

Vysledkom tejto diplomovej préce je néstroj FddsSolver, ktory zrozumitelnym spésobom
implementuje metédu FDDS. Dalsimi vystupmi st sada testovacich prikladov a generator
hier umoznujici parametrizaciu niektorych ich vlastnosti. Z hladiska moznych rozsireni a
vyvoja do budicnosti poskytuje skimanad metéda rozne prilezitosti. Niektorymi z nich st
hlbsia analyza GRP a s nou spojené viaceré vystupy, alebo navrh inej poc¢iato¢nej mnoziny
uzlov algoritmu. Aj ked metéda FDDS nezarucuje ekvivalenciu medzi obecnou vstupnou
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hrou v normalnej forme a zredukovanym vystupom, formulovanim istych obmedzujacich
podmienok pre vstupnii hru by zarucenie ekvivalencie mohlo byt dosiahnuté. Tato oblast
predstavuje dalSie moznosti budiiceho vyvoja, rozhodne sa vSak nejedné o trividlny problém.
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