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ABSTRAKT

Této praca sa zaobera riesenim 1iloh mechaniky kontinua Isogeometrickou metédou.
Jedna sa o pomerne mlady postup, ktory spaja vyhody presnej NURBS geometrie
a robustnost klasickej metédy koneénych prvkov. Metédu sme v praci podrobne
rozobrali a popisali na rieseni rovinnej Poissonovej okrajovej tlohy. Isogeometrickt
metodu sme implementovali v programe MatLab a jednotlivé algoritmy sme prilozili
k textu.

KLUCOVE SLOVA
[sogeometricka analyza-IGA, Galerkinova metéda, NURBS geometria, Poissonova

okrajova tloha, mechanika kontinua

ABSTRACT

Thesis deals with solving the problems of continuum mechanics by method of Isoge-
ometric analysis. This relatively young method combines the advantages of precise
NURBS geometry and robustness of the classical finite element method. The me-
thod is described on procedure of solving a plane Poissons boundary value problem.

Solver is implemented in MatLab and algorithms are attached to the text.

KEYWORDS
[sogeometric analysis-IGA, Galerkin method, NURBS geometry, Poissons boundary

value problem, continuum mechanics
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1 UVOD

Pred par rokmi sme nastupili na stavebnu fakultu zacali sme sa zoznamovaft s
inzinierkou pracou. Uz po par semestroch sme sa zacali rozdelovat na projektantov,
ktori navrhovali tvary budov a tych ¢o sme mali analyzovaf ich navrhy. Projek-
tanti pracovali vyluéne v CAD-ovych systémoch, ktoré umoznovali krasne a presne
reprezentovat ich myslienky. My sme sa naproti tomu ucili modelovat v konecne
prvkovych programoch, ktoré dokazali ich navrhom vdychnuf fyzikalne spravanie.
Aj ked sme spracovali na jednom projekte, museli sme si kazdy vytvorit svoj vlastny
model. Zabezpecit aktualizaciu modelu pri kazdej zmene, bolo priam nemozné. Uz
vtedy sme sa pytali, ¢im to je, ze nemdzeme pracovat spolu. Prec¢o nemozno vytva-
rat geometricky presné objekty vhodné k vizualizacii a sticasne posudzovat fyzikalne
vlastnosti v jednom, a tom istom programe. Postupom casu sem sa pytat prestali
a adoptovali sme nazor, ze to jednoducho nejde.

Prekvapenie pre mna nastalo, ked som sa priblizne pred rokom dostal ku knihe
,Isogeometric analysis - Toward Integration of CAD and FEA[“ z roku 2009. V nej
pan Thomas J.R.Hughes so svojimi spoluautormi tvrdili opak. Uz v ivode pisali, ze
prisli na sposob, akym premostit priepast medzi CAD a MKP softvérmi. Ako spojit
proces navrhu a analyzy, ¢im by sa usetrili nespocetné hodiny préce pri vytvarani
duplicitnych modelov. Tato myslienka ma nadchla natolko, Ze som sa rozhodol ve-
novat Hughesovej metdde a zvolil som si ju ako tému na diplomovu pracu.

[sogeometricka analyza, v literattre c¢asto oznacovana aj IGA, je sposob akym
pristupovat k rieseniu fyzikalnych problémov. Nejedna sa ani tak o konkrétnu nume-
rickll metodu, ale skor o moznost ako vylepsit uz existujice postupy. Isogeometricky
pristup je aplikovatelny na Galerkinovu, Ritzovu, koloka¢nti a mnohé iné metody.
Zmacny potencial si zacinaju uvedomovat mnohi odbornici. Nie je preto divu, Ze jej v
poslednych rokoch venuju velkti pozornost. Podla nasich informacii zatial neexistuje
komercny softvér, ktory by vyuzival isogeometricku technolégiu. Vzhladom na to, ze
sa jedna o pomerne novi metédu sa tomu nemézeme c¢udovat.

Hughesovu knihu [3] vrelo doporu¢ujeme. Musime vSak priznat, Ze ndm nestacila
a museli sme siahnut aj po inej literatire. To néas viedlo k rozhodnutiu napisat
tato pracu ako ucebny text. Snazili sme sa ¢o najjednoduchsie a najzretelnejsie
popisat cely proces. Od nastolenia problému popisaného diferencidlnou rovnicou, az
po jej vyriesenie. V texte su prilozené aj kusy kédu z programu MatLab, ktory moze
citatelovi sluzit ako vodzka pri snahe o vlastni implementaciu.

Po tychto ivodnych slovach si v druhej kapitole dame za ciel vyriesit Poissonovu

okrajovu ulohu. Bude sa jednat o parcialnu diferencidlnu rovnicu, rieSenti na rovin-

IFEA-Finite element analysis je anglické oznacenie pre konecne prvkovi analyzu.



nej oblasti. T4 ma Siroku skalu vyuzitia nielen v mechanike kontinua, ale aj inych
oblastiach vedy. Nam posluzi ako nazorny priklad vdaka svojej jednoduchosti. Po-
stupne odvodime slabt formulaciu a ukazeme ako k rieseniu pristupuje Galerkinova
metoda. T4 k hladaniu riesenia vyuziva bazové funkcie. Od vyberu bazovych funkeii
zavisi spravnost riesenia. Postupu a vlastnostiam bazovych funkcii budeme venovat
tretiu kapitolu. V stvrtej na chvilu odbo¢ime a zameriame sa na popis geometrie
pomocou NURBS funkcii. NURBS geometria sa vyuziva v mnohych CAD-ovych sys-
témoch a podla [3] a [9] patri medzi standardy v pocitacovej grafike. NURBS funkcie
su stavebnymi kamenmi [sogeometrického pristupu. Okrem geometrie ich vyuzijeme
ako bazové funkcie na hladanie riesenia. Tomu sa vSak budeme venovat az v piatej
kapitole. Ta bude obsahovat konkrétne body postupu z kapitoly tri a na jej konci
by mal byt ¢itatel schopny vyriesit Poissonovu okrajovia tlohu. V predposlednej ka-
pitole ukazeme jej fyzikalnu interpretaciu a prilozime aj riesenie vektorovej ulohy
linearnej pruznosti. V zavere sa pokisime pracu zhrnit a vypichnit najdolezitejsie

body.



2 GALERKINOVA METODA

Diferencidlne rovnice hraju vyznamnu rolu v inzinierskej praxi. Dokazeme pomo-
cou nich popisat mnohé prirodné deje a nasledne tento popis aplikovat na konkrétny
inziniersky problém. Od schopnosti vyriesit diferencidlne rovnice, tak priamo za-
visi nasa schopnost riesit inzinierske tlohy. Nanestastie, neexistuje univerzalny klac,
podla ktorého by sme sa boli schopni popasovat s lubovolnou rovnicou. Preto bolo
vymyslenych mnoho postupov ako sa dopracovat k vysledku réznych tloh.

Jednym zo spdsobov ako pristupovat k rieSeniu je Galerkinova metoda. Ta vycha-
dza z nahradenia diferencialnej formulacie tlohy jej integralnou formou. Integralnu
formu zvykneme nazyvat aj slaba formulacia. Nasledne slabi formuldciu diskreti-
zujeme, ¢im jej riesenie prevedie na sustavu algebraickych rovnic. Riesenie stustavy
sa da zvacsa jednoducho algoritmizovat. To je jednym z dévodov preco je tato me-
toda tak populdrna a masovo vyuzivana. Stala sa zdkladom mnohych metod. Patria
medzi ne aj metdéda konecénych prvkov a nami popisovana metdédy isogeometrickej
analyzy.

V tejto kapitole si Galerkinovu metédu popiseme, a prejdeme vsetky spominané
kroky. Princip si uvedieme na jednoduchej okrajovej tlohe, Poissonovej parcialnej
diferencidlnej rovnici v rovine. Na takejto tilohe, by mal byt princip Tahko viditelny

a pre Citatela pochopitelny. Riesenie vseobecnejsich tloh néjdete napriklad v [1J.

2.1 Diferencialna formulacia

Poissonovou parcidlnou diferencialnou rovnicou mézeme popisat ustdleny stav
roznych fyzikalnych dejov [1]. Ako sme spomenuli, bude sa jednat o dvoj-dimenzionalnu

tlohu a tak si zadefinujeme oblast na ktorej ju budeme riesit.

Definicia 2.1 (Oblast). Bud Q C R? ohrani¢end otvorenad mnozina, potom sa {2

nazyva oblast s hranicou I'.
Mo6zeme prejst k samotnej formulacii ilohy.

Diferencialna formulacia. Pre dant funkciu f : Q@ — R, spojitd na €2 najdite

funkeiu u : Q — R, takd aby spliiala diferencidlnu rovnicu
—Au=f na ¢ (2.1)

a okrajovi podmienku
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Funkciu u nazyvame klasickym riesenim okrajovej tlohy ak u € C? (Q), tzn. u je
spojita na oblasti €2 vratane svojich prvych, a druhych parcidlnych derivacii.

Takéto zadefinovanie tlohy sa taktiez ¢asto oznacuje ako siln, ¢i klasicka formu-
lacia. Hladanie klasického riesenia byva velmi casto komplikované, ak nie nemozné.
Ak aj pozname klasické riesenie pre rovnicu a pravu stranu na urcitej oblasti, ¢asto
sa straca ak sa oblast zmeni. V praxi sa taktiez ¢asto vyskytuju nespojité funkcie f.
Klasickd formulacia s nimi nepocita a preto drvivi vacsinu inzinierskych tloh nie

sme schopni takto vyriesit [2]. Musime preto pristipit k preformulovaniu tlohy.

2.2 Slaba formulacia

Slaba formulacia tlohy, z predchadzajicej kapitoly, nam umozni oslabif pozia-
davky na riesenie a dovoli aplikovat Tubovolnejsiu funkciu f. V prvom kroku prena-

sobime lubovolnou tzv. testovacou funkciou v € V' obe strany rovnice (2.1))
—Auv = fv, Yv eV,

pricom V volime ako mnozinu funkcii V' = {v:v € C*(Q),v|r = 0}. Su to spojité
funkcie na €2 vratane prvych parcialnych derivacii, ktoré st na hranici 2 nulové.
Poznamenajme, ze takato iprava nema vplyv na rieSenie tlohy. Vztah ostava ekvi-

valentny s rovnicou ({2.1]). Nésledne integrujme obe strany rovnice cez €2,
—/ Auvdx:/ fvdx, YvelV.
Q Q
Uzitim Greenovej vety sa ndm integral na lavej strane rozpadne na
/Vu-Vvdx—/Vuv-nds:/ fvdx, YvelV.
Q r Q

Ak uvazime, ze vSetky v € V st nulové na hranici, vypadne nam krivkovy integral

z lavej strany a obdrzime vztah
/ Vu-Vodr = / fude, Yo eV. (2.2)
Q Q

Vsimnime si, ze vo vztahu je u uz len raz derivovana. Na tkor toho ale zvysu-
jeme naroky na testovaciu funkciu v. T4 musi mat spojité parcidlne derivacie prvého
radu. To vsak nerobi problém, kedze vsetky v € V' spiﬁajﬁ tito podmienku. S vyho-
dou sme si oslabili poziadavky na hladané riesenie u. Funkcia v musi mat spojité par-
cidlne derivécie prvého radu a musi splitat Direchletovu okrajovii podmienku. Mo-

zeme preto zadefinovat mnozinu pripustnych rieseni S = {u: u € C* (Q),u|r = 0},
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ako mnozinu funkcii, ktoré spliaji podmienky kladené na slabé riesenie. D4 sa do-
kazaf, ze staci ak u a v budi maf po cCastiach spojité prvé parcidlne derivacie. To

znamend, ze v vyberame z mnoziny testovacich funkcif
V:{UIUEP01<Q),U|F:O},

a u hladdme v mnozine pripustnych rieseni
S:{u:uEPC’l(Q),v|p:0}.

Mozeme prejst k slabej formulacii tlohy.

Slaba formulacia. Néjdite také u € S, ktoré spliia integralny vztah (2.2) pre
vsetky v € V.

Poznamenajme, ze za urc¢itych podmienok je mozné dokazaft, Ze slabé riesenie sa
rovna klasickému. Kedze mame slabi formulaciu, mézeme pristupif ku Galerkinovej

metode.

2.3 Galerkinova metoda

Doposial sme sa stale pojednavali o presnom rieseni u, rovnice (2.2, ktoré sme
schopni najst v nekonecne velkej mnozine funkcii S. Vieme teda kde riesenie hladat,
otazka nastava ako ho hladat. Galerkinova metéda prichadza s myslienkou aproxi-

movat presné rieSene u funkciou u”". To konkrétne linedrnou kombindciou v tvare

N
~ b —
umu" =Y c¢p; (2.3)
=1
Budeme sa teda snazit aproximovat slabé riesenie u pomocou linedrnej kombinacie
N zndmych bazovych funkcii ¢;. Koeficienty c¢; kombindacie ({2.3), predstavuji ne-
zname parametre, ktoré budeme chcief stanovif. KedZze nam mnozina pripustnych

rieSeni S splyva s mnozinou testovacich funkcii V', mézeme bazové funkcie zvolit

z V. Dosadenim aproximacie u" do slabého riesenia (2.2) dostdvame rovnost

N
/V(chcpj)~Vvdx:/fvdx, Yv eV,
Q = Q

ktoru vdaka linearite integralu mézeme upravit na

N
ch/QVgoj -Vodr = /va dz, Vo e V. (2.4)
j=1
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Pri lepSom pohlade vidime, Ze sa jedna o rovnicu s N neznamymi koeficientami c;,
ktora musi platit pre vsetky funkcie v € V.

Takto sme sa vysporiadali s jednym nekonecnom a hladdme uz len N neznamych
koeficientov ¢;. Mame vsak stale nekonecne vela funkcif, pre ktoré vztah musi
platit. Ponika sa nam teda myslienka, vybrat si z mnoziny V' len N funkcii. Takyto

set funkcii sme uz raz vybrali pre aproximaciu a tak zvolme na testovanie mnozinu

Vh:{Spla@z;---aSON}

obsahujicu spominané bézové funkcie. Dosadenim do (2.4 dostdvame

N
ch/ V(pj-VgDidx:/ foide, i=1,2,...,n, (2.5)
o e Q

¢o predstavuje sustavu N linearnych rovnic o N neznamych. Taktto ststavu sme za
urcitych okolnosti schopni riesit. Jej vyrieSenim dostdvame nezname koeficienty c;,

a mozeme zostavit funkciu
N
h
u- = ZCJ'QOJG (26)
Jj=1

aproximujicu nami hladané rieSenie u. Takto Galerkinova metdda pristupuje k hla-
daniu riesenia. Z praktického hladiska si uvedieme este maticovy zapis stustav a za-
vedieme nazvoslovie, ktoré sa ¢asom ustéalilo.

Vztah vyjadruje sustavu N linedrnych rovnic a N neznamych, ktort zapi-

Seme maticovo ako

JoVo1-Voirde  [oVes-Verde ... [qVen-Verde| [ o Jo ferde
JoVer-Voadz [ Vs -Vadr ... [oVon - Veda| e | Jq feeda
JoVer-Voydz [ Vs -Voydr ... [Veny-Vendz| |cy Jo fon dx

Maticu na lavej strane zvykneme oznacovat K a volame ju globalna matica tuhosti.
Je symetrickd a méze nadobtdat urc¢ité vlastnosti (napr. riedkost, pozitivna definit-

nost) v zavislosti na volbe bazovych funkecii. Jej prvky spocitame ako integraly

Vektor na pravej strane zvykneme oznacovat F', a volame ho zafazovaci vektor ¢i
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vektor pravych stran. Jeho prvky spocitame ako integraly

Vektor koeficientov ¢ predstavuje nezndme parametre casto oznacované ako stupne

volnosti. Prvky vektora neznamych dostaneme vyriesenim sustavy
Kc=F. (2.9)

Oboznamili sme sa s Galerkinovou metédou, ktora nam pontka zaujimavy po-
hlad na to ako sa postavif k rieseniu okrajovej tlohy. Existuje mnoho variacii Ga-
lerkinovej metédy, napr. Bubnov-Galerkinova, Petrov-Galerkinova [3]. Zvicsa ide
o sposob volby mnozin, z ktorych testovacie a aproximacné funkcie vyberame. My
sme zvolili Bubnov-Galerkinovu metédu. Pri tejto metode volime aproximacné aj
testovacie funkcie z jednej mnoziny, tak ako bolo naznacené v texte. V nasledujicej
kapitole sa budeme venovat postupu vypoctu. Ten ovplyviuju vlastnosti bazovych
funkcii. Spravna volba béze prinasa vyhody pri rieSeni stustavy, ale aj pri zostavovani

matice tuhosti a zatazovacieho vektora.



3 POSTUP VYPOCTU

V predchéadzajicej kapitole, sme si vysvetlili ako budeme pristupovat k rieSe-
niu okrajovej tlohy (2.I)). Povedali sme si, ze zovSeobecnené rieSenie aproximujeme
linedarnou kombinaciou N bazovych funkcii. Koeficienty linearnej kombinacie
ziskame vyrieSenim sustavy (2.9).

Takato sustava rovnic moze mat tisice neznamych. Je zrejmé, Ze jej zostavenie
a nasledné riesenie sa stava extrémne vypoctovo narocné. Naznacili sme, ze vhod-
nou volbou béazovych funkcii mézeme dosiahnuf vlastnost zvanu ,riedkost* matice
sustavy. Riedke matice sa vyznacuju tym, ze obsahuju velké mnozstvo nulovych
prvkov. Na rieSenie ststav s riedkymi maticami existuji velmi efektivne numerické
metody. Vyhodnou je aj fakt, ze netreba zostavovat vSetky prvky matice. Za zmienku
stoji aj nizsSia potreba pamate, kedze do nej staci ukladat len nenulové prvky.

7 tychto dovodov sa s velkou oblubou vyuzivaju tizko lokalizované bazové funk-
cie. Typickym prikladom je aj metéoda koneénych prvkov, ktora patri v dnesnej
dobe medzi najrozsirenejsie numerické metody na riesenie fyzikdlnych problémov.
Lokalizované bazové funkcie vyuziva aj metdda isogeometrickej analyzy, a preto im

budeme venovat nasledujicu kapitolu.

3.1 Lokalizované bazové funkcie

Za lokalizované funkcie budeme povazovat také funkcie, ktoré su sice definované
na celej oblasti €2, no nenulové st len na omedzenej podoblasti. Priklady takychto
funkcii moézete vidiet na obr. 3.1} Aby sme s tymito funkciami mohli pracovat, za-

definujme si nasledujici pojem.

Definicia 3.1 (nosi¢). Bud 2 oblast v R a body € Q pre ktoré je funkcia
f: R™ — R definovand, potom mnozinu supp (f) C Q na ktorej f (x) # 0, nazveme

nosic¢ funkcie f.

Volne povedané, nosic je mnozina bodov, v ktorych je funkcia nenulova. Dosledok
znalosti nosica si ukazeme pri zostavovani matice tuhosti K. Jej prvky poéitame ako

integraly sucinu gradientov dvoch bazovych funkcii cez €2,
Predpokladajme, ze gradienty V; a Vo; maji len lokdlny nosi¢ na (2, a teda

supp (Vi) Nsupp (V;) = Qs C Q. (3.1)
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Obr. 3.1: Priklady funkcii s lokdlnym nosicom. VIavo funkcie jednej premennej.
Vpravo funkcie dvoch premennych na jednotkovej oblasti.

Vieme Ze integral mozeme rozdelit na

/wj.widx:/ wj-widx+/ Vo, - Vi, da.
Q Qs Q—Q

KedZe sucin Vy; - Vo, na Q2 — Qg bude nulovy, potom aj integral tohto sicinu cez

Q — Q, bude nulovy. Z toho mdézeme usudif, ze staci integrovat cez €2, a teda

Z tychto tvah mozeme vyvodit ur¢ité nasledky. Pri numerickej integracii nema
zmysel volif integracné body z oblasti mimo €2,. To vedie k zvySeniu presnosti a
zefektivneniu numerickej integracie. Este jednoduchsi pripad nastane, ak je pod-
mnozina ) prazdna. Pri ziskani hodnoty tychto prvkov matice K nemusime vobec
integrovat a prehldasime ich za nulové. Analogicky by sme uvazovali pri vektore pra-
vych stran F'. Znalostou nosicov jednotlivych bazovych funkcii si moézeme usetrit

mnoho tsilia pri zostavovani sustavy ([2.9)).

3.2 Lokalna matica tuhosti

Predstavme si stibor tizko lokalizovanych bazovych funkcii so znamymi nosi¢mi
na €. Ako sme si pred chvilou ukazali, pri zostavovani prvkov matice K a vektora
F nemusime integrovat cez celi Q. Casto staéi integrovat cez omnoho mensiu pod-
mnozinu {2, ktorda predstavuje prienik nosicov danych funkcii. Rozdelme si preto
oblast €2 na podoblasti.
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r
Q
Rozdelenie
na elementy
J‘ /
II
/I
///
| /
v
supp(Ver) supp(Vps) supp(Vs)

Obr. 3.2: Rozdelenie oblasti {2 na elementy podla nosi¢ov gradientov bazovych funk-
cii, popisané v definicie |3.2
Definicia 3.2 (siet). Rozdelme Q na m uzavretych podmnozin ¢ pre ktoré plati:
. U, Q=0
« Dve rozdielne oblasti Q2% a Q! mézu mat spolo¢ny len vrchol alebo ¢ast hranice.
Potom toto delenie nazvime siet a prvky siete €2¢ elementy.

Oblast 2 méme rozclenenu sietou na elementy. Ak vieme, ktoré bazové funk-
cie majui na jednotlivych elementoch nosice mézeme vyuzif linearitu integralov a

prispevky z elementov postupne pricitat. Prvok globalnej matice tak spocitame ako

Kij Z/Q Vo, Vo, dz :{ Z }/QeVgoj-Vgoidx.
° el Je=0,

Najskor si teda spocitame lokalny prispevok na elemente

Kigkij = /Q V- Vg dr, (3.2)

ktory nasledne pripoc¢itame k prislichajicemu prvku K;;. Aby sme takyto postup
mohli uskuto¢nit musime vediet, ktoré bazové funkcie p; maji na elemente nosic.
Preto este pred zacatim zostavovania matice tuhosti vytvorime pole spojitosti, ktoré
kazdému elementu priradi bazové funkcie, ktoré na nom maji nosi¢. Analogicky

budeme postupovat pri zostaveny vektoru pravych stran, ktorého lokalny prispevok
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bude

Fiyi = [ foida (33)

Konkrétny podobu siete si popiSeme v kapitole 5l Aby si uz teraz dokazal Citatel
lahsie predstavif takéto delenie a jeho vyhody, pokusili sme sa ho znézornif na
obr. [3.2] Predstavme si tri funkcie o1, 2, @3, ktorych gradienty maji zndme lokdlne
nosice na oblasti €2. Ak si tito oblast rozumne rozdelime na elementy umozni nadm

to spocitat prvok matice K5 ako
K :/ Vo, - Vi dz :/ Vo - Vs dx+/ Vo1 - Vi dz.
Qs 02 0%}

Vypoctova naroc¢nost zostavovania matice K a vektoru F' takymto pristupom,
pri pouziti lokadlnych béazovych funkcii, sa znac¢ne znizi. Rozdelenie oblasti {2 na
elementy je zédkladnym krokom pri metéde konecnych prvkov a ako si ukazeme,
vyuziva sa aj pri isogeometrickej analyze.

Doposial sme sa pri hladani rieSenia venovali ¢isto vlastnostiam bazovych funk-
cii. Elementy sme si zatial popisali ako geometricky abstraktné podmnoziny. Takyto
popis sme zvolili zamerne, kedze predpokladame, ze citatel sa stretol s metodou ko-
necnych prvkov. Pravdepodobne si pod pojmom element predstavuje trojuholnik ¢i
stvoruholnik. Takouto abstraktnejsou definiciou sme cheeli ¢itatela priviest k mysli-
enke, ze v isogeometrickej metéde nebude za element volit | pekny“ geometricky
vysek z (), ale oblast definovani nosi¢mi bazovych funkcii. Ako si neskor ukazeme,

elementy v isogeometrickej metéde mézu nadobudnit omnoho exotickejsie tvary.

3.3 Algoritmus vypoctu

Ukazali sme si aké vyhody prinasa pouzitie lokalnych bazovych funkcii. Na zaver
tejto kapitoly by sme chceli uviest postup vypoctu. Na zaciatku musime previest
analyzu siete a vytvorit pole spojitosti. Nasledne na kazdom elemente zostavit lo-
kalne prvky matice tuhosti a vektoru pravych stran. Tie priradif do globalnych K a
F'. Vyriesit stustavu a néasledne zo ziskanych koeficientov a bazovych funkcii zostavit
priblizné riesenie.

Tento postup sme popisali diagramom na obr. [3.3] ktorého origindlnu verziu
ndjdete na 95. strane v [3]. Zaujimavostou je, Ze analogicky diagram sa da pouzit
pri metdéde konecnych prvkov. Zelenou farbou st zvyraznené casti algoritmu, ktoré

staci zmenif v existujiicom konecne prvkovom algoritme aby sa stal isogeometricky.
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Nacitanie
vstupnych dat

Analyza siete a
vytvorenie pola
spojitosti

v

Alokacia

Cyklus cez
elementy

Alokéacia
Kiok=0 a Fiox=0

K=0 a F=0

Cyklus cez
integracné bod

hodnét bazovych funkcii

Y

VyrieSenie sustavy
Kc=F

Y

Vykreslenie
rieSenia

Koniec

Spogitanie funkénych

a ich derivacii v
integraénom bode

v

Priradenie prispevku
do Kiok a Fiok

Priradenie
K|0k do K
Flok doF

5

Obr. 3.3: Diagram znézornujici postup vypoctu. Zelenou farbou si zvyraznené
kroky, ktoré stac¢i upravit v konecne prvkovom algoritme ked chceme implementovat

isogeometricky pristup.
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4 OBLAST QO AKO NURBS PLOCHA

Doposial sme sa v tejto praci venovali tomu, akym spésobom budeme pristupovat
k rieseniu Poissonovej tilohy na oblasti §2. Zatial sme si nepovedali ako bude oblast
Q) vyzerat, a uz vobec nie ako ju matematicky popiseme. Ponechajme preto Galer-
kinovu metédu a riesenie tilohy na chvilu bokom a zamerajme sa na matematicky
vyjadrenie oblasti ). Isogeometrickd metdda uziva k popisu oblasti NURBS plochu.
Ako sa neskdr ukaze, tato volba nieje ndhodnd ale hra velka rolu pri samotnom
rieSeni nasej tlohy ([2.1)).

NURBS je matematicky aparat, pomocou ktorého moézeme reprezentovat krivky,
plochy ¢i objekty. Dokaze efektivne popisat mnohé tvary, ktoré sa nasledne daju
jednoducho lokalne modifikovat. Vdaka svojej strukture zvladne popisat geomet-
riu komplexnych objektov pomocou malého mnozstva dat. Pre svoje vlastnosti je
v dnesnej dobe NURBS geometria povazovana za standard v pocitacovej grafike.
Svedci o tom aj mnozstvo komerénych programov, ktoré pracujt na jeho baze, napr.
Maya, Cinema 4D, Rhinoceros, SolidWorks.

Este predtym nez si ukazeme ako popisat oblast pomocou NURBS, musime
si vysvetlit ako vytvorit B-spline krivky. Ich zobecnenim sa dostaneme k NURBS
krivkam, ktoré tvoria zaklad pre popis ploch. Chceeli by sme citatela upozornit, ze
NURBS geometriu popisujeme pre potreby isogeometrickej analyzy. Jej komplexnej-

sie vysvetlenie ndjdete v [9].

4.1 Motivacia

Na zaciatok si povedzme, k ¢omu slizi a ¢im bol motivovany vyvoj metod na
popis geometrie. V druhej polovici minulého storoc¢ia nastala snaha preniest proces
navrhovania v strojarstve, stavebnictve ale aj inych oblastiach, z papiera do poci-
tacov. Spolocnost si uvedomovala potencidl, no bolo potrebné vymysliet efektivny
sposob ukladania a manipulacie s geometrickymi objektami.

Predstavme si, ze mame krivku, ktorej tvar potrebujeme uchovat a vediet ju
kedykolvek znova zostavit ¢i upravit. Ulozit kartézske suradnice [z;, y;] kazdého bodu
krivky by sa nam asi nepodarilo. Nika sa myslienka vyjadrif jej tvar pomocou
matematickych funkcii s volitelnymi parametrami. Parametre funkcie by sme zvolili
tak, aby co najlepsie popisovala ziadany tvar krivky. Vhodnym adeptom sa stali
polynémy, ktorych tvar sa meni zmenou koeficientov. Vieme si asi predstavit, aké
narocné by bolo vyladif tvar polynému so stovkami koeficientov. Z toho dévodu sa
preslo na popis po castiach polynomicky. To znamena, ze v urcitom bode sa meni

popis krivky, ¢im sa znac¢ne ulah¢i dosiahnutie pozadovaného tvaru.
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Obr. 4.1: Krivka ako zobrazenie C' v kartézskej stradnej ststave, intervalu C' 7z pa-
rametrickej sustavy.

Menit abstraktné koeficienty a snazit sa dosiahnut pozadovany tvar bolo pre diza-
jnéra dost nepraktické. Hladali sa rozne sposoby ako s krivkou pracovat a jednoducho
menif jej tvar. Postupom cCasu sa prislo na sposob, akym tieto koeficienty nahradit
kartézskymi siradnicami riadiacich bodov p,. Priamo, zmenou polohy bodu v pries-
tore, zmenit tvar krivky je velmi intuitivne. Okrem toho je takyto sposob efektivny
z hladiska mnozstva dat, ktoré si potrebujeme zapamétat. Staci ulozif len siradnice

riadiacich bodov p; a vieme dopocitat ktorykolvek bod leziaci na krivke.

4.2 NURDBS krivka

Predtym ako sa dostaneme k NURBS krivkam si musime vysvetlit ¢o rozumieme

pod pojmom rovinna krivka.

Definicia 4.1 (rovinnd krivka). Nech C' : C — R? je zobrazenie kde C' = {fl,fg}
pricom fl, fg : R — R. Nech €' je uzavrety interval a ku kazdému bodu € € C je
priradeny bod @« o stiradniciach [z, y] = [fl &), fa (E)] € R? tak, Ze plati:

e Zobrazenie C' je prosté na celom C.
« Funkcie fi (€), f2 (€) st na C spojité.
Zobrazenie C' tak nazvime rovinna krivka.

Touto definiciou sme sa snazili formalnejsie povedat, ze krivku budeme popisovat
parametricky. To znamend, ze siradnice [z, yx] jej bodov v kartézskej ststave vieme
vyjadrif ako funkcie parametra £. Krivku moézeme chapat aj ako obraz intervalu C.
Tento interval budeme v parametrickej stustave zobrazovat ako tisecku jednotkovej

dizky. T4 sa ndsledne pomocou vhodnych transformaénych vztahov

r = f1(§), y=f2(&), (4.1)
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R Y P4l®a, 4]
T

/r:;:;zk ©
y =i ukl (&) ~

P33, y3]

Pi[z1, 1]

Obr. 4.2: Krivka C zostrojend pomocou linedarnej kombinacie NURBS bazovych
funkcii R} (€) a kartézskych stiradnic xy, yx bodov riadiaceho polygénu. Na obrazku
vidime, ze ku konstrukcii C' boli pouzité styri riadiace body, a teda aj Styri bazové
funkcie.

zobrazi do pozadovaného tvaru v kartézskej stustave, obr. V zavislosti na volbe
funkcii fl a fQ hovorime o druhu krivky. V nasom pripade NURBS krivke.
U NURBS krivky volime fl a fg ako linearnu kombinaciu bazovych funkcii

r=fO=YnR©, v=hO=XuR©, @

kde zy, yx su kartézske siradnice k-tého riadiaceho bodu p,. Tieto body tvoria tzv.
riadiaci polygén znazorneny ¢iarkovanou ¢iarou na obr. . RY (€) je k-ta NURBS
bazova funkcia, ktort si c¢oskoro detailnejsie rozoberieme. Bazou budeme mysliet
mnozinu vsSetkych bazovych funkcii. Horny index p bude oznacovat polynomicky
stupen bazovych funkcii.

Zo vztahov rovnako vyplyva, ze pocet bazovych funkcii Ri je rovnaky ako
pocet riadiacich bodov p,. Krivku popiseme ako vektorovu funkciu,

|2k fkéi ()

[x0] _
Clax (§) = y(f)] [ZZ:1 el (€)

k=1

parametra £, ktory nadobtda hodnoty (0; 1).
Pri pocitacovej implementécii je velmi osozné pracovat s maticami. Preto je
nespornou vyhodou, ze sa suradnice krivky daju vyjadrif ako vysledok maticového

sucinu
AD
Crax1) (§) = PrxnRix (€)
kde P2, nazyvame vektor bodov riadiaceho polygénu. Po rozpisani nadobuda tvar

Ploxn) = [p1 Py .. pn} ,
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a R][anl] je Stipcovy vektor NURBS bazovych funkcii

Rl (&)= [R1(6) B3 ... R (9)] - (4.3)

Vysvetlili sme si, ako budeme zostavovat krivky. Moézeme prejst k popisu samot-
nych NURBS béazovych funkcii.

4.3 NURBS bazové funkcie

Skratku NURBS by sme mohli prelozit ako Neuniformny raciondlny bazovy
splajn. Preco bazovy ,sme si uz vysvetlili. Zvysné dva pojmy sa priamo viazu na
charakter bazy. Racionalnost naznacuje, ze bazové funkcie s raciondlne. Budu vy-
jadrené vo forme podielu dvoch polynémov. Neuniformita popisuje Struktiru uzlo-
vého vektora. Na to, aby sme boli schopni vysvetlif tieto charakteristiky, musime
najskor predstavit Bspline funkcie. Tie sluzia ku konstrukcii B-spline krivky, ktora
je predchodcom nasej NURBS krivky. Transformacné vztahy si analogické s .

Vo vztahu sa len zamenia NURBS béazové funkcie za B-spline bazové funkcie
v=fO)=Yubi©. y=hLE=>uB©.
k=1 k=1

4.3.1 B-spline baza

Splinom oznacujeme krivku, ktord je definovana po castiach. Volne povedané to
znamena, ze je krivka rozdelend na tseky a v kazdom tuseku sa chova nezavisle.
B-spline krivky tento charakter dedia po B-spline bazovych funkciach. Tie su podla

[3] definované rekurzivnym vztahom

Bre) = S8 gy S T8 g (4.4)
Skrp — &k Ektrpt1 — Skt

Vsimnime si, ze vzfah sa vzdy odvola sém na seba so zniZzenym indexom p. Tento

postup sa ukonéi v okamihu ked p = 0, rozhodnutim podmienky

Eo(g)_{l ak & <& <&k (4.5)

0 inak.

Koeficienty & st body uzlového vektora

== {§1a§2a s 7§n+P+1}7

ktory je definovany ako neklesajica postupnost hodnot parametra &.
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Obr. 4.3: Priebeh B-spline bazovych funkcii stupna p = 1,2, 3, zostrojenych po-
mocou uniformnych uzlovych vektorov. Hodnoty uzlovych bodov st vyznacené na
vodorovnej ose.

Pocet uzlovych bodov je pevne zviazany s poctom béazovych funkcii n, a ich
polynomickym stupniom p. V pripade, ked st uzlové body rovnomerne rozmiestnené,
vsetky funkcie By maju rovnaky priebeh, st len posunuté. Baza zostavena pomocou
takéhoto vektora = sa nazyva uniformnd béaza.

Ak zvolime uzly & = 0 a &,4p11 = 1, mdzeme hodnoty = chépat ako body,
pomocou ktorych rozdelime interval C. Na obrazku mozeme vidiet chovanie
styroch funkcii v zavislosti na polynomickom stupni p. Vidime, ze funkcia ég ma
nosi¢ len na intervale (&;&k4p+1). Nasledkom toho dochddza k spominanej zmene
predpisu po intervaloch. Vztahy st sice rovnaké pre cely interval C , na kazdom
tiseku (&, Ep+q) st viak nenulové iné funkcie BY, E£+1, o §Z+p+1. To znameni, Ze
zmenou sdradnic riadiaceho bodu p;, zmenime len zobrazenie tseku, na ktorom ma
l%ﬁ nosic. Vdaka tomu sa da krivka pozmenit lokalne. Mozeme tak upravovat detail
v urcitej ¢asti bez toho, aby sme pozmenili celkovy tvar.

Uniformna bidza méa jeden zadsadny nedostatok. Jej pouzitie mé za nasledok, ze
nasa krivka nezacina v bode p; a nekon¢i v p,,. Z toho dévodu bolo nutné upravit
bazové funkcie. To sa docielilo pouzitim Neuniformného uzlového vektora Z. Zistilo
sa, ze ak prvky & = & = --- = {4, maji rovnakd hodnotu, krivka bude zacinat
v bode p;. Analogicky, ak st totozné posledné prvky &, = &1 = -+ = Enypt1,
krivka kon¢i v poslednom riadiacom bode p,,. Bazové funkcie zostrojené podla ta-
kychto uzlovych vektorov st zndzornené na obr.

Takymto poc¢inom dosiahneme pozadované chovanie krivky. Nastane vsak zadrh
v chode rekurzivneho vztahu . V menovateli prvého aj druhého sc¢itanca moze

nastat delenie nulou. Ak by nastal takyto pripad polozime zlomok rovny nule. Opa-
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H — {0,0,0.333,0.666, 1, 1

o 0.3333 0.6667 1

H ={0,0,0,0.5,1,1,1}

o 0.5 1

H ={0,0,0,0,1,1,1,1}

o
P

Obr. 4.4: Priebeh B-spline bazovych funkcii stupna p = 1,2, 3, zostrojenych pomo-
cou neuniformnych uzlovych vektorov.

kovanie uzlovych hodnét nieje vysostnym pravom prvych a poslednych prvkov vek-
tora E. Pokial sa nam v uzlovom vektore vyskytne uzol & = &1 = -+ - = &,
budeme o nom hovorit ako o m nasobnom uzle. Ak dosiahne uzol &, nasobnost
m = p, jemu prislichajica bazova funkcia Z%ﬁ v nom dosiahne hodnotu 1 a krivka
bude v tomto bode interpolovat prislusni riadiaci bod p;. Ak by jeho nasobnost bola
vacsia ako m + 1, nosi¢ funkcie B%’ by degradoval na nulovy interval. Tym by ona a
jej prislichajuci riadiaci bod stratili vplyv na tvar C. Stali by sa nadbytoc¢né.
Nasobnost uzlov meni tvar krivky. Okrem toho mé zasadny vplyv na jej regu-
larnost. Krivka je v bode x regularna n-tého radu prave vtedy, ked existuju deri-
vacie transformacnych vztahov az do radu n, pricom aspon jedna musi byt
nenulova [§]. Pod tymto pojmom si mozeme predstavit stupen hladkosti krivky. Ak
nemaju funkcie v danom bode &, prvi derivaciu, znaci to ze C' bude v danom
derivacii n, tym bude mat C' v danom bode vacsiu hladkost. Derivovatelnost trans-
formacnych vztahov zavisi od derivovatelnosti bazovych funkcii. Obecne plati, ze Eﬁ
mé v m-nasobnom uzle &, p — m spojitych derivacii. Vztahy pre vypocet derivacii

si uvedieme neskor.

Algoritmus pre vypocet B (€)

Tento algoritmus slizi k stanoveniu funkénej hodnoty k-tej B-spline bazovej funk-
cie v bode £. B-spline funkcia bude polynomického stupna p a zostrojend pomocou

neuniformného uzlového vektora =.
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function B=Bspline basis(xi,k,p,Xi,n)

%% Input

% xi - xi(1,1) one specific point in parametric space

% k - k(1,1) index of B-spline basis function

% p - p(1,1) polynomial order of B-spline basis function
% Xi - Xi(1,n+p+1) knot vector

% n - n(1,1) number of Basis functions

%% Output

%» B - B(1,1) value of k-th B-spline basis function in xi

%% Cox-de Boor recursion formula

if p ==

if (xi >= Xi(k)) && (xi < Xi(k+1))
B=1;

elseif (xi==Xi(end)) && (k==n)
B=1;

else
B=0;

end

elseif Xi(k+p)== Xi(k)
if Xi(k+p+1)== Xi(k+1)
B=0;
else
B=((Xi(k+p+1)-xi)/((Xi(k+p+1)-Xi(k+1))))...
.*Bspline basis(xi,k+1,p-1,Xi,n);
end
elseif Xi(k+p+1)== Xi(k+1)
B=((xi-Xi(k))/(Xi(k+p)-Xi(k)))...

.*Bspline_basis(xi,k,p-1,Xi,n);

else
B=((xi-Xi(k))/(Xi(k+p)-Xi(k)))...
.*Bspline_basis(xi,k,p-1,Xi,n)+...
((Xi(k+p+1)-xi)/((Xi(k+p+1)-Xi(k+1))))...
.*Bspline_basis(xi,k+1,p-1,Xi,n);
end

4.3.2 NURBS baza

Krivka zostrojena pomocou B-spline bazy dostacuje pri popise mnohych inzi-

nierskych tvarov. Nedokaze vSak presne popisat niektoré kuzelosecky. Medzi ne
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Obr. 4.5: Priebeh NURBS krivky v zavislosti na hodnote vahového koeficientu ws.
Kvadratickd krivka je zostrojena podla uzlového vektora 2 = [0,0,0, 1,1, 1] a troch
riadiacich bodov p; = [0,0]" ,p, = [1,0.5] ,ps = [2,0]", zndzornenych modrymi
kruhmi.

radime kruznicu, elipsu, parabolu a hyperbolu [12]. Tieto tvary si architektmi a
projektantmi velmi obltibené, a preto sa s nimi casto stretavame pri analyze. Ich
modelovanie bolo dosiahnuté pridanim vahovych koeficientov. Mnozinu vahovych
koeficientov w, € R budeme oznacovat wi,.1) = {wi,wa, ..., w,}. V literatire
zameranej na geometriu, napr.[12], st koeficienty wrp,,1) povazované za projektivne
sturadnice riadiacich bodov Pax,). To ulahcuje zapamatanie praktického vyznamu
tychto koeficientov zobrazeného na obrazku . Cim je wy, vicsie, tym sa krivka C
viac priblizuje k danému bodu p;.

My sa skor priklonime k [3] a budeme wj, chdpat ako vahu bézovej funkcie BY (€).

To nam umozni NURBS bazové funkcie vyjadrit vo forme podielu

5 éﬁ (Af) Wk

. (4.6)
i, BE () wy,

Vo vztahu (£.6) vidime, ze koeficientom wy, prendsobime B-spline funkciu BY (€).

Ich stc¢in nasledne podelime sumou vsetkych bazovych funkcii E’ﬁ (€) prendsobenych

.....

funkcia Rﬁ (&) nadobudat vacsich funkénych hodnét, vid. obr. . Tento efekt spo-
sobi spominané priblizovanie sa krivky k riadiacemu bodu p,, ktory je vidiet na

obr. [4.5
Vztah pre vypocet vektora NURBS bazovych funkcii (4.3)) si m6zeme zapisat aj

maticovo

AP
nx1 -

ApT Y

B[nxl] (&) Winx1]



4.3. NURBS BAZOVE FUNKCIE 21
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Obr. 4.6: Priebeh NURBS bazovych funkcii zavislosti na hodnote vahového ko-
eficientu w,. Funkcie si stupna p = 2, zostrojené podla uzlového vektora 2 =
[0,0,0,1,1,1]. Pomocou tychto funkcii boli zostrojené krivky na obr. 4.5

kde Bfnxu je stlpcovy vektor

. p T
Bl () = [BY (&) BY(E) ... Br(9)] (4.7)
vsetkych n B-spline bazovych funkcii v bode &. Prvky vektora
T
W[nxl] = {wl wy ... wn]

si tvorené vahovymi koeficientami wy. Operdatorom © oznacujeme Hadamardov
stc¢in. Ten mozeme pre dve matice A, B rozmerov n,m zapisat ako (A® B),, =
A By Ako sa neskor ukaze, pri konstrukeii plochy budeme potrebovat vektor B-
spline bazovych funkcii. Z toho dévodu uvedieme algoritmus pre vypocet ]ABZ[)M” &)
a nie vektora NURBS bazovych funkcii.
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Algoritmus na zostavenie ]ABI[D”X” (&)

Tento algoritmus slizi k stanoveniu vektora hodnét vsetkych B-spline bazovych
funkcii v bode £. B-spline funkcie st polynomického stupna p a zostrojené pomocou

neuniformného uzlového vektora =.

function Bvec=Bspline_vector(xi,p,Xi)

%% Input

% xi - xi(1,1) one specific point in parametric space

%» p - p(1,1) polynomial order of B-spline basis function
% Xi - Xi(1,n+p+1) knot vector

%% Output
% Bvec - Bvec(size(Xi,2)-p-1,1) B-spline functions vector in xi
%% Algorithm
Bvec=zeros(size(Xi,2)-p-1,1);

for k=1:size(Xi,2)-p-1

Bvec(k,1)= Bspline_basis(xi,k,p,Xi,size(Xi,2)-p-1);

end

end
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4.4 NURBS plocha

V predchadzajicej kapitole sme si vysvetlili ako popiseme rovinnu krivku pomo-

cou NURBS bézovych funkcii a riadiacich bodov. Popis plochy bude velmi podobny.

Definicia 4.2 (plocha). Nech S : S — R? je zobrazenie kde S = {fl,ﬁ} pricom
fi, f2 : R2 = R. Nech S C R? je oblast a ku kazdému bodu [¢, 7] € S je priradeny
bod [z,y] = [fl &n), fa (f,n)] € R? tak, ze plati:

o Zobrazenie S je prosté na celom S.

« Funkcie fy (€,7), f2(€,n) st na S spojité.
Zobrazenie S tak nazvime plocha.

Podobne ako pri krivke, sme sa touto definiciou snazili povedat, Ze plochu S bu-
deme popisovat parametricky. To znamena, ze suradnice [z, y] jej bodov v kartézske;
sustave vieme vyjadrit ako funkcie parametrov £, 7. Plochu mézeme analogicky cha-
pat ako obraz oblasti S. Tt budeme v parametrickej stustave zobrazovat ako stvorec

s stranou dlzky jedna. Ten sa nésledne pomocou transformaénych vztahov

:fl (5,77)’ y:fQ(&n)v (48)

zobrazi na pozadovani oblast v kartézskej sustave. Transformacné vztahy budua opét

vo forme funkcnej rady

:ZZ eV (€n) y:ZZ y R (€,m)
=1 =1 =1 1=t

kde zy, y su kartézske sturadnice bodov py;. Tie budu tentokrat vytvarat tak-
zvant siet riadiacich bodov. RE (€,1) predstavuje NURBS bézovi funkeiu dvoch
parametrov &, 7. T4 vznikne opat z B-spline bazovych funkcii upravenych vahovymi

koeficientami ako

A A

By (&) Bl (n) w
wWi(&n)

Ry (&m) = (4.9)

kde

N)Q

’LU];[ (4.10)

-name

je vahova funkcia. Vahové koeficienty wy,; prislichaju funkcii ﬁgf (&,m) a budu spo-
sobovat efekt ,prifahovania“ sa plochy k bodu py,.
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Ako vyjadrit f?ﬁ (&) sme si vysvetlili v predchadzajtcej kapitole. Analogicky
zostrojime funkciu BZ‘I (n) premennej 7, polynomického stupnia g, z uzlového vektora
H = {n1,m2, ..., Dmiq+1}- Ako vidime, funkcii premennej 7 nemusi byt rovnaky po-
¢et a dokonca mozu mat aj odlisSny polynomicky stupen ako tie premennej &. Kazdej
funkeif vzniknutej ich stcinom B? (€,1) = BY (€) BY () priradime prisluiny vahovy

koeficient wy;. Samotné suradnice bodu plochy vypocitame ako

S[2><1 577 :ZZ sz

kde Sp2x17 (€, 7m) je vektor kartézskych stradnic bodu.
Zo spominanych dévodov si uvedme este maticovy zapis. Bazové funkcie E{I si

zoradme analogicky s (4.7) do vektora

Bl = [Bi) Bitm) ... Bu(m)] .

B g’ B B By (&) By (&m) .. Bia(&m)
[nxm] — P[nx1]mx1] — . . . .
Bhi (&m) B (&m) ... Bhi(&m)

Téato matica predstavuje stibor nm B-spline bazovych funkcii definovanych na stvor-
covej oblasti S v parametrickej siradnej ststave. Aby sme z nich mohlo spravit
NURBS béazové funkcie, budeme potrebovat nm vahovych koeficientov. Zapiseme

ich do matice

w11 Wi ... Wim
W21 W22 ... Wom
Wnp1 Wp2 ... Wpm

kde wyy je vaha prislusnej RP? bézovej funkeie. Maticu NURBS bézovych funkeif

zostavime ako

[”Xm N W N : : : : ’
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kde
A D,q
W = B[nx,m] . W[nXm]'

Symbol : znac¢i Frobeniov stuc¢in ktory moézeme pre dve matice A, B rozmerov n,m
zapisat ako A : B =377 2%, A B

Na zaver, suradnice bodu plochy spocitame ako

N N
2 (€,1) = Papnxm) * Ry (§:1) Y (§;1m) = Pyuxm) : Ry (6,1,

kde Ppnsxm), Pynxm) 0znacujeme matice suradnic riadiacich bodov. Tie obsahuju -

ové, resp. y-ové kartézske suradnice bodov p riadiacej siete. Tieto matice mbzeme

rozpisat ako

11 T12 ... Tin Y11 Y12 .- Yin

To1 X2 ... T2pn Y21 Y22 ... Yon
Px[nxm] = . . . . ) Py[nxm] = :

Tml Tm2 -+ Tmp Ym1l Ym2 -+ YUmn

Poznamenajme, ze pri implementacii budeme mat tieto siradnice ulozené v jednom

objekte P[nxmx2]7 ktorého pI'ka su Pk“ = T a Pkl2 = Yki-
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Algoritmus na zostavenie f{f;qu} &,n)

Tento algoritmus slizi k stanoveniu matice hodnot vsetkych NURBS bazovych
funkcii v bode [£,n]. NURBS funkcie st polynomického stupna p, ¢ a zostrojené po-

mocou neuniformnych uzlovych vektorov E, H a matice vahovych koeficientov wi, .

function [Rmat]= NURBS_Basis2D(xi,eta,p,q,Xi,Eta,w)

%% Input

% xi - xi(1,1) Xi coordinate of specific point in parametric space

% eta - eta(l,1) Eta coordinate of specific point in parametric space
% p - p(1,1) order of basis fun in xi direction

% q - q(1,1) order of basis fun in eta direction

% Xi - Xi(1,n+p+1)knot vector in parameter space

% Eta - Eta(1l,m+tg+1)knot vector in parameter space

% w - w(n,m) matrix of weight coeficients

%% Output

% Bmat - Rmat(n,m) values of NURBS basis functions in [xi,ni]

%% Algorithm

Bvec_xi=Bspline_vector(xi,p,Xi); % Bspline vetors in xi direction
Bvec_eta=Bspline_vector(eta,q,Eta); % Bspline vetors in eta direction
W=(Bvec_xi’*w*Bvec_eta); % Weight function
Rmat=((Bvec_xix*Bvec_eta’).*w)./(W);

end
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Algoritmus na vypocet kartézskych suaradnic bodov NURBS plochy

Tento algoritmus slizi k vypoctu kartézskych suradnic bodov NURBS plochy.
Vysledkom je mnozina bodov, ktoré maju v parametrickej stustave siradnice £ =
T;,n = ;. Suradnice spocitame Frobeniovym sic¢inom matice NURBS béazovych

funkcii a matice siradnic bodov riadiaceho polygonu.

function [S]=NURBS_Surface(T,Q,p,q,Xi,Eta,w,P)

%% Input

% T - T(C ,1) Vector of xi coordinates of points in parametric space

% Q - QC ,1) Vector of eta coordinates of points in parametric space

% p - p(1,1) order of basis fun in xi direction

% q - q(1,1) order of basis fun in eta direction

% Xi - Xi(1,n+p+1) knot vector in parameter space

% Eta - Eta(l,m+q+1) knot vector in parameter space

% W - W(n,m) matrix of weight coeficients

% P - P(n,m,3) matrix of control point coordinates

%% Output

% S - S(size(T,2),size(Q,2),3) vector of coordinates of surface point

%% Algorithm

S=zeros(size(T,2),size(Q,2),3); % size allocation

for i=1:size(T,2) % loop over all points in xi direction
for j=1:size(Q,2) % loop over all points in eta direction
Rmat=NURBS_Basis2D(T(i),Q(j),p,q,Xi,Eta,w); % NURBS basis matrix
for k= 1:size(P,3) % loop over all coordinations
S(i,j,k)=sum(sum(Rmat(:,:).*P(:,:,k))); % Frobenius inner product
end
end

end

end
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5 ISOGEOMETRICKA ANALYZA-IGA

Vseobecne povedané, Isogeometrickda metéda sa vyuziva na numerické riesenie
problémov popisanych diferencidlnymi rovnicami. Jedna sa o pomerne mlady postup,
ktory autori Thomas J.R. Hughes s kolegami predstavili svetu publikdciou [6] v roku
2005. Odvtedy sa Isogeometrickej metdde zacala venovat znacnd pozornost. Pre jej
velky potencial vyuzitia v praxi, nielen v akademickej sfére, o nu kazdym rokom
vzrasta zaujem spolocnosti.

Vyvoj Isogeometrickej met6édy bol motivovany doposial stale existujicou priepas-
tou medzi geometrickym modelovanim pomocou CAD (Computer Aided Design)
systémov, a numerickou analyzou konecne prvkovymi softvérmi. Zatial ¢o pri na-
vrhu dizajnu vznikne CAD model, pri analyze je potrebny novy model vytvoreny
sietou konec¢nych prvkov. Existuje mnoho programov, ktoré automatizuji genero-
vanie konec¢ne prvkovej siete na zaklade CAD modelu. Pri komplikovanej geometrii
vsak vyzaduju ludsky zasah a manudlnu upravu siete. To vytvara casové naroky,
ktoré sa pri komplexnych modeloch odhaduji az na 80% c¢asu samotnej analyzy [3].
Miesto analyzovania vysledkov a optimalizacii je tak vacsina casu venovana dupli-
kacii existujiceho CAD modelu v inom programe. Okrem toho, ze vytvorenie siete
je ¢asovo narocné, geometricka reprezentacia pomocou klasickych prvkov je len pri-
blizna. Polygonalna aproximacia geometrie moze mat za nasledok znacné nepresnosti
vo vysledkoch, a tak znehodnocovat samotnt analyzu [3].

Hughesova metoda prepdja vyhody metédy konecénych prvkov a moznosti pres-
ného geometrického popisu v CAD systémoch. Vdaka tomu, ze Isogeometrickd me-
toda vyuziva popis geometrie pomocou NURBS funkcii, nieje nutné vytvarat druhy
model a samotna analyza sa moze vykonavat na NURBS modele. NURBS geometria
patri, uz dnes pre svoje vyhody medzi najpouzivanejsie v.CAD systémoch. Desig-
nér tak nebude Isogeometrickou metédou ukrateny o moznosti pri navrhu tvarov,
na ktoré bol doposial zvyknuty. Analytik vsak usetri mnoho c¢asu, ktory by stravil
vytvaranim konecne prvkového modelu.

[sogeometrickd metoda je v mnohom pribuzna s klasickou metédou konecnych
prvkov. Jednou z podobnosti je aj izoparametricky pristup. O nom si povieme v na-
sledujicej kapitole, kde sa budeme zaoberat volbou bazovych funkcii. Postupne si

v kapitole prejdeme dolezité témy, potrebné k zostaveniu ststavy a najdeniu rieSenia

tlohy (2.1)).
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0 1 £ x

Obr. 5.1: Zostrojenie €2 transforméaciou T:0- Q7 parametrickej do kartézskej
suradnicovej sustavy.

5.1 Isoparametricky pristup

[soparametricky pristup je dobre znamy a casto vyuzivany v metdéde konecnych
prvkov. Jeho zdkladna myslienka je vo vyuziti rovnakych bazovych funkcii na para-
metricky popis geometrie, a aproximaciu rieSenia v ilohy . Zacal spouzivat z vi-
acerych dovodov. Jednym z nich bola neschopnost zadefinovat aproximacné bazové
funkcie ¢; na zlozitejSej geometrii elementov. Druhym bolo zasadné zjednodusenie
integracie.

V klasickej metode koneénych prvkov sa vychadzalo z aproximacénych funkeii,
ktoré sa nasledne pouzili aj k popisu €2. U isogeometrickej metody bol vyvoj opacny.
NURBS funkcie boli najskor pouzité k reprezentacii geometrie v CAD systémoch,
a az nasledne sa zvolili ako aproximacéna baza pre analyzu. Vyhody z pouzitia iso-
parametrického pristupu vsak ostavaju rovnaké.

Spomerime si na kapitolu [2.3] V nej sme si popisali, ako budeme riesit tlohu
(2.1) na Q. Povedali sme si, ze Q popiSeme ako NURBS plochu. Zostrojenie rovin-
nej NURBS plochy mézeme chépat ako transformaciu 7:0— ), ktora pomocou
transformacnych funkeif f1 (€,7), f2 (€, n) transformuje Q z parametrickej na Q v kar-
tézskej suradnej sustavy. Transformacia T je znazornenu na obr.. Transformacné

funkcie f1 (&,7n), f2 (§,n) z transformacnych vztahov

v(€n)=H(En) yE&n)=rf2(6m), (5.1)

st v nasom pripade vo forme linedrnej kombindcie NURBS funkcii 227 (€,7) defi-
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novanych na €2 a suradnic bodov xy;, y riadiaceho polygénu,

:ZZ e (Em), o (Em) = ZZ yn It (5.2)
k=1 1=1 k=1 1=1

Dalej sme si povedali, Ze na 2 hladame priblizné riesenie u". Aproximéaciu u" sme

hladali vo forme funkcnej rady

umu ng,

ktord predstavuje linedrnu kombinédciu bazovych funkcif ; a neznamych koeficientov
c;, ktoré hladdme. Izoparametricky pristup spociva v tom, Ze si definujeme bézové
funkcie ¢; pomocou funkcii, ktoré sme pouzili k transformécii 7" : Q@ — Q. Bézové

funkcie zvolime ako

oy = R (@ (&) y (Em) = By (€m).
Vztah medzi indexmi j a k, [ sme zvolili ako
j=k+({-1)n. (5.3)

To odpoveda cislovaniu prvkov matice NURBS funkecii po stipcoch. Sposob,
akym urc¢ime ich poradie nemoze hrat rolu v spravnosti vysledku. Nezabudnime,
Ze vyberdme len také R (x (§)), ktoré spliiaji okrajovi podmienku na hranici .
Z implementacnych dovodov je vSak efektivnejsie ocislovat vSetky NURBS funkcie
a az nasledne si vybrat tie, ktoré vyhovuji podmienkam mnoziny V".

Priblizné riesenie budeme teda hladat ako linearnu kombinaciu
u~~ul Z ¢j Rp 9

Ked sme pojednavali o NURBS funkciich, ukazali sme si, Ze maju lokalny nosic.
O funkciach s lokalnym nosicom sme si rozpravali v kapitole |3| Dopracovali sme sa
k nazoru, ze je vyhodné si {2 rozdelit na elementy 2¢. Toto rozdelenie je vhodné zvolit
na zaklade nosicov aproximacnych bazovych funkcii. Kedze uz vieme, aké bazové

funkcie pouzijeme, mozeme si konkretizovat ¢o budeme povazovat za element.
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Obr. 5.2: Clenenie () na elementy Q¢ a nasledna transformacia na € na elementy Q°.
Pri pouziti NURBS funkcii stupna p = ¢ = 2 by uzlové vektory takéhoto ¢lenenia

boli E = H = [0,0,0,%,%,1,1,1].

5.2 Element v Isogeometrickej metéde

O sieti a elementoch sme si uz nie¢o povedali v kapitole [3.2] Popis delenia na
elementy si vSak teraz trochu konkretizujeme. Uz vieme, Ze oblast {2 mdézeme cha-
pat ako transforméciu 7' : O—Qz parametrickej do kartézskej stradnej sustavy.
Popisali sme si, ze pri konstrukcii NURBS funkecii st zasadné uzlové vektory = a H.
Z uzlovych vektorov vieme vy¢itat, ako sa meni nosi¢ jednotlivych NURBS funkcii
na ). Kedze sme si aproximacné bézové funkcie definovali podla NURBS funkcif na
Q, mozeme toho vyuzit.

Rozdelme si () na elementy Q° podla hodnot uzlovych vektorov E a H. Pri-
klad rozdelenia stvorcovej oblasti sme znazornili na obrazku Vidime, ze Q je
rozdeleny Strukturovanou sietou na obdlzniky Q°. Toto rozdelenie sa ndm nasledne
transformaciou 7 prenesie na 2. Elementy ¢ mo6zu nadobudnif rozne tvary a ich
hranica méze byt vseobecnejsia, oproti tomu ako sme zvyknuti v metdéde konec-
nych prvkov. V parametrickej ststave sa viak kazdy element Q¢ zobrazi ako obdlz-
nik [&x, Eppa] X [0, M-

Elementy budeme c¢islovat v zmysle, aky je znazorneny na obrazku . Cislo
elementu mézeme dopocitat na zaklade indexov suradnic Tavého dolného rohu ele-
mentu Q. Ten ma stradnice [&, 7], ¢o st uzlové body vektorov E a H. Pre &slo

elementu plati
e=(—-qg=1)(n—p)+(k-p),

pokial p+1 < k <nag+1 <1< m. Kedze zo samotného cisla e by sme ne-
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boli schopni zistit konkrétne hranice elementu, musime vytvorit pole PEV, ktoré
kazdému e priradi indexy k a . Pre nas pripad je zndzornené v tab/5.1} Toto pole,
spocCitané z uzlovych vektorov a polynomickych indexov p, ¢, ulozime vo forme ma-

tice. Vieme, Ze funkcia R} ma nosi¢ len na oblasti (§g; Extpt1) X (3 Mig1)- Tato

~ I ®
= QO
= O O

1
3
3

W =N
w O W
= | O
Ot W3
Ot =~ 0O
ot O ©

Tab. 5.1: Pole PEV, ktoré kazdému elementu Qe priraduje koeficienty k a [ uzlovych
bodov. Tieto uzlové body predstavuju sturadnice Tavého dolného rohu elementu €2°.

oblast sa vzdy skladd maximdlne z (p+ 1) (¢ + 1) elementov. Na jednom elemente
Q¢ ma nosi¢ (p+1)(¢+ 1) bazovych funkcii. Podstatnejsi je pre nas vsak fakt,
7e Tubovolnd NURBS funkecia RP? zdiela svoj nosi¢ maximélne s (2p 4 1) (2¢ + 1)
NURBS funkciami, vratane seba samej. To znamenad, ze sirka pasu matice tuhosti K
je rovnaka ako u metédy konecnych prvkovﬂ[i%]. Od toho sa odvija aj narocnost rie-
Senia sustavy , ktoré nebude komplikovanejsie ako pri pouziti klasickej konecne

prvkovej baze.

Algoritmus pre zostavenie PEV.
Pole PEV sltzi na uréenie Iavého dolného vrchola Q.

function PEV=PEV(p,q,Xi,Eta)
%% Input
% p-q - p,q(1,1) orders of basis functions
% Xi,Eta - Xi(1,n+p+1),Eta(l,m+q+1) knot vectors
%% Output
% PEV - PEV (2,number of elements) par.coord. of left down e.corner
%% Algorithm
PEV=zeros(2, (size(Xi,2)-2*p-1) *(size(Eta,2)-2*q-1)) ;e=1;
for 1=q+1:size(Eta,2)-q-1
for k=p+1l:size(Xi,2)-p-1
PEV(1,e)=k;PEV(2,e)=1;
e=e+l;
end
end

end

1Plati ked pouzijeme koneé¢ne prvkovi bazu a NURBS béazu rovnakého polynomického stupiia.
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Algoritmus pre zostavenie pola spojitosti.

Pole spojitosti ESN bude urcovat ktoré bazové funkcie maji na elemente nosic.

function [ESN] =el_support(p,q,Xi,Eta)
%% Input
% p-q - p,q(1,1) orders of basis functions
% Xi,Eta - Xi(1,n+p+1),Eta(l,m+q+1) knot vectors
%% Output
% ESN-ESN(N_bfpel,N_el) Numbers of BFs which have support on elements
%% Algorithm
N_bfpel=(p+1)*(q+1); % Number of basis funtcions per element
N_bf xi=(size(Xi,2)-p-1); % Number of basis funtcions in xi dir.
N_el=(size(Xi,2)-2*p-1)*(size(Eta,2)-2*q-1); % Number of elements
N_el xi=(size(Xi,2)-2*p-1); % Number of elements
N_el ni=(size(Eta,2)-2*q-1); % Number of elements
ESN=zeros(N_bfpel,N el);
for i=1:N el ni
for j=1:N_el xi
for k=1:(q+1)
ESN((k-1)*(p+1)+1:k*(p+1),j+(i-1) .*xN_el xi)=...
(j+(1-1+k-1)*N_bf _xi:1:j+p+(i-1+k-1)*N _bf xi);
end
end
end

end
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5.3 Derivacie NURBS bazovych funkcii

Pre zostavovanie matice tuhosti budeme potrebovat parcidlne derivacie NURBS
bazovych funkcii. Tak ako st NURBS odvodené z B-spline funkcii aj derivacie
NURBS vychadzaju z derivacii B-spline funkcii. Pre vypocet derivacie B-spline funk-
cie vyuzijeme znalosti Cox-de Boorovho rekurzivneho vztahu (4.4). Prvi derivdciu

spocitame ako

p

D b Hp—1 .
Bk’g(é) Gy =gk ©) Ekrpr1 — kg1

S BLA©). (5.4)

Z nej sa nasledne spocitaju parcidlne derivicie NURBS jednoducho, uzitim vzorca

pre parcidlnu derivaciu podielyf] vztahu (9], ako

€)= (Bhe (&) BY (m) wia) W (€,m) — (BE(€) BY (n) wia) We (€,m)
e € W€ n) /
kde
We(en) =33 B2 (€) B (n) g

je parcidlna derivécia vahovej funkcie (4.10). Analogicky by sme spocitali aj parcidlnu
derivaciu podla premennej 7. Derivacie vyssich radov sa daju odvodif podobne a
mozeme ich najst napriklad v [3].

Maticovy zapis je podobny ako pre nederivovanych funkcidch. Vektor prvych

derivacii vSetkych B-spline funkcii bude

AP

B () = [BLe(€) B (©) ... Bl(9)] .

Jeho stucinom s vektorom B([]mxl] (n) dostavame maticu parcidlnych derivovanych

B-spline funkecit,

A D A p ~ql
B,g[nXm] &n) = B,g[nxu 3] B[mxu (n) -

Finalny vztah vypoctu parcidlne derivovanych NURBS bazovych funkcii je

P-4

A P,q
R B ¢inxm) © Winsm W) — Bpsm) © Winxm W)
£l xm] W[lxl] )

(5.5)

x, z(z,y)h(x, z,y)h,x(x,
Ak f(z,y) = Zgw,zg’ potom f . (7,y) = et ((;il()z 5)()2 Wh(e.y),
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kde

D4
W&[lxll = B,E[nXm] * Winxm]-

Sekcia s algoritmami bude tentokrat trochu dlhsia. Obsahuje koéd na vypocet
k-tej derivovanej B-spline funkcie, vektora vsetkych derivovanych funkcii a matice

parcidlne derivovanych NURBS funkcii pre plochu.

Algoritmus pre vypocet 35’5 (€)

Tento algoritmus slizi k stanoveniu funkénej hodnoty k-tej derivovanej B-spline
bazovej funkcie v bode £. Derivovana B-spline funkcia je polynomického stupna p—1

a zostrojend pomocou neuniformného uzlového vektora Z.

function dB=dBspline_basis(xi,k,p,Xi,n)
%% Input
% xi - xi(1,1) one specific point in parametric space
% k - k(1,1) index of B-spline basis function
% p - p(1,1) polynomial order of B-spline basis function
% Xi - Xi(1,n+p+1) knot vector
% n - n(1,1) number of Basis functions
%% Output
% dB - dB(1,1) value of k-th derivatived B-spline basis function in xi
%% Cox-de Boor recursion formula
if p ==
dB=0;
elseif Xi(k+p)== Xi(k)
if Xi(k+p+1)== Xi(k+1)
dB=0;
else
dB=-((p)/ ((Xi(k+p+1)-Xi(k+1)))).*Bspline_basis(xi,k+1,p-1,Xi,n);
end
elseif Xi(k+p+1l)== Xi(k+1)
dB=((p)/ (Xi(k+p)-Xi(k))).*Bspline basis(xi,k,p-1,Xi,n);
else
dB=((p)/ (Xi(k+p)-Xi(k))) .*Bspline basis(xi,k,p-1,Xi,n)-...
((p)/ ((Xi(k+p+1)-Xi(k+1)))) .*Bspline_basis(xi,k+1,p-1,Xi,n);
end

end
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Algoritmus na zostavenie ]ABZ[WH €3

Tento algoritmus slazi k stanoveniu vektora hodndt vsetkych derivovanych B-
spline bazovych funkcii v bode &. Derivované B-spline funkcie je polynomického

stupna p — 1 a zostrojené pomocou neuniformného uzlového vektora =.

function dBvec=dBspline_vector(xi,p,Xi)
%% Input
% xi - xi(1,1) one specific point in parametric space
%» p - p(1,1) polynomial order of B-spline basis function
% Xi - Xi(1,n+p+1) knot vector
%% Output
% dBvec - dBvec(l,size(Xi,2)-p-1) derived B-spline basis function in xi
%% Algorithm
dBvec=zeros(size(Xi,2)-p-1,1);

for k=1:size(Xi,2)-p-1

dBvec(k,1)= dBspline_basis(xi,k,p,Xi,size(Xi,2)-p-1);

end

end
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Algoritmus na zostavenie R],Dé[anm] &,n) ,RZ?Wm] &, n)

Tento algoritmus slizi k stanoveniu matic hodnot derivovanych NURBS béazo-

vych funkcii v bode [¢, ]. Matica f{Zanm] (¢,m) obsahuje funkcie derivované podla £
A P4 i
a R (§,m) podla 7.

function [dRmat_xi,dRmat_etal= dNURBS_Basis2D(xi,eta,p,q,Xi,Eta,w)

%% Input

% xi,eta - xi,eta(1l,1) xi,eta coordinates of specific point in parametric space
% p,q - p,q(1,1) orders of basis functions

% Xi,Eta - Xi(1,n+p+1),Eta(l,m+q+1l) knot vectors

% w - w(n,m) matrix of weight coeficients

%% Output

% dRmat_xi - dRmat_xi(n,m) derived Rmat basis by xi

% dRmat_eta- dRmat_eta(n,m) derived Rmat basis by eta

%% Algorithm

Bvec_p=Bspline_vector(xi,p,Xi); % Bsplines in xi direction
Bvec_qg=Bspline_vector(eta,q,Eta); % Bsplines in eta direction
dBvec_p=dBspline vector(xi,p,Xi); % derived Bsplines in xi direction
dBvec_qg=dBspline_vector(eta,q,Eta); % derived Bsplines in eta direction
W=Bvec_p’*w*Bvec_q; % Weight function

W_xi=dBvec_p’*wxBvec_q; % derived Weight function by xi
W_eta=Bvec_p’*wxdBvec_q; % derived Weight function by eta
dRmat_xi=(((dBvec_p*Bvec_q’) .*w)*W-((Bvec_p*Bvec_q’) .*w)*W_xi)/(W~2);
dRmat_eta=(((Bvec_p*dBvec_q’) .*w)*W-((Bvec_p*Bvec_q’) .*w)*W_eta)/(W"2);

end
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5.4 Jakobiho matica

K zostaveniu matice tuhosti a vektora pravych stran potrebujeme integrovat cez
transformovani integracnu oblast. Pri tom si musime dat pozor na urcité komplika-
cie. Jednou z nich je potreba jakobidnu, ¢ize determinantu Jakobiho matice trans-
formdcie. Tto problematiku sme rozobrali v prilohe [A]l Este predtym, ako prejdeme
k samotnému zostaveniu matice tuhosti a vektora pravych stran, si musime ukazaf,
ako vypocitat Jakobiho maticu v isogeometrickej metdde.

Vseobecne je Jakobiho matica definovand z transformacnych vztahov (5.1)), ako

fre€n) i m)] | (5.6)

T = Lz,g (€n) fon (&)

ktorej ¢leny st parcidlne derivacie transformacnych funkeii (5.2)). Kedze vieme, Ze ti-
eto funkcie st linearnou kombinaciou NUBRS bazovych funkcii a stiradnic riadiacich

bodov, ich parcidlne derivacie budua

fie (&) ZZIklezg £m), fin (&m) ZZykleln
k=11=1 k=11=1
foe (&n) ZZ klezg &, fon (&n) ZZyklelm
k=11=1 k=11=1
V maticovom zéapise spocitame Jakobiho maticu ako
N Py
J— P:v[nxm] . R,f[nxm] P:v[nxm] . Rn[nxm]
- val b,q

p.q
Py[nxm] : R,{[nxm] Py[nxm] : Rn[nxm]

5.5 Vypocet vektora pravych stran

Na zaciatku kapitoly sme naznacili, ze izoparametricky pristup so sebou nesie
znacné ulahcenie integracie. Teraz by sme radi vysvetlili, v ¢om toto zjednodusenie
spociva. K zostaveniu matice tuhosti a vektora pravych stran potrebujeme integro-
vat. Dohodli sem sa, ze integraly a spocitame postupne, najskor na ele-
mentoch a nasledne prispevky z kazdého Q¢ s¢itame. Integrovat cez oblast elementu
¢ je dost narocné. Jeho hranica nadobtda nepravidelné tvary a bola by popisana
linearnou kombinaciou NURBS funkcii. Z toho dévodu je vyhodnejsie integrovat na
elementoch ()¢ v parametrickej ststave. Ako sme spomenuli, tie maji vidy obdiz-

nikovy tvar a tak nie je problém s medzami integralu, kedze si konstantné. Prvky
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Obr. 5.3: Postupné transformécia elementu.

lokalneho vektora pravych stran spocitame ako

Fio =1 | RMdady = f [ Bg¢1J) dgdn. (5.7)

Pre ulahc¢enie uvazujeme len konstantni funkciu f a preto sme si dovolili ju vy-
nat pred integral. J je jakobidn transformaécie, ktorého vypocet sme si ukazali v
predchadzajicej kapitole.

Je zrejmé, ze integral budeme aproximovat numerickym vypoc¢tom. Vhodna me-
toda na integrovanie polynémov je Gaussova kvadratira. Laicky povedané, vycislime
integrovanu funkciu v urc¢itom pocte integracnych bodov ip, funkéné hodnoty pre-
nasobime vahovymi koeficientami w;, a s¢itame. Presnost integracie zavisi z velkej
miery od poctu integracnych bodov a dokéze presne spocitat integral polyndému
urcitého stupna. Kedze NURBS nie st polynémy ale racionalne funkcie, Gaussova
metdda nefunguje idedlne. Navzdory tomu, sa ndm pri integracii NURBS funkcie
RV (€,n) osvedéilo pouzit Gaussovu kvadratiru o stupeii vy&Siu, nez je najvyssi z
indexov p, q. Efektivne integracné metddy pre isogeometricki metodu s este stéle
predmetom vyskumu [3].

Polohy integra¢nych bodov, a ich vahy su tabelované pre integraciu na tzv. pri-
rodzenej Stvorcovej oblasti Q [—1,1] x [—1,1]. Preto, aby sme ich mohli pouzit, mu-
sfme transformovat prirodzent oblast (2 na Q, viz obr. . Na tuto transforméaciu sme
zvyknut{ z metédy koneénych prvkov. Oznaéme ju T : Q — Q. Jej transformacné
vztahy & (é , ﬁ) 7 (é , 77) su rovnaké, ako pri pouziti bilinedrneho Stvoruholnikového
izoparametrického prvku. Nebudeme preto vztahy uvddzat a najdete ich v [4], casti
pojednavajicej o bilinedArnom izoparametrickom prvku.

Dopad pri implementécii je taky, Ze nemozeme zabudnit na jakobidn J trans-

formécie T a prepocet integra¢nych bodov. Prvok lokalneho vektora pravych stran
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spoc¢itame ako

N.

Fio =1 [ R 1J] dgdn~ f S wip B (& (€ i) 1 (i) ) 1T [T] . (5.8)

ip=1

Suradnice fip, Tip integracnych dobou ip sa rovnako ako ich pocet NN;, odvijaju od
stupna Gassovej kvadratury. V prilohe @ sme pripravili stiradnice a vahy w;, na

pouzitie v podobe MatLabovskej funkcie.

Algoritmus na zostavenie vektora pravych stran F

Tento algoritmus slizi na zostavenie vektora pravych stran F'. Vektor bude zosta-
veny postupne, cyklom cez vsetky elementy. Na elemente sa vy¢islia sturadnice vrcho-
lov elementu (°. Nasledne prejde cyklus cez integra¢né body él-p, Tip- V nich sa spo-
&ita Jakobiho matica J (éip, f)z-p) a nasledne sa prepocitaji na &, ({Nip, ﬁip> s Nip (éz»p, ﬁip) :
V tychto bodoch sa spocita Jakobiho matica J (&;,,n;,) a vy¢isli sa matica ﬁﬁ;qu}.
Ta sa podla vztahu prepocita na vektor. Prevedie sa cyklus, v ktorom sa
vycislia vSetky nenulové prvky a pripocitaji sa do globalneho vektora. Na zaver sa

cely vektor prendsobi konstantou funkciou pravej strany f.
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function [F_glob]=F load(p,q,Xi,Eta,w,B,f,ESN)
%% Gauss guadrature points and weights
[Gauss_ip,w_ip]l=Gauss(max(p,q)+1);
N_ip=size(Gauss_ip,2); % Number of integration points
%% Mesh analysis
N_el=(size(Xi,2)-2*p-1)*(size(Eta,2)-2*q-1); % Number of elements
N _bpl=(p+1)*(q+1); % Number basis funtcions per element
N_bf=(size(Xi,2)-p-1)*(size(Eta,2)-q-1); % Total number of BFs
ENA=PEV(p,q,Xi,Eta); % Parametric elements boudandaries
%% F-Load vector
F_glob=zeros(N_bf,1);
for el=1:N_el 7 over all elements
PEC=[Xi(ENA(1,el)) Eta(ENA(2,el)); Xi(ENA(1,el)+1) Eta(ENA(2,el));...
Xi(ENA(1,el)+1) Eta(ENA(2,el)+1);Xi(ENA(1,el)) Eta(ENA(2,el)+1)];
for ip=1:N_ip
xi_bar=Gauss_ip(1,ip);
eta_bar=Gauss_ip(2,ip);
J bar=[(-1+eta_bar)/4 (l1-eta _bar)/4 ( 1+eta_bar)/4 (-1-eta_bar)/4;...
(-1+xi_bar)/4 (-1-xi_bar)/4 ( 1+xi_bar)/4 (1-xi_bar)/4]*PEC;
xi=((PEC(3,1)-PEC(1,1))./2) .xGauss_ip(1,ip)+((PEC(3,1)+PEC(1,1))./2);
eta=((PEC(3,2)-PEC(1,2))./2) .*Gauss_ip(2,ip)+((PEC(3,2)+PEC(1,2))./2);
[dRmat_xi,dRmat_eta]= dNURBS_Basis2D(xi,eta,p,q,Xi,Eta,w);
J=[sum(sum(dRmat xi(:,:).*B(C:,:,1)))...
sum(sum(dRmat _eta(:,:).*B(:,:,1)));...
sum(sum(dRmat xi(:,:).*B(:,:,2)))...
sum(sum(dRmat_eta(:,:).*B(:,:,2)))];
Rmat=NURBS_Basis2D(xi,eta,p,q,Xi,Eta,w);
Rv=Rmat(:)’;
for i=1:N_bpl
F_lok_i=(w_ip(ip) .*Rv(1,ESN(i,el)))*abs(det(J))*abs(det(J_bar));
F_glob(ESN(i,el))=F_glob(ESN(i,el))+F_lok_ i;
end
end
end
F_glob=f*F_glob;

end
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5.6 Vypocet matice tuhosti

Maticu tuhosti budeme zostavovat analogicky s vektorom pravych stran. Musime
si vSak dat pozor na parcidlne derivacie, z ktorych sa spocitaji gradienty. Vypocet

lokalnych prvkov sme si odvodili ako

D,q
Ry

D,q
Rj,y

RPY
Ky = [ VR VRMdady = [ | dady.
Y

Parcidlne derivacie NURBS bazovych funkcii vzhladom k premennym z a y odvo-

dime pomocou Jakobiho matice transformacie ako

D,q PDsq
Ry _ (JT>*1 Kl &
D,q Y
R’y Ry

Postupné odvodenie tohoto vztahu néjdete v prilohe [A] UvéZenim tejto skuto¢nosti
a transformacnych postupov vysvetlenych v predchadzajtcej kapitole sa dostavame

k integralu

Nip fpa Rpa
~ T [fe -7 | {%ie 7
GRS }jlwi,, (J iy ) : (J i ) J[]J]-
ip= m n

Algoritmus na zostavenie matice tuhosti K

Tento algoritmus slizi na zostavenie matice tuhosti K. Matica bude zostavena
postupne, cyklom cez vSetky elementy. Na elemente sa vycislia suradnice vrcholov
elementu Q°. Nasledne prejde cyklus cez integra¢né body fl-p, Tip- V nich sa spocita
Jakobiho matica J (&»p, ﬁip) a nésledne sa prepocitaji na &, (fip, ﬁip> s Nip (éip, ﬁip).
V tychto bodoch sa spocita Jakobiho matica J (&, m;p) a vycislia sa matice ﬁgfmm]
a R7 Tie sa podla vztahu prepocitaju na vektory. Prevedie sa cyklus
v ktorom sa vycislia vSetky nenulové prvky a pripocitaji sa do globalnej matice
tuhosti.

mlnxm]
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function [K_globl=K stiffness(p,q,Xi,Eta,w,B,ESN)
%% Gauss guadrature points and weights
[Gauss_ip,w_ip]l=Gauss(max(p,q)+1);
N_ip=size(Gauss_ip,2); % Number of integration points
%% Mesh analysis
N_el=(size(Xi,2)-2*p-1)*(size(Eta,2)-2*q-1); % Number of elements
N_bfpel=(p+1)*(q+1); % Number of basis funtcions per element
N_bf=(size(Xi,2)-p-1)*(size(Eta,2)-q-1); % Total number of bfs
ENA=PEV(p,q,Xi,Eta); % Parametric elements boudandaries
%% K-Stiffness matrix
K_glob=zeros(N_bf,N_bf);
for el=1:N_el 7 over all elements
PEC=[Xi(ENA(1,el)) Eta(ENA(2,el)); Xi(ENA(1,el)+1) Eta(ENA(2,el));...
Xi(ENA(1,el)+1) Eta(ENA(2,el)+1);Xi(ENA(1,el)) Eta(ENA(2,el)+1)];
for ip=1:N_ip % over all integration points
xi_bar=Gauss_ip(1,ip); eta_bar=Gauss_ip(2,ip);
J bar=[(-1+eta_bar)/4 (l-eta_bar)/4 (l+eta_bar)/4 (-1-eta_bar)/4;...
(-1+xi _bar)/4 (-1-xi_bar)/4 (1+xi _bar)/4 (1-xi_bar)/4]1*PEC;
xi=((PEC(3,1)-PEC(1,1))./2) .xGauss_ip(1,ip)+((PEC(3,1)+PEC(1,1))./2);
eta=((PEC(3,2)-PEC(1,2))./2) .*Gauss_ip(2,ip)+((PEC(3,2)+PEC(1,2))./2);
[dRmat_xi,dRmat_eta]= dNURBS_Basis2D(xi,eta,p,q,Xi,Eta,w);
J=[sum(sum(dRmat_xi(:,:).*xB(C:,:,1)))...
sum(sum(dRmat _eta(:,:).*B(:,:,1)));...
sum(sum(dRmat xi(:,:).*B(:,:,2)))...
sum(sum(dRmat_eta(:,:).*B(:,:,2)))];
J_invtrans=inv(J)’;
Rv_xi = dRmat_xi(:)’; Rv_eta = dRmat_eta(:)’;
for i=1:N_bfpel
for j=1:N_bfpel
delta_Rj=[Rv_xi(1,ESN(j,el));Rv_eta(1,ESN(j,el))];
delta Ri=[Rv_xi(1,ESN(i,el));Rv_eta(1,ESN(i,el))];
K_lok=w_ip(ip)*(J_invtrans*delta_Rj)’*(J_invtrans*delta Ri)...
*abs (det (J)) *abs(det (J_bar));
K_glob(ESN(i,el),ESN(j,el))=K_glob(ESN(i,el),ESN(j,el))+K_lok;
end
end
end
end

end



5.7. VYRIESENIE SUSTAVY 44

5.7 VyrieSenie ststavy

Dostavame sa k zaveru. Maticu tuhosti K a vektor pravych stran F' mame
zostavené. Nemdzeme zabudniuf na to, ze sme pri ich zostaveni nebrali ohlad na
okrajové podmienky. To znamend, ze sme pocitali s bazovymi funkciami, ktoré nie
su na hranici T’ nulové. Preto musime z K a F odstranit riadky a stlpce, v ktorych

sa tieto funkcie nachadzaju. Ostava uz len vyriesit sustavu linedrnych rovnic
Kc=F, (5.9)

¢im ziskame hladany vektor e. Jeho prvky su koeficienty linedrnej kombinacie bazo-

vych funkcii
N
ur~u = chR?q (x(£)),
i=1

ktora predstavuje aproximaciu nami hladaného riesenia tlohy .

Strucéne sme sa pokusili popisat princip, akym metéda funguje a ukézali sme
moznost jej implementacie. Nami podand implementacia jednoznac¢ne nieje najefek-
tivnejsia. Mnoho postupov v nej sa da ulahcif a sme si toho vedomi. I$lo nam skor
o predstavenie nazorného algoritmu, kde st vsetky postupy zretelné. Pri zefektivneni
algoritmov by mnohé kroky ostali necitatelné a predpokladame, ze by citatela skor
zmietli ako mu ulah¢ili pochopenie problému. V nasledujtcej, predposlednej kapitole
by sme radi ukazali praktické aplikacie tlohy. Najskor uvedieme fyzikalnu interpre-
taciu problému popisaného Poissonovou rovnicou a nasledne jej rieSenie. Neskor sa

vrhneme na linearnu pruznost, a to konkrétne problém rovinného napaétia.
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6 APLIKACIE METODY NA ULOHY MECHA-
NIKY KONTINUA

Jednym z oborou mechaniky kontinua pevnej fazy, je teéria pruznosti. Jej za-
kladnou tlohou, ktorej rieSenim sa budeme zaoberaf, je tzv. priama tiloha pruznosti.
T4 sa snazi pre teleso so znamou geometriou, materidlom, zatazenim a vizbami na
okolie urc¢it posuny, pretvorenia a napétia. Urcenie pretvoreni a napéti je predpo-
kladom k naslednému posudzovaniu konstrukcie v praxi. Predpokladame, Ze tedria
pruznosti je citatelovi dobre znama zo zakladnych kurzov. Ak nie, mdze st najst v
publikécii [I3]. Nebudeme ju preto rozoberat dopodrobna a zopakujeme len niektoré
pojmy, ktoré si nevyhnutné k uceleniu textu.

V obecnej priestorovej tilohe hladdme péatnast nezndmych funkcii premennych

x,1, z. Tie mozeme rozdelit do skupin na:
e tri posunutia u, v, w,
o Sest deformdcii €,4, €yy,s €225 Eyzs €22y Eays
o Sest napati oy, Oyy, 02z, Oyzy Oz, Ouy.

Tieto nezndme funkcie si navzajom zviazané systémom vseobecnych rovnic pruz-
nosti, ktoré musia byt splnené vo vniitri telesa. Jedna sa o rovnice rovnovahy, rovnice
fyzikalne alebo konstitutivne a geometrické rovnice. Aby bola tloha jednoznacné,

musia byt na okraji telesa predpisané okrajové podmienky.

Rovnice rovnovahy predstavuji podmienku rovnovahy elementarneho prvku te-
lesa, na ktory posobia zlozky napétia a objemové sily (napriklad gravitac¢né), ktorych
zlozky v smere x,y, z znac¢ime X, Y, Z. Predstavuji vzajomnu vizbu medzi zlozkami
napati, ktora musi byt splnena vzdy bez ohladu na typ materidlu, velkost deformacii
atd. Pokial uvazujeme statické tlohy, a zanedbavame tak zotrvacné sily, maju tieto

rovnice tvar

004, 00y 004,
X pu—
Ox + oy + 0z + 0
0oy, 0oy, 00y,
ox + dy + 0z

0o., 00, 00,
Z =0.
0z * dy * 0z * 0

+Y =0, (6.1)
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Rovnice geometrické vzajomne zvazuja zlozky posunov a pretvoreni. VSeobecne
existuje v mechanike kontinua viacero sposobov ako definovat tieto vztahy. V line-

arnej pruznosti, kde uvazujeme len malé deformécie si v tvare

ou ov ow
_ Ou _ov _ow 2
Exx 8$7 Eyy ay7 €2z 827 (6 )
Lo 0w ou w o
Y 0z Oy’ 0z oy’ Yoy ox

Rovnice fyzikalne casto oznacované aj ako konstitutivne vzfahy popisuja rela-
cie medzi pretvorenim a napétostou. Pre teleso z linearne pruzného, izotropného

materidlu si vyjadrené zovseobecnenym Hookovym zakonom

1 1

Car = 55 [0ww = 11 (0yy + 022)], v = 550y
1 1

Eyy = E [Uyy — M (Uxx + O_zZ)] ) €xz = ﬁo—xza (63)
1 1

Erz = E [Uzz Y (wa + o'yy)] ) Cay = @Uwy'

V rovniciach vystupuju tri konstanty. Youngov modul pruznosti £, Poissonov suci-

E
2(1+p)

nitel priecnej kontrakcie p a modul pruznosti v smyku G' =

Okrajové podmienky Aby mal uvedeny systém rovnic rieSenie, musime ich dopl-
nit okrajovymi podmienkami. Tie v mechanike kontinua rozdelujeme na geometrické
a silové. Geometrickymi podmienkami predpiSeme posun Casti povrchu telesa a fy-

zikalnymi mozeme zaviest silové zatazenie na povrchu.
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6.1 Volné krutenie pritu nekruhového prierezu

Jednou z moznych aplikacii Poissonovej tulohy je problematika kriutenia pruatu.

S takto namahanymi konstrukénymi prvkami sa casto stretavaju stavebni ale aj

strojni inzinieri. Tomuto typu naméhania najlepsie vzdoruja prity kruhového prie-

rezu. Mozu vsak nastaf pripady, kedy ich nemozno pouzif a musime siahnuf po

vseobecnejsich profiloch. Vseobecne sa oznacuju ako prity s nekruhovym profilom.

Na rozdiel od kruhovych v nich dochéddza k deplanécii prierezu. Pri volnom kruateni
nie je deplanacii branené a tak nevznikaji normalové napéatia v smere osi prutu.

Uvazujme homogénny prizmaticky prit, kto-

rého strednica je rovnobezna s osou . Jeho prie-

rez 2 lezi v rovine y, z. Prut je na zaciatku x = 0

y votknuty a jeho opac¢ny koniec z = £ je pooto-

¢eny o uhol o, vid. obr. [6.1] VSeobecné riese-

nie vychadza z dvoch zédkladnych predpokladov.

Y

Jednym, je spominand absencia normalovych na-

Obr. 6.1: Skrateny prizmaticky Patl 02z = 0yy = 0., = 0 a druhym, Ze sa kazdy

priit, [5]. prierez pootoci okolo osi priatu ako tuhy celok,
pricom sa priec¢ny tvar prierezu nementi.

Matematické odvodenie vztahov popisuj-

tcich tento dej, ktoré najdete v [5], vychddza z rovnic pre priestorovii napétost

telesa a vedie k zavedeniu tzv. Airyho funkcie napétia @ (y, z). Pokial m6zeme profil

pratu modelovat ako jednoducho stvisli oblast 2 s hranicou I', mézeme problém

volného krutenia popisat Poissonovou okrajovou tilohou

A®=-2 na €,
®= 0 na T,

pre Airyho funkciu napétia ®, s homogénnou Direchletovou okrajovou podmienkou.
Vyriesenim tejto tlohy sme nasledne, podla vztahov
0% (y, 2)

9% (y, 2)
Ozy = aGT) Ogz = _aGTy

9

schopni dopocitat Smykové napétia vznikajice v priereze. Symbolom G oznacujeme
spominany modul pruznosti v $myku a « je uhol natocenia na jednotku dizky pritu.

Vzhladom na metodu, ktorej sa tato praca venuje, sme si zvolili prierez prutu ako
vysek medzikruzi s polomermi r = 1 a R = 2, znézorneny na obrazku Okrem
zaujimavého geometrického tvaru prierezu €2 bola tato volba motivované znalostou

analytického riesenia, ktoré je dopodrobna rozobraté v [5] a mohli sme tak spravnost
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Obr. 6.2: NURBS béazové funkcie. VIavo linedrne (p=1) zostrojené podla uzlového
vektora 2 a v pravo kvadratické (q=2) podla uzlového vektora H.

nasho riesenia overit.

Tuato oblast sme popisali ako NURBS plochu a podla spominaného postupu roz-
¢lenili na elementy. Pri najhrubsom deleni, ktoré je zndzornené na obrazku[6.3| viavo,
je oblast €2 rozdelend na sest nenulovych elementov podla uzlovych vektorov

_ 1 1122

::{0,0,2,1,1}, H:{O,O70,3,3,3,3,1,1,1}.
7 poctu opakovani pociatoénych a konecnych uzlovych hodnot moézeme vycitat, ze
bézové funkcie st v smere £ linedrne (p = 1) a n kvadratické (¢ = 2). B-spline
bazové funkcie BY (€) a Bf (1), ktoré tvoria zdklad NURBS funkciam Ry? (¢,7)
podla vztahu , st vykreslené na obr. . Pre takéto delenie sme na obrazku
okrem oblasti €2, znadzornili ¢iarkovane aj riadiacu siet a oznacili jednotlivé riadiace
body. Ich stradnice uloZené v objekte Py, xmx2) spolu maticou vahovych koeficientov
Wnxm) Ddjdete na konci kapitoly v sekcil s kodom.

Pre zvysenie presnosti a moznost posudenia konvergencie sme vypocet vykonali

Clenenie oblasti na elementy v parametrickej sistave
Mesh

1 1 1 1

0.5 0.5 0.5 0.5

0 0 o ]
o 05 1 0 05 1 0 0.5 1 o 0.5 1

Clenenie oblasti na elementy v kartézskej s istave

2 2 2
0 ] 0
2 -2 - -2
2 ] 2 2 0 2 -2 o 2 2 0 2

Obr. 6.3: Obréazok znazoriiuje sposob delenia oblasti 0 (hore) a € (dole) v zavislosti
na pocte elementov.
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na roznych sietach. Stupne bazovych funkcii sme zachovali a zvysSovali sme jemnost
delenia. Takato uprava siete sa v anglickej literatire oznacuje ako h — refinement
kde h symbolizuje, Ze sa meni velkost prvku. V hornej ¢asti obrazka [6.3| je zobra-
zené postupné c¢lenenie oblasti Qv parametrickej sustave. Jemnost delenia sa zlava
doprava zvacsuje, a pocet elementov stipa. V dolnej ¢asti obrazka st zobrazené
prislichajice ¢lenenia oblasti €2 v kartézskej sustave. Mézeme si v§imnut, ze geome-
tria profilu 2 sa vébec nemeni a aj pri pouziti malého poc¢tu prvkov (obr. vlavo
dole) sme schopni ju vyjadrit presne.

Pre jednotlivé delenia sme zostavili potrebné matice isogeometrickou metédou
a priblizne nasli Airyho funkciu napétia ® ako riesenie Poissonovej tlohy. Je zrejmé,
ze C¢im je sief jemnejsia, tym je pocet bazovych funkcii vacsi a rieSenie presnejsie.

Konkrétny vysledky vypoctu, pre jednotlivé delenia, sme zobrazili na obrézku [6.5]

P11 P12 plgy

P71

P72
P63 P73

Obr. 6.4: Profil 2 v tvare vyseku medzikruzi zndzorneny hrubou plnou ¢iarou spolu
s riadiacou sietou vyznacenou tenkou ¢iarkovanou c¢iarou.
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Algoritmus pre zavedenie Direchletovej okrajovej podmienky

Tento algoritmus roztriedi bazové funkcie na tie podla toho ¢i splnuji Direchel-

tovu okrajovi podmienku u = 0. Vyhovujuce zaradi do vektora IB a nevyhovujice
do BOB.

function [BOB,IB] =Direchlet(p,q,Xi,Eta)

%% Input

% p>q - p,q(1,1) orders of basis functions

% Xi,Eta - Xi(1,n+p+1),Eta(l,m+q+1) knot vectors

%% Output

% BOB- Numbers of BFs with support on boundery

% IB- Numbers of BFs without support on boundery

%% Algorithm

N_bf=(size(Xi,2)-p-1)*(size(Eta,2)-q-1); % Number of basis funtcions
N_bf xi=(size(Xi,2)-p-1); % Number of basis funtcions in xi dir.
BOB=[(1:1:N_bf xi) (N_bf_xi+1:N bf xi:N bf)...

(2%N_bf _xi:N_bf_xi:N_bf) (N_bf : -1 :N_bf-N_bf xi) ];

BOB=sort (BOB) ;

BOB=unique (BOB) ;

IB=setdiff (1:N_bf,BOB);

end
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Algoritmus pre riesenie Poissonovej okrajovej ulohy.

Tento algoritmus obsahuje vstupné tdaje, postup riesenia a nasledné spracovanie

vysledkov.

%% INPUT
P(:,:,1)=[1

P(:,:,2)=[ 0

0
w(:,)=[ 1
1
1

1.5 2;1 1.52; 00 0;-1-1.5-2;...
-1 -1.5 -2;-1 -1.5-2; 0 0 0]’;

0
0
1
1

1

0
0
1
1
1

Xi=[0 0 1/2 1 1 ];
Eta=[0 0 0 1/3 1/3 2/3 2/3 1 1 1];

p=1 ; q=2;
f=-2; % load
%% ASSEMBLY X,

K_stiffness=K_stiffness(p,q,Xi,Eta,w,P,el_support(p,q,Xi,Eta));

F

b

3

)

)

b

1 1.5 2; 1 1.5
-1 -1.5-2; -1 -1.5
sqrt(2)/2 sqrt(2)/2
sqrt(2)/2 sqrt(2)/2
sqrt(2)/2 sqrt(2)/2

2; 1 1.5 2;...
-2]7;
sqrt(2)/2; ...
sqrt(2)/2; ...
sqrt(2)/2;1 1 11°;

F_load=F_load(p,q,Xi,Eta,w,P,f,el_support(p,q,Xi,Eta));
%/ BOUNDARY CONDITIONS

[BOB,IB] =Direchlet(p,q,Xi,Eta);
K_stiffness(:,B0B)=0;K_stiffness(BOB,:)=0;

F _load(BOB)=0;

%% SOLVING SYSTEM OF LIN. EQUATIONS
C=K_stiffness(IB,IB)\F_load(IB);

%% POST PROCES

C_vek=zeros(size(F_load,1),1);

C_vek(IB) = C;

C_mat(:,:)=reshape(C_vek(:,1),size(P,1),size(P,2));

P(:,:,3)=C mat(:,:);

T=(0:1/(50):1)
Q=(0:1/(50):1)

I

I

S=NURBS_Surface(T,Q,p,q,Xi,Eta,w,P);

%% PLOT SOLUTION

figure(’Name’,’Solution’); hold on
surf(S(:,:,1),8(:,:,2),8(:,:,3));

title(’Solution’);
mesh=surf (P(:,:,1),P(:,:,2),zeros(size(P(:,:,1))));

set (mesh,’facecolor’, ’none’)
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6.2 Rovinna napéitost

Pre konstrukcie, ktorych rozmer v smere osi z je omnoho mensi ako zvysné dva
x, 9y, pristupujeme casto k idealizacii na dvojrozmernt tlohu. Typickym stavbarskym
pripadom takejto konstrukcie je stena. Tt mozeme reprezentovat len jej strednicou
Q). Za stenu povazujeme plosnu konstrukciu, ktord je zatazena len v rovine svojej
strednice.

Kedze deformacii steny kolmo na strednicu nie je nijak branené ¢, # 0, nemo6zu
v tomto smere vznikat napétia 0., = 0,, = 0., = 0. Od Smykovych napéti zavisi
skosenie a teda €,, = 0,¢,, = 0. Po postupnom dosadeni tychto rovnosti do vztahov

(6.3),(6.2) a (6.1) ndm z rovnic rovnovahy podla [7] vyplynie ststava

2 2 2 2
G<8u+8u>+G1+,u<3u+8v>+X:0’

ox?  Oy? 1—p \Ozxy Oxx

v 0% 14+upu (0®u 0™

i Y —
(89&2 +8y2> +Gl—,u (8ym+(9yy> + 0

dvoch parcidlnych diferencidlnych rovnic. Tentokrat uz teda nepojde o skalarny pro-
blém, ako tomu bolo v predchadzajicej ilohe. Budeme hladat dve funkcie u (x,y)
a v (z,y), ktoré budi popisovat posun kazdého bodu strednice x,y € €2 v smere os

x a y. Tieto rovnice doplnime geometrickymi okrajovymi podmienkami
v=0 na I, u=0 na I,

ktorymi stenu stabilizujeme v priestore. Pre nés pripad sa jedna o zabranenie posunu

v oboch smeroch na Casti hranice Iy C T.
V takomto pripade na aproximaciu oboch funk-

y cii u,v pouzijem tie isté bazové funkcie. Ak by sa

T okrajové podmienky pre hladané posuny nezhodo-

vali, museli by sa odliSovat aj aproximacné funkcie.
Uvazujeme §tvorcovi strednicu Q s dlzkou strany
1 l \ “ a = bm znazornenu na obr. [6.2] Materiél je homo-

génny izotropny s modulom pruznosti £ = 1000 a

S poissonovym sucinitelom p = 0.2. Zatazena je vy-

hradne objemovymi silami f = [0, —100]. Tie zvy-

- i cajne reprezentuju sily gravitacné no pre testova-
Obr. 6.6: Stvorcova stena ulo- — ° - o 7 o
. .. ., cie ucely ich moézeme zvolit Tubovolne. Deformacia
zena na okraji I'y zataZend ob- o } L )
steny, spolu s tromi zlozkami napati si vyobrazené

na obr. [6.8] Popisat stvorcovi 2 pomocou NURBS

plochy nieje nijak naro¢né. Na tomto priklade by

jemovymi silami f.
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Obr. 6.7: Zavislost relativnej odchylky priblizného riesenia isogeometrickou metédou
od analytického riesenia v percentach, na pocte a polynomickom stupni bazovych
funkecii.

sme vsak chceli demonstrovat konvergenciu metody. Pre zvysenie presnosti aproxi-
macie sme postupne zjemnovali delenie domény na elementy 2°. Presnost riesenia
sme vyjadrili relativnou odchylkou v percentach a vztiahli k po¢tu bazovych funkeii.
Tento postup sme opakovali pre rozne polynomické stupne NURBS baze aby sme

ukazali, ako metdédy konverguje pre konkrétne stupne p = q.

Pred deforméciou Po deformacii
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(b) Jednotlivé zlozky napétia.

Obr. 6.8: Riesenie ulohy rovinného napéatia pomocou isogeometrickej analyzy.
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7 ZAVER

Primarnym cielom tejto diplomovej prace bolo oboznamenie sa s [sogeometrickou
metédou a moznostami jej aplikdcie na tlohy mechaniky kontinua. Umyslom bolo
citatelovi jednoducho vysvetlit v ¢om spociva isogeometricky pristup a pripravit
navod na jej aplikaciu.

Na zaciatku sme si zaviedli Poissonovu parcidlnu diferencialnu rovnicu na rovin-
nej oblasti 2, ktorou mézeme popisovat rozne fyzikalne deje. Diferencidlnu (silni)
formuldciu sme nésledne previedli na integralnu (slabi) a hladali jej priblizné riese-
nie Galerkinovou metédou. Kedze sme cheeli aplikovat Isogeometricky pristup, ktory
spoc¢iva v pouziti NURBS bazovych funkcii na aproxaciu rieSenie a siicasne popis
geometrie oblasti 2, venovali sme jednu kapitolu popisu geometrie. NURBS geome-
triu sme sa snazili rozpisat ¢o najpodrobnejsie, kedze aj pre nas predstavovala nieco
uplne nové a nepredpokladdme ze by sa s nou citatelia niekedy predtym stretli.
V nasledujicej kapitole sme opéf vratili k hladaniu priblizného riesenia. Popisali
sme aproximacné funkcie a postup pri zostavovani matic tuhosti a vektora pravych
stran. V poslednej kapitole o praktickych aplikaciach sme Poissonovej tlohe vdychli
fyzikalnu podstatu a dokoncili sme jej riesenie. K zaveru sme prilozili aj riesenie
vektorového problému, konkrétne tlohy rovinnej napétosti.

V zéavere niektorych kapitol sme k textu prikladali implementacny kod v logicke;j
navéiznosti na aktualne prebrany problém. Koéd je vzdy vo forme MatLabovskej
funkcie a mal by citatela sprevadzat a napovedat mu pri jeho vlastnej snahe o
implementaciu.

Isogeometrikcii metédu sa nam podarilo pochopit a tspesne implementovat na
skalarny aj vektorovy problém mechaniky kontinua. Tym povazujeme ciele prace za
splnené. Ci sa nam podarilo metédu zrozumitelne popisat a vytvorit tak text, ktory

by ulahcil zaciatky pri jej studiu, uz moze posiudit len samotny citatel.
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A PRILOHA

A.1 Transformacia stiradnej stustavy

Pri Isogeometrickej metéde, ale aj u inych isoparametrickych metod, definujeme
prvok (element) v parametrickej stradnej ststave. V tej spravidla definujeme ba-
zové funkcie a prvok v nej nadobida jednoduchy geometricky tvar. Nasledne prvok
transformujeme do fyzikalnej siradnej ststavy, v ktorej nadobudne svoj skutocny
tvar. Tento proces byva ¢asto oznacovany ako mapovanie elementu. Takyto pristup
prindsa mnohé vyhody (napr. pri numerickej integracii), no nesie so sebou urcité
uskalia. Povazujeme preto za prinosné na tieto problémy poukéazat a navrhnuf ich
rieSenie. Zacneme trochu teoretickejsie a nasledne budeme jednotlivé poznatky apli-
kovat. Ako nazorny priklad sme zvolili zostavenie vektoru pravych stran a matice

tuhosti pri rieSeni Poissonovej rovnice z kapitoly [2]

A.1.1 Transformacia integralov

Definicia A.1 (Integraénd oblast). Bud Q C R? uzavretd ohrani¢end mnoZina,

potom sa €2 nazyva integracna oblast.

Definicia A.2 (Jakobiho matica). Nech

r=fi(&n), y = fa(&m) (A1)

st funkcie dvoch premennych &, n, ktoré maji na QO spojité parcialne derivacie, potom

maticu tychto parcidlnych derivacii nazvime Jakobiho maticou

<9f18(§n) 3f18(£ M)
o€ on

Definicia A.3 (jakobidn). Nech T : R2 — R? je zobrazenie kde T = [f1, fo] pri¢om
fi, f : R? = R. Nech OC DT, kde DT znadi defini¢ny obor T, je oblast a ku kaz-

dému bodu [¢, 1] € Q) je rovnicami (A.1]) priradeny bod [z, y] = [f1 (§&,n), f2(§,n)] €
R? tak, Ze plati:

« AT (Q) =, potom € je oblast v R?.
« Zobrazenie T je vo vnutri mnoziny prosté.

» Funkcie (A.1)) a ich parcidlne derivacie st na Q) spojité.
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n Y
T
Y= .f2(§7 Tl)
3 T

Obr. A.1: Transformécia stustavy

Potom hovorime, zZe transformacné rovnice ((A.1]) transformuji oblast ) na oblast Q.
Zobrazenie T' sa tak nazgva transformécia a determinant Jakobiho matice (A.2)

oznacujeme ako jakobian transformacie T

0fi(€mn)  0f1(€m)
J (&) = det(T (&) = | op T orll |- (A.3)
o& on

Veta A.1 (Transformdcia integralu). Nech Q zobrazi pomocou rovnic (A1) na Q
a funkcie fi(&,m), f2(&,1m) maji spojité parcidlne derivdicie na Q. Dalej nech pre
kazdy bod [€,n] € Q je Jakobidn rozny od nuly a funkcia g = g (x,y) je spojitd
na 2. Potom podla [11)] plati

L9y dedy= [ g(fi€m) . L€l (€mldedn.  (A4)

Poznamka A.1. Transformaciou dosiahneme zmenu integracnej oblasti, ¢o ndm
mnohokrat ulah¢i vypocet samotného integralu. V nasom pripade musime pozna-
menaf aj to, Ze pri zostavovani matic tuhosti, hmotnosti a vektoru pravych stran
mame integrovat bazové funkcie g (z,y) definované na €2, avsak pozndme len predpis
funkcie g(&,n) na Q) a zobrazenie pomocou ktorého sa zobrazi na g (z,y). Jednou

z moznosti ako sa vysporiadaf s tymto problémom je prave transformécia integréalu.

A.1.2 Parcialne derivacie zlozenych funkcii

V poznamke sme naznacili, Ze pri vypoctoch pouzivame integral (A.4). Ten
popisuje integraciu funkcie g (z,y) transformovanej z {2 na Y% praxi sa stretdvame

so situdciou kedy je potrebné integrovat parcidlne derivécie tejto funkcie, vzhladom
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k premennym pévodnej suradnej stustavy, konkrétne vyrazy typu

/ <3g(f1 (&) f2(&m) | 99(fi (&), ()
Q 8f1 afz

) 7 (6m)| de .

Naviac sa ukaze, ze tieto parcidlne derivacie nepozname a budeme ich musiet vyjadrit
pomocou derivacii funkcie § vzhladom k novym premennym (£, 7). Ako sa s touto

situaciou vysporiadat ndm napovie nasledujica veta.

Veta A.2 (Parcidlna derivacia zloZenej funkcie). Nech funkcie x = f1(&,n),y =
f2(&,m) st v bode [y, no] diferencovatelné a nech funkcia g = g(x,y) je diferencova-

telnd v odpovedajicom bode [xq,yo]. Potom ,podla [10], aj zloZend funkcia

g(f?”) = g(fl (5777) 7f2 (ga 77))
je diferencovatelnd, ako funkcia premenngch (£,m), a plati vztah

05 _ 99 0fi 09 dfs
¢~ of, 0¢ T ap o¢
afl 89 afl 8g é7]'?2
99 _ 9995 , 99 0 A5
o " afion T of on (A.5)

Predstavme si situaciu kedy si nam zname derivacie g—g, g—g, no potrebujeme

vyjadrit 24 29 Vztahy (A5) si moZeme zapisat v maticovom tvare

0f17 0f2
99 oh  9f2| [ 99
o | _ |0 o | |an
99 oh  9f2| |99 |-
on on  On 0f2
Vidime, Ze vo vztahu medzi vektormi parcidlnych derivacii sa objavu skor zavedend
transponované Jakobiho matica J',([A.2)). Opit mézme predpokladat, Ze jakobidn

transformécie je vzdy rézny od nuly, ¢ize vieme, ze Jakobiho matica je regularna.

Z linearnej algebry vieme, Ze prenasobenim inverznou transponovanou Jakobiho ma-

99 @}T
of1? Ofa

3]

0fa on

ticou, ziskavame vztahy pre vypocet vektoru {
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KedZe je Jakobiho matica rozmerov 2 x 2, je mozné jednoducho vyjadrit jej inverziulﬂ

o 1 ofr  _op] 9
W= Bgf 8;?5 o5 | -
sl a2 |2
Je zndme, 7e det(A) = det(AT) z coho vyplyva det (J7) = J. Ak uvdzime, Ze

% = J~! a nasledne vztah roznasobenime, dostdvame

99 _ (8@ of: 5 af2>

af1 9¢ on  In O¢
0 09 0 09 0
99 _ <9fl - gfl> , (A.6)
Of2 On 9 0§ In
Dospeli sme k finalnym vztahom pre vypocet neznamych derivacii aa—fgl, 53—;72 pomocou
znamych g—g, g—g.

Odvodili sme si niekolko vzfahov, ktorych vyuzitie si ukdzeme na prikladoch

v nasledujicich dvoch podkapitolach.

A.1.3 Zostavenie lokalneho vektoru pravych stran

Pri rieSeni okrajovej tlohy v kapitole [5] sme si odvodili, ako spoéitat jednotlivé
cleny potrebné na zostavenie stustavy linearnych rovnic. Prvy si uvedieme vypocet
k-tého prvku lokdlneho vektoru pravej strany. S uvazenim konstantnej funkciu f na

prvku sme dostali dvojny integral cez oblast elementu

Flikk = f//Qe Ry, (93,9) dz dy.

Integrujeme k-tu bazovi funkciu Ry cez oblast elementu Q2°. Index k£ = 1,...,n
znaci lokalne ¢islo bazovej funkcie, ktora je nenulovd na danom elemente a n je
pocet takych funkcii.

Integrujeme cez dvojrozmerni oblast ¢, ktora méze nadobudat obecné tvary.
Ako sme v pozndmke (A.1)) naznadili zavedieme transforméciu T ktora pomocou
transformacnych vzt’ahovﬂ

z=uz(&n), y=1y(&n) (A7)

—1
_ a b d —b d —b
AT = ] - [ T [c a]'

¢ d| T AA|_¢ g
2Konkrétnu transforméciu a transformacné vztahy sme si zaviedli v kapitole |5l Kvoli prehlad-
nosti a zachyteniu podstaty problému ich vsak ponechdme v tvare (A.7).
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n y
2T j—’
r=ux(&n)
y=y(&n)
mT
fl1 é2 3 xr

Obr. A.2: Transformécia elementu z parametrickej do kartézskej stradnej ststavy.

transformuje obdlZnikovi oblast Q¢ na obecnejsiu oblast ¢, Kedze pozname trans-
formacné vztahy, z definicie vieme spocitame jakobidn transforméacie J, a mo-
zeme aplikovat vzfah pre transforméciu integralu. Dostavame opét dvojny
integral

Fio =1 [[ Butay) dedy = 7 [[ Rt g,y (&m)1J (€ n)l dgdn,

tentokrat cez obdlznikovii oblast €.

Transformaciou sme vyriesili problém s komplikovanou integrac¢nou oblastou.
Sucasne sme tiez vyriesili druhy problém a to, ze nepozname priamo predpis funkcie
Ry, (2, y) ale len predpis Ri(x (€,1),y (£,1)). Pre dant transformaciu 7' sme v kapi-

tole (b)) zaviedli analytické vyjadrenie bazovych funkcii

Ri(€.n) = Ri(z (&,m) 5 (€. ).

Dostavame integral bazovej funkcie I%k, prenasobenej absolitnou hodnotou jakobi-

anu, cez oblast elementu v parametrickej siradnej stistave

Foger = [[[ Bu(&m) 17 (¢,m)] de .

Je jasné, ze integracia sa v praxi musi vykondvat nejakou numerickou meto-
dou. My sme zvolili jednu z najrozsirenejsich, Gaussovu kvadratiaru. Ta sa zvycajne
odvodzuje pre Stvorcovii oblast Q(—1,1) x (—1,1), my vSak integrujeme cez ob-
diznikovti oblast €, (&1,&) % (m1,m2) a preto zavedieme transformdaciu T. Tentokrat

pomocou transformacnych vztahov

e=¢(&n),  n=n(&n),
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7 = 1 [ Y
T

) /\
N /Tp T x=33<(£,77;
Qe n=mn(&n) Q. y=y&n

; e §=¢&(&1)
- 13
m
1 .
&1 & § x

Obr. A.3: Postupné transformécia elementu.

transformujeme oblast € na . To sa prejavi tym, Ze v integraly pribudne jakobidn
transformécie J. Na findlny tvaru integralu

Eikk = f//(ze ﬁk(é (é?ﬁ) 1 (éa 77’)) U(éﬂ?)‘ ‘j (gu ﬁ)‘ dédﬁu

mozeme pouzit tabelované hodnoty integracnych bodov a vah Gaussovej kvadratury.

Celkovo sme teda element dva krat transformovali ¢o moZzeme vidiel na obr. [A.3]

A.1.4 Zostavenie lokalnej matice tuhosti

Pri odvodeni ¢lenov vektoru pravych stran sme si ukéazali, ako transformovat
integraly bazovych funkcii. Teraz k tomu pridame poznatky o parcidlnych derivaci-
ach zlozenych funkcii, ktoré sa vyskytuju pri vypocte clenov lokalnej matici tuhosti.

Odvodenim v kapitole [5| sme dospeli k dvojnému integralu cez oblast elementu

OR OR OR OR
Kﬁ)kkl://e kagyy) l(x7y) + k($7y> l(xvy) dl’dy

ox oy dy

Integrant tvoria parcidlne derivacie jednotlivych bazovych funkcii Ry, R;. Indexy
k,l = 1,...,n znacia lokalne cisla bazovych funkcii, ktoré si nenulové na danom
elemente a n je pocet takych funkcii.

Prevedieme rovnaky postup transformacie, aky sme si popisali v druhom odseku

predchadzajicej kapitoly. Dostavame dvojny integral

OR OR OR OR
Kok = //e ( ka(::’y) za(;ﬁ,y) + ka(;y) la(;’y)> |J(§;m)| d€dn

cez obdlznikovii oblast elementu °.

Problém nastava v tom, ze nepozname predpis parcialnych derivacii nasich ba-
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zovych funkcii vzhladom k premennym z,y. Pozname vSak funkciu

Ri(&,m) = Ri(z (&), y (&),

zadefinovanej na oblasti Q. Z nej sme schopny vyjadrit parcialne derivacie vzhladom

k premennym & a n

ORy, ORyO0x  OR,dy
0¢ Ox 95 Oy 0¢
Ofy _ 0R,0x 0B, 0y
on or On Oy On

V podkapitole [A.1.2 sme si vysvetlili ako z tychto vztahov vyjadrit potrebné parci-
alne derivacie.

ORy _ 5 (az%k oy  ORy ay>

Or o6 on  On O
% — J*l @% _ @aj
oy on 96 0 Oon)

Tie sme podla vztahu (A.6) schopny vyjadrit pomocou zndmych parcidlnych deri-
vacif funkeif R a parcidlnych derivicii transformaénych rovnic (A.7). Dosadenim do

predchadzajiceho integralu a jednoduchymi algebraickymi tipravami dostaneme

Kﬁ)kk‘l — ‘//Qe <CL aRk aRl ) (aRk (9Rz + aRk; 8R1> 8Rk aRl

i TR M —1
Yoe o\ ac oy T on oe ) Ty 377)J ac dn.

Koeficienty aq, as, ag st zostavené z parcialnych derivacii transformacnych vztahov

(oY (oY (wdy awory (o) (orY’
" \an on)  * \ocon acan) TP \o¢ oc) -
Mozeme si povsimnut, Ze ide o rovnaké ¢leny aké obsahuje Jakobiho matica J, ktora

musime spocitat kvoli jakobianu. Tohoto poznatku vyuzijeme a vyjadrime si koefi-

cienty pomocou prvkov Jakobiho matice
_ 12 2 _ 2 2
ar =J3o+J51,  ax=JiaJep+Ji1da1, a3 =J7,+ Ji 4,

kde dolné indexy znacia koordinaty prvku v matici.

Ako bolo spomenuté v predchadzajicej kapitole, integraly spocitame numericky
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na prirodzenej oblasti 2. V integréle

Ry, OF Ry, OR Ry, OR R, OR
Kﬁ)kkl _ //QE (CL 6Rk, aRl <8Rk 8Rl I aRk 8Rl> 3%7[

JoWR oM _1”d~d~
voc ot "\ o an T am ae ) T oy 077>J 7] a d,

pribudol jakobidn J transformécie T'.
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B PRILOHA

B.1 Gaussove body a vahy

Algoritmus pre Gaussovu kvadratiru

Tento algoritmus vrati siradnice a vahové koeficienty Gaussovych integrac¢nych

bodov v zavislosti na polynomickom stupni p.

function [Gauss_ip,wi]=Gauss(p)

Gauss_ip=[ 0.0000000000 0.0000000000] " ;

if p==
wi=[ 4.
elseif p==
Gauss_ip=[-0.
0.
wi=[ 1.
elseif p==
Gauss_ip=[-0.
0.
0.
-0.
0
wi=[ 0
0
0
elseif p==
Gauss_ip=[-0.
0
-0
0
-0
0
-0
0
wi=[ 0
0
0
0

end

. 7745966692
.3086419750; O.

.3399810435
.8611363115
.3399810435
.8611363115
.3399810435
.8611363115
.3399810435
.1210029932;
.2268518518;
.2268518518;
.1210029932;

0000000000] ’ ;

5773502691 -0
5773502691 O
0000000000; 1

7745966692 -0
7745966692 -0
0000000000
7745966692

.7901234560; O.
.3086419750] ’ ;

8611363115

O O O O O O O o

0.
0.
0.

.5773502691; -0

.5773502691; O
.0000000000;
.7745966692; O
.7745966692; -0
0000000000;
7745966692;
7745966692] ’ ;
4938271600
4938271600
.8611363115; -0
.8611363115; O
.3399810435; -0
.3399810435; O
.3399810435; -0
.3399810435; O
.8611363115; -0
.8611363115; O
.2268518518; 0
.4252933030; O
.4252933030; O
.22685618518; 0

1.0000000000;

.5773502691 0.
.5773502691 -0.
1.

.0000000000 -0.
. 7745966692 O.

0.7745966692 O.
0.0000000000 O.

0.3086419750; O.
0.3086419750; O.

.3399810435 -0.
.8611363115 -0.
.3399810435 -0.
.8611363115 -0.
.3399810435 0.
.8611363115 0.
.3399810435 0.
.8611363115 0.
.2268518518; 0.
.4252933030; O.
.4252933030;

0
.2268518518; 0.

5773502691 . ..
5773502691]
0000000000] ’ ;

-

-

7745966692; . ..
00000000003 . ..
00000000003 . ..
7745966692; . ..

4938271600; . ..
4938271600; . . .

8611363115; ...
8611363115; ...
3399810435; . ..
3399810435; . ..
3399810435; . ..
3399810435; . ..
8611363115; . ..
8611363115;];
1210029932; . ..
2268518518; . ..

.2268518518; . ..

1210029932;];
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