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Pouzité symboly

Vo svojej pracu budem pouzivat nasledujiice symboly a oznacenia:

Po(x)........ Polyném stupna n.

| P Mnozina polynémov stupna k.
| 1 Mnozina polynémov stupna [.
SE() e Splajn stupna k.

Ski(z,y).....Dvojrozmerny splajn.

(VAV} IO Siet uzlov.

(T PAN7) Siet uzlov.

(AA)........ Rozsirend siet uzlov.

(Apt)....... Rozsirend siet uzlov.
Ska(AN)......Linedrny priestor splajnov na sieti uzlov.
dim............. Dimenzia priestoru.

Bi j+1(x).....B-splajn stupna k.

M; j41(x).....B-splajn stupna k.
N;i+1(y)......B-splajn stupna k.

C*1[a, b].....Spojité derivacie az do rddu k — 1.

Cr1 (T Koloka¢na matica.

Dy (Y).n... Koloka¢nd matica.
@i Kronekerov sucin.
cS(A)eeonn.nn. Matica A vo vektorovom tvare.
Wpgeeeeoenenen. Véhy v MNC.



Uvod

,Kazdy problém v sebe skryva prilezitost nie¢o dokdzat”
(Albert Einstein)

Tento citat absolitne vystihuje moje myslienky, ked som si vybrala tému
svojej diplomovej prace. Dokédzat pre miia nieco nemozné. B-splajny v RZ2.
Pojem, z ktorého mi hovorf nieco len druhd ¢ast nazvu. Dostala som prileZitost
vysvetlit problematiku, o ktorej som v skolskych laviciach pocula len okrajovo.

Cielom diplomovej prace je zoznamif sa so zakladnou teériou B-splajnov v
R? a ukédzaf ich vyuzitie v softvérovom programe Matlab. V prvej kapitole sa
venujem B-splajnom v R!, aby som ¢itatela zoznamila zo zakladnymi pojmami
tedrie ako st splajn, B-splajn, siet uzlov, rozsirend siet uzlov, interpolécia, ¢i body
interpolacie. Na konci kapitoly sa zaoberam matematickym softvérom Matlab,
v ktorom vyuzivam Spline Toolbox a naprogramované funkcie na spracovavanie
B-splajnov.

V druhej kapitole zovSeobeciiujem tedriu, ktort spracivam v prvej kapitole a
vysvetlim ju v R?. Opit sa budem zaoberat tilohou interpoldcie, ktort vsak teraz
rozoberiem v dvojrozmernom priestore a navyse ukazem aj vyuzitie metéddy naj-
mensich §tvorcov. Zozndmim citatela s funkciami v programe Matlab, vysvetlim
ako ich spravne pouzivat a aké su ich vystupy.

Citatelovi sa budem snazit vysvetlit problematiku B-splajnov v R? ¢o naj-
schodnejsim sposobom. Tedria B-splajnov v R? nemd dodnes ziadne spracova-
nie v slovenskom, ¢i ¢eskom jazyku. Preto chcem ako Student, ktory ma svoje
vysokogkolské sttidium takmer za sebou, vytvorit prirucku pre budice genericie

studentov, ktoré by mali o dani problematiku zaujem.



1. B-splajny v R!

Vzhladom na to, Ze niektoré funkcie maji komplikované explicitné vyjadrenie
alebo pozname hodnoty len v niektorych diskrétnych bodoch, je velmi obtiazné s
danymi funkciami pracovat. Preto je vhodné najst jednoduchsiu funkciu a kom-
plikovant funkciu nahradit jednoduchsim tvarom. Pozndme mnoho sposobov ako
mozeme dani funkciu aproximovat. Zalezi na podmienkach, ktoré potrebujeme,
aby nasa funkcia spfﬁala. Jednou z moznosti je pouzitie interpolacie.

Nech je danych n + 1 vzdjomne roznych bodov xg, 1, ..., z,. Nazyvame ich
body interpolacie. Majme tiez danych n + 1 funkénych hodnét v tychto bodoch,
c¢ize f(xo), f(z1), ..., f(z,). Priinterpoldci{ hladdme taki funkciu P, (z), aby splia-

la interpolaéné podmienky:

P.(z;) = f(x;), Vi=0,..,n. (1)

Pre zjednodusenie si mézeme funkéné hodnoty f(xg), f(21), ..., f(z,) oznacovat

anfh afn
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Obr.¢. 1: Interpoldcia polynémom Py(x).

Na obrézku ¢islo 1 vidime polyném stvrtého stupna Py(x), ktory interpoluje

funkéné hodnoty v bodoch xq, z1, 22, x3 a 4.
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Vyuzitie interpolacie polynémom je vSak vhodné iba v tom pripade, ze mame
mens{ pocet dat. Akondhle mame dat viac, moze sa stat, Ze nam nasa funkcia
bude neprijemne oscilovat. V tomto pripade je vhodné pouzit tzv. splajno-
vi interpolaciu alebo interpolaciu splajnom, ¢ize lepime dokopy aspon dva
polynémy, pricom pomocou zlepenia chceme dosiahnif uréitt hladkost.

Nasledujticu definiciu budeme cerpat z [2].

Definicia 1.1 Funkcia si(x), ktord je definovana na kone¢nom intervale [a, b] sa
nazyva splajnové funkcia stuptia k (rddu k + 1) s rastticou postupnostou uzlov

Niyj=0,1,...,9+1; (Ao = a, \g41 = b), pokial st splnené nasledujice podmienky:
e Na kazdom intervale uzlov [A;, Aj11] je sp(z) dany polyném stupna k, t.j.
skl [Aj, Ajp1] € g, i =0,1, ..., 9, (2)
kde II; je mnozina polynémov stupna k.

e Funkcia si(x) a vsetky jej derivacie az do rddu k — 1 su spojité na [a, b],
£.j.
si(x) € CFYa, bl. (3)

Vysvetlime si to na nasledujicej tlohe.

Uloha 1.1 Majme zadané body zg, 21, ..., zs a k nim ich funkéné hodnoty fo, f1,
..., fs. V pripade interpolacie polynémom by nam vznikol polyném az 6smeho

stupnia Pg(z) a preto je lepsie pouzit splajnovi interpoldciu a zlepit dokopy napr.

dva polynémy stvrtého stupna P} (x) a P?(z) ako vidime na obrazku &fslo 2.

Polynémy P} (z) a P(x) si vyjadrime pomocou vzfahov:

P}(x) = ar* + bx® + ca® +dv + e
Pi(z) = fa* + g2 + ha® + iz + j,
pricom polyném P} (z) je definovany na intervale (zg, z4) a polyném P?(z) je
definovany na intervale (x4, xg).
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Obr.¢. 2: Splajnova interpolécia

Musia platit interpola¢né podmienky (prvé dve nasledujiice podmienky) a tak-
tiez podmienky, pomocou ktorych dosiahneme uréitt hladkost polynému (chceme

spojité derivécie az do radu 3):

Pix)=f; i=4,5,..,8,
[Py (x0)] = [P (x4)],
[P (z0)]" = [P§(24)]",
[Pi(z)]" = [Pf(2a)]".

AN~ A~ ’ ?
Cize mozeme napisat:

B [ PHx) z € (0, 24)
sp(x) = s4(x) = {pf(x) x € (x4, 18)

Pri hladani takychto splajnov je vSak velmi nepraktické, Ze si musime pamatat
velky pocet koeficientov (v nasej tulohe 1.1 si to koeficienty a,b, ..., h,7) a po-
tom riesit prislusny pocet rovnic. V pripade vicsieho poctu uzlov, ¢ vyssieho
stupiia splajnov dostdvame velmi rozsiahle ststavy linedrnych rovnic. Z tohoto
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dovodu si zavedieme B-splajnovi reprezentaciu, ktora bude pre nas vhod-
nejsia, pretoze dané polynomické splajny budeme hladat pomocou bézovych
splajnov. B-splajny ndm umoznujui iny a zaroven jednoduchsi sposob zostrojenia

polynomickych splajnov.

Poznamka 1.1 Podme si eSte ukizat ako vypoéitame dimenziu linedneho pries-
toru splajnov. Ozna¢me si symbolom Sy,(AN) linedrny priestor splajnov na sieti
uzlov (AX) = {\i;i = 0,...,g + 1}. Cislo k predstavuje stupen splajnu a ¢islo
d defekt splajnu (ndsobnost vnitornych uzlov). Prvky priestoru Spg(AN), ¢ize
splajny stupna k s defektom d znac¢ime sy (). Dimenziu priestoru Sgq(AN) urcéime

Y
pomocou vztahu:

dim Spa(AN) = (k+1)(g+1) —glk—d+1) =k +gd + 1, (4)

pricom (k+1)(g+1) predstavuje pocet neznamych koeficientov polynému - mame
(k + 1) koeficientov na (g + 1) intervaloch, ktoré ndm urc¢uju nas splajn si(z).
Dalej ¢islo g(k — d + 1) ndm vyjadruje, Ze v g vnitornych uzloch splajnu mé
byt splnenych (k — d + 1) podmienok spojitosti (aby sme dosiahli pozadovant

hladkost v uzloch), ¢im dosiahneme to, Ze pocet nezndmych sa ndm zmensi.

1.1. Vlastnosti B-splajnov v R!

Vzhladom na to, Ze v praci sa budeme zaoberat B-splajnami v R?, je dobré

uviest si zédkladné vlastnosti B-splajnov v R!'. V tejto ¢asti budeme ¢erpat z [1].

Definicia 1.2 Nech A\ = {)\;;i =0, ...,g + 1} je neklesajica postupnost uzlov
splajnu. Ku kazdému uzlu \;, ktory ma na sieti vpravo k + 1 susednych uzlov
takych, ze A\; < Ajigi1, definujeme B-splajn (k + 1)-ého radu alebo stupna k

vztahom
Bi,kJrl (LU) = ()\i+k+1 — /\z)[/\zy )\i+17 ey )\i+k+1](t — l’)i, T € R (5)

Poznamka 1.2 Vo vztahu (5) st pouzité pomerné diferencie funkcie (podrob-

nejSie v [1]). Funkcia (¢ — )% je tiez zndma ako kladnd ¢ast mocniny alebo tiez
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ako useknutd mocnica. Ide o funkciu argumentu ¢ v zavislosti na parametri x.

Definujeme ju predpisom

ok
(t—x)]i:{(t x)¥ pre t >z,
0 pre t<uw.

Dimenziu priestoru B-splajnov si odvodime pomocou vztahu (4), pricom de-
fekt budeme uvazovat rovny jednej (d = 1). V B-splajnovej reprezentécii budeme
oznacovaf linedrny priestor splajnov na sieti uzlov A\ symbolom Sj(AM). Cize

dimenzia priestoru B-splajnov bude:

dim Sp(AN) = g + & + 1. (6)

Nézvy B-splajnov sa zvacsa odvodzuju od stuptia polynému, pretoze B-splajn
je po castiach polyném. Takze pojem konstantny B-splajn reprezentuje B-splajn
B, 1(z), ¢ize B-splajn 0—tého stupna. Pojem linedrny B-splajn reprezentuje B-
splajn prvého stupna B;»(z), dalej kvadraticky B-splajn znaci B-splajn druhého
stupna B; 3(x) a napriklad kubicky B-splajn zna¢i B-splajn treticho stupna B; 4 ().
Rovnakym sposobom mozeme odvodit aj ostatné ndzvy B-splajnov vyssich stup-

nov. Na nasledujicom obrazku ¢islo 3 vidime priklady B-splajnov.

2 2
Boi(x)

1_’ l_ 1y\-
0 0
1 L L 1

0 02 04 06 08 1 0 05 1 15 2
2 2
1 1 1 1

Boal)

0 0
1 t - 1

0 05 1 15 2 25 3 0 1 2 3 4

Obr.c. 3: B-splajny By i(z), Bo2(z), Bos(z) a Bya(z)

Vzhladom na to, Ze sme si vysvetlili definiciu B-splajnov, mozeme prejst k

ich vlastnostiam.
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~ . . . ~ 7 ) . . - .
Pre oznacenie vlastnosti B-splajnov budeme pouzivat mimoriadne oznacenie

V1 - V8.

V1: B;;s1(x) je na kazdom intervale [A;, Aj 1] polynémom stupia najviac k.

Pre jednoduché uzly \; < \ji1 < ... < Ajipaq plati
Bipi1(z) € CF Ao, A\gi1]  tj. Bigei(w) € SL(AN).

Poznamka 1.3 B;.1(z) € C* [\, \y41] znamend, ze dany B-splajn mé spo-
jité derivdcie az do rddu k—1 vzhladom k premennej z. V druhej ¢asti spominame
B j+1(x) € Sg(AN), ¢o ndm hovori, ze B; 41 je splajn stupna k (radu k + 1) s

defektom 1, ¢o plynie z toho, ze mame jednoduché uzly.
V2: Nosicom B, p41(x) je interval [A;, A\jyx+1], t.].
Bigy1(r) =0 pre = & [N, Nigrs1]- (7)

Poznamka 1.4 Pokial plati, ze z > \jix41 tak je B;gy1(z) diferenciou nulovej
funkcie. Ak plati x < \;, tak ide o (k + 1)—v1 diferenciu polynému stupna k. V

oboch pripadoch vsak vzhladom na definiciu 1.2 dostaneme nulu.

V3: Prexz € [A\j,\js1],7 € {k+1,..,n+1—k} plati

Z Bz’,k—H (m) = 1.

Poznamka 1.5 Na danom intervale [Aj, A\;+1] si teda nenulové len B-splajny
Bigi1(x),i=j—k—1,7—k, ..., j. Celkom teda k B-splajnov stupna k. B-splajny
tvoria rozklad jednotky.

Nasim cielom je pomocou B-splajnovej reprezentdcie skonstruovat celd bazu
priestoru Si(AM\) a teda g + k + 1 B-splajnov, ktoré su linedrne nezdvisle. Ako

na to si popiSeme v nasledujicej tlohe 1.2.
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Uloha 1.2 Majme zadant siet uzlov (AX) = {0, 1, 2}, ¢ize méme jeden vnitorny
uzol (g = 1) a stupen B-splajnu k¥ = 1. Dimenzia priestoru Si(A)) je podla

vztahu (6) rovnd 3, kedze
dim Sp(AN) =g+ k+1=3.

Nasim cielom je teda zostavit a zostrojit funkcie, ktoré zodpovedaji B-splajnom
Boas(z), Biao(x) a Bys(x). Avsak na danej sieti uzlov sme schopni skonstruovat
len jeden B-splajn Bys(z). Mozeme si to pozriet na obrazku ¢islo 3, kde méme
vykresleny aj B-splajn By (z). Preto je potrebné prejst k novej - rozsirenej sieti
uzlov (AA+), na ktorej uz budeme schopni zostrojit potrebny pocet B-splajnov.
Z povodnej siete vytvorime novi siet, napriklad (AX+) = {—1,0, 1,2, 3}. Na tejto
sieti sme uz schopni definovat celi bézu priestoru splajnov (teda tri B-splajny

prvého stupna) ako mozeme vidiet na nasledujicom obrdzku ¢. 4.

1

08

06

04t

02r

0 Il
-1 05

Obr.c. 4: Grafy bazovych funkcii B_;2()), Bo2(A) a By a(\)

Poznamka 1.6 V tlohe 1.2 bolo potrebné rozsirit povodni siet uzlov (AM) o 1
uzol nalavo a aj o 1 napravo a vytvorili sme tak rozsirent sief uzlov (AA+). Cize

vo vieobecnosti je potrebné povodni siet uzlov
(AN :a=X <A <...<Ay<Agp1=0 (8)
rozsirit o k uzlov napravo a aj nalavo na rozsirent siet uzlov (AX+), t.j.

(A/\—i—) : >\—k <. <A <a= )\0 <A <. < >\g < )‘g+1 =b<... < /\g—i-k:—&—l‘
(9)
15



Bézu priestoru Si(AN) tvor{ postupnost B-splajnov {B; x.1(z),i = —k, ..., g}
a preto mozeme splajn si(x) € Sp(AN) vyjadrit ako linedrnu kombindciu bazovych

splajnov:

g
sp(x) = Z biBir1(x); z € R, (10)
i——k

kde b; si B-splajnové koeficienty splajnu sg(z).
Moézeme teda povedat, ze kazdy splajn si,(z) € Si(AN) je jednoznacne uréeny
vektorom B-splajnovych koeficientov

b= (b_p,....b,)".

Praktické rozsirenie pouzitia B-splajnov sa dosiahlo po ndjdeni jednoduchych
rekurentnych vztahov, ktoré umozinuji pocitat funkéné hodnoty stabilnym spo-

sobom.

V4: Pre hodnoty bézovych splajnov platia nasledujice rekurentné vztahy:

lak =z € )\17)\1 5
Bia(z) = {0 inak .

Xr — )\z )\z — X
Big(z) + =2 B (). (11)

BZ' -3 1\
k1(T) Nivk — N © Nitht1 — Nig1

Poznamka 1.7 Vlastnost V4 ndm ukazuje ako vhodnou linedrnou kombindciou
dvoch splajnov rddu k vznikne splajn rddu k + 1 a teda funkcia s vacsou hlad-

kostou.

V5: Vsetky hodnoty B; j41(x) si nezdporné pre vietky x:

B j+1(x) > 0.

V6: Z derivacie B-splajnov vyplyva:

4’
dai

sk(®) = ) 0 Bigsi—y(x),

16



s koeficientami 09 = b;,
i—1 i—1
o b
Nk — A

pre 1 <j <k.

Poznamka 1.8 Derivaciou splajnu rddu k£ + 1 je teda splajn radu k, cize de-

rivaciou znizujeme rad splajnu.

V'7: Splajn >, b;B; () je derivaciou splajnu ) . ¢;B; p+1(x), ak medzi koefi-
cientami b;, ¢; platia vztahy:
bi(Nigr — Ni)

k(Ci - Cifl) .
Nor— N J. G =¢-1+ e (12)

Pozniamka 1.9 Jeden z parametrov ¢; je volitelny, ostatné sa musia dopoé¢itat

z (12).

1.2. Interpolacia B-splajnov v R!

Aby sme mohli hovorit o tlohe interpoldcie splajnov, je potrebné mat dant
siet uzlov popisant vo vztahu (8), ktorti vhodnym sposobom rozsirime na rozsirent
siet uzlov (9) pre ktortt platf A\; < Aijx+1. Dalej nech je dand rastiica postupnost
bodov interpolacie z;,7 = 1,...,n;z; € [a,b] pricom z; # x; pre ¢ # j, ku ktorym
su zndme zodpovedajuce funkéné hodnoty f;,7 =1,...,n.

Nagou tlohou bude najst na intervale [a, b] splajn sp(z) € Sp(AN), ktory spliia

v bodoch z;,5 = 1,...,n podmienky interpolacie

se(zy) = f;; 7=1,...,n,

a teda mozeme povedat, ze si(z) je interpolacny splajn.
Vzhladom na to, Ze v predchadzajicej ¢asti sme si povedali, Ze splajn sp(z) je
jednoznaéne uréeny vektorom B-splajnovych koeficientov b, tak je potrebné zistit

ako dané koeficienty vypocitame. Pri vyjadreni splajnu maticovo dostavame

—

sk(Z) = Cpa(Z)b, T € R, (13)
17



kde

sk(zq)
su(F) = S"“(?) T = (21,2
sk(xy)

a matica
Cr1(%) = (Big1(25)) =120
predstavuje kolokacni maticu funkénych hodnot jednotlivych B-splajnov v bodoch
interpolacie z;,7 =1, ..., n.
Z interpola¢nych podmienok dostaneme pre hladané koeficienty b; ststavu n

linedrnych rovnic o g + k + 1 neznamych b_y, ..., by, ktoré zapiseme v tvare
Cr1(Z)b = [, (14)

kde b = (b_y, b)) a = (f1,.... f)T, pricom rozpisané ststava linedrnych

rovnic mé tvar

B_jr+1(21) Bogyips1(21) ... Bgrii(z) b_i fi
B_pjy1(22) Bopq1p1(22) ... Bgpri(xa) boper | | S2
Bfk,kJrl(xn) Bfk+1,k+1<xn) Bg,k«H(xn) bg fn

Jednoznac¢nost riesenia tejto ststavy rovnic, a teda tiez jednozna¢né uréenie
hladaného interpolacného splajnu, je z4visle na tom, ¢i je matica C, 1 () $tvorcova

a regularna. V takom pripade existuje prave jedno rieSenie
b = (Crsa (@)1 fy b7 = (b, b))"

a existuje prave jeden interpola¢ny splajn

Nasledujuca veta nam udava kedy a za akych podmienok je kolokacnd matica

reguldrna. Vetu budeme cerpat z [1].
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Veta 1.1 Za predpokladov, Ze (AN+) je neklesajiica postupnost uzlov, pre ktori
plati \j < Niygi1,7 = —k,...,g; a Ze (Az) = {w1,...,x,} je rastica postupnost

bodov interpoldcie, tak matica Cyxy1(Z) je requldrna prdve vtedy, ak
Bi g1 (i) # 0, (15)
a teda pre \j < x; < Aiggr1; t=1,...,n.
Vetu si podrobnejsie vysvetlime na nasledujicej ulohe.

Uloha 1.3 Majme sief uzlov (AX) = {0,1,2,3,4,5}, pricom \y = 0 = a a
Ag+1 =D =10, (g = 4) a stupen splajnu k = 3.

09+

081

07

08

051

04r

03

02

01+

Obr.c¢. 5: Kubické B-splajny
Dimenzia priestoru je
dim Sy(AN) =k +g+1=3+4+1=38,

avSak na obrdzku ¢islo 5 vidime, Ze na danej sieti uzlov sme schopni vykreslit len
dve B-splajnové funkcie stupiia k = 3. Preto je potrebné rozsirit siet uzlov o tri

uzly napravo aj nalavo, a to nasledujiicim sposobom
A3< A o< A1 < Ad=a a b= <A< A7 <As.

Tento pripad rozsirenia na nendsobné krajné uzly mozeme vidiet na obrazku ¢islo

6.
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Obr.c¢. 6: Kubické B-splajny

Danti siet uzlov mozeme rozsirit tiez tak, Ze budeme uvazovat krajné uzly ako

nasobné, ¢ize
)\_3:)\_2:)\_1:)\0:a a b:>\5:/\6:>\7:)\8a

pricom na obrazku ¢islo 7 vidime bazové funkcie, ktoré st na tejto sieti zostrojené.
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Obr.¢. 7: Kubické B-splajny

Vratme sa vsak spat k prvej moznosti rozsirenia uzlov.

Veta 1.1 nam popisuje, kedy je dand matica Cjyy1(Z) regularna. Mozeme si
pomoct obrazkom éfslo 8.

Predpokladajme, ze st dané body interpolacie x1,xo,x3 a x4 také, ze lezia
medzi uzlami Ay a Ay, tj. [21, 24] € [Ag, \y). Kazdému z tychto bodov interpolacie
by sme vedeli priradit prave jednu bazovi funkciu (kazdému bodu interpoldcie
vieme priradif prave jeden B-splajn - nie je mozné dvom bodom interpolécie
priradit ten isty B-splajn), ¢iZe pre bod interpolécie x1 by to bola bazovd funkcia

B_; 4(x), pre bod z3 to potom bude By 4(z), bodu x5 priradime bézovi funkciu
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Obr.¢. 8: Kubické B-splajny

By 4(z), pre bod x4 to bude bazova funkcia By 4(z) a nakoniec pre bod x5 to bude
béazova funkcia Bs4(x). Nasledujticu situdciu mozeme vidiet na obrazku éislo 8,
ked'ze dané body, o ktorych sme hovorili sme priradili k vykreslenym B-splajnov
a lezia aj v ich nosicoch.

Avsak ak by medzi uzlami [Ay, \;) lezal dalsi bod interpolécie g, tak by
sme tomuto bodu interpolécie uz nevedeli priradit zodpovedajiicu bazovi funkciu
podla vety 1.1 (ked'Ze je potrebné, aby dany bod interpoldcie lezal v nosic¢i dane;
bazovej funkcie) a regularita matice Cy1(Z) by v takom pripade nebola dodrzana.
Preto ak chceme, aby podmienka regularity matice Cyyq(Z) bola dodrzand, je
potrebné, aby bod x¢ lezal v nosi¢i By 4(x), a v tom pripade by sme mu mohli pri-

radit bazovi funkciu By 4(z). Bod x4 sa teda musi nachddzat v intervale [A4, Ag).

Vzhladom to, Ze sme si zopakovali zékladné poznatky z B-splajnov, mozeme
prejst k vykreslovaniu splajnov pomocou B-splajnov v programe Matlab. Predtym

je vsak potrebné podotkniit niekolko dolezitych pozndmok.

Poznamka 1.10 V programe Matlab budeme pracovat s tzv. Spline Toolbox-
om, ktory bolo vo verzii Matlabu R2008a potrebné dodatocne pridat. Néjdeme ho
v casti Help — > Product Help alebo pod klavesovou skratkou F1 pri spustenom

programe Matlab.
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Poznamka 1.11 Matlab dokéze riesit ilohy len v pripade, ak je matica C; y11 (%)
reguldrna. V opa¢nom pripade vyhodi nasledovnt chybu, ktord mozete vidiet v
konzolovom vystupe ¢islo 1. Regularita je overovana ako podmienka priamo v
pouzivanych prikazoch v softvéri Matlab a jeho Spline Toolbox-e, a preto sa d alej
fiou v prikladoch nebudeme zaoberat.

Konzolovy vystup: 1: Regularita Cy (%)

7?77 Error using ==> slvblk at 54
The coefficient matrix has a nontrivial nullspace.

Error in ==> spapi>spapil at 193
sp = spmak (knots, slvblk (spcol (knots ,k,x, slvblk "),y ). ");

Error in = spapi at 151
sp = spapil (knots ,x,y);

Error in = PrikladBSplajn at 4

%PrikladBSplajn je nazov mojho M-file prikladu

spline = spapi(lambda,x,y)

Vidime, ze Matlab nam v tom pripade vyhodi error v prikaze spmak, ktory sa
vyuziva vo funkcii spapi. Tento prikaz nam vracia splajn v B-forme. Prikazy,
ktoré sme pouzili v danom prikazovom riadku si vysvetlime v nasledujicom

priklade.

Priklad 1.1 NaSou tulohou je ndjst interpola¢ny kvadraticky splajn so(z) so
siefou uzlov (A)) = {0,2,8,10}; ¢ = 2, kde body interpoldcie st (Azx) = {1,2,5, 8,
9} a funkéné hodnoty v bodoch interpolécie si f = {0.5,0.9,1.3,2,1.7}.

RieSenie 1.1 Na zaciatku je potrebné urcit si dimenziu daného priestoru, ¢ize
dim S(AN) =k+9g+1=2+241=05.

Je potrebné rozsirit dant siet uzlov na (AM) = {—4,-2,0,2,8,10,12,14}
alebo na (AX) = {0,0,0,2,8,10,10,10}. Najprv sa budeme zaoberat prvou

moznostou.
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Treba si dat pozor, ze Matlab rozumie B-splajny v tvare B; (), ¢ize stupen
bude tentokrat urceny ako k — 1 a nie ako k, ktoré sme pouzivali v doterajsej
teorii.

Do Matlabu si zaddme prikazy, ktoré mozeme vidiet v konzolovom vystupe

¢islo 2.
Konzolovy vystup: 2: Interpola¢ny splajn s(x)
lambda = [-4 =2 0 2 8 10 12 14]; %siet uzlov
x=[1 2 5 8 9]; %body interpolacie
f=[0.5 0.9 1.3 2 1.7]; %funkcne hodnoty bodov interpolacie
spline = spapi(lambda,x,f) %prikaz na splajnovu interpolaciu
fnplt (spline); %prikaz vykresli funkciu
hold on
plot (x,f,’0’) %zvyraznenie bodov interpolacie
hold off

Vzhladom na to, Ze celd B-splajnové interpoldcia v Matlabe stoji na prikaze

spapi podme si ho detailnejsie rozobrat. Prikaz v Matlabe vyzera nasledovne
spline = spapi(knots, z,y),

pricom vyraz knots nam reprezentuje nasu rozsiren siet uzlov, x prezentuje body
interpoldcie a y si funkéné hodnoty (nase f). Pokial by sme chceli vypisovat
vSetko priamo v jednom prikaze (nie tak ako sme to spravili my - ¢ize uréime si
hodnoty vsetkych nasich nezndmych a v prikaze ich len zavoldme), tak by mal

prikaz spapi v Matlabe tvar

Spline = Spapi([)‘—ka ey )‘g+k+1]7 [xlv sy ‘TTLL [fh ey fn])

Prikaz spapi nam navyse napriklad vypiSe typ interpoldcie, uzly, a tiez aj
uréi B-splajnové koeficienty b;. Vystup z Matlabu mozeme vidiet v konzolovom
vystupe ¢islo 3.

Konzolovy vystup: 3: Prikaz spapi

spline =

form: ’'B—’
knots: [-4 =2 0 2 8 10 12 14]
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coefs: [—1.8833 0.8167 1.1500 2.2833 —1.8167]
number :
order:

dim :

_ W ot

Ako uz bolo spomenuté, Matlab ur¢uje B-splajny v tvare B, y(z), pricom
my sme doteraz uvazovali tvar B-splajnu B j.1(z). Preto je velmi dolezité si
uvedomit, Ze rad splajnu je tentokrdt oznaceny ako k, pricom my sme doteraz
ako k uvazovali stupen splajnu. V skutocnosti vSak nejde o ni¢ iné ako len o to,
7e v Matlabe budeme uvazovat rad a stupeii znizeny o jednu jednotku od nasej
tedrie, ¢ize rdd budeme oznacovat v Matlabe ako k a stupen ako k — 1.

Vysledny graf interpola¢ného splajnu vidime na obrazku éislo 9 nalavo.

25 T T T T T T T T 25

Obr.¢. 9: Interpolacny splajn s(x)

Vritime sa este k druhému pripadu a to, Ze nasa rozsirend siet uzlov bude
mat tvar (AA) = {0,0,0,2,8,10,10, 10}.
Do Matlabu si aj tentokrat zaddme rovnaké prikazy ako to bolo aj v prvom

pripade a moZzeme ich vidief v konzolovom vystupe ¢éislo 4.

Konzolovy vystup: 4: Interpolacné splajny s(x)
lambda = [0 0 0 2 8 10 10 10]; %siet uzlov
x=[1 2 5 8 9]; %body interpolacie
y=[0.5 0.9 1.3 2 1.7]; %funkcne hodnoty bodov interpolacie
spline = spapi(lambda,x,y) %prikaz na splajnovu
%interpolaciu
fnplt (spline ,2); %prikaz vykresli fukciu
hold on
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plot (x,y, 0’) %zvyraznenie bodov interpolacie
hold off

V zdrojovom kéde sa vlastne nezmenilo nié, len sa upravila sief uzlov, na
ktorej budeme zostrojovat nase bazové funkcie.

Prikaz spapi konzolového vystupu cislo 5 ndam preto vypisal rovnaké in-
formécie ako to bolo v prvom pripade, ked sme nemali ndsobné krajné uzly,
avsak jediné, ¢o sa zmenilo, st B-splajnové koeficienty b;, ktoré nam jednoznacne
urcuju splajn sg(z). Tieto koeficienty sa v8ak zmenili len v prvom a poslednom
¢isle a to preto, lebo v prvom pripade sme pridavdvali uzly tak, Ze sme siet
roz§irili na oboch koncoch postupne a v druhom pripade sme uvazovali nasobne

krajné uzly.

Konzolovy vystup: 5: Prikaz spapi
spline =
form: ‘B’

knots: [0 0 0 2 8 10 10 10]
coefs: [—-0.5333 0.8167 1.1500 2.2833 0.2333]
number: 5
order: 3

dim: 1

Vysledny graf takto vytvoreného interpola¢ného splajnu vidime na obrazku
¢islo 9 napravo.

Ak by sme si cheeli porovnat grafy na obrazku ¢islo 9, vSimneme si, Ze ide
vlastne o podobné grafy, pricom v druhom pripade sme sa obmedzili len na in-
terval [0, 10], a ak by sme takto skratili na rovnaky interval aj prvy obrazok, tak

by sme dostali to isté:

[0,10] = [)‘07/\g+1] = [a, b].
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2. B-splajny v R?

Vzhladom na to, Ze sme si zopakovali teériu B-splajnov v R!, mozeme ju viac
zovéeobecnif a prejst na B-splajny v R?. V nasledujiicej ¢asti budeme ¢erpaf z

[2].

Definicia 2.1 Nech st dané rastice postupnosti uzlov

(AN ta=X <A <..<A<Agy1=0 (16)

a
(Ap):e=pog < p1 < ... < i < fipg1 = d. (17)
Funkcia s, (z,y) sa nazyva dvojrozmerny splajn (tensorovy splajn) na defi-
ni¢nom obore D = [a,b] X [c,d] stupna k > 0 v premennej = a stupna [ > 0 v

premennej y s uzlami \;,72 = 0,1, ..., g+1 v smere x a s uzlami p;,7 = 0,1,...h+1

v smere y pokial si splnené nasledujiice podmienky:

e Na kazdom podobdlzniku D; ;= [Ni, Miv1] X [, pj11] je sgi(z,y) dany po-

lyném stupna k v premennej x a [ v premennej y, tj.:
Skl | Di,j ell,®Il;, ¢i=0,1,....,9;7=0,1,..., h. (18)

Symbol ® predstavuje tensorov sucin, ktory si podrobnejsie popiSeme v

podkapitole metdda najmensich Stvorcov.

e Funkcia si;(z,y) a vSetky jej parcidlne derivéacie

az‘Jrjskr,l (l’, y)

i 0<i<k0<j<lI
"0y

st spojité na D, tj.

aH—jSk,l (.T, y)
oxt oyl
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Vsetky funkcie, ktoré spliiaji vzahy (18) a (19) tvoria vektorovy priestor,
ktory si oznacime Sy (AN, Ap). Dimenziu dvojrozmernych splajnov si odvodime
pomocou vztahu (6).

Mame dve rastice postupnosti uzlov (AX) a (Ap), pricom prva mé g vnutor-
nych uzlov a druhd ma h vnutornych uzlov. Tiez vieme, ze na sieti uzlov (A\),
ktord je definovand na intervale [a,b] vytvarame B-splajny stupna k a na sieti
uzlov (Ap), ktord je definovand na intervale [c, d] vytvarame B-splajny stupna .

Dimenzia priestoru potom bude

dim(Sg (AN, Ap)) = dim(Sk(AN))dim(S;(Ap)) =
=(g+k+1)(h+1+1). (20)

Dalej je potrebné zadefinovat si B-splajny v R? podobne ako sme to robili v
definicii 1.2 v R!. Princip zostdva rovnaky, tentokrit si vSak budeme definovat

dva B-splajny.

Definicia 2.2 Majme neklesajiice postupnosti uzlov (AX) = {\;;i =0,...,g+1}
a (Ap) = {pj,7 =0,...,h+ 1}. Ku kazdému uzlu \;, ktory ma na sieti vpravo
k + 1 susednych uzlov takych, ze A\; < Ajyx11 definujeme B-splajn (k + 1)—ého

réadu alebo stupna k vztahom
Mi,k+1($) = ()\z‘+k+1 - /\i)[/\ia )‘i+17 ooy )\i+k+1](t - x)ﬁ

a podobne, ku kazdému uzlu p;, ktory ma na sieti vpravo [ + 1 susednych uzlov
takych, ze pu; < pjp41 definujeme B-splajn (I + 1)—ého rddu alebo stupna !
vztahom

Nj,z+1(3/) = (Mj+z+1 - Mj)[/ijw Hj41,y 05 Mj+l+1](t - y)l+

Prvky z priestoru S (AN, Au) st splajny si;(z,y), a budeme ich uvazovat v

tvare

g h
sk(T,y) = Z Z bij Mi g1 (2) Ny 41 (y)-

i=—k j=—1
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2.1. Vlastnosti B-splajnov v R?

Prevaznu vacsinu vlastnosti dvojrozmernych tensorovych splajnov si mozeme
odvodit z vlastnosti B-splajnov v R'. My si v§ak pre budicu naviznost spome-
nieme vlastnosti, ktoré si oznaéime $pecidlnym symbolom (W1) - (W4).

Budeme pouzivat oznacenie, ktoré sme si zaviedli v definicif 2.1.

(W1:)

M; j41(2)Njia(y) >0 Va,y € D. (21)

(W2:) Nosicom M;py1(2)Njiy1(y) je Dij = [Ai; Niwya] X (1, ptj4041]5 8-
Mi1(2)Njar1(y) =0 V[z,y] & [N, Aiira] X (15, 1] (22)
(W3:) Pre z,y € D plati
g h
Z Z M py1 () Ny (y) =1
i=—k j=—l
(W4:) Pre k >0 al >0 ma funkcia M, j+1(x)N;141(y) jediné maximum.

Podobne ako tomu bolo v predchadzajticej kapitole, aj teraz bude potrebné
vytvarat rozsirené siete uzlov. Mame povodné siete uzlov (AN) a (Apu). Rozsirené
siete uzlov (AX+) a (Ap+) vytvorime tak, ze priddme prislusny pocet uzlov na

obe strany:

e V pripade siete uzlov (A\) priddme na obe strany k uzlov a to nasledujicim

sposobom

(AXM) A < o< Ap=a< A <o < Agp1 =0 < Agio < oo < Agyirs
(23)

e a v pripade siete uzlov (Apu) priddme na obe strany [ uzlov a to nasledujicim

sposobom

(Au—i—) < o< pog=c <y < .. < pfprr =d < pipao < oo < fhais1-
(24)
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2.2. Interpolécia B-splajnov v R?

Majme zadané povodné siete uzlov (AM) a (Ap), ktoré vhodnymi sposobmi
rozsirime na rozsirené siete uzlov (AA) a (Apu+), pre ktoré plati \; < Xippt1, o <
i1 - Dalej nech si dané rastice postupnosti bodov interpoldcie {z,},p =
1,....,m;z, € [a,b] a {y,},q=1,...,n;y, € [¢,d], kde pre [z,,y,] je zndma matica

zodpovedajucich funkénych hodnét f,, typu m x n, tzn.:

fl,l fl,n
F— f2.,1 .}f‘Q,n .
fm,l fm,n

Nasou tlohou je ndjst na [a, b] X [c, d] taky splajn sy (z,y) € Ski(AN, Ap),t.]

Skl xz y Z Z b; ,_]M’L k:+1 jl+1(y) YIS R7y S R? (25>
i=—k j=—1

ktory splita v bodoch [, y,] podmienky interpolacie

Sk, ZL'p,yq Z Z b,]Mz k+1 mp N] l-‘rl(yQ) fp,q»

i=—k j=-—I

kdep=1,...maqg=1,...,n.
Splajn sg;(z,y) je jednozna¢ne urc¢eny maticou B-splajnovych koeficientov B

s rozmermi (g + k + 1)(h + 1+ 1), ktora ma tvar

b,k,,l bfk,h
b_s b
—k+1,~1 - O—pt1n
B = ) .
Y

Nasou tlohou je najst maticu koeficientov B pre interpolacny splajn. Pri

maticovom vyjadreni splajnu dostavame

Sk,l<f7 ?j) = Ck-l-l(f)BDl-‘rl(g)T; 7= (1’1, "'7xm>T7 g: (yh sy yn)T?
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kde v rozpisanom tvare dostavame

Sk,z($1,y1) Sk,l(l'byn)
Sk,l('f? 17) = )

Sk,z(xm;yl) Sk,z(Imyn)

priCom matica
Crr1(Z) = (Migesr (@) )Ly i

ktora v rozpisanom tvare vyzera

M_jpr1(x1) M_jirpp1(z1) .. Mgpia(z)
— Mfk,kﬂ(@) Mfk+1,k+1(l’2) M k+1( )
Cra (T) = : : . : :

M 1 (Tm) Mg o1 (Tm) o My g1 (m)

a predstavuje kolokacni maticu funkénych hodnot jednotlivych B-splajnov M; 41 ()

v bodoch interpolacie z,,p =1,...,m a

Di1(y) = (Njia (yq))Zzszfz,,

v rozpisanom tvare

N_iiv1(y1) Nogas1(va) oo Nigga(yn)

. N_ii41(y2) Noga1(y2) oo Ny (y2)
Dl+1<y) = . . . . )

N—l,z+1(yn) N—l+1,z+1(yn) Nh,z+1(yn)

a predstavuje kolokacni maticu funkénych hodnot jednotlivych B-splajnov Nj 41 (y)
v bodoch interpolacie y,,¢ = 1,...,n a B je matica B-splajnovych koeficientov.
Z interpola¢nych podmienok dostaneme pre hladané koeficienty b, ; vztah,

ktory zapiSeme v tvare

Cr1 (Z)BDiya (i)' = F. (26)

Jednoznacnost riesenia tohto vztahu, a teda tiez jednoznacéné urcenie hladaného

interpola¢ného splajnu sy (z,y), je zavisle na tom, ¢i st matice Cy41(Z) a Diy1(Y)
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stvorcové a reguldrne - podla vety 1.1. V pripade zaistenia regularity oboch matic

Cr+1(Z), D141 () existuje prave jedno riesenie

B = (Cpsa(Z)) " F(Disa ()17

kde
B = (bi;)]__, "

i=—k,j=—0

a taktiez existuje prave jeden interpolacny splajn

Sea(,y) = > Y M1 (1) Njrar (9)bi .

i=—k j=—1

Vzhladom na to, Ze sme sa zozndmili so zakladnymi poznatkami z B-splajnov
v R?, mozeme prejst k vykreslovaniu splajnov pomocou B-splajnov v programe
Matlab. Predtym vsak ako prejdeme k prikladom rieSenym v programe Matlab si
pripomenieme poznamku 1.11, o ktorej sme hovorili v predchadzajicej kapitole.
Pri rieSeni prikladov sa opit nebudeme zaoberat regularitou matic Cyyi(%) a
Di+1(Y), pretoze ak by nebola dodrzand, tak by nam Matlab vyhodil rovnaki
chybu, o ktorej sme si uz hovorili v pozndmke 1.11. Cize tlohy v Matlabe je
mozné riesit iba v tom pripade, ak je podmienka regularity matic zachovand a

dodrzana.

Priklad 2.1 NaSou tlohou je ndjst kvadraticky interpolacny splajn sgo(x,y) so
sietou uzlov (AN) = {2,4,6} a (Ap) = {1, 3,7}, kde body interpoldcie si (Ax) =
{2.5,4.2,5.0,5.9} a (Ay) = {1.2,4.4,5.0,6.0} s maticou funkénych hodnot

09213317
11223419
1.3 2.6 3.6 2.0
1.2253.01.6

RieSenie 2.1 V celej teorii B-splajnov v R? budeme stavat na tom, ¢o sme sa

naucili o B-splajnoch v R!. Teda podobne ako tomu bolo v predchadzajicej kapi-
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tole, aj tentokrat si najprv uré¢ime dimenziu daného priestoru, a teda dostavame

dim(Sg (AN, Ap)) = dim(Sg(AN))dim(S;(Ap)) =
=(g+k+D)(h+l+1)=1+24+1)(1+2+1)=
=4-4=16.

Preto je potrebné rozsirit dané siete uzlov. Netreba zabudat, ze Matlab
pracuje v B-splajnami v tvare B;j(z). KedZe my chceme zostrojit B-splajn v
R? pomocou kvadratickych B-splajnov, musime rozsirit kazdu siet uzlov o d’alsie
4 uzly, aby sme boli schopni zostrojit na danej sieti vsetky B-splajnové funkcie.
Ako sme si povedali v tilohe 1.3, uzly mozeme rozsirovat dvoma sposobmi - na
nasobné a nendsobné. V nasom pripade mozeme teda vytvorit viacero kombindcif,
pricom jediny rozdiel bude v b-splajnovych koeficientoch, ktoré nam jednoznacne
urcuji nas B-splajn v R2.

Pod'me sa preto zaoberat pripadom, ked budi uzly nésobné a teda vytvorime
rozsirené siete uzlov (AN +) = {2,2,2,4,6,8,10} a (Am+) = {—3,-1,1,3,5,7,9,
11}.

Do Matlabu si zaddme prikazy, ktoré moézeme vidiet v konzolovom vystupe
¢islo 6.

Konzolovy vystup: 6: Interpola¢ny splajn
% zadanie prikladu — vstupne hodnoty
lambda = [2 2 2 4 6 6 6];
ni=1[111377 7]
x = | 9]
y = | E
F =] 1.7; 1.1
6 02; 1.2
i spline a vypiseme si koeficienty
({lambda,ni},{x,y},F)

o~ N
— © N ot

2 3.4 1.9;
53 1.6];

W o
[\DH%[\D

5 5
5 6
3.3 2.
.6 3 2.
% vypocitame s

spline = spapi
spline . coefs
% vykreslime spline

fnplt (spline)

% podrzime si zobrazenie vykresleneho grafu splinu
hold on

% vykreslime body do grafu splinu

sx = reshape(repmat(x,4,1), 1, 16);
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sy = repmat(y,1,4);
sF = reshape(transpose(F), 1, 16);

scatter3 (sx, sy, sF,’0’, black’, ’filled ")
% uvolnime zobrazenie pre dalsie vykreslenia
hold off

Prikaz spapi pouzivame podobne aj v R?. Zadané parametre (uzly a body
interpolacie) rozsirime do R? pomocou zatvoriek {} priamo v prikaze - tak ako
vidite v konzolovom vystupe ¢islo 6.

Vykreslenie bodov interpolacie v programe Matlab nem4 ziadnu jednoduchu
funkciu. Aby sme si mohli vykreslif body interpolacie pomocou prikazu scat-
ter, potrebovali sme vyuzit aj prikazy reshape a repmat. Podme si ich preto
podrobnejsie vysvetlit.

Prikaz repmat nam vracia prislusny pocet opakovani urceného vektora. V
Matlabe sa zapisuje v zdkladnom tvare, ktory vidime v konzolovom vystupe 7.

Konzolovy vystup: 7: Prikaz repmat
B = repmat (A,n)

Ako spravne pouzivat prikaz repmat a zéroven jeho praktické vyuzitie spolu

s jeho vystupom vidime v konzolovom vystupe 8.

Konzolovy vystup: 8: Vyuzitie prikazu repmat
A=1]1 2 3];

repmat (A, 3, 1)

ans =
1 2 3
1 2 3
1 2 3

Pomocou prikazu repmat dostaneme novi maticu B (pripadne vektor - zalezi
od vstupnych parametrov), ktord vznikne z vektora A tak, ako si my samy urcime

parametrami. Pre podrobnejsie informécie o prikaze repmat vid online zdroj [7].
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Dalej sme pre vykreslenie bodov pouzili prikaz reshape. Ten v Matlabe
zapisujeme v tvare, ktory mozeme vidiet v konzolovom vystupe 10.
Konzolovy vystup: 9: Prikaz reshape
B = reshape(A,sz)
Prikaz reshape ndm meni tvar nasej povodnej matice na pozadované nové
rozmery. Pre podrobnejSie informécie o prikaze reshape vid online zdroj [3].
Jeho vyuzitie mozeme vidief v konzolovom vystupe 10.

Konzolovy vystup: 10: Vyuzitie prikazu reshape
A=1[123;45 6; 78 9];

reshape(A, 1, 9)
ans =

1 4 7 2 3 8 3 6 9

Nakoniec sme pre vykreslenie pouzili prikaz scatter3, ktory nam nase body
interpolacie vykresli priamo do grafu - prikaz scatter3 obsahuje aj ¢islo 3, pretoze
ho vykreslujeme v 3D.

Kone¢me teda mozeme prejst k prikazu spapi. Pomocou neho dostdvame
vystup, ktory vidime v konzolovom vystupe ¢islo 11.

Konzolovy vystup: 11: Prikaz spapi

spline =

form: ’'B-—’

knots: {[2 22466 6] [1 113777}

coefs: [1x4x4 double]

number: [4 4]

order: [3 3]

dim: 1

Pozornejsi ¢itatel si ihned vsimne nezrovnalost vo vystupe pri dim: 1. Ne-
jde o dimenziu ako ju pozndme v matematickom ohlade, ale o programdtorské
oSetrenie - ¢islo 1 pri vystupe dim je to isté ako aj 1 pri vystupe coefs:|[1z4x4-
double].

Vidime, Ze nastéva problém v tom, Ze nevieme ihned priamo z vystupu pove-

dat, aké st nase B-splajnové koeficienty, ktoré splajn uréuji. Vieme zatial pove-
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dat len to, aky tvar bude matica koeficientov B : [1zdx4double] - z konzolového
vystupu 11. Preto sme predchadzajici kéd obohatili o prikaz spline.coefs.
Vd aka nemu vieme k tymto koeficientom pristupovat a teda koeficienty dostdvame
v tvare, ktory mozeme vidief v konzolovom vystupe ¢islo 12.

Konzolovy vystup: 12: B-splajnové koeficienty

ans (:,:,1) =

5.3020 4.2847 5.9839 3.0831
ans (:,:,2) =

—17.0756 —16.0823 —16.3701 —7.2670
ans (:,:,3) =

13.7415 10.2068 13.5654 8.0498
ans (:,:,4) =

—4.9077 —3.7138 —4.1824 —2.4205

Opit je velmi dolezité uvedomit si rozdiel v nasej doterajsej teérii a v ponimani
Matlabu. My pracujeme v diplomovej praci s B-splajnom v tvare B; j41, pricom
Matlab pracuje s B-splajnom v tvare B; x(x)!

Vysledny graf tohoto interpolacného splajnu je znazorneny na obrazku ¢islo

10.
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Obr.¢. 10: Interpolaény splajn s(z,y)

Pri zmene uzlov z nisobnych na nendsobné, kedy mame rozsirent siet uzlov
(AN) = {-2,0,2,4,6,8,10} a (Ap+) = {-3,—1,1,3,7,9,11} sa ndm menia
koeficienty (konzolovy vystup ¢islo 13) a aj obrazok (graf ¢islo 11).
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Konzolovy vystup: 13: B-splajnové koeficienty

ans (:,:,1) =
30.7073 24.6517  27.5379 —0.6715

ans (:,:,2) =
—18.0688 —16.0823 —16.3701 1.8361

ans (:,:,3) =
17.2762 10.2068 13.5654 2.5341

ans (:,:,4) =
—17.7903 —10.6741 —13.0563 —2.2549

20

Obr.¢. 11: Interpolaény splajn s(z,y)

Obrazok ¢islo 11 bolo potrebné otocit, aby sme mohli vidiet, Ze vysledny
splajn skutocne prechadza bodmi x a y.

Ak by sme si splajn na obrazku ¢islo 11 vykreslili len v obdlzniku D = [a, b] x
[c, d] v nasom pripade je to D = [2,6] x [1, 7], tak by sme dostali totozny obrazok
s obrazkom ¢islo 10. Je to tym, zZe st splnené podmienky regularity, (ktoré si
uz osetrené priamo v prikazoch Spline Toolbox-u), a teda nas priklad ma prave

jedno riesenie. Cize existuje prave jeden interpolaény splajn sa2(x,y).

Priklad 2.2 Nagou ulohou je najst interpolacny splajn si,(z,y) = s32(z,y) so

sietou uzlov (AX) = {0,3,6} a (Au) = {0,2,4}, kde body interpolécie st (Ax) =
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{0,1.5,3.5,5.5,6} a (Ay) = {0,1,2.5,4} s maticou funkénych hodnot

1.80 2.25 2.40 1.68
1.90 3.38 3.70 1.93
F =112.505.12 5.90 2.33
2.40 3.50 3.23 2.33
1.00 1.50 1.75 1.40

Riesenie 2.2 Na zaciatku si opaf uréime dimenziu

=(@g+k+1)h+1+1)=10+3+1)(1+2+1) =
=5-4=20.

Siet uzlov (A)X) = {0, 3,6} je preto potrebné rozsirit na rozsirené siete uzlov
(AM1) = {0,0,0,0,3,6,6,6,6} alebo (AA-+s) = {9, —6,-3,0,3,6,9,12,15} a
siet uzlov (Ap) = {0, 2,4} rozsirime na rozsiren siet uzlov (Au+;) = {0,0,0,2, 4,
4,4} alebo na (Au+z) = {—4,-2,0,2,4,6,8}.

Najprv budeme pracovat s ndsobnymi uzlami (AX+;) = a (Au+;). Do Mat-

labu si zadame prikazy z konzolového vystupu cislo 14.

Konzolovy vystup: 14: Interpolaény splajn

ni = [0 0 4 4 47];

x=1[0 1.5 3.5 5.5 6];

y=1[01 25 4];

F=1[1.8 2.25 2.4 1.68; 1.9 3.38 3.7 1.93; 2.5 5.12 5.9 2.33;
2.4 3.5 3.23 2.33; 1 1.5 1.75 1.4];

spline = spapi({lambda ni},{x,y},F)
spline . coefs

fnplt (spline)

hold on

% pre zobrazenie bodov na grafe si potrebujeme zistit
% dimenzie vektorov x, y a ich spolocnu buducu dimenziu

dimx = size(x, 2);
dimy = size(y, 2);
dimf = dimx * dimy;
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sx = reshape(repmat(x, dimy, 1), 1, dimf);
sy = repmat(y, 1, dimx);

sf = reshape(transpose(F), 1, dimf);
scatter3 (sx, sy, sf, 'o’, ’black’, ’filled )
hold off

Prikaz spapi nam v Matlabe vypise vystup, ktory vidime v konzolovom
vystupe ¢islo 15.

Konzolovy vystup: 15: Prikaz spapi
spline =
form: 'B-’
knots: {[0 0 0 0 36 6 6 6] [0 00 2 4 4 4]}
coefs: [1x5x4 double]
number: [5 4]
order: [4 3]
dim: 1

Prikaz spline.coefs nam v Matlabe vypiSe vystup B-splajnovych koeficientov,
ktory vidime v konzolovom vystupe ¢islo 16.

Konzolovy vystup: 16: B-splajnové koeficienty

ans (:,:,1) =

1.8000 2.2493 0.7739 4.6725 1.0000
ans (:,:,2) =

2.3850 3.3572 5.4519 7.5590 1.6333
ans (:,:,3) =

2.4750 1.6378 9.5144 4.0469 1.8333
ans (:,:,4) =

1.6800 2.2341 1.0923 3.8548 1.4000

Nakoniec si nas vysledny splajn sso(x,y) vykreslime. Vysledny graf vidime
na obrazku ¢&fslo 12. N&S splajn si opéaf vykreslime z oboch stran, aby sme videli

jeho tvar, a ze vykresleny splajn skutocne prechddza cez vSetky interpolacné body

[z, yi)-
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Obr.c. 12: Interpola¢ny splajn s(x,y)

Ostdva ndm uz len zmenit rozsirené uzly z ndsobnych na nendsobne a ukézat
ako sa nam zmenia B-splajnové koeficienty splajnu ssa(z,y). V pripade, ze roz-
sfrené siete uzlov budi mat tvar (AX+) a (Ap+s), tak nase B-splajnové koefi-

cienty budi nadobtudat hodnoty, ktoré vidime v konzolovom vystupe ¢islo 17.

Konzolovy vystup: 17: B-splajnové koeficienty

ans (:,:,1) =

—3.4624 3.6641 —3.9040 4.6310 —12.4198
ans (:,:,2) =

—0.3811 2.3098 5.4519 8.6125 —30.1019
ans (:,:,3) =

14.5377 —2.3005 9.5144 1.3132 —3.7672
ans (:,:,4) =

—19.0018 7.9104 —7.3298 9.1589 —23.5056

Vysledny graf moézeme vidiet vykresleny na obrazku éislo 13. N&s splajn si
opat vykreslime aj zboku (aby sme videli jeho tvar) a nasledne si ho ototime,
aby sme sme sa presvedcili, ze vykresleny splajn skutocne prechadza cez vsetky

interpolacné body (Ax) a (Ay).
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Obr.¢. 13: Interpolaény splajn s(z,y)

Na zéver prikladov o interpolécii B-splajnov v R? by bolo dobre upozor-
nit na zopar drobnosti. Pri urcovani siete uzlov je potrebné brat ohlad na
interpolacné body. V pripade, ak by napriklad siet uzlov vyzerala (AA+) =
{0,0,0,0,3,6,6,6,6} a body interpolacie by boli (Az) = {-1,1.5,3.5,5.5,6},
tak by sa nas vysledny graf spraval velmi nezvycajne - neprechddzal by cez in-
terpolacné body alebo by sa graf vobec nevykreslil. 7Z toho dovodu existuje
podmienka, ze x; € [a,b],a = A\g,b = A\;+1 a podobnd podmienka je aj pre y; -
vid definicia 2.2.

Taktiez je velmi dolezité dbaf na to, aby sme pri rozsirenej sieti uzlov rozsirili
povodnu siet uzlov (A)) o k uzlov napravo a aj nalavo. V pripade, Zeby sme
napriklad siet uzlov (AX) = {0, 3, 6} rozsirili na rozsirent siet uzlov tvaru (A\+) =

{0,0,0,0,3,6,6,6} (pravi stranu sme rozsirili o jeden uzol menej ako Tavii), tak

nam Matlab vyhodi chybu typu: ??? Error using ==, slvblk at 54 The

coefficient matrix has a nontrivial nullspace.

2.3. Metoda najmensSich Stvorcov

Metéda najmensich Stvorcov (tiez zndma ako MNS - zo slovenského metdda
najmensich stvorcov prip. ako MNC - z ¢eského metoda nejmensich ¢tvercu) je
jedna z najzndmejsich aproxima¢nych metéd. Vyuzivat ju budeme hlavne vtedy,
ked pocet bodov aproximécie [z, y,l;p = 1,...,m,q = 1,...,n je vyrazne vyss{
ako pocet uzlov (AX) a (Ap).
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Opét mame zadané povodné rastiice siete uzlov (AX) a (Ap), ktoré vhodnym
sposobom rozsirime na rozsirené siete uzlov (AA+) a (Au+), tak ako sme si ich
definovali vo vztahu (23) a (24).

Dalej nech st dané rastice postupnosti bodov interpolécie Tp,p = 1,...,m;
xp € [a,blay,q=1,..,n;y, € [c,d], ku ktorym je zndma matica zodpovedajicich

funkénych hodnot F, tzn.:

fl,l fl,n
m  n f2,1 f2,n

F = (fp,q)pzl,qzl = . .. :
fm,l fm,n

Cielom met6dy najmensich stvorcov je nédjst taky splajn sy ;(z,y),pre ktory
bude platif, Ze siéet druhych mocnin chyb aproximécie v danych bodoch je
minimalny (odchylky st ¢o najmensie.) Tento splajn budeme hladat na definic-
nom obore D = [a,b] X [c,d], ktory sme si definovali v definicii 2.1.

Takze nasou tlohou bude najst splajn sy ;(z, y), ktory aproximuje déta (z,, y,,
fpq)p =1,...,m;q = 1,...,n v zmysle metédy najmensich Stvorcov, teda taky
splajn, ktory minimalizuje funkciu

m n

L(ski(x,y)) Zzwpq Foa = s62(Tp, Yg) ), (27)

p=1 g=1

pricom symbolom w,, , budeme oznacovat vahy, pricom w, , > 0, pomocou ktorych

urcujeme dolezitost funkénych hodnét f,, ,. Pre d'alsie pouzitie budeme uvazovat,
ze vahy wp, = 1;Vp=1,...maVg=1,...,n

Vratme sa spat k vztahu (25), kedy sme si splajn vyjadrili pomocou B-

splajnovych koeficientov b, ;,t

sk, y) Z Zb,jMszrl Nji1(y),z € R,y € R. (28)

=k j=—1
Pri maticovom vyjadreni splajnu sme pouzivali kolokaéné matice Cy (%) a
Dyy1(¥), pricom
Cr1(T) = (Mipra(2p))pir 2
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predstavuje kolokacni maticu funkénych hodnot jednotlivych B-splajnov v bodoch

interpolacie z,,p = 1,...,m a

Dy () = (Nj,l+1(yq))2:1,?:_l

predstavuje koloka¢ni maticu funkénych hodnot jednotlivych B-splajnov v bodoch
interpolacie yq,q¢ = 1, ..., n.
Splajn zo vztahu (28) (véhy w,, budeme uvazovat rovné jednej), mozeme

zapisat podla [2] (strana 170) v tvare
s61(Z,§) = (Cr1 (Z) © Diga(9))es(B) = es(F). (29)

Predtym ako budeme pokracovat dalej je dolezité vysvetlit si symboly ® a
cs(F), ktoré boli pouzité vo vztahu (29) a predstavuju Kronekerov sucin, taktiez
nazyvany tensorovy, a maticu F' prepisani do vektorového tvaru. Oba tieto

symboly budeme neskor pouzivat.

Definicia 2.3 Nech A je matica typu p X s a B je matica typu t x ¢ s prvkami
a;j;i=1,...,p;7=1,..,sabjji=1..,t7=1..4q. Struktira matice A ® B s

rozmermi pt X sq je definovana

alle aLQB o SB
a9 1B CLQQB ) SB

a nazyvame ju Kronekerov su¢in matic A a B.

Dalej budeme vyuzivat aj vlastnosti Kronekerovho stéinu, ktoré sme prevzali
z [2]:
(Ao B)T = A" @ BT
(AB)® (CD) = (A® C)(B® D)
cS(Apxs XsxtBixg) = (BT @ A)es(X),
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pricom pre maticu X
(. VP8
X = (xw)izl,jzla
budeme symbolom cs(X) rozumiet vektor s rozmermi ps X 1, ¢ize v tvare

T1,1

x1,2

T1,s

cs(X) = 1’%,1 : (31)

x2,s

Lp,s

Vratme sa spat k funkcii (27), ktorti chceme minimalizovat. Tt si pomocou

vztahu (28) mozeme prepisat na vztah

m n g h
L(ska(,9) = Y ) woglfoa— D D bigMiga(p) Nina (we)?, (32)
p=1 ¢=1 i=—k j=—1

ktory minimalizujeme. Najprv najdeme stacionarny bod tejto funkcie, teda
vypocitame jej derivdcie podla premennych b; ; a polozime rovny 0. Dostaneme
normalnu sistavu rovnic, ktord m4 podla [2] tvar
(Cen () @ Di31(9))" (Chnt(F) @ Diga (9))es(B) = (Craa (7) @ Disa () es(F).
(33)
Tento vztah mozeme pomocou vlastnosti Kronekerovho sti¢inu podla [2] pos-

tupne upravit na tvar
(Crir (D) Crr (D@D 1 (i) Diga (7))es(B) = (Crya (2) @ Diya (§) ) es(F), (34)
a odtial upravif na tvar
¢s(Di1 (§)" Diyr () BCra (B) Cria (7)) = e5(Diga (§)" FChpa (7). (35)

Jednoznacnost riesenia ndsho vztahu, a teda aj jednoznacéné urcenie hladaného

aproximac¢ného splajnu, je zavislé na tom, ¢ je matica [Dyy 1 ()T Dyy1(%)] spolu
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s maticou [Cyy1(Z)T Chi1(7)] reguldrna. V pripade, ak je zachovana regularita
tychto matic, sme schopni zostrojit ich inverziu. Aby matice [Cyy1(Z)? Cri1(7)] a
[Di11(5)" D11 ()] boli reguldrne, tak potom matice Cyy1(%) a Dy (¢) musia byt
plnej stipcovej hodnosti. Cize musia existovaf také postupnosti {u_g, .., us} C
{z1,...,xp}, pricom u; < w1, = —k,....,g a {v_y,...,vn} C {y1,...,Yn}, pricom

v; < Vjq1,J = —I,..., h, a tiez, aby platilo
Ai <y < Aypg1, = —k,...,g,

Hj < V5 < [jpi41, j = _lv 7h

V takomto pripade moZeme povedat, Ze existuje riesenie linedrnej ststavy

rovnic 35
B* = [Di1(§)" D (§)] ' D1 (§) T FChoit (2)[Crogr () Cropa (2)]) 7, (36)

kde B* je matica B-splajnovych koeficientov a existuje prdve jeden splajn s, (x,y),
ktory je najlepsou aproximaciou hodnot {x,, y,; fp.q} v zmysle metédy najmensich
stvorcov.

Pre vyuzitie metédy najmensich stvorcov budeme opat vyuzivat Spline Tool-
box, ktory sme si vo verzii Matlabu R2008a dodato¢ne doinstalovali. Spline
Toolbox ma na vyuzitie metédy najmensich stvorcov v Matlabe funkciu spap2.
Podrobnejsie si ju rozoberieme a ukazeme jej praktické vyuzitie v nasledujicom

priklade.

Priklad 2.3 N4jdite splajn s3 4(z, y) so sietou uzlov (AX) = {0,3,4.5,6,7.5,10.5}
a (Ap) = {0,2,3,4,5,6,8}, ktory v zmysle metédy najmensich stvorcov aprox-
imuje body (Az) = {0,1,1.5,2,3.5,4.5,5.5,6,7,8,8.5,9,9.5, 10} a (Ay) = {0, 1,

2.5,3.5,4,5,6,6.5,7,7.5,8}. Matica funkénych hodnot F' v bodoch aproximécie
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[z, Y4, p=1,...,1;¢ =1, ...11 nadobida hodnoty a ma tvar

1.80 2.55 2.65 2.80 3.70 4.50 1.30 1.80 4.98 3.68 2.50
1.85 2.75 2.79 2.99 3.80 4.95 1.85 1.99 5.74 4.48 3.46
1.90 2.88 3.40 3.80 4.17 5.25 2.30 2.80 2.98 2.68 2.45
1.99 3.25 3.48 4.80 4.76 4.95 3.30 3.58 3.98 2.07 1.42
2.00 3.37 3.78 5.78 5.88 6.50 2.30 4.80 4.98 1.98 1.25
2.80 3.954.40 6.82 7.71 8.51 1.37 5.28 5.98 1.99 1.25
3.40 4.25 4.74 7.48 8.73 9.35 1.30 4.80 4.98 1.88 1.25
3.80 4.75 5.49 10.80 9.77 9.50 1.38 2.98 2.99 1.68 1.05
2.80 3.95 4.64 9.80 9.70 8.50 2.30 1.98 2.28 1.48 0.88
2.44 3.25 3.76 6.80 7.74 7.51 3.73 1.80 2.18 1.38 0.75
2.21 2.25 3.40 4.18 5.62 6.35 4.33 1.99 2.08 1.26 0.66
2.08 2.15 2.84 3.74 4.72 5.57 3.73 2.80 2.98 1.24 0.55
1.80 1.85 2.66 2.80 3.73 4.51 2.30 1.80 2.98 1.19 0.47
1.40 1.67 2.40 2.55 2.54 4.50 1.30 1.45 2.80 1.03 0.34

Vahové koeficienty w, ,,p =1,...,14;¢ = 1, ..., 11 uvazujeme rovné jedne;.

Riesenie 2.3 Pre vypocet nami hladaného splajnu s 4(z,y) v zmysle metédy
najmensich §tvorcov je potrebné najprv do Matlabu zadat vstupné hodnoty, ktoré

vidime v konzolovom vystupe 18.

Konzolovy vystup: 18: MNC - vstupné hodnoty

% zadanie prikladu — uvodne hodnoty
lambda = [0 3 4.5 6 7.5 10.5];
ni=1[023456 8

9

]
4.5
5 6

x=1[011.52 3.5 5.5 6 78 859 9.5 10];
vy=1[0125 3.5 4 6.5 7 7.5 8];

F=

1.80 2.55 2.65 2.80 3.70 4.50 1.30 1.80 4.98 3.68 2.50;
1.85 2.75 2.79 2.99 3.80 4.95 1.85 1.99 5.74 4.48 3.46;
1.90 2.88 3.40 3.80 4.17 5.25 2.30 2.80 2.98 2.68 2.45;
1.99 3.25 3.48 4.80 4.76 4.95 3.30 3.58 3.98 2.07 1.42;
2.00 3.37 3.78 5.78 5.88 6.50 2.30 4.80 4.98 1.98 1.25;
2.80 3.95 4.40 6.82 7.71 8.51 1.37 5.28 5.98 1.99 1.25;
3.40 4.25 4.74 7.48 8.73 9.35 1.30 4.80 4.98 1.88 1.25; ...
3.80 4.75 5.49 10.80 9.77 9.50 1.38 2.98 2.99 1.68 1.05;
2.80 3.95 4.64 9.80 9.70 8.50 2.30 1.98 2.28 1.48 0.88:
2.44 3.25 3.76 6.80 7.74 7.51 3.73 1.80 2.18 1.38 0.75;
2.21 2.25 3.40 4.18 5.62 6.35 4.33 1.99 2.08 1.26 0.66;
2.08 2.15 2.84 3.74 4.72 5.57 3.73 2.80 2.98 1.24 0.55;
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1.80 1.85 2.66 2.80 3.73 4.51 2.30 1.80 2.98 1.19 0.47;
1.40 1.67 2.40 2.55 2.54 4.50 1.30 1.45 2.80 1.03 0.34];

Na vypocet splajnu v zmysle metody najmensich stvorcov pozna Matlab

prikaz spap2 (ako sme uz spominali vyssie), ktory zaddvame v tvare

spap2(X, pi, [k, 1], {z, y}, F).

Pouzitie prikazu spap2, a teda vypocet splajnu ss4(z,y) v zmysle metédy

najmensich stvorcov v Matlabe vidime v konzolovom vystupe ¢islo 19.

Konzolovy vystup: 19: MNC - vypocet
% vypocitame si spline
spline = spap2({lambda, ni},[3,4],{x,y},F)
spline . coefs
% vykreslime spline
fnplt (spline)

% podrzime si zobrazenie vykresleneho grafu splinu

hold on

% pre zobrazenie bodov na grafe si potrebujeme zistit
% dimenzie vektorov x, y a ich spolocnu buducu dimenziu
dimx = size(x, 2);

dimy = size(y, 2);

dimf = dimx * dimy;

sx = reshape (repmat(x, dimy, 1), 1, dimf);
sy = repmat(y, 1, dimx);

sf = reshape(transpose(F), 1, dimf);
scatter3 (sx, sy, sf, 'o’, ’black’, ’filled ’)

% uvolnime zobrazenie pre dalsie vykreslenia

hold off

Z prikazu spap2 dostavame v Matlabe vystup, ktory vidime v konzolvom
vystupe 20.
Konzolovy vystup: 20: Prikaz spap2
spline =
form: 'B—’
knots: {[0 3 4.5000 6 7.5000 10.5000]

46



023456 8]}
coefs: [1x3x3 double]
number: [3 3]
order: [3 4]

dim: 1

Prikaz spline.coefs ndm v Matlabe vypise vystup B-splajnovych koeficientov,

ktory vidime v konzolovom vystupe ¢islo 21.

Konzolovy vystup: 21: Prikaz spline.coefs

ans (:,:,1) =

10.4455 5.5372 12.8791
ans (:,:,2) =

6.7311 6.5607 14.0587
ans (:,:,3) =

14.5682 6.8382 16.3728

Splajn si nakoniec vykreslime. Pomocou funkcie otacania v programe Mat-
lab si vytvorime dva rozne pohlady, ktoré mozeme vidiet na obrazku éislo 14.

Vysledkom je splajn, ktory vznikol v zmysle metédy najmensich stvorcov.
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Obr.¢. 14: Interpolaény splajn s(z,y)

47



Zaver

Cielom diplomovej prace bolo zozndmit sa a vysvetlit problematiku B-splajnov
a ukdzat jej vyuZitie v matematickom softvéri Matlab. Ten som preto rozobrala
do mensich bodov, s ktorymi som zoznamila ¢itatela v dvoch kapitolach.

V prvej kapitole som sa venovala B-splajnom v R!, ked'ze B-splajny som ne-
mala zahrnuté v osnovach ziadneho kurzu z numerickej matematiky. Vysvetlila
som v nej zakladné pojmy, ktoré boli pre teériu potrebné ako napriklad splajn,
B-splajn, siet uzlov, rozsirena sief uzlov, interpoldcia, body interpoldcie. V
Matlabe som demonstrovala vyuzitie Spline Toolboxu a vysvetlila som zakladny
prikaz spapi na interpoldciu B-splajnov v R!. Vyriegila som priklad, v ktorom
som poukézala, aky je (aj graficky) rozdiel pouzitia nadsobnych a nendsobnych
rozsirenych sieti uzlov.

V druhej kapitole som uz presla k hlavnej téme diplomovej prace B-splajnom
v R?. Zakladnt tedriu, ktori som vysvetlila v prvej kapitole, som zovseobecnila
do dvoch premennych. Opat som sa zaoberala zdkladnymi pojmami, ktoré som
viak teraz rozsfrila na vyuzitie v R%. V Matlabe som vyriesila dva rézne priklady,
pricom v prvom pripade som hladala interpolacny splajn so stupniami sso(,y),
a v druhom priklade som ukdzala, Ze je mozné riesit aj splajn stupna sso(z,y)
- stupne k a [ boli rozlicné. V prikladoch som vysvetlila aj vyuzitie prikazov
repmat a reshape v softvéri Matlab, aby som mohla priamo do grafu vykreslit
interpolaéné body a graficky zndznornit, Ze vysledny splajn skutoéne tieto body
interpoluje.

Druhu kapitolu som nasledne rozsirila o vyuzitie metédy najmensich stvorcov
a poukazala som na jej praktické vyuzitie v pripade, ak by bol zadany vyrazne
vyssi pocet bodov aproximéacie ako je pocet uzlov. Teodriu som rozsirila o po-
jem Kronekerov sucin, pripadne tensorov sicin a vysvetlila som jeho vyuzitie v
pripade tlohy MNC. V Matlabe som vysvetlila vyuzitie prikazu spap2 a nésledne
som vyriesila priklad s vyuzitim daného prikazu.

Svoj ciel' diplomovej prace preto povazujem za splneny. Na zdver by som

chcela uz len poznamenat citdt od Hermanna Weyla, nemeckého matematika:
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~Matematika je veda o nekonecne, jej cielom je, aby ¢lovek, ktory je koneény,
vystihol nekonec¢no pomocou znakov.
Vo svojej diplomovej praci som sa s tymto citatom absolitne stotozila - ni¢

nie je nemozné. Treba len vedietf najst ten spravny symbol na jeho oznacenie.
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