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Kapitola 1
Uvod

Tato bakalaiska préace si dava za cil vybudovat potiebnou znalost komplexni analyzy
a numerické matematiky k nasledujici aplikaci této teorie na problémy z teorie po-
tencidlniho proudéni. Teoreticka cast préace je pro prehlednost slozena z definic, vét a

poznamek. Nékteré véty jsou dokazany.

Préace je rozdélena do dvou hlavnich kapitol. Tyto kapitoly jsou dale rozvétveny na

podkapitoly, kde na zacatku vétsiny podkapitol je uveden jeji strucny obsah.

V prvni kapitole se pfipominaji nékteré pojmy z realné analyzy, které jsou v praci
pouzivany. Zavadi se teorie konformniho zobrazeni a veskera teorie potiebna k pochopeni
této teorie od zakladu komplexnich ¢isel, komplexnich funkei a posloupnosti po zavedeni
pojmu holomorfnich funkci, Cauchy-Riemannovych podminek, harmonickych funkci a
Laplaceovy rovnice.

V druhé kapitole jsou definovany zékladni pojmy tykajici se potencialniho proudéni.
Je zde vysvétlena metoda konecnych prvku a predvedeny jeji aplikace na problémy po-
tencidlniho proudéni. Kapitola je zakonc¢ena vytfesenim problému obtékani okolo kruhu

za pomoci konformnich zobrazeni.
Predpoklada se zdkladni znalost matematické analyzy.

Préace byla vysézena systémem KIEX. K vypoctum a vizualizaci byl pouzit software
Matlab a Mathematica.



Kapitola 2

Komplexni analyza

2.1 Prehled z realné analyzy

V této kapitole struéné uvedeme nékteré pojmy a tvrzeni z realné analyzy, které v nasi
praci vyuzivame, jako je naptiklad pojem funkce vice proménnych, parcialni derivace a
pojem vektorové funkce. Detailnéji se s témito koncepty lze sezndmit v knize [10].

Definice 1 Necht D C R? je neprdzdnd. Zobrazeni f : D — R nazveme redlnou funkci

dvou proménngch. MnoZinu D nazjvdme definicnim oborem a také nékdy znacime Dy
nebo D(f).

Definice 2 Mé¢jme funkci f(x,y) dvou redlngjch proménngch. Reknéme, Ze f(x,y) md
v bodé (xg,y0) € R? limitu A € R, jestlize

Ve>036>0:0<(z—20)2+ (y—%):<d = |f(z,y) — A <e

Znacime lim  f(x,y) = A.

(z,y)—=(z0,y0)

Definice 3 Necht je ddn bod (x0,v0) € R? a funkce f(x,y). Reknéme, Ze je funkce f

spojitd v bodé (xo,vo), jestlize plati  lim  f(x,y) = f(xo,y0)-
(z,:y)—(z0,y0)

Definice 4 Necht je dina G C R? oteviend a funkce f(x,y) definovand na G. Funkce
f je spojitd na G, pokud je spojitda v kazdém bodé (xq,yo) € G.

Definice 5 Af je G C R? oteviend mnozina a af je ddna funkce f : G — R a vektor

h = (hy, hy). Derivaci funkce f v bodé xy € G ve sméru h rozumime limitu

. J(m+th) — f(z)
b t ’

0
pokud existuje. Znacime a—{b(mo)



Parcidlni derivact funkce f podle x v bodé xy € G rozumime smérovou derivaci ve sméery

0
h = (1,0) a znacime ji —f(ato) Parcialni derivaci funkce f podle y v bodé ®y € G

ox
of

rozumime smeérovou derivaci ve sméru h = (0,1) a znacime ji a—(fL’o)

Definice 6 M¢jme funkci f(z,y) definovanou na oteviené mnoziné G C R?. Reknéme,

aof of

ze f € €HQ), jestlize je f na G spojitd a md na G také spojité parcidlni derivace 92 Do
T oy
Poznamka 1 Analogicky je definovino €*(G). VyZadujeme ale oproti €1(G) jesté spo-

jitost druhgjch derivaci na G.

Definice 7 Necht D C R? je neprdzdnd. Zobrazeni F : D — R? nazveme dvou-
rozmérnou redlnou vektorovou funkci dvou proménngch. MnozZinu D nazyvame definicnim

oborem a také nékdy znacime Dy nebo D(F).

Poznamka 2 Vektoroviym funkcim se také rikd vektorovd pole. Analogicky lze tuto defi-
nici zobecnit do R®. Na dvourozmérnou vektorovou funkci F lze nahlizet jako na dvojici
funkei (Fy, Fy) = F a na trojrozmérnou vektorovou funkci G lze nahliZet jako na trojici
funkcei (Gy,Gy,G3) = G.

o 0 0
Definice 8 Operdtor nabla definujme jako V = ( ), respektive V = (%, oy &)

o’ Ay
Definice 9 Necht je ddna funkce f : R? — R. Gradientem funkce f rozumime vektor
o of
df=Vf= (-2 "1y
grad [ =V = (550
Definice 10 Necht je ddna vektorovd funkce F : R? — R2. Divergenci vektorového pole
oF,  0F,
F rozumime vyraz div F=V - F = — 4+ —.
ox dy

Definice 11 Mé&jme vektorovou funkci F : R® — R3. Rotaci vektorového pole F ro-
0F; O0F, 0F, O0F; 0F, O0OF;
dy 0z 9z Oz ox Oy )

zumime vektor rot F =V x F = (
Veéta 1 At jsou ddny funkce U(xz,y), &(x,y), n(x,y), které magi spojité parcidlni deri-
vace podle obou proménnych. Pak pro derivace funkce u(x,y) = U(&(x,y),n(x,y)) plati

ou oUJ 0OUOIn Ou 20U 0oUOn
or 0¢ox onor 0y otdy  onoy

Poznamka 3 Této véte se nekdy také rikd retizkové pravidlo.



2.2 Komplexni ¢isla

V této podkapitole zavedeme komplexni ¢isla. Ukazeme, jaké maji vlastnosti a jak je lze
reprezentovat. Zavedeme si algebraicky, goniometricky a exponencialni tvar komplexnich
¢isel, ktery se v praci ¢asto objevuje. Zajimavé aplikace komplexnich ¢isel lze najit v knize

7.

Definice 12 Komplexnim éislem rozumime kaZdou usporddanou dvojici [x,y] € R%. Ne-

cht 2y = [x1,y1], 22 = |22, y2] jsou komplexni cisla, pak definujme ndsledujici operace:
1. 21 = zy <= 1 =22 ANyy = Yo (rovnost komplexnich éisel)
2. 21+ 29 = [x1 + X2, Y1 + Yo2| (Soucet komplexnich cisel)
3. 2129 = [T1X2 — Y1Ya, T1Y2 + Tay1| (soucin komplexnich cisel)

Mnozinu vsech komplexnich ¢isel oznacujeme C.

Definice 13 Pro komplezni ¢islo z = [z, y| definugme jeho redlnou slozku jako R(z) = x

a imagindrni slozku jako 3(z) = y. Cislo komplexné sdruZené k z je éislo z2 = [z, —y].

Velikost komplexniho ¢isla z definujme jako \/R(2Z) = \/22 + 42 a oznaéme |z|.

Poznamka 4 Muzeme si povsimnout, Ze komplexni ¢isla lze chdapat jako rozsiteni éisel

redlngich. Cislo x € R lze totiz ztotoznit s komplexnim cislem [z, 0].

Poznamka 5 Lze jednoduse ovérit, Ze sc¢itani a ndsobeni komplexnich cisel je komuta-

tiond.

Definice 14 Imagindrni jednotkou rozumime komplexni éislo i = [0,1]. Plati i* =
[—1,0], lze tedy ztotoznit druhou mocninu i s redlnym cislem —1. Algebraickgm tvarem

komplexniho ¢isla z = [x,y] budeme rozumét vijraz x + iy, kde i je imagindrni jednotka.

Poznamka 6 Pro dvé komplexni c¢isla v algebraickém tvaru z; = x1 + 1y, 20 = Xo+ 1Yo

snadnym vypoctem dostavame:

1. 2120 = (21 +iy1) (22 +iy2) = 2129 Hix1Ys +ioys + Y1y = (2122 —Y1y2) +i(T19y2 +
Toyy) (coZ vime, Ze musi vyjit z vlastnosti ndasobeni komplexnich ¢isel),
21 2122 B (21 +iy1) (g —iy2)  T1%2 + Y12 Ty — T1Ya

2. Z="22 = i
' - 2 2 2 2 2 2
2y 2% x5 + Y3 Ty + Y3 5 + Y3

Presvedcili jsme se tedy, Ze komplexni ¢isla v algebraickém tvaru lze bez vétsich obtizi

1
mezi sebou vydelit. Dodejme, Ze ¢islo — se nazyva cislo prevrdacené k z.
z



Definice 15 Goniometrickym tvarem komplexniho ¢isla z = x + iy rozumime vyjadrent

z = |z|(cos(¢) + isin(¢)),

kde ¢ € (—m, 7| je éislo takové, Ze plati

Cislo ¢ se nazgvd hlavni argument komplezniho éisla z a nékdy se také oznacuje arg(z).

Poznamka 7 UkaZme si nyni, jak se ndsobi komplexni c¢isla v goniometrickém tvaru.
Necht z1 = |z1|(cos(¢y) + isin(gy)) a 2o = |22|(cos(p2) + isin(¢a)), potom zrejmé plati

2122 = |z1]|22|((cos(d1) cos(¢2) — sin(¢r) sin(¢a)) + i(cos(¢r) sin(¢z) + cos(¢2) sin(¢1))).
VyuZijeme-li zndmé souctové vzorce, potom zyz2 = |z1||22|(cos (¢1 + ¢2)+isin (¢1 + ¢2)).
Toto ndm davd geometrickou interpretaci ndsobeni komplexnim c¢islem a zaroven z tohoto

vztahu a matematické indukce uz jednoduse vyplyva nasledujici véta.
Véta 2 Necht n € Z a z = |z|(cos(¢) + isin(¢)), potom 2™ = |z|"(cos(ng) + isin(ne)).

Poznamka 8 Tato veta ndm ukazuje, jak snadné je umocnovat komplexni ¢isla v goni-
ometrickém tvaru. Umocnovani komplexnich cisel v goniometrickém tvaru je podstatné
vghodnéjsi nez ve tvaru algebraickém. DokdZeme ale najit jeste uspornéjsi tvar kom-

plexniho c¢isla diky slavnému vzorci z komplexni analyzy.
Véta 3 Pro kazdé ¢ € R plati, Ze e = cos (¢) + isin (¢).

Definice 16 FExponencidlnim tvarem komplexniho ¢isla z = x + 1y rozumime vyjadrent
z = |z|e*, kde ¢ = arg(z).

Poznamka 9 Z Fulerova vzorce lze odvodit, Ze plati podobné vlastnosti pro exponencidlni
tvar jako pro goniometricky. Necht z; = |21|€"" a 29 = |25|€'®?, pak:
1. Z1R9 = |2’1H22’6i(¢1+¢2),

1 1
2. — = it
Z1 |Zl|

Y

3. VreR:|e"| =1.



2.3 Komplexni funkce a posloupnosti

V této podkapitole nejdiive definujeme pojmy okoli, prstencové okoli, oblast a oteviené
mnoziny v C. Nésledné zavedeme posloupnosti a fady komplexnich ¢isel a pojem kon-
vergence. Dale postoupime k definici komplexnich funkci realné a komplexni proménné a
zavedeme pojmy jako limita komplexni funkce komplexni proménné, derivace komplexni
funkce komplexni proménné a ukazeme souvislost mezi existenci komplexni derivace a
Cauchy-Riemannovymi podminkami. Na konci této kapitoly zavedeme mocninné fady
a uvedeme nékolik ptikladu komplexnich funkei a jejich zakladni vlastnosti. Detailnéjsi

vyklad teorie funkci komplexni proménné lze najit napiiklad v [6, [7, 9] [11].

Definice 17 Necht je ddno ¢ € R,e > 0. e-okolim bodu zy € C rozumime mnoZinu
U(z0) = {2 € C: |z — 2| < €} a prstencovym e-okolim bodu zy € C rozumime mnozinu
P.(z) ={2€C:|z— 2| <e}\ {20}

Poznamka 10 Uvédomme si, Ze e-okoli bodu zy neni nic jiného neZ vnitrek kruhu se
stredem v zg a polomeérem €. Predstava prstencového okoli je totozind, jen jesté nawvic

vygmeme stred tohoto kruhu, tedy bod zy.
Definice 18 Podmnozina G C C je oteviend v C, pokud Vz € G de > 0: U (2) C G.

Poznamka 11 Tato definice vlastné rtikd, Ze mnoZina je oteviend prdvée tehdy, kdyZ
kazdy prvek této mnozZiny md néjaké okoli takové, které také ndlezi této mnozine. V C
to znamend to, Ze s kaZdym bodem obsaZenym v G, je v G i néjaky krouZek se stredem

v tomto bodé.

Definice 19 Podmnozina S C C je souvisld, pokud
((3A,B C C oteviend ) : (S=AUBANANB=0)) = (A=0VvB=0).

Poznamka 12 Souwvislda mnozina je tedy takovd mnozina, kterou nelze rozloZit na sjed-

noceni dvou neprdazdnych disjunktnich otevienych mnozin.
Definice 20 Podmnozina 2 C C je oblast, pokud ) je oteviend v C a souvisld.

Definice 21 Posloupnosti komplexnich éisel rozumime kazdé zobrazeni z(n) : Ng — C.
Posloupnost znacime {2,}°%,. Cislo z, := z(n) nazjvdme n-tym clenem posloupnosti

{2n}nlo-

Definice 22 Posloupnost {z,}5°, konverguje k z* € C, pokud ¥Ye > 0 Ing € NVn € N
n>ng: 2z, € Ud(2). Cislo 2* nazveme limita posloupnosti {zn}52y a budeme jej znacit

lim z,.
n—-+4o0o



Véta4 lim z,=2"€C < lim R(z,) =R(") A lim S(z,) = 3(2").

n—+400 n—-4o0o n—-+4o0o

Poznamka 13 Analogicky jak v R plati, Ze posloupnost komplexnich cisel je konver-
gentni, pokud konverguje k néjakému z* € C. V opacném pripadé pak tvrdime, Ze po-

sloupnost je divergentni.

Poznamka 14 Pro limity posloupnosti komplexnich cisel také plati analogie vét o li-
matach posloupnosti realnyjch cisel z redlné analyzy jako napriklad véta o jednoznacnosti

limit nebo aritmetika limat.

Definice 23 Necht je {z,}:> posloupnost komplexnich éisel. Viraz Y " z, nazveme

komplexni rada.

Definice 24 Necht je dina fada 3., 2, a necht s, = S.*_, z,. Posloupnost {sp}3,

nazyvdme posloupnost ¢dstecnijch souctu. Konverguje-li posloupnost édstecnijch soucti,

potom Tadu Y 2z, nazveme konvergentni a limitu této posloupnosti klim SE 1= S bu-
—+00

deme nazyvat souctem této fady a budeme psdt Y .-z, = s. V opacném pripadé fadu

nazveme divergentni.

Poznamka 15 Pro komplezni rady plati analogie véty 3. Tedy > " 2z, = s € C <=
D oneo R(zn) = R(s) A 32020 S(2n) = S(s).

Definice 25 Komplexni fada )", z, konverguje absolutné, pokud fada )~ |z,| kon-

verguje.
Véta 5 Y 7z, konverguje absolutné = > z, konverguje.

Véta 6 ) 7z, konverguje = lim z, = 0.

n—-+o0o

Poznamka 16 Opét vidime, Ze pro komplexni rady plati analogické véty jako pro rady
redlné. Analogicky by se dal i zavést soucet dvou komplexnich Tad a ndsobeni Tady

skaldrem, kritéria konvergence komplexnich 1ad a dalsi.

Definice 26 Necht D C R je neprdzdnd. Zobrazeni f : D — C nazveme komplexni
funkce redlné promenné. MnoZinu D nazijvame defini¢nim oborem a také nékdy znacime
Dy nebo D(f).

Poznamka 17 Necht je f(x) komplezni funkce redlné proménné. Oznacime-li fi(x) =
R(f (@) a fo(x) = S(f(2)), pak lze f(x) zapsat jako f(x) = fi(x) + if2(x), kde fi, fo
jsou ale uZ redlné funkce redlné promenné, jakozto redlnd a imagindrni cast komplexni
funkce. Na komplexni funkci redlné promenné se lze tedy divat jako na dvojici redlnych

funkci redlné proménné.



Priklad 1 Typickym prikladem komplexni funkce redlné proménné je funkce f(z) = e'.
Tato funkce je definovdana pro kazdé redlné cislo, tedy Dy = R, a zobrazuje redlnou
primku na mnozinu {z € C : |z| = 1} (dodejme, Ze prvky této mnoZiny se nazyvaji

komplexnd jednotky). Zde R(f(x)) = cos (x) a I(f(z)) = sin (z) z Fulerova vzorce.

Priklad 2 Obecnéjsim pripadem predchoziho je zobrazeni f(x) = 29 + Re'™ pro zg € C
a redlné R > 0. Zrejmé také Dy = R. Zobrazeni f zobrazuje redlnou primku na kruznici
se stredem v bodé zy o poloméru R, tedy na mnozinu {z € C : |z — 2| = R}. Zde
R(f(x)) =R(20) + Rcos (x) a I(f(z)) = Iz0) + Rsin ().

Definice 27 Necht D C C je neprdzdnd. Zobrazeni f : D — C nazveme komplexni

funkce komplexni proménné. MnoZinu D nazjvdme definicnim oborem a také nékdy
znacime Dy nebo D(f).

Poznamka 18 Ddle budeme pod poymem komplexni funkce rozumét komplexni funkci

komplexni proménné, pokud nebude receno jinak.

Poznamka 19 Méjme komplexni funkci f(z). Stejné jako v pripadé komplexnich funkci
realné promenné lze komplexni funkci rozloZit na redlnou a imagindrni cast a divat se

na tuto funkci jako ma dvojici redlnyjch funkci dvou redlnych proménniych. Necht z =
x + 1y, oznacme si fi(z,y) = R(f(z +iy)) a fole,y) = S(f(z + iy)), pak f(z) =
fl(x7y) + ifg(l‘, y)

Definice 28 Necht je f(z) komplexni funkce. Reknéme, Ze f(z) md v bodé zy € C limitu
A € C, jestlize Ve >0 30 > 0 Vz € Us(z0) : f(2) € U(A). Znacime lim f(z) = A.
Z—r20

Definice 29 Necht f : D — C je komplexni funkce. f(z) je spojitd v bodé zg € D
vzhledem k D, jestlize lim  f(z) = f(2o).
z—20,2€D

Poznamka 20 Vsimnéme si, Ze pokud je D otevrend, potom pojem spojitosti vzhledem
k D a vzhledem k C splyvd, protoZe vime, Ze nejenze je funkce definovand v bodé zy,
ale také na néjakém jeho okoli. Pokud nebude teceno jinak, spojitosti v bodé rozumime

spogitost v bodé vzhledem k C.

Véta 7 Necht jsou komplexni funkce f(z), g(z) spojité v zy € C, potom:
1. (f+9)(2) je spojitd v zo.
2. (fg)(2) je spojitd v z.
3. [f(2)]" je spojitd v zg pro n € N.

4. (5)(2’) je spojitd v zo, kdykoliv g(zo) # 0.



Definice 30 Funkce f : D — C je spojitd na D, pokud Vzy € D :  lim Df(z) = f(z0).
2—20,2€

Poznamka 21 Véta 7 by samozrejmé sla zobecnit pro spojitost na mnoZiné.

Priklad 3 Necht n € N. Funkce f(z) = 2" je spojitd na C.

1
Piiklad 4 Funkce f(z) = — je spojitd na C\ {0}.
z

Piiklad 5 Vysetreme spojitost funkce

2241 .
f(Z)Z P ZGC\{Z}
24 z2 =1

Funkce je zrejmé spojitd na mnoziné C\ {i}. Jediny bod, ve kterém by funkce nemusela
byt spojitd je zg = 1, vysetreme tedy spojitost funkce v tomto bodé. Pociteyme
22 +1 (z+1)(z—1)

lim —=lim— = limz +1¢ = 2i.
e A ) Z—1 zZ—1 Z—1

V prund rovnosti jsme vyuZili rozkladu 2*>+1 = (2+1)(z —1). Nyni ale vime, Ze f(i) = 2i,

tedy funkce f(z) je spojitd v i. Ukdzali jsme tedy, Ze je funkce f(z) spojitd na C.

Definice 31 Necht zy € C a necht je f(z) komplexni funkce definovand na U.(z)

pro néjaké e > 0. Komplexni derivaci funkce f v bodé zy rozumime cislo

o 1 T IC)

220 Z—2

pokud tato limita existuje (v C).

) o ) . , o flz+h) = f(2)
Poznamka 22 Derivaci lze také definovat jako f'(z) = X 15121 - . . Neéekdy
—0,he

se vice hodi pouzivat tento tvar.

Poznamka 23 Jestlize md f(z) v bodé zy komplezni derivaci, potom se nékdy také rikd,

ze je funkce f(z) v bodé zg komplexné diferencovatelnd.

Definice 32 Komplexni funkce f(z) je holomorfni v bodé zy € C, jestlize
Je > 0Vz € Udz) : f'(2) existuje.

Definice 33 Necht je G C C oteviend. Reknéme, Ze komplexni funkce f(z) je holo-

morfni na G , jestlize md f(z) v kaZdém bodé G derivaci.
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Véta 8 Necht je G C C oteviend a f(z), g(z) komplexni funkce holomorfni na G, potom:
1. (f + 9)(2) je holomorfni na G.
2. (fg)(z) je holomorfni na G.
3. [f(2)]" je holomorfni na G pron € N.
4. g(f(2)) je holomorfni na G.
5. (g)(z) je holomorfni na G\ {z € G:g(z) = 0}.

Definice 34 Komplexni funkce holomorfni na C se nazyvd celd funkce.

Definice 35 Necht je G C C oteviend a f(z) komplexni funkce. Funkce F(z) se nazijvd
primitiond funkce k f na G, jestlize Vz € G: F'(z) = f(2).

Véta 9 Necht z = x + iy a komplexni funkce f md v bodé z derivaci, potom plati

on_on on_ o
or Oy’ oy Oz’

kde fi, fo jsou redlnd a imagindrni ¢dst f(z). Navic plati

f(2) = 8f1+ Of2 af2_ Of
T b Z&v—@y Zay'

Dukaz 1 Predpoklddejme, Ze f'(z) existuje. Pro h € R pocitejme

f(Z + h) - f(Z) fl(x+ h7y) - fl(ff,y) +Z(f2(l’ + h7y) - fg(l’,y))

e = G : -
— fl('r—’— h7y) - fl(xay) X fg(l‘—f— h7y> - f2($7y)) B afl 4 af?
= i Z E “ o o

Priblizugeme-li se po imagindrni ose, potom pro h € R dostaneme

f1(z) = lim ih = ih -
_ (f2(33,y+h) — fa(w,y) B S,y +h) = fiz,y) B %_ %
= s h ! h Oy Z@y'

Porovndnim redlnych a imagindrnich slozek danych viyjrazu dostaneme

of _of Oh  0f

dr  dy oy O
coz jsme meli ukdzat.
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Poznamka 24 Sadé dvou rovnic ve Véte 8 se tika Cauchy-Riemannovy podminky. Véta
je vlastné nutnd podminka existence komplexni derivace, jednoduchost overeni Cauchy-

Riemannovijch podminek nam poskytuje silng ndstroj pro ovéreni (ne)existence derivace.

Priklad 6 Vysetreme existenci komplexni derivace funkce f(z) = z. Necht z = x + iy,

pak lze psdt f(z) = f(z +iy) = v +iy = x — iy, tedy fi(z,y) = z a falz,y) = —y.
Spociteyme parcidlni derivace

Oh | Oh_ 0 O

o1, =0, —=0, —=-1.
Ox Ty " Oz T Oy

Dosadime-li do Cauchy-Riemannovych podminek, dostaneme 1 = —1, 0 = 0, a tedy
vidime, Ze rovnost neni splnénd pro vsechna (z,y) € R?, proto f(z) = z neni holomorfni

pro kazdé z € C.

Priklad 7 Vysetreme existenci komplexni derivace funkce f(z) = |z|. Necht z = z + iy,

pak f(z) = f(z +iy) = |z +iy| = V22 +y?, tedy fi(v,y) = V22 +y? a folz,y) = 0.

Spocitejme parcidlni derivace:

8f1 T 8f1 Y 8f2 - 8f2 -

o g W Jarg o oy

Pak dle Cauchy-Riemannoviych podminek: = 0. Vidime tedy,

x y
- —0qg-—
VvVt 4 y? ! Va2 4 y?

Ze na mnoZiné R%\ (0,0) nejsou splnény Cauchy-Riemannovy podminky, tedy na této

mnoziné neni f holomorfni. Vysetreme nyni holomorfnost v bodé z = 0.

z
Z definice derivace dostaneme: f'(0) = lim —, tato limita ale neexistuje ani jakozto

z—0 2
. R ol . o
limita v R, protoZe lim — =1 a lim — = —1, tedy nemuZe existoval ani jakozto
z—0t T z—0- T

limita v C. Ukdzali jsme tedy, zZe f(z) = |z| neni holomorfni pro kazdé =z € C.

Véta 10 Necht z =z + iy a [ je komplexni funkce, fi = R(f(2)), fo=S(f(2)).
f md komplexni derivaci v z <= f1 a fy splnuji Cauchy-Riemannovy podminky a

vSechny parcidlni derivace funkci fi a fo jsou spojité v (x,y).

Priklad 8 Vysetreme existenci komplexni derivace funkce f(z) = z2. Necht z = x + iy,
pak
f(2) = fle+iy) = (x+iy)* = (2 — y*) + 2ixy,

tedy fi(z,y) = 2* —y? a fo(z,y) = 2wy. Spoéitejme parcidlni derivace

dfi ofy Af> df
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Viechny parcidlni derivace jsou spojité na R? a dosazenim téchto derivaci do Cauchy-
Riemannovych podminek dostaneme 2x = 2z, —2y = —2y, tulo soustavu Tesi kaZdé
(z,y) € R?. Funkce f(z) = 2% je tedy dle Véty 9 holomorfni na C, tedy je celd.

Piiklad 9 Vysetreme existenci komplezni derivace funkce f(z) = — na mnoziné C\ {0}.
z

; ‘ ‘ 1 T —1y x
Necht z = x + iy, pak f(z) = f(x +iy) = P = 2 tedy fi(z,y) = R a
—Y o o
folz,y) = m Spocitejme parcidlni derivace
ofr vy —a° df1 — 2zy dfa 2zy ofy  y* —a?

or (@4 Oy @+ e (@4 Gy (@4
Vsechny parcidlni derivace jsou spojité na R*\(0,0) a dosazenim do Cauchy-Riemannovijch
podminek dostaneme

y? — a? y? — a? — 22y — 2xy

(:v2+y2)2 - (x2+y2)2’ (x2+y2)2 - (:v2+y2)2’

1

tato soustava je splnéna pro kazdé (x,y) € R*\ (0,0). Funkce f(2) = — je tedy dle Véty
z

9 holomorfni na C\ {0}.

Definice 36 Necht je {c,}2, posloupnost komplexnich ¢isel a w € C. Komplezni radu

Yo g enlz —w)"™ nazveme mocninnd tada o stiedu w.

Definice 37 Mocninnd rada je konvergentni, konverguje-li alespon ve dvou rozdilnijch
bodech.

Poznamka 25 Poznamenejme, Ze Y c,(z —w)"™ konverguje vidy pro z = w. Jestlize
Tada konverguje i pro néjaké z = wy # w, ukdZe se, Ze Tada konverguje dokonce i
na jistém okoli bodu w. Proto ma pro konvergenci tady smysl poZadovat konvergenci

alespon ve dvou bodech.
e

Ptiklad 10 Typickym prikladem je geometrickd tada ) ", 2", kterd pro |z| < 1 kon-

verguje k T Pro |z| > 1 fada diverguge.
—z

Priklad 11 Mocninnd ada - nlz" je divergentni. Muzeme si povsimnout, Ze Tada

konverguje pouze pro z=0.

Priklad 12 Mocninnd rada Y -, jL—T,L je konvergentni pro libovolné z € C (tedy je kon-

vergentni na C).
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Véta 11 Necht je ddna fada >, cn(z —w)", kterd konverguje pro z = wy # w, potom

tato tada konverguje absolutné na {z € C: |z — w| < |wy — w|}.

Definice 38 Cislo 0 < R < oo, R := sup{r € [0,00) : >°°  ¢,r"™ konverguje} nazveme

polomeér konvergence fady Y, cn(z —w)™. MnoZinu Ur(w) nazveme kruh konvergence.

Véta 12 Necht je ddna fada y - ca(z — w)™. Polozme p = limsup v/|c,|. Jestlize

n—oo
1 . L _ enl L
p >0, pak R = —. Pokud p = 0, pak R = oo. JestliZe navic p* = lim o] existuge,
p n—oo C?’L

potom p = p*.

Véta 13 Necht je Ry >0, Ry >0 a necht je f(2) = 2 a;2’ definovand na Ug,(0) a
glw) = D2 bpw definovand na Ug,(0), pak pro kazdé z € Ug,(0) a w € Ug,(0) plati
f(2)g(w) =307 s en, kde e, = > g abn— 2w

Véta 14 Necht w € C, R > 0 a f(z) komplexni funkce definovina na Ugr(w) jako
f(z) =307 cn(z—w)™, potom je f(z) holomorfni na Ug(w). Navic pro kazdé z € Ugr(w)
plati f'(2) = 3 07  nea(z —w)" . Oznacime-li F(z) = Y007 e (2 — w)™™, potom pro
kazdé z € Ur(w) plati F'(z) = f(z), tedy F je primitioni k f na Ur(w).

Definice 39 Necht k € N ac, € C pron = 0,1, ..., k. Komplexni funkci definovanou
jako Py(z) = ZZ:O a2 nazyvdme komplexnt polynom s komplezxnimi koeficienty. Cislo

k nazgvdme rdd polynomu Py(z).
Poznamka 26 Polynom mad ndsledujici vlastnosti:
1. Py(z) je definovany a spojity na C.
2. Py(z) je celd funkce a plati P(z) = ZZ:l ne,z" L.

3. Kazdy polynom Py(z) lze rozlozit na soucin polynomi 1. Tddu.

Definice 40 Komplexni funkci exp(z) = >~ ‘;—7: nazveme komplexni exponencidla.

Neékdy ji také znacime e*.

Véta 15 Komplexni exponencidla ma ndsledujici vlastnosti:
1. exp(z) je definovand a spojitd na C.
2. exp(z + w) = exp(z) exp(w) pro kazdé z,w € C.
3. exp(z) je celd funkce a plati (exp(z))" = exp(z).

4. Pro z = x + iy plati exp(z) = exp(x)(cos(y) + isin(y)) a také |exp(z)| = exp(x).
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5. exp(z) = exp(2) pro kazdé z € C.
6. exp(z) je periodickd s periodou 2mi, tedy exp(z) = exp(z + 2mi) pro kazdé z € C.
Dukaz 2 Dokazme postupné kaZdou z vlastnosti 1-6:

1. exp(z) je definovand mocninnou fadou s polomérem konvergence R = oo, vlastnost

1 tedy snadno plyne z vlastnosti mocninnych rad.

2. Vyuzijeme-lv Vétu 12 a binomickou vétu, dostaneme

exp(z) exp(w) = Z Z—' Z % — le_; ﬁmzlwn—l _

=l = ll(n—1)! —~
3. Dle Véty 13 je exp(z) celd a plati
~n ., ~= 1 | <1
(exp(z)) = Z E = Z mz = Z sz = exp(2).
n=1 n=1 k=0

4. Necht z = x + iy. Dle vlastnosti 2 a Eulerovy véty

exp(z) = exp(z + 1y) = exp(x) exp(iy) = exp(z)(cos(y) + isin(y)).

lexp(z)| = \/exp(Qx) cos?(y) + exp(27) sin*(y) = /exp(2r) = exp(x).

5. Necht z = x + iy, pak

exp(2) = exp(x — iy) = exp(z)(cos(y) — isin(y)),

exp(z) = exp(x + iy) = exp(z)(cos(y) + isin(y)) = exp(x)(cos(y) — isin(y)).

Tedy exp(z) = exp(z).

6. Vyuzijeme-li vztah 2 a Euleriv vzorec, dostaneme

exp(z + 2mi) = exp(z) exp(2mi) = exp(2)(cos(2m) + i sin(27)) = exp(z).

Dokazali jsme tedy Vétu 14.

Véta 16 exp(z) zobrazuje C na C\ {0}.

—1iz

—e
Definice 41 Komplexni funkci sin(z) = — nazyvame komplexni sinus.
i

eZZ
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eiz + e—iz
Definice 42 Komplexni funkci cos(z) 1= BE— nazyvdme komplexni cosinus.

Véta 17 Komplexni sinus md ndsledujici vlastnosti:

1. sin(z) je definovany a spojity na C.

2. sin(z) =>", ZQZ!H pro z € C.
3. sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w) pro kazdé z,w € C.
4. sin(z) je celd funkce a plati (sin(z))" = cos(z).

Véta 18 Komplexni cosinus md ndsledujici vlastnosti:

1. cos(z) je definovany a spojity na C.

2n

2. cos(z) = "= proz € C.
3. cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w) pro kazdé z,w € C.

4. cos(z) je celd funkce a plati (cos(z)) = —sin(z).

Poznamka 27 Dikaz téchto véet vyplyva z vlastnosti komplexni exponencidaly a definic

funkei sin(2) a cos(z).
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2.4 Krivky v C

V této podkapitole zavedeme pojem ktivky v komplexnim oboru. Je zde zavedena kolmost
krivek a uvedeno nékolik piikladu zakladnich krivek jako jsou kruznice a orientovand

usecka.
Definice 43 Kazdé zobrazeni ¢ : [a,b] — C, kde a,b € R, a < b, nazveme krivka (v C).
Definice 44 Mame-li krivku ¢ : [a,b] — C, pak:

1. Mnozinu ¢(la,b]) nazgvdme obraz krivky ¢ a znacime (p).

2. ¢(a) nazyvame pocdatecni bod krivky ¢ a p(b) nazgvdme koncovy bod krivky .

3. Krivka ¢ je uzaviend, pokud ¢(a) = p(b).

4. Krivka ¢ se nazjvd jednoduchd, pokud je ¢ prosté zobrazeni na (a, b.

5. Kriwka ¢ se nazyvd Jordanova, pokud je jednoduchd a uzaviend.

Definice 45 Necht je ddna krFivka ¢(t) : [a,b] — C. Jestlize tg € (a,b) : @ (to) emistuge,
potom ¢islo ¢'(ty) nazyvdme tecny vektor ke kiivce o v bodé ty. Jestlize ty € [a,b] : ¢’ (to)
resp. @' (to) ezistuje, potom tyto ¢isla nazgvdme jednostranné tecné vektory ke krivce ¢
v bodeé tg.

Definice 46 Necht jsou ddny krivky ¢ : [a,b] — C a ¢ : [e,d] — C takové, Ze plati
o(a) = (c). Jestlize ¢ (a), V', (c) existuji, potom thlem mezi krivkami ¢ a v v jejich
pocdtecnim bodé rozumime whel mezi jejich jednostrannygmi tecnymi vektory ¢’ (a) a

P ().

) T
Definice 47 Krivky nazveme kolmé (ortogondlni), jestlize sviraji ihel §+7Tkr pro vhodné
kelZ.

Definice 48 Necht 21,2, € C. Kriku ¢(t) = 2(1 — t) + 29t, t € [0,1], nazgvdme

orientovand usecka z bodu z; do zy. Orientovanou usecku z zy do zy také znacime [z1; z3].

Definice 49 Necht zp € C a R > 0. Krivku o(t) = zo + Re™, t € [0,27], nazgvdme

kruznice o stredu zy a polomeéru R.

Poznamka 28 KruzZnice o stredu zy a poloméru R je jednoduchd a uzavrend krivka, tedy

je Jordanova krivka.

Definice 50 Necht je dina M C C. Podmnozina M je krivkové souvisld, pokud pro kazdé
21,20 € M ezistuje krivka ¢ takovd, Ze zy,z9 € (p) C M.

Véta 19 Necht S C C. S je souvisld <= S je krivkové souvisld.

Poznamka 29 Tato véta ndm ukazuje druhy mozny, dle mého ndzoru jednodussi, pohled

na souvislé mnoziny.
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2.5 Konformni zobrazeni

V této podkapitole se zavadi pojem konformniho zobrazeni, ktery je v této praci naprosto
z nich je Zhukovského transformace. Dokazuje se zde nékolik tvrzeni ohledné Zhukovského
transformace, které budeme potiebovat. Zajimavé ¢teni ohledné konformnich zobrazeni

nalezneme v pracich [5, [13].

Definice 51 Necht je ddana komplexni funkce f(z). Funkci f(z) nazveme konformni zob-
razeni v bodé zy € C, jestlize je f spojitd v zy a zachovdvd ihly (a orientaci) krivek se

spolecnym bodem z.

Veéta 20 Necht je f(z) komplexni funkce a zy € C. Jestlize je f holomorfni v 2y a
f'(z0) # 0, potom je f konformni v zy.

Poznamka 30 Tato véeta nam slouzi jako Sikovny ndstroj pri ovérovdni konformnost:

zobrazend.

Veéta 21 Necht je f(z) konformni zobrazeni definované na oblasti Q C C, potom je také
f(2) oblast.

Definice 52 Oblasti ()1, 25 C C nazveme konformné ekvivalentni, jestliZe existuje kon-

formni zobrazeni f takové, ze f(£21) = (.

Véta 22 Je-li f konformni zobrazeni na oblasti Q C C, potom f~! existuje a je to

konformni zobrazeni na oblasti f(€2).

Veéta 23 Necht je ddana analytickd funkce w = f(z) proménné z = x + iy a analytickd
funkce ¢ = g(w) proménné w = u + iv, potom je slozeni g(f(z)) analytickd funkce

promenné z.

Dukaz 3 Necht jsou ddany analytické funkce f(z), g(w). Pak dle derivace sloZené funkce

d
dostdvame d—(g(f(z))) = ¢ (f(2))f'(2), z tohoto jiz snadno plyne analyticnost slozeni

2z
téchto funkci.

Poznamka 31 Zdroven lze vidét, Ze slozeni dvou konformnich zobrazenich f(z), g(w) je

konformni zobrazend, protoze ¢'(f(2)) # 0 a f'(z) # 0, tedy také dilz(g(f(z))) # 0.

Véta 24 Necht je Q) C C jednoduse souvisld podmnoZina, pak existuje prosté analytické
zobrazeni w = f(2), které spliuje f'(2) # 0 pro kazdé z € Q a které zobrazuje )
na {ze€C:|z| =1}.
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Piiklad 13 f(2) = z je funkce konformni na C, jakoZto spojitd funkce na C, pro jejiz
derivaci platiVz € C: (2) =1#0.

Piiklad 14 f(z) = z" pro n € N je funkce konformni na C\ {0} jakoZzto spojitd funkce
na C, pro jejiz derivaci plati Vz € C\ {0} : (2") = nz""1 #0.

1
Piiklad 15 f(z) = — je funkce konformni na C\ {0}, jakozto spojitd funkce na C\ {0},
2
' -1
pro jejiz derivaci plati ¥z € C\ {0} : | = | = — #0.
2 z

Piiklad 16 f(z) = exp(z) je funkce konformni na C, jakoZto spojitd funkce na C,
pro  jejiz derivaci plati Vz € C : (exp(z))’ = exp(z) # 0.

Definice 53 Komplezni funkci f(z) = z + — nazjvame Zhukovského transformace.
z

Véta 25 Zhukovského transformace zobrazuje mnozinu {z € C : |z| = 1} na [-2,2].

1
Dukaz 4 Necht f(z) = z + —. Kazdy prvek mnozZiny {z € C : |z| = 1} lze napsat jako
z = ¢€" pro vhodné t € [0,2m). Nyni tedy f(z) = f(e") = e + e~ = 2cos(t). Zobrazeni
2 cos(t) zobrazuje [0,2m) na [—2,2], tedy f zobrazuje {z € C: |z| = 1} na [-2,2].

Véta 26 Necht R > 0, R # 1. Zhukovského transformace zobrazuje {z € C : |z| = R}

) S _
mrgr T g

na mnozinu {z € C:

Poznamka 32 Tedy na elipsu s poloosami velikosti R + }% a R — }% se stredem v bodé
[0, 0].

Diikaz 5 Necht f(z) = z 4+ . Kazdy proek mnoziny {z € C : |z| = R} lze napsat jako
z = Re" pro vhodné t € [0,27). Nyni tedy

F(2) = f(Re™) = Re™ + %e” — (R+ }%) cos(t) + i( R — %) sin(t).

Lze uZ snadno ovérit, ze L&) 4 S°UE) prot € [0,2m). Z tohoto a prostoty f(z(t))
(R+5)? (R—%)?

na [0, 27) vyplyvd Véta 25.
Véta 27 Necht je f(z) = z++ a z = & +1iy. Pro redlnou a imagindrni ¢dst f(z) plati

r(x? +y*+1)

r(z? +y*—1)
z? + y? '

$2+y2

R(f(2)) = , S(f(2) =
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Dikaz 6 Necht f(z) =z+1 az=ux+iy, pak

, . T —1y x . y
=z tiy+ —— = +iy+ = - =
fz) =x+iy criy YT Ry (x+x2+y2>+2(y x2+y2)
:x3+xy2+x Z,y3+x2y—y:x(x2+y2+1)+iy(a:2+y2—1)
.'172 + y2 1’2 + y2 x? + yQ .’L’2 + y2 ’

coZ jsme meli ukdzat.
Véta 28 Zhukovského transformace f(z) = z + L je konformni na C\ {0,1, —1}.

Dikaz 7 Necht f(z) = z+ 1, pak na C\ {0}

1 1 1
f’(z):l—;:() — (1—;)(1+;):O = z=+1,

tedy je f(z) konformni na C\ {0,1,—1} dle Véty 19.
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2.6 Harmonické funkce

V této kapitole ukazeme, ze redlna a imaginarni ¢ast holomorfni funkce je harmonicka a

také ukazeme nékteré vlastnosti feseni Laplaceovy rovnice.

Definice 54 Necht G C R? je oteviend, u € €°(G). Jestlize Au(x,y) =0 na G, potom
funkei u(x,y) nazgvdme harmonickd funkce. Rovnice Au = 0 se nazyjvd Laplaceova.

0? 0?
Poznamka 33 Pripomenme, Ze A = .2 + g a nazyvd se Laplacetv operdtor.

Z Y
Véta 29 Necht G C C je oteviend, f je holomorfni funkce na G a necht z = z + iy,
potom obé redlné funkce fi(z,y) = R(f(2)) a fa(z,y) = S(f(2)) jsou harmonické.

Diikaz 8 Necht je ddna f,G jako vijse a necht z = x + iy. ProtoZe je f holomofni

na G, pak redlna cast fi a imagindrni édst fo funkce f(z) splnuje Cauchy-Riemannovy
ofr 0fr Of of

podminky, tedy 7 a 2 ——2. Zderiwujeme-li proni rovnost podle x a vy,
ox oy Jy ox

Pfi Pfa PhH 0 f . Pf 0*fi

ox?2  0xdy  Oy? 0xdy’ ey Oy?

smigenyjch derivaci. Dukaz pro imagindrni ¢dst by probihal analogicky.

dostaneme

= 0. Vyuzili jsme zaménnosti

Véta 30 Necht G C C je oteviend, f je holomorfni funkce na G a necht z = x + iy,
potom pro fi(z,y) =R(f(2)) a f2(z,y) = S(f(z)) plati V1.V f> = 0.

Diikaz 9 Necht je ddna f, G jako vijse a necht z = x+iy. Funkce fi a fy spliuji Cauchy-

Ri dminky = holomorfnosti f. Mime ¥, — (22 21 o vy, = (22 9%
temannovy podminky z holomorfnosti f. Mdme V1 = (5, Iy a V2= (5 oy
df10 df10 df10 df10
Pro skaldrni soucin nyni plati V 1.V fo = 11052 + f101: = f104 + f10h =

oxr dx Oy Oy Oz oy Oz dy

dle Cauchy-Riemannovych podminek.

Veéta 31 Necht je U(€,n) harmonickd funkce proménngjch £,m a necht je ddna analytickd

funkce ¢ = & +in = &(x,y) + in(z,y) = g(2), potom u(z,y) = U(&(x,y),n(z,y)) je
harmonickd funkce proménnych x,y.

Dukaz 10 Necht je ddna harmonickd funkce U(€,n) a analytickd funkce g(z2) jako vijse.
Cheeme ukdzat, Ze funkce u(z,y) = U(&(x,y),n(x,y)) 7esi Laplaceovu rovnici. Retizkové

pravidlo ndm ddvd

ou oUOE oUOn Ou 0oUQE 0UOn
or  0or onor oy ooy onoy

20



a proto

ar?— oer

ox ox

a0 [9e\°  oUrocon U [on\. QU  OU?
u (_5) , ¢ n (?7) ¢ n

T otonoror T o

a0

oo T anoa

Ay

2 2
O*u 02U (ag) , oU? d¢dn  H*U (877) oU O*¢  0U 9%
+

aconayay " o \ oy

Cauchy-Riemannovy podminky ddvaji

o€ on 0 0On
or 9y By or

S vyuzitim vsech vztahu vyse dostdvame

2 2
A 0?u  0*u o on
"o ap [\ae) T \ar

protoze AU = 0. Ukdzali jsme tedy, Ze je u(x,y) harmonickd funkce.

*U  0*U

o2 T o
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Kapitola 3

Potencialni proudéni a jeho vypocet

3.1 Zakladni pojmy

V této podkapitole jsou vysvétleny zakladni pojmy, které jsou nutné k definici po-
tencialniho proudéni. Je zde zaveden pojem proudové funkce a komplexniho potencidlu,
ktery je v dalsich kapitoldch klicovy. Piehled definic 1ze najit také v [3]. Mnoho problému

tykajicich se potencidlniho proudéni lze najit v [§].

Definice 55 Rychlostnim polem rozumime spojitou vektorovou funkci v = v(z,y,t),

kterd kaZdému bodu oblasti priradi rychlost proudeni kapaliny v tomto bodé.

—

U
Definice 56 Proudéni nazveme ustalené, pokud T 0, tedy v = v(z,y).

Definice 57 Proudéni nazveme nevirivé, pokud plati V x v = 0.

Definice 58 Proudéni nazveme nestlacitelné, pokud se jednd o proudéni kapaliny, kterd

je nestlacitelnad.
Poznamka 34 Pokud je proudéni nestlacitelné, pak plati V - 7 = 0.

Definice 59 Neviskozni proudéni je proudéni takové, pri kterém se neuvazuje vnitrni

trent kapaliny.

Definice 60 Rychlostni potencidl ¢ nevirivého proudéni je skaldarni pole takové, Ze plati

Vo =17

Definice 61 Potencidlni proudént je idedlni model proudéni, které je nestlacitelné, ne-

viskozni a nevirivé.

Poznamka 35 Pokud je proudéni potencidlni, pak plati A¢ = 0.
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Dikaz 11 Z nestlacitelnosti potencidlniho proudeni mdme vztah V-0 = 0. Jednoduchym

dosazenim definiéniho vztahu ¢ dostaneme 0 =V - Vo = A, coZ jsme méli ukdzat.

Poznamka 36 Toto nam ddvd velice silny ndstroj, jak zkoumat problémy potencidlniho
proudént, protoZe to tyto problémy prevadi na reseni Laplaceovijch rovnic, které jsou

snadno Tesitelné.

Definice 62 Proudovd funkce (x,y) nestlacitelného proudéni je skaldrni pole takové,
oY o
Zevy = — a vy = ———, kde (v1,v9) = U.
1 ay 2 o7 (v1,v2)
Poznamka 37 Je snadné ovérit, Ze také proudovd funkce spliuje Laplaceovu rovnici.
Proudova funkce zdroven s rychlostnim potencidlem tvori harmonickou dvojici, tedy jsou
provdzdny Cauchy-Riemannovymi podminkami, dokdZeme proto jednoduse ze znalosti

proudové funkce spocitat rychlostni potencidl a naopak.
Definice 63 Proudnice je krivka, jejiz tec¢na v kazZdém jejim bodé je vektor rychlosti.

Definice 64 Kompleznim potencidlem rozumime zobrazeni F(z) = ¢(x,y) + ip(x,y),
kde z =x +1iy a x,y € R.

Poznamka 38 Jestlize jsou parcidlni derivace rychlostniho potencidlu a proudové funkce

spojité, pak je komplexni potencidl analytickd funkce. Derivaci komplexniho potencidlu lze

op Oy
jednoduse spocitat jako F'(z) = E + z%
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3.2 Metoda koneénych prvku

V této kapitole je vysvétlen zaklad metody kone¢nych prvku, kterou vyuzivame k feseni
Laplaceovych rovnic. Struény tvod do metody konecnych prvku lze nalézt v textech

[2, 4]. Vice o metodé koneénych prvku nejen v realném oboru lze najit v [12].

Metoda konecnych prvku je jedna z nejcastéji vyuzivanych numerickych metod k feseni
parcialnich diferencialnich rovnic. Metoda umoznuje Tesit Poissonovu rovnici s okra-

jovymi podminkami na komplikovanych oblastech.

Méjme oblast Q C R? a uvazujme problém
—Au= f(x)

na Int(€2) s Dirichletovo okrajovou podminkou u(x)|go= 0. Predpokladejme, ze je u(x)

feSeni daného problému, pak pro kazdou testovaci funkci v(x) € H(Q) plati rovnost

/Qf(x)v(x)dA:/Q(—Au)v(x)dA:/QVu-VvdA—/ (n - Vau)u(x) ds.

o0N

kde druhd rovnost vychazi z integrace per partes pro funkce vice proménnych. Nyni ale

vime, ze v(x) = 0 na 90, a proto (n - Vu)v(x)ds = 0. Za vyuziti pfedeslého vztahu
o0

dostaneme rovnost / f(x)v(x)dA = / Vu - VudA, kterd je pro metodu konecénych
Q Q

prvku klicova.

Metoda koneénych prvku spoéiva v triangulaci oblasti €2, tedy rozdéleni €2 na konecny
pocet neptekryvajicich se trojihelniku navazujicich na sebe. Méjme danou konkrétni tri-
angulaci oblasti €2 a oznacme vy, ..., v, vrcholy trojihelniku vzniklych touto triangulaci.
Méjme funkce hy(x),. .., hy(x) tak, aby h;(v;) =1 a h;(v;) =0 pro j € {1,2,...,n}\ {i}
a aby také kazda h;(x) byla v rdmci kazdého trojihelniku linedrni a na oblasti Q po

¢astech linedrni funkce.

Nalézt takovéto funkce neni slozité. Necht je A;j trojahelnik s vrcholy v;, v, vg.
Na trojuhelniku A;;;, definujme h;(x) = ax + by + ¢. Dosazenim vrcholt dostaneme sadu

rovnic:
L. hi(v;) = avip + bv;y +c =1,
2. hi(Uj) = QVj ¢ + bvj,y +c= 0,

3. hi(vg) = avgy + bk, + ¢ = 0.
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Vyfesenim soustavy dostaneme restrikei h;(x) na trojihelniku A,;j. Podobny proces pro-
vedeme s dalsimi trojihelniky, jejichz vrchol je v;. Na trojuhelnicich, které nemaji vrchol

v;, definujeme h;(x) = 0. Timto zpusobem nalezneme vsechny funkce hy, ..., hy,.

Uvazujme nyni aproximaci feseni u(x) ~ > ., u;h;(x) a zafixujme j € {1,...,n}. Do-

sadime-li aproximaci u(x) a v = h;(x) do rovnosti na zacatku kapitoly, dostaneme

;“ /QV’W’%' dA = /Q )y (x) dA,

Ozna¢me f; = /f(x)hj(x) dA a my; = /Vhthj dA. Rovnici lze tedy prepsat
Q Q
do tvaru f; = Y"1 m;ju;. Pro kazdé j dostaneme jednu rovnici. Celkovou soustavu lze

zapsat jako
Mu = f,

kde [M];; = my; je matice soustavy a f = (fi,..., fa)” je vektor pravé strany. Resenim
této soustavy je vektor u, ktery nam dava aproximaci feSeni v kazdém vrcholu kazdého

trojihelniku, protoze u(v;) ~ > 1 wihi(v;) = u;.
Poznamenejme, ze homogenni Neumannovy podminky jsou touto konstrukei automa-

ticky splnény. Problém s nenulovymi Dirichletovymi podminkami lze jednoduse prevést

na problém s nulovymi Dirichletovymi podminkami pfictenim vhodné funkce k u(x).
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3.3 Obtékani kruhu

V této podkapitole budeme chtit vyfesit problém obtékani jednotkového kruhu metodou
koneénych prvku. Praktické vypocty jsou provedené v systému Matlab za pomoci kédu
ze ¢lanku [1].

Méjme kruhovou mnozinu K = {(z,y) € R? : 22 + y* < 1} a oblast Q = [-2,2] x
[—2,2] \ K, kterd predstavuje ¢tverec, ze kterého je vyjmuty kruh. Oznacme si I’y =
{=2} x[-2,2], Te = {2} x[-2,2], T3 = [-2,2] x {2}, T'y = [-2,2] x {2}. Z teoretické
casti vime, ze jak rychlostni potencial, tak proudova funkce je harmonicka funkce, tedy
fesi Laplaceovu rovnici. V tomto piipadé se dokonce jedna o harmonickou dvojici, plati
tedy specialné, ze skalarni soucin jejich gradientu je nulovy, takze jsou jejich gradienty
na sebe v kazdém bodé, ve kterém existuji, kolmé. Omezme se nyni tedy pouze na
rychlostni potencidl.

Od modelu ¢ekame alespon ¢astecné rozumné chovani. Ocekdvame, ze do daného kruhu

nepronikd zadna tekutina, tedy musi platit — = 0 na JK, kde n je vnéjsi normala.
n

Zaroven ocekavame, ze tekutina neprochéazi ani horni a dolni sténou ¢tvercové oblasti,

tedy mame podminku 30 = 0 na I's aly. NaI'y a I'y predepisujeme Dirichletovu
Y

podminku naméfenymi hodnotami ¢. V nasem pripadé budeme uvazovat ¢ = —1 na I’y

a ¢ = 1 na I'y, tim Castecné vynutime chovani stejnomérného proudéni na danych

hranicich. V obrazku lze vidét triangulaci, kterou pouzivame k vypoctu.

) -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
Obrazek 3.1: Vypocetni sit s 448 trojuhelniky.
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Resime tedy metodou koneénych prvka tdlohu
A¢ =0 na €,

¢:—1naF1, ¢:1naF2,

¢ ¢
— =0na 0K, — =0na ', I'4.
on dy

Vypocitané rychlostni pole je znazornéno na obrazku |3.2

velocit

—1= —=

1.5

0.5 { >

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Obrazek 3.2: Vypocetni sit s vyslednym polem rychlosti.
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3.4 Obtékani dalsich profila

1 s veloeity
0.5 AAFAAY A S
0 A IR
—+/ 1 N
-0.5 Y \ 2 AAAAA AL
& LR 7 ¥
RS SR o e e e i e e e e e e L e e
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
Obrazek 3.3: Vypocetni sit s vyslednym polem rychlosti.
[T| =720
2 -
15}
1 —= ~2 ~ —
05 — N\ N
0 £
-0.5 — T =~
-1 ~_ [ —T >~
-1.5
2+

25 -2 15 -1 -05 0 05 1 15 2 25
Obrazek 3.4: Vypocetni sit s vyslednym polem rychlosti.
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IT| = 751

1.5

0.5 S

1 1 1 1 1 1

25 -2 15 -1 05 0 05 1 15 2 25

Obrazek 3.5: Vypocetni sit s vyslednym polem rychlosti.

Poznamenejme, ze rychlostni pole na obrézcicha jsme ziskali aplikaci Zhukovského
transformace na problém obtékéni okolo kruhu, ktery obsahuje body [0,0],[—1,0] a
bod [1,0] lezi na hranici (pobliz hranice) a prepocitanim parcidlnich derivaci v novych
soutadnicich na zakladé véty o derivaci inverzni funkce. Vysledné oblasti ziskané touto
transformaci nazyvame Zhukovského profily. Pokud stfed transformovaného kruhu lezi na
ose x, pak je profil symetricky podle osy x. Pro byl volen stfed kruhu S = (—0.3,0)
a polomér a = 1.3. V pripadé byl volen stied kruhu S = (—0.2,0.32) a polomér
a=1.3.
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3.5 Obtékani kruhu - reSeni pomoci konformniho zob-

razeni

V této podkapitole ukazeme, jak lze vyresit problém obtékani kruhu pomoci konformnich
zobrazeni. Praktické vizualizace jsou provedené v systému Mathematica.

Uvazujme komplexni potencidl Fi(z) = Uz pro U € R. Urceme nyni ptredpis rych-
lostniho potenciélu, rychlostniho pole a proudové funkce. Necht tedy z = z+iy pro =,y €
R, pak Fi(z(z,y)) = Uz + Uiy. Vime, ze

¢1(I7y) = %(F1(2<x>y)>) = UCL’, 77Z}1(*Tay) = %<F1(Z(x7y)>) = Uy

Pro rychlostni pole méame vztah 0i(z,y) = V¢, = (U,0). Komplexni potencidl tedy
vlastné reprezentuje stejnomérné proudéni o rychlosti U. Presvédéme se jesté vykreslenim

nékolika proudnic pro U = 1, tedy kiivek 9 (x,y) = ¢ pro ¢ € R.

2 7 T T T T 7]

_2_ I 1 I ! I |

Obrazek 3.6: Proudnice stejnomérného proudéni.

Uvazujme nyni transformaci w = R(z) = ze* pro a € [0,27). Pro transformovany
komplexni potencial mdme vztah Fy(w) = Fy(R™!(w)). Nenf tézké zjistit, ze plati
R (w) = we™™, a tedy
Fy(w) = Fi(we™™) = Uwe™™.

Naleznéme nyni znovu piislusny rychlostni potencial, rychlostni pole a proudovou funkci

potencidlu Fy. Méjme w = u + v pro u,v € R, pak

Fy(w(u,v)) = U(u + iv)(cos(a) — isin(a)).
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Roznasobenim zavorek dostaneme
Fy(w(u,v)) = U(ucos(a) + vsin(a) 4 i(v cos(a) — usin(a))).
7 tohoto tedy dostavame predpisy pro rychlostni potencial a proudovou funkci
Pa(u,v) = U(ucos(a) + vsin(w)), ta(u,v) = U(vcos(a) — usin(a)).

Pro urceni predpisu rychlostniho pole budeme opét potiebovat parcidlni derivace rych-

1)) 1))
lostniho potencidlu. Spoctéme tedy derivace 2y cos(a) a 8_2 = Usin(a). Zjistili
u v
jsme, ze Uy(u,v) = (U cos(a), U sin(a)).

T
Zmazornéme v tomto ptripadé proudnice pro U =1 a a = 21 na Obrazku .

2_--|---|---|---|---|--_

2L =

Obrazek 3.7: Proudnice stejnomérného proudéni nato¢eného o tihel a.

Muzeme si vS§imnout, ze proudnice druhého potencidlu jsou pouze zrotované proud-

nice potencidlu prvniho o thel «, takto presné ale byla volena rotaceni transformace

T
R(z). Poznamenejme, ze pro a = 0 dostavame predchozi piipad a pro a« = — dostdvame
svislé proudéni. Dokéazali jsme tedy pomoci stejnomérného proudéni ziskat proudéni ka-

paliny, ktera ptitéka pod thlem « rychlosti U.

Vyuzijme nyni znalosti Zhukovského transformace jednotkového kruhu a potencidlu
stejnomérného proudéni k popisu proudéni okolo jednotkového kruhu. Nechf je déna

Zhukovského transformace

1
JO) =C+ -
(O)=¢+ c
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pak potencidl reprezentujici proudéni okolo jednotkového kruhu je déan jako

1

F3(0) = Fi(J(¢)) =U(¢ + Z)

Uvédomme si, ze je transformace provadéna v tomto piipadé opacnym smérem, neni
tedy nutné hledat inverzni zobrazeni Zhukovského transformace. At je ¢ = & + in, kde
£,m € R, pak ze znalosti redlné a imaginarni ¢dsti Zhukovského transformace mame

predpis rychlostniho potencialu a proudové funkce

¢3(&,m) = UE(1 + m), P3(&,m) = Un(1 — m)-

Rychlostni pole je v tomto pripadé déno predpisem

& —n? —2U£n>

773(5’77) = <U<1 - (62 +n2>2)’ <§2 +772)2

Vykreslenim proudnic pro U = 1 se lze znovu presvédcit o vysledku. Povsimnéme si,
ze nam vyslo podobné feseni jako na Obréazku protoze vime, ze vektor rychlosti je

tecny k proudnici v kazdém jejim bodé. Pocitali jsme tedy spravneé.

— T —
=8=

T~ ]

Obrazek 3.8: Proudnice popisujici obtékani kruhu.

V posledni fadé bychom radi nasli popis proudéni okolo kruhu o poloméru a € R se
sttedem v bodé 2y € C, kde kapalina ptitéka pod uhlem « rychlosti U. Definujme trans-
formaci Z = T'(¢) = aC + =z, kterd predstavuje posunuti o zy a natdhnuti o a, tedy nas
kruh posune do stredu zy a zméni polomér na a. Inverzni transformaci lze snadno spocitat

Z — 2

jako T7Y(Z) = . Potenciél reprezentujici proudéni okolo takovéhoto kruhu tedy
a
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bude mit tvar

U a®
FiZ) = T N2) = (2~ 20+ ).

vvvvv

definovand transformace Z = R(Z). Aplikujeme-li tuto transformaci, dostaneme predpis

komplexniho potencialu

. _ u(l. a’®
Fy(Z) = Fy(R\(2)) = — (Zem ot —) |

a Ze~ — 2,
Nechf Z = X +iY a 2z = xo + 11o. Oznacéme si pro prehlednost
A = X cos(a) + Ysin(a) — 29, B =Y cos(a) — X sin(a) — yo.

Lze nyni vyjadrit

g Pty CU
XY=\ Er )

. UB a®
v Y) = 7(1‘ m) '

T
Vykresleme si proudnice pro piipad U =1, a = —, a=1.5a 2y = 0.5 + 0.5:.

= é\
;%

W r,

-3 -2 -1 0 1 2

Obrazek 3.9: Proudnice popisujici obtékani kruhu natocené o thel a.
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Kapitola 4
Zaveér

V praci jsme popsali veskerou c¢ést teorie komplexni analyzy nezbytnou pro pocho-
peni zakladi teorie konformniho zobrazeni. Zadefinovali jsme Zhukovského transfor-
maci, kterd je typickym ptikladem konformniho zobrazeni. Popsali jsme zaklady metody
kone¢nych prvku a definovali jsme nékolik pojmu tykajicich se potencidlniho proudéni.
Néasledné jsme vyuzili metody konecénych prvku k vyteseni nékolika Laplaceovych rov-
nic, které popisovaly proudéni okolo kruhu, elipsy a Zhukovského profilu, ktery jsme
ziskali aplikaci Zhukovského transformace na mirné vychyleny kruh od stfedu. V po-
sledni fadé jsme ukdzali pouziti Zhukovského transformace k analytickému vyfeseni
problému obtékani okolo libovolného kruhu, které potvrdilo nase vysledky za pomoci

metody kone¢nych prvku.
Dalsi mozné rozsiteni prace by mohlo smétrovat k vypoctu fyzikalnéji presnéjsich modelu

napiiklad cirkulace v danych modelech.
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