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Uvod

Mnohozna¢né funkce maji pro ekonomii velky prinos. Diky tomu, ze ekonom a
matematik profesor Debreu pohliZel na ekonomiku jako na hru o NV hracich, doslo
k moznosti vyuzit poznatky z teorie her spojené s hledanim bodl zarucujicich
rovnovahu. Tato rovnovaha nese nazev Nashova a pro dokazani jeji existence lez
pouzit Kakutaniho vétu o pevném bodé vyuzivajici pravé mnohoznac¢né funkce.

Prace je rozdélena do tii ¢asti. V prvni kapitole je uvedena definice mno-
hozna¢né funkce a zdkladni vlastnosti tykajici se predevsim jeji (polo)spojitosti.
Mnohozna¢na funkce miize byt spojita nebo pouze polospojita shora ¢i zdola. Po-
lospojitosti i spojitost jsou pro objasnéni demonstrovany na ptikladech. Pokud
se jedna o zobrazeni s kompaktnimi hodnotami, da se spojitost mnohoznac¢ného
zobrazeni definovat také pomoci Hausdorffovy metriky.

Abychom mohli pfejit k hledani rovnovahy v ekonomice definované Debre-
uem, je ale nejprve potfeba objasnit problematiku teorie her. O této discipliné
pojednava druha kapitola, ktera je rozdélena do tii podkapitol. V prvni podkapi-
tole je popsan rozdil mezi rozhodovaci situaci a hrou v normalnim tvaru. Protoze
se rozhodovaci situace déli na antagonisticky a neantagonisticky konflikt, rozli-
Suje se definice hry i pro tyto dva ptipady. Kazdou hru lze zapsat do matice
¢i dvojmatice a kazdy hra¢ hraje ve hie s néjakou svou strategii. Ta mtze byt
bud ryzi, nebo se provede smiSené rozsifeni maticové hry, které umoziiuje hraci
hrat ryzi strategie s ur¢itou pravdépodobnosti. Ve hie miize nastat tzv. Nashova
rovnovéha (neboli rovnovazny bod). Jeji obecnd definice, vyznam a priklady jsou
uvedeny v druhé podkapitole. Ve tfeti podkapitole je uvedena zakladni véta teorie
maticovych her, ktera ika, ze smisené rozsiteni kazdé maticové hry ma feseni. K
dikazu této véty se v diplomové praci vyuziva Kakutaniho véta, ktera neni nic
jiného, nez vétou dokazujici existenci pevnych bodi pro mnohoznac¢né funkce. I
tato véta bude v praci dokazana.

Cela druha kapitola je provazena vysvétlujicim piikladem hry “Kéamen, niizky,
papir” a jednim z cilii prace je ilustovat na této hie dikaz existence Nashovy

rovnovahy.



Na zékladé osvojeni si problematiky uvedené v prvni a druhé kapitole mu-
zeme prejit ke kapitole tfeti. Zde je uvedena abstraktni ekonomika jakozto hra s
N-tcastniky. Kazdy ucastnik mé svou vyplatni funkci a jeho rozhodnuti je ovliv-
néno rozhodnutim vsSech ostatnich tcastnikii. Toto rozhodnuti kazdého ticastnika
je popsano pravé mnohozna¢nou funkci. Pokud jsou splnény podminky formulo-
vané Debreuem, je v takto definované abstraktni ekonomice dosazeno Nashovy
rovnovahy. O tom hovofi lema 3.1 uvedena v zavéru diplomové prace.

Cilem prace je tedy zvladnuti zakladnich poznatki z teorie mnohoznac¢nych
funkci, nastudovani pojmii teorie her, provést ditkaz existence Nashovy rovnovahy
pomoci Kakutaniho véty, tento diikaz ilustrovat na vSeobecné znamém ptikladé
“Kamen, ntizky, papir” a na zavér vyuzit znalosti mnohoznac¢nych funkci a teorie

her k pochopeni rovnovahy v abstraktni ekonomice.



1 Mnohoznacéna zobrazeni

Definice a tvrzeni uvedené v této kapitole jsou ¢erpany z literatury [1].

1.1 Definice a znaceni

Mnohozna¢né zobrazeni je definovano nasledovné:

Definice 1.1. Necht X a Y jsou dva metrické prostory. Mnohoznacnym zobra-

zenim rozumime predpis

0: X =2V \ {0}, (1)

ktery kazdému bodu mnoziny X prifadi neprazdnou mnozinu bodt z Y.

Mnohoznacné zobrazeni se obvykle znaci:

p: X —Y. (2)

Obrazek 1: Piiklad mnohoznac¢ného zobrazeni R — R

Poznamka 1.1. Pokud kazdému bodu pfifadime jen jediny bod, hovorime o

jednozna¢ném zobrazeni a pouzivame znamy zapis ¢ : X — Y.



V riiznych literaturach se mtizeme setkat s odlisSnym znac¢enim mnohoznacné
funkce. Krom znaceni uvedeného v definici vyse, se pouzivaji rovnéz nasledujici

symboly:

V celé diplomové praci se pro mnohoznacnou funkci pouziva pravé symbol

7—" a symbol ”—" predstavuje vzdy funkci jednoznacnou.

1.2 Vlastnosti mnohoznacéného zobrazeni

Definice 1.2. Necht ¢ : X — Y je mnohoznacné zobrazeni ve smyslu predeslé

definice 1.1. Pak grafem I',, funkce ¢ rozumime mnozinu:

Iy ={(z,y) € X x Yy € o(z)}. (3)

Definice 1.3. Necht X, Y je dvojice metrickych prostort. Necht X NY # () a
p: X — Y, pak se bod x € X NY nazyva pevny bod zobrazeni ¢, jestlize
x € p(x). V pfipadé jednozna¢ného zobrazeni bude x = ().

Mnozinu pevnych bodt zobrazeni ¢ oznacujeme nasledovneé:

Fix(p) = {o € X|z € p(x)}. (4)

Definice 1.4. Necht ¢ : X — Y a B C Y je libovolnd podmnozina. Pak ¢~ *(B)
nazyvame malym vzorem a gpjrl(B) velkym vzorem zobrazeni p mnoziny B a jsou

definovany nasledovné:

¢ (B) ={z € X|p(z) C B}, (5)

v (B) = {z € X|p(x) N B # 0}. (6)
Poznamka 1.2. Je zfejmé, ze pro maly a velky vzor plati nasledujici inkluze:
p~1(B) C 9} (B).
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Priklad 1.1. Funkce ¢ : (0,00) —o R definovana

o(z) = { i%, 2) i;c;lfe (1,2), )

ma nasledujici velky a maly vzor:

Obrazek 2: Priklad malého a velkého vzoru

Piiklad 1.2. Pokud si zvolime podmnozZinu B néasledovné (viz obréazek 3), dojde

u malého vzoru u funkce ¢ definované v prikladu 1.1 ke zméné:

p(B) = (0,00),



Obrazek 3: Piiklad malého a velkého vzoru

Pro maly a velky vzor mizeme uvést nékolik vlastnosti (dalsi vlastnosti lze

nalézt napiiklad v [1] ).

Lema 1.1. Necht ¢ : X — Y je mnohoznacnd funkce, A C X a B C Y. Pak
plati:
X\¢'(B) D¢ (Y'\ B), (8)
X\ ¢ '(B)=¢ (Y\B). (9)

1.2.1 Spojitost a polospojitost mnohozna¢ného zobrazeni

Mnohoznac¢né zobrazeni muze byt polospojité shora, polospojité zdola nebo

spojité. Na tyto vlastnosti se zaméfime v nasledujicich definicich:

Definice 1.5. Mnohoznac¢né zobrazeni ¢ : X —o Y se nazyva polospojité shora,

jestlize pro kazdou otevienou podmnozinu U C Y je mnoZina ¢~ !(U) oteviend v

X.

Poznamka 1.3. Zkracené se pojem polospojita shora oznacuje z anglického né-

ZvVu upper semi-continnous jen u.s.c.
Pro zobrazeni polospojité shora plati nasledujici ekvivalence:

Véta 1.1. Mnohoznacné zobrazeni p : X — Y je polospojité shora prdave tehdy,
kdyz pro kazdou uzavrenou podmnozZinu A C 'Y je mnozZina gpjrl(A) uzavrend v

X.



Dikaz véty 1.1 souvisi s vlastnosti (8) a (9) malého a velkého vzoru, které

jsou uvedeny v lematu 1.1.

Navic pro graf takového zobrazeni plati nasledujici véta:

Véta 1.2. Jestlize zobrazeni ¢ : X — Y je polospojité shora, pak graf I', je

uzavrend podmnozina kartézského soucinu X X Y.
Dikaz véty 1.2 je uveden v literatufe [1| na strané 32.

Véta 1.3. Predpoklddejme, Ze K je kompaktni mnozina a ¢ : X — Y je mno-
hoznacné zobrazeni takové, Ze p(X) C K C Y, kde graf tohoto zobrazeni I'y, je

uzavreny v X X Y. Pak plati, Ze je zobrazeni ¢ polospojité shora.

Dikaz véty 1.3 je uveden v literatufe [1| na strané 33.

Vétu 1.3 lze ilustrovat na nasledujicich prikladech. Pro jednoduchost budeme
uzivat grafy mmnohoznacnych funkci z M; do M, kde My, My C R jsou vhodné

podmnoziny realné osy. Mnohoznacna funkce pak lze zapsat ve tvaru:
(Yol Ml —0 MQ. (10)

Priklad 1.3. Uvazujme ¢ : (0,1) —o (0,1) funkci definovanou nasledovné (viz
(

obrazek 4):
() :{ <

Chceme dokazat, ze je funkce ¢ polospojita shora. Muzeme to dokazat pomoci

Y

) pro € (0,5 U (4,1,
), prox = ;.

(11)

SN
(SN

9

definice 1.5. Tedy, jestlize pro libovolnou otevienou podmnozinu B C Y plati, ze
je mnozina ¢~ *(B) C X oteviend v X. To nastane, jestlize pro mnozinu B plati

nasledujici moznosti:

1) B je oteviend takova, ze (5, ) 7 B D (55, 5) = ¢ (B) = (0,3)U(3,0),

0
coZ je oteviena mnozina v (0, 1
2) B je oteviena takova, Ze (35, 15) C B = ¢ *(B) = (0,1), coZ je mnoZina

sama v sobé oteviena,
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3) B je oteviena takova, Ze B 2 (75, 55) = ¢ '(B) = {0}, coz je oteviena

mnozina.

Polospojitost shora mizeme ale dokazat i pomoci véty 1.1. Tedy, jestlize pro
libovolnou uzavienou podmnozinu B C Y plati, Ze je mnozina ¢;'(B) C X

uzaviena v X. Pro podmnoziny B musi platit nasledujici:

{0} = ¢ (B) = {0}, kde {0} je

1) B je uzaviena takova, ze BN (3, &%)

—_

uzaviena mnozina,

2) B je uzaviend takové, ze BN (55, =) # {0} = ¢;'(B) = (0,1), coz je v

(0,1) uzavfena mnozina,

3) B je uzaviend takové, ze BN (&, 5) # {0} ABN (55, &) =0 = ¢, (B) =

{3}, kde jednoprvkova mnozina je uzaviena,

4) B je uzaviend takova, ze BN (L, 2) {0} ABN (75, 35) =0 = ¢ 1(B) =

{1}, kde jednoprvkova mnozina je uzaviena.

dokazovani polospojitosti shora vychazet pfimo z definice 1.5 ¢i véty 1.1. Takové
priklady se vétsinou dokazuji nasledovné: protoze je z grafu I', funkce ¢ zfejmé,
Ze se jednd o uzavienou a omezenou (tj. kompaktni) podmnozinu kartézského

soudinu, pak dle véty 1.3 plati, Ze je funkce p(z) polospojita shora.

11
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Obrazek 4: Priklad 1.3 funkce polospojité shora

Uzitim velkého vzoru namisto malého vzoru vede k nasledujici definici:

Definice 1.6. Necht ¢ : X — Y je mnohoznacné zobrazeni. Jestlize pro kazdou
otevienou podmnozinu U C Y je mnozina ¢ '(U) oteviena v X, pak se zobrazeni

@ nazyva polospojité zdola.

Poznamka 1.4. I zde se zkracené pojem polospojita zdola oznacuje z anglického

nazvu lower semi-continnous jen l.s.c.

Jak mtzeme vidét v nasledujici véte, také zobrazeni, které je polospojité zdola

lze vyjadrit pomoci malého vzoru:

Véta 1.4. Zobrazeni ¢ : X — Y je polospojité zdola pravé tehdy, kdyz pro kaZdou

uzavienou podmnoZinu A C'Y je mnoZina o '(A) uzaviend v X.

Dikaz véty 1.4 vzchazi z definice 1.6 a vztahu 9.

V nasledujicim prikladu je uvedena funkce polospojita zdola.

12



Piiklad 1.4. Uvazujme ¢ : R —o R funkci definovanou nésledovné (viz obra-

zek 5):

(12)

Vyjdeme z definice 1.6. Funkce je polospojita zdola, jestlize pro libovolnou
otevienou podmnozinu B C Y plati, Ze je mnoZina ;' (B) C X oteviend v X.

Pro podmnozinu B musi tedy platit nasledujici:

1) B je oteviend takova, ze BN (0,1) = {0} = » '(B) = {0}, kde {0} je

oteviena,

2) B je oteviena takové, ze BN (0,1) # {0} = ¢ (B) =R, kde R je sama v

sobé oteviena,

3) B je oteviend takova, ze BN (3,1) # 0 ABN(0,1) = 0 = ¢, (B) =
(—00,3) U (3,00), coz je oteviend mnozina.

Miuizeme ale také vyjit z véty 1.4. Funkce je polospojita zdola, jestlize pro

libovolnou uzavienou podmnozinu B C Y plati, Ze je mnozina ¢~ *(B) C X

uzaviena v X. Pro podmnozinu B musi tedy platit nasledujici:

1) B je uzaviena takova, ze B D (0,1) = ¢ *(B) = R, coz je uzaviena

mnozina v R,

2) B je uzaviend takova, ze B = (0,1) = ¢7*(B) = {3}, kde jednoprvkové

mnozina je uzaviena,

3) B je uzaviena takova, ze (0,1) ¢ B # (0,3) = ¢ }(B) = {0}, coz je

uzaviena mnozina.

13
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Obrazek 5: Priklad 1.4 funkce polospojité zdola

Poznamka 1.5. Pro jednoznac¢né zobrazeni ¢ = f : X — Y se pojmy polospo-
jita shora a zdola pouzivaji také, ale v jiném slova smyslu. Aby se pravy vyznam
polospojitosti pouzivany u jednoznac¢nych a mnohoznac¢nych funkei rozlisil, pou-
ziva se nékdy v literatuie u mnohoznac¢nych funkci pojem hemicontinuity. U jed-
noznacnych funkci pojmy hemicontinuity shora a zdola splyvaji, protoze i malé a
velké vzory téchto funkci splyvaji. Tak vede pojem hemicontinuity jednoznacné
funkce na pojem spojitosti jednoznac¢né funkce v klasickém slova smyslu.
Protoze v mé praci polospojitost jednoznacnych funkci neuvazujeme, budeme
termin polospojita uzivat vzdy v souvislosti s mnohoznac¢nymi funkcemi ve vyse

popsaném smyslu.
O spojitosti mnohoznac¢ného zobrazeni mluvi néasledujici definice:

Definice 1.7. Necht ¢ : X — Y je mnohoznacné zobrazeni. Toto zobrazeni je

spojite, jestlize je zaroven polospojité shora a polospojité zdola.
Spojitd mnohoznac¢na funkce je uvedena v nasledujicim ptikladu.

Priklad 1.5. Uvazujme ¢ : (0,1) — (0,1) funkci definovanou nasledovné (viz
obréazek 6):
o(x) = (x,1), proxz € (0,1). (13)
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Funkce je spojita, jestlize pro libovolnou otevienou podmnozinu B C Y plati,
7e je mnozina ¢;'(B) C X oteviend v X a zdrovei pro libovolnou uzavienou
podmnozinu B C Y platit, e je mnozina ¢, '(B) C X uzaviend v X. MnoZina
B musi vypadat nasledovné:

1) B je libovolna uzaviend podmnozina takova, ze B C (0,1) = ¢ '(B) =

(0,y), kterad je uzaviena v (0, 1), kde y := max,cp B(z),
2) B je libovolnd oteviena podmnozina takovéd, ze B C (0,1) = ¢ (B) =
(0,y), ktera je oteviend v (0,1), kde y := sup,5 B(z).
Funkce je ale také spojita, jestlize pro libovolnou uzavienou podmnozinu B C
Y plati, Ze je mnoZina ¢ '(B) C X uzaviend v X a zaroveni pro libovolnou
otevienou podmnozinu B C Y platit, Ze je mnozina ¢~ !(B) C X oteviend v X.
Mnozina B pak musi vypadat nasledovné:
1) B je libovolna uzaviend takova, ze B = (z,1) = ¢ *(B) = (z,1), coz je
pro libovolné z € (0, 1) uzaviend mnozina v (0, 1),
2) B je libovoln4 uzaviend takovd, ze (0,1) D B # (x,1) = ¢ }(B) = {0},
coz je pro libovolné z € (0, 1) uzaviend mnozina v (0, 1),
3) B je libovolnd oteviend takovd, ze B = (z,1) = ¢ *(B) = (z,1), coz je
pro libovolné z € (0, 1) oteviend mnozina mnozina v (0, 1),
4) B je libovolnd oteviend takovd, ze (0,1) D B # (x,1) = ¢ Y(B) = {0},

coz je pro libovolné z € (0, 1) oteviend mnozina v (0, 1).

Poznamka 1.6. Rovnéz funkce uvedena na obrazku 1 je prikladem spojité funkce.

15
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Obrazek 6: Priklad 1.5 funkce spojité

1.2.2 Hausdorffova metrika

Definice 1.8. Necht X = (X,d) je metricky prostor s metrikou d a A C X
je podmnozina X. Pak e-okolim mnoziny A je mnozina A. C X definovana
nasledovné

A, ={xeX:qye A dx,y) <ce}. (14)

Definice 1.9. Hausdorffova vzddlenost dpy(A, B) dvou mnozin A, B C X je

definované nésledovné:
dy(A, B) = max{inf{c|B C A.}, inf{c|A C B.}}.

Jak se Hausdorffova vzdéalenost odhali, mizeme vidét na nésledujicich obraz-
cich 7, 8. U kazdé z mnoziny zvétsujeme jeji okoli tak dlouho, dokud toto okoli
nepohlti celou druhou mnozinu. Najdeme nejkratsi vzdalenost jedné mnoziny od
zvétseného okoli druhé mnoziny a druhé mnoziny od zvétseného okoli prvni mno-
ziny. Tyto dvé nejkratsi vzdalenosti porovname a vybereme tu nejdelsi. Takto

vybrana nejdelsi vzdalenost predstavuje Hausdorffovu vzdalenost.
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Obrazek 7: Nalezeni Hausdorflovské vzdalenosti

V pripadé zobrazeni s kompaktnimi hodnotami mtzeme ekvivalentné defino-

vat spojitost mnohoznac¢ného zobrazeni pomoci Hausdorffovy metriky.

Definice 1.10. Zobrazeni ¢ : X — X s kompaktnimi hodnotami je hausdorf-
fousky spojité, jestlize Ve > 0 30 > 0: d(x,y) < 0 = du(p(z),o(y)) < €, kde =,
y jsou body z mnoZiny X a ¢(x), ¢(y) jsou kompaktni obrazy bodt z, y.

Spojitost pomoci Hausdorffovy metriky popisuje véta:

Véta 1.5. Mnohoznacné zobrazeni F : X —o X s kompaktnimi hodnotami je

hausdorffouvsky spojite, pravé tehdy kdyz je zdaroven u.s.c. i l.s.c.

Dikazy vét 1.5 nalezneme v literatufe [1] (na strané 56).

Priklad 1.6. Necht X =Y = (0,1), F': (0,1) — (0,1) zobrazeni definované

17



__________

Obrazek 8: Nalezeni Hausdorffovské vzdalenosti

nésledovné (viz obrazek 9):

0 ={ (o) s o 15

pak F'je l.s.c. s kompaktnimi hodnotami, ale

dg(F(0), F(x)) =1, pro vsechny z € (0,1).

Z toho plyne, ze F' hausdorffovsky spojité neni a vzhledem k vété 1.5, neni
ani polospojité shora. Rovnéz obracené: jelikoz graf F' evidentné neni uzavieny,
nemiize byt F' podle véty 1.2 polospojité shora, a tudiz vzhledem k vété 1.5 ani

hausdorffovsky spojité.
Plati také nasledujici tvrzeni:

Véta 1.6. Jestlize F' : X — X je hausdorffovsky spojité s omezenou a uzavrenou

mnozinou hodnot, pak F' je l.s.c.

Dikazy véty 1.6 nalezneme v literatufe [1] (na strané 58).
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A 4

— L __ __

Obrazek 9: Zobrazeni F(x) z piikladu 1.6

Poznamka 1.7. Z véty 1.6 je ziejmé, ze pokud hausdorffovsky spojité zobrazeni
F nema kompaktni hodnoty, pak nemusi byt vzhledem k vété 1.5 polospojité

shora a tudiz vzhledem k definici 1.7 neni ani spojita.
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2 Uziti mnohoznac¢nych funkci v ekonomii

Nejprve je potfeba objasnit problematiku teorie her:

2.1 Uvod do teorie her

Definice a tvrzeni v této podkapitole jsou ¢erpany prevazné z literatury [6].

2.1.1 Vyvoj teorie her

Pocatky teorie her spadaji az do 17. stoleti a jsou spojeny se vznikem teorie
pravdepodobnosti a analytickych metod resent extremdlnich uloh. Prvni problémy,
které teorie her fesila, se tykaly jen ¢iselného popisu rtiznych zabavnych salénnich
a hazardnich her, jako naptiklad Sachy, karty, hry s kostkou a podobné. Cilem bylo
matematicky vytesit problém nalezeni z mnoziny pripustnych variant rozhodovani
hract pravé tu variantu, kterd by maximalizovala hra¢ovu vyhru. [17, 6]

A7 postupem casu se teorie her zacala aplikovat na ekonomickou problema-
tiku. Tak je tomu napiiklad v publikaci Leona Walrase [11], ktera je zamérena
na hledani rovnovazného stavu a rovnovazného feseni. Obohacenim védy bylo i
vymezeni pojmi z oblasti paretovské optimality Vilfredem Paretem [3] a z oblasti

teorie konfliktu s jednim dominantnim hrdcem od H. von Strackelberga. [10]

Nejvyznamnéjsi meznik nastal az v roce 1944, ktery verejnost zacala pova-
zovat za rok polozeni zakladi matematické teorie her. V tomto roce vydavaji J.
von Neumann a O. Morgenstern knihu s nazvem “Theory of Games and Econo-
mic Behavior” zavadéjici teorii maticovych her a obsahujici nadznak teorie uZitku.
Tito autori také navrhli koncepci teoretického feseni koalicnich her, avsak pouze
se dvéma hraci [7]. Kolem roku 1945 méla teorie her velkou nadéji prosadit se
v aplikacich v ekonomii, pfedevsim ve vojenskych strategiich a taktikach. Teorie
von Neumanna byla vSak omezena pouze na dva hrace. Bylo ji tfeba rozsirit. S
tim prisel J. F. Nash, ktery hru zobecnil na hru s N hraci a zaroven zavedl obecny
pojem rovnovahy, ktery dokazuje, ze kazda kone¢nad hra musi mit aspon jednu

rovnovéhu. [17, 5]
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V soucasnosti je teorie her disciplinou aplikované matematiky analyzujici Si-
roké spektrum konfliktnich rozhodovacich situaci. Resi konflikty mezi obchod-
nimi spole¢nostmi, vojenskymi jednotkami, ale naptiklad také mezi vériteli, je-
jichz dluznik skoncil bankrotem a zbyla castka nepokryva vsSechny dluhy, fesi
spolupraci lidi s riznymi preferencemi atd. Rozhodovaci situace mohou nastat
kdekoliv, kde dochazi ke stietu zajmti. Teorie her proto nachéazi své uplatnéni v

mnoha oblastech lidské ¢innosti. [13, 0]

2.1.2 Rozhodovaci situace a hra

Cilem teorie her je popis rozhodovacich situaci, pochopeni chovani jednot-
livych Gcastnik a poskytnuti navodu, jakou strategii maji jednotlivi icastnici
zvolit. Na zacatek je tfeba objasnit nékolik pojmu [6].

Rozhodovaci situace je situace, kdy si ucastnik musi vybrat jednu ze dvou
nebo vice moznosti, které patii do jemu zndmé mnoziny. Pficemz vybrané roz-
hodnuti jednoho hrace ma urcity disledek pro vSechny ztucastnéné hrace. Budeme

uvazovat konflikini rozhodovaci situace, které se déli na:

- antagonistické - jedna se o konflikt mezi dvéma tcastniky s naprosto proti-
chtidnymi zajmy. Spoluprace zde proto nema zadny vyznam a nedochéazi tak
k ovliviiovani sebe navzajem. Klasickym piipadem jsou vojenska stietnuti

nebo hra “Kamen-ntzky-papir”.

- neantagonisticke - kazdy z ucastnikil si haji své zajmy, které vSak nemuseji
byt v pfimém rozporu se zajmy druhého tucastnika. Existuji zde dvojice
rozhodnuti vyhodné soucasné pro oba tcastniky. Tomuto stavu se 1ika rov-
novazny bod (viz nize) a zalezi na kazdém ucastnikovi, zda jej bude volit,
nebo se odkloni. Pricemz odklonem si vétSinou sice pohorsi, ale miize po-
skodit zaroven i ostatni. Piikladem je napf. Lov jelena (viz. kapitola 2.2.4).
Tyto konflikty maji v praxi mnohem vétsi vyuziti nez antagonistické.

U konfliktnich neantagonistickych situaci mohou nastat dva pripady. Toto

déleni plati i pro hry s vice nez dvéma hradi.
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- kooperativni pripad - pred volbou rozhodnuti je moznost uzavirat s nékte-
rym jinym ucastnikem, ¢i ucastniky, smlouvy o tom, jakou volbu zvoli. Tito
ucastnici mezi sebou utvari tzv. koalice. Diky spolupraci mohou tcastnici
ziskat moznosti, které by pro né samotné nebyli dostupné. Prikladem muize

byt vytvareni vladnich koalici.

- nekooperativny pripad - smlouvy neni mozné uzavirat. Vyskytuje se v situ-
acich, kdy jsou naptiklad dohody protizakonné. Takovym piikladem muiizou
byt kartelové dohody o cenach vyrobki. Nekooperativni pripad je i tvz.

abstraktni ekonomika, popsana ve treti kapitole.

Rozhodovaci situace se da popsat matematickym modelem pomoci tzv. hry v

normalnim tvaru.

Definice 2.1. Necht je ddna kone¢né neprazdnd mnozina (Q o N prvcich, tedy

Q={1,2,...,N}, (16)
jejiz prvky nazveme hrdaci. Dale necht je ddno N mnozin Xq,..., Xy a N funkci
Ur(z1, ... xN), .., Un(z1,. .., xy) definovanych na kartézském soucinu X = X x
Xo X ... x Xyn. Hru o N hrdcich v normdlnim tvaru nazveme mnoZzinu

H == {Q;Xl,...,XN;Ul(ZL‘l,...,CCN),...,UN(lL‘l,...,CCN)}, (17)

kde

Q@ je mnozina hrdci,

X, je mnozina strategii i-tého hrace,

prvky x; mnoziny X; nazveme strategiemi i-tého hrace,

funkei U;(z1, ..., £5) nazveme vyplatni funkci i-tého hrace. Predstavuje to, co
dostane i-ty hrac, pokud 1. hra¢ hraje se strategii =i, ..., N-ty hraje se

strategii xy,

X je mnozina vSech strategii vSech hrac¢a (=strategicky prostor),
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- x = (x1,...,zN) je vektor strategii jednotlivych hraci.

Takto definovanou hru chapeme jako matematicky model rozhodovaci situace:
kazdy hra¢ musi zvolit néjaky prvek z; ze svého prostoru strategii X;. Poté hraci
zvefejni své volby a hra¢ i dostane vyplacenou éastku Uj(z;,...,zn), kde za

xi,...,xy jsou dosazeny zvolené strategie jednotlivych hrac¢a. [6]

Priklad 2.1. Typicky prikladem hry N hrac¢t v norméalnim tvaru je zndma hra
“Kamen-niizky-papir”. Budeme uvazovat hru, kde vyhrou je 1K¢, v pripadé pro-
hry hra¢ o 1K¢ ptijde a v pfipadé remizy (hraci zvoli stejné strategie) bude pfinos

ze hry pro kazdého nulovy.

N =2, jedna se o hru o dvou hracich,

X7 = {x1, 22, x3} je mnoZina strategii 1. hréce,

x1 = dam kdmen (K)
xo = dam nizky ()

x3 = dam papir (P)

Yo = {y1,v2,y3} je mnoZina strategii 2. hréce,

y1 = dam kamen (K)
y2 = dam nuzky (N)
y3 = dam papir (P)

X = {(K,K),(K, P),(K,N),(N,N), (N, K), (N, P), (P, P), (P, K), (P, N)} je

strategicky prostor,

vyplatni funkce 1. a 2. hrace vypadaji nasledovneé:
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U1 K N P U2 K N
K 0 1] -1 K -1

1. hrac N l1alol 1 Lhrac 1]0]|-1
P |11 P|l-1]1]0

Jak mtzeme vidét v nasledujici tabulce, je tfeba rozliSovat dvoji terminologii

podle oblasti pouziti. [0]

’ Zmnaceni H Matematické modely H Realné rozhodovaci situace
H hra v normalnim tvaru rozhodovaci situace
i €Q hrac ucastnik
r; € X; strategie i-tého hrace rozhodnuti i-tého tcastnika
X; mnozina strategii i-tého hrace || mnozina rozhodnuti i-tého tcastnika
Ui(xiy...,zN) vyhra i-tého hrace disledek i-tého tcastnika
U, vyplatni funkce i-tého hrace uzitek i-tého ucastnika
hra s konstantnim souc¢tem antagonisticky konflikt
hra s nekonstantnim souctem neantagonisticky konflikt

Co se tyce hracad, vétsina matematickych modelt z oblasti teorie her predpo-
klada racionalitu ucastniki. Tedy, ze se bude kazdy hra¢ chovat tak, aby maxi-

malizoval sviij zisk.

2.1.3 Antagonisticky konflikt

Na antagonisticky konflikt je hra dvou hract s konstantnim souctem. Tedy
takova, ve které plati, ze pro kazdou volbu strategii je soucet vyplatnich funkci

(vyher) vSech hract konstantni. Matematicky model této hry vypada nasledovné:
H={Q={125X,Y;Ui(z,y),Uz(2,y)}, kde Ui(z,y)+Us(z,y) =K, (18)
kde K # 0 je konstanta.
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Specialnim pfipadem hry s konstantnim souctem je hra s nulovym souctem,
kde vyhra jednoho hrace predstavuje prohru u druhého. Neboli, algebraicky sou-
¢et vyher v8ech hrac¢i je roven nule pro Vx € X (tedy K = 0). Tomu je tak napii-
klad i u hry “Kamen-ntzky-papir”. Matematicky model hry s nulovym souctem
je:

H={Q={125X,Y;U(z,y)} (19)

Pouzivame vyplatni funkci pouze jednoho hrace, protoze pro hru s nulovym

souctem plati:

Ui(z,y) + Us(z,y) =0
Ul(may) = —Ug(x,y)

Vyplatni funkce hra¢t mizeme znacit:

Ui(z,y) = U(z,y)
U2(J77y) = _U<I7y)

Kli¢ovym pojmem teorie her je tzv. Nashova rovnovdha (oznacovéana také jako

rovnovazny bod):
Definice 2.2. Nechf mame hru s konstantnim souc¢tem
H={Q =112} X,Y;Ui(2,y),Us(z,y)} kde Ui(z,y)+ Us(z,y) = K. (20)
Pak dvojici strategii (Z,7) nazveme Nashovou rovnovahou, jestlize plati
Ur(z,y) < Ui(@,9) A U2(T,y) < Ua(T,7), (21)

pro vSechna r € X ay € Y. T € X je rovnovdZnd strategie 1. hrace ay € Y

rovnovaznd strategie 2. hrdce

Nashova rovnovaha je ve hie s konstantnim souctem takova strategie, kde
odchyleni od této strategie jednim hracem nepfinese tomuto hraci zadny piinos,
pficemz strategie ostatnich hraca jsou neménné. (Tomuto pojmu bude pozdéji
vénovana celd kapitola.)
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Hru s nulovym souctem, jejiz vyplatni funkce je U(i,j) = a;; (kde ¢ =

1,...,m, j=1,...,n), miZeme reprezentovat pomoci matice A
a1 ai2 ... Aip
21 A92 ... A2pn
A= . . , (22)
Am1 Am2 - - - Amn

kde opét plati

Pti hledani Nashovy rovnovahy maticovych her antagonistického konfliktu,

hledame prvek a;7, ktery je nejvétsim prvkem ve sloupci j a souCasné je nejmensim

v fadku 7. Pro tento prvek plati:
Uz, y) <U@,y) A=U(T,7) =2 -U(T,y)
a protoze plati
—U(z,y) 2 -U(z,y) « Uz, y) <U(7,y),
pak ziskdme tzv. sedlovy bod
Uz, y) <Ux,y) <U(T,y).
Priklad 2.2. V nésledujici maticové hie

3 —1

1
-2

LW =~ Ot

2
3
bude podle vyse uvedené vlastnosti rovnovazny bod dan strategiemi na pozici(2,2).

Hra reprezentovana matici A ma Neshovu rovnovahu v tzv. ryzich strategiich,
jestlize ma matice A sedlovy bod. Jestlize matice sedlovy bod nemé, musi se

provést tzv. smiSené rozsifeni maticové hry.
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Priklad 2.3. U hry “Kamen-niizky-papir” matice vypada:

0 -1 1
1 0 -1
-1 1 0

a protoze zde sedlovy bod nenalezneme, nema tato hra v ryzich strategiich Na-

shovu rovnovahu.

Definice 2.3. Necht mame danu maticovou hru. Pak hra dvou hrac¢t s nulovym

souctem, jejiz prostory strategii jsou

(X)={z:2=) pfz; kde Y pf=1,p" >0z €X},
1=1

i=1

V)={y:y=> pjy; kde Y pj =1p] >0,y,€Y},
j=1

j=1
s vyplatni funkci

m n

Ulz,y) =Y playp) =p* Ap". (23)

i=1 i=1
nazveme smisenym rozsirenim maticové hry.

Jestlize jsou strategie z prostori X a Y, nazyvame je ryzimi strategiemi,
zatimco prvky z prostort (X) a (Y) jsou smisené strategie. [6] SmiSené rozsireni
tedy umoznuje hraci volit jednu z ryzich strategii s néjakou pravdépodobnosti

(¥ resp. p)).

Priklad 2.4. Protoze hra “Kamen-nizky-papir” nema rovnovazny bod pfi ryzich
strategiich, musime provést smisené rozsiteni maticové hry.
Nejprve budeme predpokladat, ze prvni hrac voli strategie K, N, P s pravdeé-

podobnostmi



a druhy hrac s pravdépodobnostmi

Pak nam vyplatni funkce

0 1 -1 0

Uz,y) =p~ Ap" = (5, 5.0)| -1 0 1 Ll =—0,63  (24)
1 -10/)\2

—

udéava stfedni hodnotu vyhry (v tomto ptipadé prohry) prvniho hrace. Tedy, ze
pri danych smisenych strategiich prvni hrac¢ prohraje priimérné na jednu hru 0,63
koruny. Zde se nejedné o Nashovu rovnovahu, protoze kdyby se hraci odklonili od
téchto smisenych strategii, mohli by si hraci polepsit. Druhy hrac by si naptiklad
polepsil, pokud by pfi dané smiSené strategii prvniho hrace zacal hrat jen papir.
Pak by stfedni vyhra prvniho hrace byla U(z,y) = —0,8 (a ofekédvand vyhra
druhého hrace by v kazdé hie byla 0,8 koruny).

Pokud by oba hraci hrali nasledujici smisené strategie

1 1 1
1 _ - 1:_ 1:_
pK_Ba PN 37 pPp 3
a
1 1 1
2 _ 2:_ 2:_
pK_37 pN 37 pP 37

zarucuje jejich volba, Ze protihraci k vétsi vyhife nepomuze zadna strategie.
Vyplatni funkce prvniho hrace bude U(z,y) = 0. Plati, Ze ofekdvana vyhra prv-
niho hrace (a soucasné i druhého) bude rovna nule, at tento hraé zvoli jakoukoliv
smisenou strategii. V tomto pripadé se tedy jednéd o Nashovu rovnovahu. Mi-
zeme to dokézat sporem. Jestlize smiSené strategie (%, %, %) u obou hrac¢t nejsou
Nashovou rovnovahou, vychyleni od téchto strategii povede k zisku.

Tedy existuje x,y :

0 1 -1 !
[t4+2, t4+y t—@+y][-10 1 2] >o0
1 -10 3
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coz ale evidentné neni pravda.
Strategie jednotlivych hracht si mizeme zakreslit do simplexu, ktery je uve-
den na obrazku 10. Vrcholy predstavuji ryzi strategie, smisené strategie lezi na

hranach a uvnitt trojihelniku.

smisena
strategie

5
P

Cista
K strategie

v

Obréazek 10: Simplex strategii jednotlivych hract

2.1.4 Nentagonisticky konflikt

Mnohem c¢astéji nez s antagonistickymi konflikty, v nichz zajmy obou ucast-
nikl jsou protichidné, se setkavame s konflikty, v nichz kazdy ze dvou inteligent-
nich Gcastnik zastava své vlastni zajmy, které ale nemusi byt piimo protichiidné
se zajmy druhého tcastnika. [6] Matematickym modelem této hry je hra dvou

hracu s nekonstantnim souctem

I tuto hru mizeme zapsat do matice. Predpokladem je, Ze mnozina strategii
kazdého hréce je koneéné, tzn. X = {1,... ,m}aY = {1,...,n}. Vyplatni funkce

jednotlivych hraci zapsané maticoveé vypadaji:
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Ui(m,n) = am, a Us(m,n)= by,

kde
ail Az ... Qip b1 bia ... by
A a?1 a?Q a?n B_ 6?1 b?Q ... bay (26)
a,;ﬂ a,.ng an.m b1 bma ... by
Hru pak mizeme zapsat pomoci tzv. dvojmatice:
(a11,011)  (a12,b12) .. (a1, b1n)
(A, B) _ (CL21,.521) (a22?b22) (Cl2m.b2n) . (27)

(amh bml) (amQa bm?) cee (amna bmn)

Je treba rozlisovat kooperativni hry a nekooperativni. Protoze v diplomové
praci uvazujeme jen nekooperativni hry, uvedeme definice pouze pro tento typ
her.

V pfipadé neantagonistického konfliktu mutize mit hra vice Nashovych rovno-

vah.
Definice 2.4. Méjme danu hru dvou hract s nekonstantnim souétem
H={Q =112} X,Y;Ui(z,y),Us(z,y)} kde Ui(z,y)+ Us(z,y) # K. (28)
pak dvojici strategii T,y nazveme Nashovou rovnovdhou, jestlize plati soucasné:
Ui(z,9) < Ui(Z,79)

Us(Z,y) < Ux(Z,7),

pro vSechna x € X ay € Y. T je rovnovazna strategie 1. hrdce a y rovnovaznd

strategie 2. hrdce.

Coz znadi, ze v pripadé, Ze se i-ty hrac¢ rozhodné pro jednostrannou zménou
své strategie, nijak si tim nepomtize. Vidime, ze Nashova rovnovaha je pro hru s

konstantnim i nekonstantnim souctem definované totozné.
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Ve hie zapsané do dvojmatice hleddme Nashovu rovnovédhu (rovnovazny bod)
(a,b) tak, ze za ¢islo @ bude vybrano nejvétsi ¢islo ve sloupci pro 1. hrace a za

¢islo b nejvétsi v tadku pro 2. hrace.

Priklad 2.5. V uvedené dvojmaticové hie

(37 3) <_47 2)
existuje vice sedlovych bod, jsou to body strategii na pozicich (1, 1) a (2, 2).

Znamena to tedy, ze ma hra dvé Nashovy rovnovahy.
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2.2 Nashova rovnovaha

Tato podkapitola je ¢erpana prevazné z literatury [6] a [15].

2.2.1 Definice

Vsimli jsem si, ze Nashova rovnovaha se pro hru s konstantnim souctem i
nekonstantnim souctem definuje stejné. Mtuzeme proto definici zobecnit pro hru

s N hréci nésledovné:

Definice 2.5. Necht je ddna hra s N hraci v normélnim tvaru. N-tici strategii

T = (T1,...,Zy) nazveme Nashovou rovnovihou této hry, jestlize plati

Ui(fl,...,fi_l,l'i,fi_ﬂ,...,f]v)SUi(fl,...,fN), izl,...,N, VI'ZGXZ
(29)

Jinak TeCeno strategie T; je bodem maxima
Ui(jl7'"7Ei—17xiafi+17"‘7fN)7 (30)

pro vSechny z; € X; a slozka T; se nazyva rovnovdznd strategie i-tého hrace.
Jestlize je nerovnost v definici ostra (tzn. misto < plati < pro vSechny hrace)
je pak rovnovaha oznacovana ostrou Nashovou rovnovdhou.
Strategie muze byt bud ryzi nebo smiSena a od toho se odviji i ryzi a smiSenéa

Nashova rovnovéaha.

2.2.2 Vyznam

Jestlize si kazdy hrac¢ zvoli urcitou strategii a zména by danému hraci ne-
prinesla zadny prospéch, pricemz ostatni hraci svou strategii neméni, pak dany
nastaveny soubor strategii tvori Nashovu rovnovahu. V Nashové rovnovaze nema
nikdo divod svou strategii ménit.

Jinymi slovy, je to takova kombinace strategii vsech hract, kdy zvolena stra-
tegie kazdého hrace, s ohledem na zvolené strategie ostatnich hract, je ze vSech

moznych ta nejlepsi. Takto zvolena strategie se nazyva “nejlepsi odpovéd” a
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predstavuje pro hrace nejpriznivéjsi vysledek v zavislosti na strategiich ostatnich

hraci.

Nashova rovnovaha vsak nemusi nutné znamenat pro vSechny hrace dohro-
mady nejlepsi vysledek, prestoze je v jistém slova smyslu optimalni. Ve vétsiné
pripadt by dokonce hraci mohli svou vyplatni funkci vylepsit, pokud by se na
strategiich mohli dohodnout. Dosazeni Nashovy rovnovihy tak nutné neznamena
pro vSechny strany zisk. To lze pozorovat napiiklad v tzv. Véziové dilematu [15]

(viz kapitola 2.2.4).

Nashova rovnovaha se vyuziva k predvidani rozhodnuti jednotlivych subjekti,
ktefi se rozhoduji soucasné a jejich rozhodnuti zaviseji na rozhodnutich ostat-
nich. Pokud budeme nahlizet na jednotlivd rozhodnuti oddélen€, nebo budeme
ignorovat mozné myslenkové postupy druhého, vysledek hry nebudeme schopni
predpovédét a nedosdhneme Nashovy rovnovdahy. Proto musi byt kazdé hracovo
rozhodnuti uvazovano v souvislosti se vSemi moznymi rozhodnutimi ostatnich

hraci.

2.2.3 Nalezeni

Pfi nalezeni musime rozliSovat, zda mame hru s konstantim souc¢tem (antago-
nisticky pfipad), nebo s nekonstantnim sou¢tem (neantagonisticky piipad). Jak

se rovnovaha nalezne, jsem si popsali vySe u kazdé hry zvIast.

2.2.4 Piiklady

Nashova rovnovaha nam poskytuje zpiisob, jak predvidat co se stane, jestlize
nékolik lidi, ¢i spolecnosti, provede ve stejny cas néjaké rozhodnuti a jestlize
je vysledek zavisly na rozhodnuti ostatnich. Je vyuzivana v riznych situacich
jako je valka, ¢i vojenské zbrojeni. Tato rovnovaha vysvétluje napt. i véznovo
dilema. Dale se vyuziva pii studiu, do jaké miry spolu mohou spolupracovat lidé s
odlisnymi preferencemi (napi. bitva dvou pohlavi), zda se lidé odhodlaji riskovat,

aby dosahli vysledku pomoci spoluprace (napf. lov jelena). Dalsi aplikace simuluji
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dopravni zacpy, organizovani aukci, ale také napriklad trestné kopy ve fotbale.

[15]

Nyni si ukazeme, jak se Nashova rovnovaha nalezne u nasledujicich prikladi.

Lov jelena

Lov jelena je klasickou ukazkou kooperativni hry se dvéma hraci a dvéma stra-
tegiemi. Jestlize budou hraci spolupracovat, prijmou strategii, ktera bude pro oba
nejvyhodnéjsi. U lovu jelena predstavuji strategie “lov jelena” nebo “lov zajice”.
Pticemz, jestlize ulovi jelena, ziskaji mnohem vice masa (4 jednotky uzitku),
nez kdyz ulovi zajice (1 jednotka uzitku). Podminkou je vSak spoluprace. Proto,
jestlize se rozhodne pro lov jelena jen jeden, zatimco druhy bude lovit zajice,
prvni hrac¢ neulovi nic. Ziska tak 0 jednotek uzitku, kdezto lovec zajice jen 1 jed-
notku. Kdyby se ale rozhodli oba hraci spolupracovat, mohli by si rozdélit tlovek
v pomeéru 2 a 2 jednotek uzitku.

Ve hfe existuji dvé Nashovy rovnovéhy, strategie jelen-jelen (pokud se oba
rozhodnou lovit jelena spoleéné), nebo zajic-zajic (jestlize lov jelena zamitnou

oba a ulovi si jen zajice).

(1. lovec, 2. lovec) jelen zajic
jelen {2, 2) (0, 1)
zajic {1, 0) (1, 1)

Obrazek 11: Lov jelena

Véznovo dilema

Dalsim ptikladem pro hledani Nashovy rovnovahy je wvéznovo dilema, které
predstavuje nekooperativni hru se dvéma hraci a dvéma riznymi strategiemi.
Hry se ucastni dva obzalovani, ktefi jsou obvinéni z mensiho a vétsiho zlocinu.

Mizeme uvazovat priklad, kdy obzalovani ukradli obraz, ktery byl ale pocakany
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krvi. Kradez obrazu je u obou obvinénych zietelna, zaroven jsou ale podezieli i z
vrazdy. Obvinéni jsou vyslychani v oddélenych mistnostech. Pokud se navzajem
nezradi, nemize jim byt vina vrazdy prokazana. Tudiz dostanou oba trest pouze
za kradez obrazu, a to dva roky. Jestlize ale zradi jen jeden druhého, bude mu
za spolupraci v pribéhu vysSetfovani zmirnén trest na 1 rok, ale druhému za
usvédceni z vrazdy bude trest zvysen na 10 let. Pokud se udaji oba dva navzajem,
dostane kazdy 7 let.

Ve dvojmatici miizeme u strategie (zradi, zradi) pozorovat maximum v fadku
u jednoho obvinéného i maximum ve sloupci u druhého obvinéného. Vézriovo
dilema ma proto pouze jednu Nashovu rovnovahu: jestlize oba zradi. Zajimavé
na tomto pripadu je, Ze stav nespoluprace neni rozumny z pohledu maximalizace
uzitku obou hraci dohromady. Pfi strategii (nezradi, nezradi) by za miiZemi byli

dohromady pouze 4 roky, zatimco pfi rovnovéaze (zradi, zradi) 14 let.

{1. obvinény, 2. cbvinény) ] nezradi zradi
nezradi {(-2,-2) | (-10,-1)
zradi (-1,-10) | ({-7.-7)

Obrazek 12: Véziovo dilema

2.2.5 Historie

Koncept reseni Nashovy rovnovahy byl vysloven jiz mnohem diive nez se vi-
bec J. F. Nash narodil. Prvni aplikaci “Nashovy rovnovahy” v matematickém
modelu pouzil Antoine Augustin Cournot ve své teorii oligopolu [9]. Uvazoval
n vyrobct jednoho produktu, z nichz kazdy prispiva nezanedbatelnou casti k
celkovému mnozstvi daného produktu na trhu. Cilem kazdého vyrobce je maxi-

malizovat sviij zisk, musi ale prihlédnout k mnozstvi nabizenych vyrobkl ostat-
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nimi vyrobci. Na tuto situaci pohlizel Cournot jako na hru s n hraci, z nichz
kazdy hleda optimélni mnozstvi daného produktu, které ma vyrabét. Vysledkem
je rovnovazny bod, ve kterém firma spravné odhadne vystupy ostatnich vyrobcti,
¢imz bude na trhu nabizeno presné celkové poptavané mnozstvi daného produktu.
Jedna se tedy o strategii Nashovy rovnovahy.

Protoze teorie oligopolu popsané A. A. Cournotem pochazi jiz z roku 1838,
mohla by se naskytnout otazka, zda “Nashové rovnovaze” patii privlastek pravé
“Nashova”. Cournot metodiku ovSem pouze aplikoval, zatimco az s ptrichodem
Nashe byla zavedena obecna formulace problému analyzy rovnovahy, rovnovaha

dokazéana a polozen zaklad pro feSeni konceptu nekooperativni teorie her. [10]

Definice Nashovy rovnovahy v dnesnim slova smyslu plyne spise z pojmu “smi-
Senych strategii”, ktery byl predstavem J. von Neumannem a O. Morgensternem
v knize “The Theory of Games and Economic Behavior” [7]. Tito matematici
také prisli se zasadnim zjisténim, Ze si racionalni hrac¢ musi zvolit svou strategii
jesté pfed zacatkem hry, pricemz zvolend strategie predpovidéd informace o vSech
moznych situacich, ve kterych by se v prubéhu hry hra¢ mohl diky strategiim
ostatnich hract ocitnout. Toto zjisténi vede k zavéru, ze kazdy hra¢ musi zvo-
lit svou strategii, aniz by byl informovan o volbé strategie druhého hrace. Hraci
tudiz delaji sva strategickd rozhodnuti nezavisle. Nicméné Neumannova a Mor-
gensternova analyza byla omezené na specialni pripad hry dvou hraca s nulovym
souctem.

Nash v ¢lanku z roku 1951 “Non-Cooperative Games” ([19]) ptispél definici
smisenych strategii pro hry s kone¢nym poctem hract. Timto zavedl obecny po-
jem rovnovahy a dokazal, ze kazda takova hra musi mit alespon jednu rovnovahu
(viz dale).

Pozdéji doslo k rozsifeni konceptu Nashovy rovnovahy naptiklad i na opako-

vané hry ¢i na hry s absenci informace o hrac¢ové preferenci. [15]
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2.3 Zakladni véta teorie maticovych her

Jak jsme si vsimli, Nashova rovnovaha nastava jak u antagonistickych, tak
u neantagonistickych konflikti. Vidéli jsem, Zze pokud rovnovahu nelze nalézt
u ryzich strategii, vzdy existuje né€jaké smisené rozsiteni maticovych her, které

feseni ma. Toto popisuje nasledujici véta:

Véta 2.1 (Zakladni véta teorie maticovych her). Smisené rozsireni kazdé mati-

cové hry md feseni (tzv. Nashovu rovnovdhu,).

Pro dokézani existence Nashovy rovnovahy (rovnovazného bodu) se vyuziva
Kakutaniho véta o pevném bode, ktera neni nic jiného nez vétou dokazujici exis-
tenci pevnych bodd pro mnohozna¢nou funkci. Véta byla vyslovena Shizuonem
Kakutanim v roce 1941. [3]

Kakutaniho véta o pevném bodé poskytuje postacujici podminky, aby mno-
hoznacna funkce definovand na kompaktni a konvexni podmnoziné eukleidov-
ského prostoru, mély pevny bod. Definice pevného bodu (1.3) je uvedena v prvni

kapitole.

Véta je zobecnénim Brouwerovy véty o pevném bodé, ktera dokazuje existenci

pevného bodu spojitych funkeci.

Véta 2.2 (Brouwerova). Jestlize K C RN je konvexni, uzaviend a omezend
mnozina o f : K — K je spojita funkce, pak mda funkce f pevny bod. Tedy
existuje x € K pro které plati f(x) = x.

Diikaz Brouwerovy véty nalezneme napiiklad v [21].

Véta 2.3 (Kakutaniho). Necht X je neprdzdnd, uzaviend, omezend a konvexni
podmnoZina eukleidovskeho prostoru RYN. Necht ¢ : X — X je mnohoznacnd

funkce polospojita shora s neprazdnymi a konvexrnimi hodnotami. Pak md @ pevny

bod.

Poznamka 2.1. Podle véty 1.2 lze poZadavek polospojitosti shora narhadit uza-

vrenym grafem I', mnohoznacné funkce.

37



Nyni k diikazu Kakutaniho véty, ktery byl ¢erpan z literatury [12].
Dukaz: [Kakutaniho]
Uvazujme O, sjednoceni otevienych kouli o poloméru ¢ se stfedy ve vSech

bodech grafu . Tedy

Oc:= {UB(z,y): (v,y) €Ty}

kde B.(z,y) znadi otevienou kouli o poloméru ¢ se stfedem v bodé (z,y) € R?V.

Z technickych divodt uvazujme dale
O.:= 0O0.N(X xX).

O. je grafem mnohoznac¢né funkce, kterou nazveme ¢.. Protoze O, je oteviena
v X x X, pak mizeme ¥ici, Ze ¢. ma otevieny graf (viz obrazek 13). D4 se snadno
ovérit, ze kdyz ma funkce ¢ neprazdné a konvexni hodnoty, pak i funkce ¢. ma
neprazdné a konvexni hodnoty.

Dale miizeme ukazat, ze existuje spojita selekce z ¢., tedy spojita jednoznacna
funkce ¢. : X — X takova ze I',. C Iy, (viz obrazek 14).

Z Brouwerovy véty o pevném bodé plyne, Ze méa ¢. pevny bod. Uvazujme
posloupnost {(z1, 1), (e, x2), (z3,23), ...}, kde x; je pevny bod ¢, kde ¢ = %,
t € N. Protoze X x X je uzaviend a omezena mnozina v R*¥, m4 tato posloupnost
vybranou podposloupnost, ktera konverguje k (z*, 2*) € X x X. Nyni se budeme
zabyvat pouze touto podposloupnosti.

Dokazeme, ze (z*, 2*) € I',, ¢imz bude dokédzana Kukataniho véta. Provedeme
ditkaz sporem. Budeme pfedpokladat, Ze (z*,2*) ¢ I', a dokaZeme, Ze dany pied-
poklad je ve sporu s uzavienosti I',. Volme 1 > 0 a uvazujme ¢ > 727 dostatecné

velké, aby
d((wr,), (", 2%)) < 5.

coZ plyne z definice limity. Protoze (z;,x;) € O, diky konstrukci O: miizeme
t t

najit (y, z:) € I'y, takovy, ze

d((yt; Zt), (xh It)) <
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Podle trojuhelnikové nerovnosti plati, ze

d((ye, 1), (27, 7)) < d((y> 20), (21, 20)) + d((2r, 20), (27, 27)) <

[N

Mame tedy posloupnost bodt z I,

(ytv zt) € F%’?

ktera konverguje k (z*,z*), ktery nelezi v I',,. To je ale spor s uzavienosti I',.

Proto z* € ¢(z*) a tim je véta dokazana. [J

i: RY

Obréazek 13: Mnohoznac¢né funkce ¢. pridruzend k funkci ¢
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Obréazek 14: Spojité selekce z ¢.

2.3.1 Dukaz zakladni véty teorie maticovych her
Nyni miizeme pfejit k diikazu zdkladni véty teorie maticovych her:

Véta 2.4 (Zakladni véta teorie maticovych her). Smisené rozsiteni kazdé mati-

cové hry md feseni (tzv. Nashovu rovnovdhu,).

Dikaz je ¢erpan z literatury [4].

Dukaz: [Zakladni véta teorie maticovych her]

Dtikaz je proveden aplikaci Kakutaniho véty o pevném bodé na mnohoznacné
funkce reprezentujici “nejlepsi odpovédi” jednotlivych hraca. Necht ¢; je nejlepsi
odpovéd i-tého hrace na strategie vSech ostatnich hrac¢i. Uvazujme x € (X)
néjakou smiSenou strategii vSech hraci z prostoru smiSenych strategii. (Tomu

odpovida z; € (X;), coz je smiSend strategie kazdého hrace.) Definujme

it (X) — (X5) (31)
je mnohoznac¢na funkce, ktera kazdé smisené strategii vSech hrac¢t pritadi mnozinu
vSech rovnovaznych strategii i-tého hrace, tedy

%(JJ) = argmax Uz’(%, T2, 3 Ti—1,Y, Titl, - - ;$N)~ (32)
ye(X;)
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Definujme mnohoznac¢nou funkci
p: (X) — (X) (33)

predpisem
p(r) = p1(2) X pa(x) X ... X pn ().
Jestlize T € ¢(x), neboli T je pevnym bodem ¢, pak je smiSené strategie T
Nashovou rovnovahou.
Aby méla funkce ¢ pevny bod, musi byt z Kakutaniho véty splnény nasledujici

postacujici podminky:

1. Prostor smiSenych strategii (X) je uzavieny a omezeny (kompaktni), kon-

vexni a neprazdny.

— Protoze prostor smiSenych strategii (X) predstavuje kartézsky soucin
simplext strategii jednotlivych hract, pak je ziejmé, Ze je neprazdny.
— Prostor je kompaktni, protoze pfedstavuje kartézsky soucin (X;) x

... X (Xy) mnozin, které jsou kompaktni.

— Prostor je i konvexni, protoze (X) je (X7)x...x (Xy) kartézsky soucin

konvexnich mnozin.

2. ¢(z) ma neprazdné hodnoty.

Podminka je splnéna, jelikoz cilem kazdého hrace je maximalizovat své oce-
kavané prinosy U;, které predstavuji spojitou funkci v kompaktni mnoziné
(X;). A diky Weierstrassové vété [18], ktera nam ik, Ze jestlize je funkce
definovana predpisem 32 na kompaktni mnoziné spojita, nabyva na ném

svého minima a maxima.

3. ¢(x) je konvexni.

Podminka plati, protoze i kazda z mnozin ¢y, ...,y je konvexni. To jde
vidét takto: jestlize dvé nejlepsi strategie maximalizuji vyplatni funkei U;,
pak konvexni kombinace téchto dvou strategii povede opét ke stejnému,
nejvetsimu, zisku.
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4. o(x) je polospojité shora.

Tato podminka je splnéna diky Bergeové Maximalizaéni vété [2]. Plati, ze

pokud je vyplatni funkce U; spojitd, pak je p(z) polospojita shora.
Proto mé ¢ pevny bod, ktery predstavuje Nashovu rovnovahu. [J

2.3.2 Ilustrace dikazu ve hfe “Kamen, nazky, papir”

Nyni aplikujeme postup na konkrétni priklad. Dokazeme, ze hra “Kamen,
nizky, papir”, skute¢né ma pfi smiseném rozsireni maticovych her, tedy pri smi-
Senych strategiich hraci, Nashovu rovnovahu.

Aby nastala Nashova rovnovaha, musime ve strategickém prostoru vsech smi-
Senych strategii (X) nalézt rovnovazny bod Z. Tento bod predstavuje kartézsky

soucin rovnovaznych strategii obou hract:
T =1T1 X Tg.

To znamena, Ze prvni hra¢ ma na svém prostoru smisenych strategii (X;), ktery
predstavuje dvojrozmérny simplex, sviij rovnovazny bod T;. A zaroven, i druhy
hra¢ ma na svém prostoru smiSenych strategii (X»), tvorici opét dvojrozmérny
simplex, sviij rovnovazny bod 7.

Postup, jak tento rovnovazny bod nalézt, je nasledujici:
1. Bod z = (z1, x2) fixuje strategie obou hracu.

2. Podivame se, co pfi strategii x5 druhého hrace maximalizuje uzitek prvniho

hrace. Tedy najdu mnozinu A; C (X;) timto zptisobem

Ay := argmax Uy (y, x2).
yE(X1)

3. Podivame se, co pfi strategii ; prvniho hrac¢e maximalizuje uzitek prvniho

hrace. Tedy najdu mnozinu A, C (X3) timto zptisobem

Ay := argmax Us(x1, 7).
y€(X2)

42



. Definujme

p1:(X) — (X1) tak, ze pi(2) =4

a1 (X) —o (Xa) tak,ze o(z) = Ay

. Pak definujme funkci
p: (X) — (X)
tak, ze

p(z) = p1(x) X pa(z).

. Strategie * bude Nashova rovnovaha < pevnym bodem funkce ¢, jestlize
plati, ze

x1 € gOl(E) NTy € QOQ(E)

)

X = X1 X X

Obrazek 15: Strategické prostory jednotlivych hracia
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Protoze postacujici podminky Kakutaniho véty jsou splnény pro vSechny hry,
viz. diikaz 2.3.1, je dokdzano, ze rozsiteni hry “Kamen, ntzky, papir” bude mit
Nashovu rovnovahu.

V prikladu 2.4 jsem selskym rozumem odhadli, Ze pro tuto hru nastane Na-
shova rovnovaha, jestlize oba hrac¢i budou hrat vSechny své strategie se stejnymi
pravdépodobnostmi, tedy (3K + 3N + :P). Ze se skutetné jedna o Nashovu

rovnovahu jsem v daném prikladu i dokazali.
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3 Ekonomika jako hra o N hracich

Jak jiz bylo feceno v tvodu diplomové prace, pojem abstraktni ekonomika
definoval ekonom a matematik Gérard Debrau v roce 1952 ([20]) tak, ze zobecnil
nekooperativni hru s N-hrac¢i definovanou matematikem Johnem Forbesem Na-
shem, ve které mnozina strategii hrace zavisi na volbé strategii vSech ostatnich
hract. V takto pojaté abstraktni ekonomice s kone¢nou mnozinou hraci, s ko-
necné rozmérnym prostorem strategii a spojitou funkci uzitku, dokézal Debreu
existenci konkuren¢ni rovnovahy. Cesta, jak ke zobecnéni dosel, neni pfedmétem
prace, nalezneme ji ale v ¢lanku [20], ktery cely problém popisuje.

Pozdéji byla Debreuova tvrzeni rozsifena i do jinych smért. Shafer a Son-
nenschein (1975) myslenku abstraktni ekonomiky s koneénou mnozinou hrac¢a a
kone¢né rozmérnym prostorem strategii rozsitili na tzv. ekonomiku bez uspora-
danych preferenci. Pro pripad nekonec¢né rozmérného prostoru strategii s konecné
¢i nekoneéné mnoha hradi fesili existenci rovnovahy Yannelis a Prabhakar (1983),

Khan a Vohra (1984), Toussaint (1984) a mnoho dalsich. [14]

3.1 Matematicky model abstraktni ekonomiky
Kapitola vychazi z pouzité literatury [20].
Definice 3.1. e Necht Q =1,...,N.

e Necht X; jsou podmnoziny z R! (kde i =1,..., N).

Necht X = X; x Xy, x ... x Xy, tj. X je mnozina usporadanych N-tic
x=(x1,...,2n), kde x; € X; pro vSechny i = 1,..., N.

Necht U; : X — R pro vSechny i = 1,..., N.

Necht X; = X x XaX...xX;1 X X1 X...x Xy, tj. mnozina usporadanych

(N—1)-ticZ; = (x1,...,%i-1,%Tit1,.-.,ZN), kKde z;y € Xy pro vSechny i’ # i.

Necht A;(Z;) : X; — X; je funkce definovana pro viechny body 7; € X.
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Pak mnozina {Q; X1, ..., Xn;Ur, ..., Un; A1(T1), ..., Ax(TN)} je oznacovana

jako abstraktni ekonomika,

kde:
Q ={1,..., N} je mnozina ucastniki abstraktni ekonomiky,
X, predstavuje mnoZinu rozhodnuti i-tého Ucastnika,
U; je vyplatni funkce i-tého ucastnika,

A; je mnohoznac¢na funkce predstavujici rozhodnuti i-t€ho tucastnika v za-

vislosti na rozhodnuti vSech ostatnich tcastnik.

Motivace této definice je néasledujici: Nejprve uvazujme specialni pripad, kde
funkce A;(7;) jsou ve skuteCnosti konstantni (to znamena, ze rozhodnuti i-tého
ucastnika je vzdy stejné, bez ohledu na strategie ostatnich tc¢atniki). To znamena
ze A;(T;) je pevna podmnozina z X;. Pro zjednoduseni mtizeme pfedpokladat,
ze Ai(T;) = X, a muzeme vyslovit néasledujici interpretaci: Nechf existuje N
jednotliveli a -ty jednotlivec si mize vybrat rozhodnuti x; € X;. Pak kazdy
ucastnik udéld rozhodnuti nezavislé na ostatnich a obdrzi mnozstvi U;(x), kde
x = (x1,...,zx). Tento specidlni piiklad je tedy hra definované v 2.1.

Ve hie zavisi vyplatni funkce kazdého hrace na zvolenych strategiich vsech
ostatnich hraci, ale prostor strategii, ze kterého si i-ty hrac¢ svou strategii vybira,
je nezavisly na zvolenych strategiich ostatnich hrac¢t. Abstraktni ekonomika je
zobecnéni hry, ve které volba jednoho ticastnika ovliviiuje jak jeho vyplatni funkci,
tak oblast voleb ostatnich tcastnik.

Pozadavek pro toto zobecnéni ve vyvoji abstraktniho modelu ekonomického
systému vyplyva ze specialniho postaveni spotiebitele. Na jeho “jednani” mizeme
byt pohlizet jako na volbu mezi “spotfebnimi vektory”, které jsou ale omezeny
celkovym pfijmem spotfebitele. Ale ceny (a mozné i nékteré nebo vSechny soucasti
jeho pfijmu) jsou uréeny rozhodnutim ostatnich uéastnik ekonomiky. Z toho
divodu, pro spotiebitele, ktery predstavuje jednoho ucastnika v ekonomickém

systému, funkce A;(T;) nemtze byt povazovana za konstantni.
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3.2 Rovnovaha v abstraktni ekonomice

Nashova rovnovaha miize byt rozsifena na abstraktni ekonomiku.

Definice 3.2. Bod z* je rovnovdzZnym bodem abstrakini ekonomiky, jestlize pro
vSechny i=1,..., N plati
b CC: € Al(fj%

e Uj(z*) oznacéme jako U;(77, z}). Pak Ui(T}, x}) = maxyeca, @) Us(T], y).

Poznamka 3.1.

(f:,l‘:) - (xi,xZ,,x*N)

Tak je rovnovazny bod charakterizovany vlastnosti, ze kazdy tcastnik maxi-
malizuje svou vyplatni funkci, uréenou jednanim ostatnich tcastnikt, na mnoziné

jemu pripustnych jednani vzhledem k jednanim ostatnich.

Debreu formuloval podminky, na zékladé kterych je v ekonomice dosazeno
rovnovahy, ktera je dana volbou konkrétni ¢innosti jednotlivych tcastnikit eko-
nomiky. Pfi¢emz je tato volba limitovana pfihlédnutim k rozhodnuti ostatnich a

nastane, jakmile uc¢ini vSichni své rozhodnuti.

Lema 3.1. Jestlize
- pro kazdé i je X; kompakini (tj. omezend a uzaviend) a konvexni,
- U; je na X spojitd a kvazi-konkdvni v i-t€ proménne,

- pro vechny T; je A;(T;) je polospojitd funkce zdola s uzavienym grafem a

pro vechna T; je mnoZina A;(T;) konverni a neprdzdnd,

pak md abstraktni ekonomika {Q; X1,..., Xn; Uy, ..., Un; A1(T1), ..., An(ZTN)}

rovnovazny bod.

Dikaz véty je uveden v literatufe [20].
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Poznamka 3.2. Funkce f : RY — R je kvazi-konvexni jestlize f~!(—o0,a) je
konvexni pro Va € R.

Funkce f : RY — R je kvazi-konkavni jestlize — f je quasi konvexni.
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4 Zavér

Jednim z cilt diplomové prace bylo provést diitkaz zakladni véty teorie mati-
covych her. Diikaz jsem provedli pomoci Kakutaniho véty, ktera dokazuje exis-
tenci pevného bodu u mnohozna¢né funkce. Protoze jsem ditkaz pro nazornost
ilustrovali i na hie “Kamen, ntizky, papir”, ovérili jsem, ze mé tato hra pii smise-
nych strategii Nashovu rovnovahu. Selskym rozumem jsme zjistili, Ze rovnovaha
nastane tehdy, jestlize oba hraci hraji ryzi strategie kdmen, ntizky a papir s prav-
dépodobnosti %K , %N ) %P. Coz bylo néasledné i matematicky dokéazano.

Dalsim cilem prace bylo osvojit si problematiku mnohoznac¢né funkce a teorie
her, uvedené v prvni a druhé kapitole, a aplikovat poznatky na ekonomiku. To
se nam také ve treti kapitole podarilo. Zjistili jsem, Ze definovanim abstraktni
ekonomiky je polozen zaklad pro dalsi siroké vyuziti. Abraham Wald predstavil
model vyroby a model smény a pro kazdy model zvlast dokézal existenci rov-
novahy. Pravé definovanim pojmu abstraktni ekonomiky, jakozto zobecnéni hry,
mohla byt dokazana existence rovnovahy sjednoceného modelu vyroby, smény a
spotteby se zjednodusenymi predpoklady na technologie vyrobcti a vkus spotte-
bitelt. [20]

Lema o existenci rovnovahy nam dava solidni zaklad také pro dalsi vyzkum
abstraktni ekonomiky. Schafer a Sonnenschein dokézali, Ze konkurenc¢ni rovno-
vaha existuje také pro abstraktni ekonomiku se vzadjemné cenové zavislymi a
neusporadanymi preferencemi. [14]

Psani diplomové prace mi pfineslo nejen nahlédnuti do principu zminénych
disciplin, ale také naucit se pracovat se zahranic¢ni literaturou a trpélivosti pri

hledani kvalitnich zdrojt.
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