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1. Uvod

Dokézete si predstavit, ze bychom kazdy z nas Zili ve svété, ktery by byl jedno-
znaCny a na vSechno bychom dostali jasnou a pravdivou odpovéd, at uz pozitivni
nebo negativni? Predstava to muze byt hezka, ale realita je odlisna. Dennodenné
se v zivoté setkdvame s neurcitosti, nejasnosti neboli vagnosti. Naptiklad potkate-
li na ulici ¢loveéka a nefeknete si, Ze ten vazi presné 68,456 kg. Vétsina lidi by tekla,
ze vazi kolem 70 kg nebo Ze je spiSe hubeny. Ale jak vime, co pojem spiSe hubeny
(tlusty, ,tak akorat”, vyhubly...) znamena ¢iselné? Nebo co se stane, zeptate-li se
nékoho ze svych znamych, zda pijde zitra s vami na obéd. Na tuto otazku se da
jednoznacné odpovédét ,ano, pijdu” nebo ,ne, nepijdu”, ale také muzete dostat
odpovédi ,,jesté nevim®, ,asi ano”, ,spiSe ne“, atd. Nékoho by napadlo Tesit tento
problém pomoci pravdépodobnosti, ze budeme pocitat, s jakou pravdépodobnosti
vlastné dalsi den dorazi. Pokud by odpovédél, ze na 70 % piijde, jednalo by se o
pravdépodobnost, ale jakou pravdépodobnost bychom priradili odpovédim ,spise
ne”, asi ano“? Problém s neurcitosti, vagnosti se vyskytuje pravé i v matematice,
jelikoz bychom chtéli védét, jak pocitat s témito neurcitymi hodnotami.

V této bakalarské praci se zamérime na zpusoby a pristupy k intervalové a
fuzzy aritmetice. V prvni casti této prace se seznamime se zakladnimi pojmy z
oblasti teorie fuzzy mnozin. V dalsi kapitole si fekneme nejdilezitéjsi informace
o intervalové a fuzzy aritmetice, zavedeme vlastnosti a rovnice, které budeme
u jednotlivych pristupt zkoumat a plynule navazeme na prvni piistup k dané
problematice, ktery se nazyva standardni intervalova a fuzzy aritmetika. Poté se
podivame na pristup podminéné fuzzy aritmetiky a na pfistup pomoci Hukuha-

rovy diference. V zévéru této prace vSechny tyto pfistupy porovname.



2. Zakladni pojmy teorie fuzzy mnozin

vvvvvv

témito pojmy budeme poté pracovat v nasledujicich kapitolach. Tato kapitola byla
zpracovana podle [1], [5], [0], 7], [9], [12]. Obrézky jsou vytvoreny v programu

FuzzME.

2.1. Fuzzy mnoziny

Nejdrive si uvedeme zékladni pojmy z teorie mnozin a z nich posléze prejdeme

k zakladnim pojmtm z teorie fuzzy mnozin.

Definice 2.1 MnoZinou rozumime uré¢itou skupinu objekti V. O libovolném ob-

jektu pritom miizeme fici, zda do této mnoziny patii nebo nepatii.

Omezime se pouze na studium libovolnych, ale pevné danych podmnozin jedné

tzv.univerzdlni mnoZiny (universa), kterou budeme znacit U.

Jednim ze zpusobu zadani mnoziny je pomoci charakteristické funkci, kterou si

nyni zadefinujeme.

Definice 2.2 Charakteristickd funkce x4 mnoziny A, kde x4 : U — {0, 1}, je

definované pro vSechna x € U vztahem

(z) = 1, jestlize z € A,

XAt =90 jinak.

Charakteristicka funkce muze nabyvat pouze dvou hodnot, a to 1, pokud dany
prvek do mnoziny patii, nebo 0, pokud nepatii.

Charakteristickd funkce klasické mnoziny lze zobecnit na funkci, ktera nabude
vice hodnot. Mnozinou hodnot bude interval realnych ¢isel (0, 1) nebo jeho pod-
mnozina. Uvazujeme opét universum U a nyni miizeme zadefinovat fuzzy mnozinu
i jeji funkci prislusnosti.

Definice 2.3 Necht je dand neprazdnéd mnozina U, tzv. univerzum. Pak fuzzy

mnoZina A na univerzu U je definovana zobrazenim pa : U — (0, 1).
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Funkci py nazyvame funkci prislusnosti fuzzy mnoziny A. Pro kazdé x € U na-

zveme hodnotu p4(z) stupném prislusnosti prvku = k fuzzy mnoziné A.

Ted tedy funkce piislusnosti fuzzy mnoziny miize nabyvat kromé krajnich hodnot

i hodnoty mezi 0 a 1.

Piiklad 2.1 U nasledujiciho piikladu jsem cerpal z [13]. BMI neboli index té-
lesné hmotnosti je ¢islo, které udava, zda dospély clovék je podvyziveny, ma
normélni vahu nebo trpi nadvahou, ¢i obezitou. Index se vypocita, kdyz vydé-
lime hmotnost daného ¢lovéka druhou mocninou jeho vysky. Uvazujme nyni fuzzy
mnozinu ,idealni vaha ¢lovéka®. U idedlni vahy ¢lovéka se uvadi, ze clovek ma mit
BMI v rozmezi 18,5-25. (Pro predstavu to pro 180 c¢cm vysokého muze predsta-
vuje vahu mezi 60-81 kg).Ur¢ime si krajni hodnoty BMI, a to 16 a 27, které nam
znaCi minimalni a maximalni BMI pro fuzzy mnozinu ,jidealni vaha c¢lovéka“. Na-
kresleme si nyni obrazek, ktery bude reprezentovat nasi zadanou fuzzy mnozinu

,idealni vaha ¢lovéka®.

16 18,5 25 26 27

Obréazek 1: Funkce piislusnosti fuzzy mnoziny z prikladu 2.1

Z obrazku 1 vidime, ze funkce pfislusnosti je u idedlniho rozmezi BMI 18,5-25

jednicka. Pokud by dané osoba méla naptiklad BMI 26, muzeme fici, Ze ma z
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pulky ,idealni vahu ¢lovéka“, a tedy funkce prislusnosti této fuzzy mmnoziny by
byla 0,5, a to znamena, ze tento ¢lovék napil patii do fuzzy mnoziny ,idealni

véha c¢lovéka®.

Nyni si zavedeme nezbytné pojmy, které popisuji fuzzy mnozinu. S témito pojmy

budeme posléze pracovat.

Poznamka 2.1 Pro zjednoduseni zapisu budeme dfive znac¢enou funkci prislus-
nosti p4 zapisovat jako A(.) a nasledné stupen prislusnosti p4(x) jako A(z), kde

xzeU.

Definice 2.4 Necht je déna fuzzy mnozina A definovana na univerzu U a realné

¢islo a € (0,1). Pak a- Fezem fuzzy mnoziny A nazyvame (ostrou) mnozinu
A, ={z € U] A(z) > a}.

Definice 2.5 Jddrem fuzzy mnoziny A na univerzu U rozumime (ostrou) mno-
Zinu

KerA={zeU| A(z) = 1}.

Definice 2.6 Nosicem fuzzy mnoziny A na univerzu U nazyvame (ostrou) mno-
Zinu

Supp A={x e U | A(z) > 0}.

Definice 2.7 Vyska hgt(A) fuzzy mnoziny A na univerzu U je definovana nasle-

dovné:

hgt(A) = supecvA(x).
Definice 2.8 Fuzzy mnozina A na univerzu U se nazyva normding, jestlize
KerA # 0.

V opa¢ném ptipadé se nazyva subnormdalni.
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Na zacatku jsme si tedy zadefinovali fuzzy mnozinu pomoci funkce prislusnosti.
Tomuto zapisu se taky nekdy rika vertikalni reprezentace. Fuzzy mnozina se taky
da ovsem zadefinovat pomoci a-fezli. Princip spoc¢iva v tom, Ze mame systém
feztl fuzzy mnoziny A, kde kazdému o € (0,1) pfifazujeme tzv. a-fez. Zapisu
pomoci a- Tezi se taky nékdy tika horizontéalni reprezentace.

Pro lepsi pochopeni jsou jednotlivé pojmy znazornény na nasledujicim ob-

rézku.
A
1
0,75 hgt(A)
05
025
0 e
1] 0,1 1]r] 03 04 0,5 11137 07 04 0,9 1
L~
\ r
-‘!u_.';
P e
-
KerAd
il )
- -
Supp A

Obrazek 2: Grafickd reprezentace zakladnich charakteristik fuzzy mnozin

2.2. Fuzzy cisla

Kvantitavni adaje, které nam vyjadiuji priblizna, neurcita mnozstvi, jako na-
priklad ,priblizné 8, | asi mezi 200-250“, atd. muzeme reprezentovat pomoci fuzzy

Cisel.

11



Definice 2.9 Fuzzy mnozina C' definovana na mnoziné realnych ¢isel R, ktera

mé nasledujici vlastnosti:
1. C' je normalni fuzzy mnozina,
2. a-tezy C, predstavuji pro v8echna « € (0, 1) uzaviené intervaly,
3. nosi¢ Supp C je ohraniceny,

se nazyva fuzzy ¢islem. Symbolem Fy(R) budeme oznacovat mnozinu vsech fuzzy

Cisel.

Poznamka 2.2 Za specidlni ptipad fuzzy ¢isla lze povazovat realné ¢islo a inter-

val. Odpovidajici funkce pfislusnosti jsou znazornéné na nasledujicim obrazku.

e —"
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Obrazek 3: Funkce piislusnosti realného ¢isla 0,2 a intervalu (0, 4; 0, 6)

Nésledujici véta nam umozni si udélat lepsi predstavu o charakteru funkei pii-

slusnosti fuzzy ¢isel.

Véta 2.1 Necht C je fuzzy mnozina na R. Pak C' je fuzzy cislo pravé tehdy, kdyz

exiStujZ/ T1,T2,%3,Tq € R; kde x S T2 S T3 S T4 €

L(z), pro x € (—00, xa)
C(z) =1 1, pro z € (z2,x3)
P(z), pro z € (z3,00)

pricemz plati:
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a) L(z) je neklesajici a zprava spojitd funkce na (—oo,x2) a L(z) = 0 pro

(—OO, m1);
b) P(x) je nerostouct a zleva spojitd funkce na (x3,00) a P(x) = 0 pro (x4, 00).

Bodum x1, x5, x3, x4 7z pfedchozi véty fikime vyznacéné hodnoty fuzzy cisla C

a musi splhovat nasledujici podminky:
a) (xy,x4)=Supp C, kde Supp C' znadi uzavér nosice,
b) (z9,x3)=Ker C.

Kazdé fuzzy cislo je jednoznacné uréeno pomoci dvojice redlnych funkei c(a),

¢(«), které jsou na (0, 1) definovany takto:

Véta 2.2 Necht C je fuzzy cislo a pro funkce c(«), ¢(a), které jsou na (0,1)
definovdny ndsledovneé: (c(a),¢(a)) = Cy, pro a € (0,1) a (c(0),¢(0)) = Supp C'.
Pak pro funkce c, ¢ plati:

a) Yo < B, kde o, B € (0,1) : c(a) < c(B) <¢(B) < e(a),
b) funkce ¢, € jsou spojité zleva na (0,1) a zprava v 0.

Véta 2.3 Necht c(«), ¢(a), na (0,1) jsou spojité zleva na (0,1), zprava spojité v
0 a spliiugi nerovnost Vao < B = c(a) < ¢(f) < ¢(B) < (). Pak {c(«),¢()) pro

a € (0,1) jsou a- Fezy néjakého fuzzy cisla a (c(0),¢(0)) je jeho uzdvér nosice.
Poznamka 2.3 Tyto tfi pfedchozi véty jsou dokazany v [3], [3].
Fuzzy ¢islo C' budeme zapisovat pomoci této dvojice funkei ¢, ¢ nasledovné:

C = {{c(@),e(@)), € (0, 1) }.

KdyZz dostaneme neurcité vstupni hodnoty, je nasim cilem pouzit co nejjednodussi
matematicky model a zaroven ziskat co nejpresnéjsi vysledky. Nejjednodussi fuzzy

¢islo se nazyvéa linearni.

13



Definice 2.10 Necht C je fuzzy mnozina na R a z; < z9 < x3 < x4 jsou
vyzna¢né hodnoty fuzzy ¢isla. Fuzzy ¢islo C' se nazyva linearni, jestlize jeho funkce

prislusnosti ma tvar

r—x1
pr—— pro I3 < T <1
1 pro To < x <23
C(x; 1, 22,73, 74) = L -7 =
(7 ) y &3y ) ZC4$7 pro .TgS.’ES.Tz;
T4—x3
0, jinak

Mezi nejznaméjsi linearni fuzzy cisla patii lichobéznikové fuzzy ¢islo a trojihel-

nikové fuzzy ¢islo (zde zy = x3).

0 o1 02 03 04 05 06 O7 08 092 1

Obrazek 4: Funkce prislusnosti lichobéznikového fuzzy ¢isla

a

| /\
0,75

\
\

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Obrazek 5: Funkce prislusnosti trojuhelnikového fuzzy ¢isla
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Poznamka 2.4 Kromé linedrniho fuzzy ¢isla znédme jesté po ¢astech linedrni
fuzzy ¢isla ¢i kvadratické fuzzy ¢isla. O téchto dalsich typech fuzzy ¢isla najdeme

vice informaci v [12].
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3. Srovnani riznych pristupti k intervalové a fuzzy
aritmetice

V této kapitole si nejdiive vymezime vlastnosti a vztahy, které poté budeme
zkoumat, jestli jsou dodrzeny u konkrétnich pristupu k intervalové a fuzzy aritme-
tice. Predtim se jesté podivame, jaky je vlastné vztah mezi intervalovou a fuzzy
aritmetikou. Poté si konkrétné predstavime ty nejznaméjsi piistupy k intervalové

a fuzzy aritmetice. P¥istupy, na které se postupné zamétrime, jsou nasledujici:
e Standardni intervalova a fuzzy aritmetika
e Podminéna fuzzy aritmetika
e Hukuharova diference.

Tato kapitola byla zpracovana podle [1], [2], [4], [LO], [L1], [12], [L4]. Obrazky a
vypocty jsem provadél v programech FuzzME a FuzzyNumbersOperations.

Jak jsem uvedl, jesté predtim, nez si za¢neme definovat intervalovou a fuzzy
aritmetiku, tak si zde predstavime dvé algebraické vlastnosti, které posléze bu-
deme zkoumat u jednotlivych pfistupii, zda jsou dodrzeny, ¢i nikoliv. Pro tyto

dvé vlastnosti potfebujeme znat pojmy opacné cislo a inverzni cislo.

Definice 3.1 Necht a je realné ¢islo. Reédlné ¢islo —a nazveme opacnym cislem

k ¢islu a, pokud plati nasledujici vztah:
a+ (—a) =0. (1)

Definice 3.2 Necht a je reélné ¢islo, které je nenulové. Reélné ¢islo ! nazveme

wmwverznim c¢islem k ¢islu a, pokud plati nésledujici vztah:
-1
a-a =1 (2)
Nyni si napiSeme dvé jednoduché rovnice, pii jejichz feSeni vyuzijeme vlastnosti

(1) a (2), a opét budeme posléze zkoumat, zda tyto rovnice plati i u konkrétnich
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pristupt intervalové a fuzzy aritmetiky. Mé&jme realné ¢isla a, b € R, potom prvni
rovnice, pii jejimz feSeni vyuzijeme vlastnost (1), vypadé nasledovné:
a+x =0
ReSenfm této rovnice je vyraz:
r=>b—a.
Pokud dosadime za x do ptivodni rovnice, tak dostaneme konec¢ny tvar:
a+ (b—a)=0.
Druha rovnice, pii jejimz feseni vyuzijeme vlastnost (2), kde a # 0, vypada takto:
a-x=>o.
ReSenfm této rovnice je vyraz:
x=b/a.
Pokud opét dosadime za x do puvodni rovnice, tak dostaneme konecény tvar:
a-bla=0b.

Abychom mohli viitbec provadét jednotlivé aritmetické operace s fuzzy ¢isly,

je nutné si zadefinovat tzv. princip rozsirent, jehoz autorem je profesor Lotfali

Askar Zadeh [14].

Definice 3.3 Fuzzifikaci zobrazeni f : U — V rozumime zobrazeni:
fr: F(U) = F(V),

které kazdé fuzzy mnoziné A € F(U) piifazuje fuzzy mnozinu fr(A) € F(V) s
funkci prislusnosti definovanou pro kazdé y € V' vztahem

Fo(A)(y) = sup{A(z)|f(z) =y,z € U},  kdyz {A(z)|f(z) =y,x €U} #0

r y 0 jinak.

Princip rozsitent je zékladem pro veskeré operace s fuzzy mnozinami a rika nam,
jak je realnou funkci f a fuzzy mnozinou A na R indukovana fuzzy mnozina B =
fr(A) na R. Nyni, kdyZ uz méame vSechny zkoumané vlastnosti a princip rozsiteni
zadefinovany, tak postoupime k podkapitole, kde si vysvétlime, co intervalova a

fuzzy aritmetika znamenaji a jaky je mezi nimi vztah.
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3.1. Vztah mezi intervalovou a fuzzy aritmetikou

Abychom si mohli Fict, co znamena intervalova aritmetika, potfebujeme znéat
pojem interval. Interval je specialni podmnozina mnoziny R. V ramci intervalové
aritmetiky rozumime intervalem mnozinu {z € R;a < 2 < b} a znac¢ime ho (a, ).
Tedy uvazujeme pouze uzaviené intervaly.

Intervalova aritmetika ndm pomahé si poradit s problémem, kdy mame ne-
presna vstupni data, nebo také s chybami, které nastanou pii zaokrouhlovani.
Uvazujeme, Ze vstupni data nejsou presné hodnoty, ale intervaly, ve kterych dané
hodnoty lezi. Diky tomu, ze béhem vypoctu nedochazi ke ztraté informace o ne-
presnosti vstupnich dat, jsme schopni fici, Ze konecny vysledek se bude nachazet
ve vypocitaném intervalu. Naptiklad pri zaokrouhlovani danou hodnotu rozsifime

do intervalu, ktery ndm opét bude pokryvat skute¢nou hodnotu.

Piiklad 3.1 Mgjme pfistroj, ktery nam méii néjakou veli¢inu (napt. vzdalenost).
Namérenéd hodnota nemusi byt naméfena tplné pfesné. Uvazujme, Ze piistroj
méri s presnosti na dvé desetinna mista, takze skuteéna hodnota je pak néco
mezi mezemi intervalu. Naptiklad, vysla-li nAm naméfena hodnota 0,95, tak jesté
tato hodnota nemusi byt pfesna, ale my vime, Ze skuteéna hodnota se nachazi

napiiklad v intervalu (0,945, 0, 955).

Fuzzy aritmetika nam vychazi z intervalové aritmetiky. Pfipomenme si, Ze
fuzzy ¢islo predstavuje fuzzy mnozinu s omezenym nosi¢em a kazdé fuzzy ¢islo je
jednoznacné ur¢eno pomoci dvojice realnych funkei, které jsme si zadefinovali v
minulé kapitole. Tedy veskeré aritmetické operace, které provadime s fuzzy ¢isly,
se pri vyjadreni fuzzy cisla v podobé a-fezu daji definovat pomoci intervalové
aritmetiky, jelikoz vlastné v praxi provadime operace s intervaly.

Nyni se uz mizeme podivat na prvni pfistup k intervalové a fuzzy aritmetice,

ktery se jmenuje standardni intervalova a fuzzy aritmetika.
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3.2. Standardni intervalova a fuzzy aritmetika

Tento koncept pouzivame, kdyz mezi jednotlivymi veli¢inami neni zadny vztah.
Zakladni operace intervalové aritmetiky pro dva intervaly (a,b) a (c,d) jsou na-

sledujict:

e scitani

(a,b) + (¢, d) = {(a+c,b+d)

e odecitani

(a,b)y — {(¢,d) = (a — d,b—c)
e nasobeni
(a,b) - {c,d) = (min{ac, ad, bc,bd}, maz{ac, ad, be, bd})
o déleni
(a,b) aabb
e = (oo d o) e (G

Uvedme si nyni konkrétni priklady jednotlivych operaci.

| IS

Q.I@

g §}> kde 0 ¢ (c,d).

Piiklad 3.2 Mgjme zadefinované dva intervaly a = (2,4) a b = (—1,3). Nyni si

napiseme vysledky jednotlivych operaci.
(2,4) + (—1,3) = (1,7)
(2,4) — (—1,3) = (—1,5)
(2,4) - (—1,3) = (—4,12)

(3,4)
<_17 3>

= nedefinovano.

Ve fuzzy aritmetice misto intervali obsahujici redlné ¢isla pocitame s fuzzy cisly,
které jsou vyjadiené pomoci a-fezii, kde o € (0, 1) . M&jme nyni dveé fuzzy ¢isla A
a B a ozna¢me si jejich a-fezy nasledovné: A, = (a(a),a(a)) a By = (b(a), b(a)).
S témito fuzzy ¢isly mizeme provadét tyto ¢tyri zakladni aritmetické operace, kde
a-fezy téchto operaci, pro vechna « € (0, 1), jsou dany néasledovné:
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e scitani

(A+ B)a = (a(@),a(a)) + (b(a), b(a)) = {a(a) + b(e), a(a) + b(e))

e odecitani
(A= B)a = (a(a),a(a)) = (b(a),b(a)) = (a(a) = b(a),a(a) — b(a))
e nisobeni

(A~ B)a = (a(@),a(a)) - (b(e),b(a)) = (I(a), m())

kde

(A/B)a = (a(e),a(a))/{b(e), b(a)) = (n(a), o(a))
kde
n(a) = min{a(a)/b(a), a(e)/b(a),a(a)/b(e),a(e) /b(a)}
o(a) = max{a(a)/b(a), a(a)/b(a),a(a)/b(a),ala)/b(a)}.

Pojdme se podivat na jednotlivé operace v konkrétnich ptikladech.

Priiklad 3.3 Méjme zadané dvé trojihelnikové fuzzy ¢isla A a B s vyznacénymi
hodnotami xy, z9, 23 € R nasledovné A = (1,2,3), B = (2,3,4). Obé fuzzy ¢isla
si vyjadiime pomoci funkci a(a),a(a), tedy A = {{1 + o,3 — ), € (0,1)},
B ={2+a,4—a),a € (0,1)}. Nyni budeme pocitat soucet, rozdil, soucin a
podil téchto dvou fuzzy ¢isel podle zadanych definic.

e séitani

(A+B)a={14+a,3—a)+ 2+ a,4—a) = (3+2a,7—20a).
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Pokud napiiklad budeme chtit zjistit 0, 5-fez, tak za a pouze dosadime 0, 5
a dostaneme vysledek (4, 6).

A B A+B

2 3 4 5 6

Obrazek 6: Graf reprezentujici soucet fuzzy ¢isel A a B

e odecitani
(A-B)a=(14+a,3—a)— 2+ a,4—a) =(—3+2a,1—20a).

Vysledek pro 0, 5-fez ted bude vypadat (—2,0).

025
" /

-3 -1 -1 0 2 3 4

Obrazek 7: Graf reprezentujici odecitani fuzzy cisel A a B

e nasobeni
(A-Ba={14+a,3—0a) - 2+a,4—a)=(2+3a+a* 12— Ta + a?).
kde:

2-+3a+a’ = min{(1+a)-(2+a), (1+a)-(4—a), (3—a)-(2+a), (3—a)-(4—a)},
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12—7a+a? = max{(1+a)-(2+a), (1+a)-(4—a), (3—a)-(2+a), (3—a)-(4—a)}.
Nyni si na ukazku rozepiseme postup k dosazeni vysledku pro 0, 5-fez:

(A-B)o = (1,5;2,5) - (2,5;3,5) = (3,75;8,75)

A A Py .
[N\ N
[ AA NG

N

2 3 4 5 6 8 9 10 11 12

Obrazek 8: Graf reprezentujici nasobeni fuzzy cisel A a B

e déleni
(A/B)a = 14+ a,3—a)/2+a,4—a)=(1+a)/(d—a), B—a)/(2+ a)).
kde:
(1+0)/(4-0) = min{(1+a)/(2+a), (1+a)/(4-0), (3-a)/(2+a), (3-a)/(4—a)}.
(3—a)/(24a) = max{(14+a)/(24a), (1+a)/(4—a), (3—a)/(2+a), (3—a) /(4—a) }.
Opét si rozepfSeme vysledek pro 0, 5-fez:

(A/B)s = (1,5;2,5)/(2,5;3,5) = (0,43; 1)
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Obréazek 9: Graf reprezentujici déleni fuzzy ¢isel A a B

Poznamka 3.1 Podle vysledku jednotlivych operaci a obrazki si miizeme vsim-
nout, ze operace s¢itani a nasobeni zachovavaji linearitu funkei popisujicich krajni

hodnoty jednotlivych a-fezi, zatimco operace nésobeni a déleni nikoliv.

Nyni se podivame, které algebraické vlastnosti, které jsme si zadefinovali na
zacatku kapitoly, jsou platné pro standardni intervalovou a fuzzy aritmetiku.
Jak jsme si rekli, tak fuzzy aritmetika je rozSifenim intervalové, a tedy platné
vlastnosti pro fuzzy aritmetiku jsou dodrzeny i pro intervalovou. Fuzzy ¢islo 0
budeme v intervalové a fuzzy aritmetice chapat jako realné ¢islo, tj. uzavieny
interval (0, 0). Néasledné vlastnosti (1) a (2) nemusi byt splnény, pojdme se na né
podivat podrobnéji.

Pokud mame fuzzy ¢islo A, tak nemusi platit, ze A—A = 0 (vlastnost (1)). Pro
lepsi pochopent si predstavme, ze jdeme do obchodu koupit si Sunku. Zjistime, ze
v kapse mame v drobnych ptiblizné 20 K¢ (fuzzy ¢islo A). 10dkg Sunky stoji 20
K¢ a my fekneme pani prodavacce, ze chceme ptiblizné 10 dkg, coz znamena, ze
ji zaplatime priblizné 20 K¢ (-A).V kapse jsme ovSem presné 20 K¢ neméli, takze
nam nezistane 0 K¢ a nevime kolik pfesné nam pani prodavacka Sunky navazi.
Pokud by ndm naprtiklad navéazila vic nez 10 dkg, tak by se mohlo stat, ze bychom
dokonce nemeéli dostatek penéz na zaplaceni.

Opét, pokud mame fuzzy ¢islo A, tak nemusf platit, ze A- A~! = 1 (vlastnost
(2)). Zde jako piiklad si miuzeme predstavit, ze mame 9 kamaradu a kazdy ma uz

svoji rodinu. Kazdoro¢né jeden z kamaradu udéla bramborovy salat pro vSechny
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ostatni, véetné sebe. Letos to vyslo na nas, tedy udélame priblizné 10 kg bram-
borového salatu (fuzzy ¢islo A). Poté rozdélime salat od oka na pfiblizné deset
stejnych &asti. (A1), To ovSem ted neznamena, Ze kazdy z nis dostane presné
1 kg salatu. Kazdy dostane okolo 1 kg salatu.

Jelikoz nemusi platit tyto dvé zminéné vlastnosti, tak také nemusi platit ani
nase zadané vysledné rovnosti vyjadiené z rovnic, kde se pri jejich feseni téchto
vlastnosti vyuziva. Prvni rovnice, kterou se budeme zabyvat, je A+ X = B. Po
vypocteni X = B — A a nésledném dosazeni za X do puvodni rovnice, dosta-
neme vyslednou rovnost A 4+ (B — A) = B, ktera ovSem nemusi platit, jelikoZ
bychom pii feseni vyuzili vlastnosti (1), o které uz vime, Ze nemusi byt splnéna.
Tento problém je zpiisoben definicemi s¢itani a odecitani fuzzy cisel, jelikoz vzdy
pro vysledek uvazujeme extrémni moznou situaci. Tedy nejdiive odecteme fuzzy
¢islo A od B. Musime brat extrémni situaci, a to znamené, Ze od dolni meze
fuzzy ¢isla B odecteme horni mez fuzzy &isla A, tj.(b(a),b(a)) — (a(a),a@(a)) =
(b(a) —a(a),b(a) — a(a)). Poté, kdyz pFicteme fuzzy ¢islo A, tak s¢itame horni

meze, tj.
(b(a) — (), b(e) — a(e))+(a(), a(a)) = (b(a) — a(a) + a(e), b(e) — a(a) +a(a)).
Vidime, 7e vysledek se nerovna pivodnimu fuzzy &islu B = (b(a), b(a)).

Priiklad 3.4 Ukazme si nesplnéni rovnosti na konkrétnim prikladé. Méjme fuzzy
¢islo A ={(1+a,3—a),a € (0,1)} afuzzy ¢islo B = {2+ a,4—a),a € (0,1)}.

Nejdiiv odecteme od fuzzy ¢isla B fuzzy ¢islo A, tj.
24+ad—a)—(1+a,3—a)=(—1+2a,3—2a).
K vysledku pri¢teme fuzzy ¢islo A a dostaneme:
(—1+20,3—2a)+ (1 +a,3 —a) = (3a,6 — 3a).
Jak vidime vysledek se nerovna fuzzy ¢islu B.

Druh4 rovnice vypadala nasledovné A- X = B. Opét pii vypocteni X = B/A
a jeho nésledném zpatecnim dosazeni do ptuvodni rovnice, dostaneme vyslednou
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rovnost A - B/A = B, ktera také nemusi platit, jelikoZ pfi jejim feSeni bychom
vyuzili vlastnost (2), ktera nemusi byt dodrzena ve standardni intervalové a fuzzy
aritmetice. Tentokrat je tento problém zpisoben definicemi nasobeni a déleni, kde
zase uvazujeme pro vysledek extrémni moznou situaci. Po rozepsani jednotlivych
operaci podle definice bychom zjistili, ze opravdu vysledn& rovnost nemusi byt
platna.

Nésledujici pristupy se snazi nékteré z téchto problému elegantné vyftesit,
ovsem vétsinou za cenu vyskytu problému jinych. Pojdme se na né tedy konkrét-

néji podivat.

3.3. Podminéna fuzzy aritmetika

V piipadé podminéné fuzzy aritmetiky [2] si uréime dodate¢nou podminku,
diky které posléze mizeme Tesit nékteré rovnice, které v piipadé standardni in-
tervalové a fuzzy aritmetiky neslo vyftesit. Uvazujme, Ze mame n proménnych.
Mé¢jme zadanou ostrou relaci D definovanou na prostoru R, kde D C R". Re-
lace D nam vyjadiuje vSechny pripustné kombinace hodnot. Symbol * nam bude
znacit jednu ze ¢tyt zédkladnich aritmetickych operaci, a to konkrétné sc¢itani, ode-
¢itani, nasobeni a déleni. Zapis pro jednu z téchto ¢tyr operaci dvou fuzzy ¢isel

A a B zadanych podle a-fezt, bez zavedené podminky by vypadal nasledovné:
(Ax B), ={axbla € A,, b€ B,}.

Pokud budeme uvazovat nasi zadanou relaci D C R™, tak zde uz se jedna o

podminénou fuzzy aritmetiku a obecny predpis vypada nasledovné:
(Axp B)y ={axbla € Ay, b € By, (a,b) € D}.
Podminka je vzdy dana externé a vychézi z povahy problému.

Poznamka 3.2 Jelikoz se zabyvame ¢tyfmi zakladnimi aritmetickymi opera-

cemi, uvazujeme tedy binarni relaci D na R x R.

Ted m&jme zadanou relaci D C R? a dvé fuzzy cisla, které si oznacime takto:

A ={{a(a),a(a)),a € (0,1)} a B = {{b(a),b(a)), € (0,1)}, potom vysledky
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aritmetickych operaci s témito fuzzy ¢isly vypadaji nésledovné:
(Axp B)o = (axp bla), axp ba)).
kde
axp b(a) = min{a bla € (a(a),a(a)), b € (b(a), b(a)), (a,0) € D},

a*p b(a) = max{a x bla € {(a(a),a(a)),b € (b(a),b(a)), (a,b) € D}.

Poznamka 3.3 Tyto vypocty platii pro intervalovou aritmetiku, jelikoz jak jsme
si rekli, tak intervaly muzeme vidét jako specialni piipad fuzzy cisel, a tedy vse,

co dokédzeme pro fuzzy ¢isla, je dokdzané i pro intervaly.

U podminéné fuzzy aritmetiky ovSem nemusi nutné platit, ze vysledkem musi byt
fuzzy ¢islo. Aby vysledek bylo pravé fuzzy ¢islo, tak jsou postacujici nasledujici

dvé podminky:
1. Pro alesponi jednu dvojici (z,y) € D musi platit A(z) = B(y) = 1.
2. D je uzaviena konvexni podmnoZina R2.

Uvedme si nyni konkrétni piiklad na podminénou fuzzy aritmetiku.

Priklad 3.5 Vezméme si stejné zadani jako u prikladu 3.3. Méjme tedy dvé

trojuhelnikova fuzzy ¢isla A, B zadefinované nasledovné:
A={{1+a,3—a),ac(0,1)},

B={2+a,4—a),ac(0,1)}.

Podivejme se podrobnéji na operaci odec¢itani. V ramci standardni fuzzy aritme-

tiky by se vysledek spocital nasledovné:

(A-B)a=(14+a,3—a)— 2+a,4—a) =(=34+2a,1—2a).
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Zadejme si nyni konkrétni relaci D = {a+bla < b,a € A,,b € B,}. Nyni vysledek

s ohledem na zadanou podminku bude vypadat néasledovné:
(A=pB)a = <a —pb(a),a—p b(a)> )

kde
a—pbla) =—=342a proa € (0,1)

1—-2 € (0, 5;
a—Db(a)—{ Q. pro « (O )

1
0 pro a € (0;0,5).

Vysledek si znazornime na obrazku 10.

A-B A B

v

-3 -2 -1 F] 3 4

Obrazek 10: Graf reprezentujici odecitani fuzzy ¢isel A a B s relaci D

Nyni se podivame, jestli jsme schopni zadat si takové podminky, které nam zarudi,
ze budou splnény vlastnosti (1), (2). Jak uz vime, tyto dvé vlastnosti ve standardni
intervalové a fuzzy aritmetice splnény nebyly. Zadejme si nyni tedy tuto relaci
E C R?%:

E={(z,y) € R*|lz = y}.

Uvazovani této relace nam zaridi, ze budou ony dvé vlastnosti platit. Pojdme si
podrobnéji rozebrat, pro¢ tomu tak bude.

Mgjme tedy fuzzy ¢islo A, potom plati, ze A —p A = 0 (vlastnost (1)), jelikoZ
diky na8i podmince ted opacné fuzzy ¢islo —A je zavislé na puvodnim fuzzy
¢isle A. Odecitame tedy presné stejné mnozstvi a tudiz zbude nam reélné ¢islo 0.
Opét si predstavme, Ze mame v kapse asi 20 K¢ (fuzzy ¢islo A). Potkdme na ulici
kamaréada, ktery néas pozada, jestli bychom mu neptjcili 20 K¢ na susenky. My
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mu pijéime nagich asi 20 K& (—A) s tim, ze kamarada upozornime, Ze nevime
jestli mame presné 20 K¢. Je tedy ale jasné, ze ndm v kapse po odevzdani penéz
musi zustat presné 0 K¢.

I vlastnost (2), a to A- A~' = 1 bude diky zadané relaci splnéna. Budeme
nasobit inverznim fuzzy ¢islem, které také bude zavislé na ptivodnim fuzzy ¢isle
A, a tedy vysledek bude roven realnému cislu 1. Predstavme si, Ze matka si
zapisovala hodnoty vysky svého syna po jeho plnoletost. Ze zapisu vi, ze ve tfech
letech jeji syn méril presné 1 m. Nyni uz je jeji syn dospély, a tedy uz jen vi, ze
méri priblizné 2m. Pokud tedy fekneme Ze jeji syn byl ve tfech letech priblizné
dvakrat mensi nez je ted, tak musime délit stejnym fuzzy ¢islem, jelikoz méame
podminku, Ze ve trech letech méril pravé 1 m.

Nyni se podivame, jestli budou platit naSe rovnosti, kde vyuzivame téchto

dvou vlastnosti zminénych vySe. Zaddme si nasledujici relaci D C R3:
D = {({L‘l,Ig,l’g) € R3|ZL‘1 = {L‘g}.

Z prvni rovnice A + X = B vypocteme X, tj. X = B — A. Vysledek X je
feSenim, ale pokud pocitadme zaroven s X a s A, tak X zavisi na A. Dosadime X
do puvodni rovnice a dostaneme rovnost A +p (B — A) = B Potom fuzzy ¢islo
A a opacné fuzzy ¢islo —A nam modeluji neur¢itou hodnotu proménnych zq, 3.
Jako podminku jsme si zadali rovnost téchto dvou proménnych, tudiz A—p A =0
a nam vyjde, ze opravdu fuzzy ¢islo B se rovné fuzzy ¢islu B.

V piipadé druhé rovnice si zadame relaci D C R3:
D = {(21, 2, 73) € R*|z1 = 25}

Regenim druhé rovnice A- X = B je vyraz X = B/A. Opét uvazujeme zavislost
mezi X a A. Po dosazeni X do piivodni rovnice dostavame vysledek A-p A~1.-B =
= B. Zde fuzzy ¢islo A a inverzni fuzzy ¢islo k fuzzy ¢islu A modeluji neurcitou
hodnotu proménnych z; a 5. Podminka ndm uréi, ze A -p A~' = 1, a posléze

fuzzy cislo B se opravdu rovna fuzzy ¢islu B.
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3.4. Hukuharova diference

Nyni se podivame na dalsi mozné reseni, diky kterému pak budou splnéné nase
zadané vlastnosti a rovnice, které ve standardni intervalové a fuzzy aritmetice
splnény nebyly. Hukuhara [!] zavedl Hukuharovu diferenci, neboli rozdil, kde jak
nam nazev uz napovida, se budeme vénovat hlavné operaci odecitani. V |1 1] ovsem
tento princip jesté rozsitili a autor zde zavedl zobecnénou Hukuharovu diferenci,
kterou se budeme dopodrobna zabyvat v nésledujici podkapitole. Ideu podobné
zobecnéné Hukuharovy diference pak Stefanini [11] aplikoval na operaci délent,
a tedy v posledni podkapitole se zaméfime na takzvané zobecnéné déleni. Jesté
nez se zacneme vénovat Hukuharové diferenci, je dulezité si Tici, Zze se budeme
zabyvat nejdiive intervaly a posléze az fuzzy ¢isly, jelikoz, jak pozdéji zjistime,
tak vysledek, ktery pro intervaly existuje, nemusi existovat pro fuzzy ¢isla. Pro
lepsi prehlednost budeme intervaly znacit malymi pismeny a fuzzy ¢isla klasicky
velkymi. Operace s¢itani se bude pocitat pomoci standardni intervalové a fuzzy
aritmetiky:.

Podivejme se nyni na Hukuharovu diferenci obecné pro intervalovou aritme-
tiku. Pro uzaviené intervaly a,b,c C R predstavil Hukuhara [!] nasledujici Hu-
kuharovu diferenci:

a@Ob=c<—=a=b+c.

To znamena, ze k vyslednému intervalu ¢ najdeme takovy interval b, Ze dostaneme
zpatky opét interval a. OvSem miize se stat, Ze nenajdeme takové b, které by

splnilo tuto podminku.

3.4.1. Zobecnénia Hukuharova diference

My ovSem muzeme reprezentovat rozdil dvou intervalu i nasledovné:
aBb=c<=b=a+(—c).

Obé podminky jsou navzajem kompatibilni a tedy byla zavedena Stefaninim v [1 1]

takzvana zobecnéend Hukuharova diference neboli zobecnény Hukuharovyj rozdil.
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Definice 3.4 Necht a,b C R. Zobecnénou Hukuharovu diferenci pro intervaly a,
b definujeme jako interval ¢ C R, tak, Ze plati:

(1) a=b+c,

00y b=c {nebo (i) b=a+ (—c).

Véta 3.1 Pokud c = a O4b existuje, pak je c urceno jednoznacné. JestliZe navic

existuje a © b, tak plati a ©4b=a Ob.

Dikaz této véty je proveden v [11].

Ted kdyz uz mame zadefinované zakladni pojmy, tak se miZzeme podivat,
jak budou vypadat vypocty zobecnéné Hukuharovy diference v ramci intervalové
aritmetiky. Méjme tedy nyni dva intervaly a, b. Intervaly si ozna¢ime nasledovné
(a=,a™), (b—,b"). Budeme uvaZzovat prostor realnych ¢isel R, kdy pro uzaviené
intervaly v tomto prostoru vzdy existuje zobecnéna Hukuharova diference. Potom

zobecnéna Hukuharova diference pro tyto dva intervaly je nasledujici:

(i) a”=b"+c,
at =0t + ¢,
b-=a —c",

(a=,a™) O, (b7,0") = (¢, ") <=
nebo (i) { b= at 4o

To znamené, Ze hodnoty ¢~, ¢t vysledného intervalu ¢ = (¢, ¢*) jsou vidy defi-
novany takto:

¢ =min{a” —b ,a" —b"},
ct =max{a” — b ,a” —b"}.

Obé podminky (i), (ii) plati soucasné, pokud intervaly (a~,a™), (b~,b") maji

stejnou délku a ¢ = ¢t [L1].

Poznamka 3.4 Existuje i alternativni reprezentace intervalu a = (a~,a™), a
to pomoci stfedu intervalu ¢ = (a~ + a*)/2 a poloviéni &itky intervalu @ =
(a™ — a7)/2. Poté mizeme psat a = (a,a), a > 0 a plati, 7e a~ = a —a a
a™ = a + a. To stejné budeme mit i pro interval b a potom vysledek zobecnéné
Hukuharovy diference se spocité jako (a,a) O, (b,b) = (& — b, [a — b|) [11].
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Pojdme se ted podivat na konkrétni piiklad.

Piiklad 3.6 Mé&jme zadefinované dva intervaly a = (1,4), b = (2,7). Potom
vysledek vypocitany pomoci zobecnéné Hukuharovy diference bude vypadat na-
sledovné:
(1,4) 94 (2,7) = (=3,-1),
jelikoz
—3=min{(1-2),(4-17)},
—1 =max{(1—-2),(4-T7)}.
Po dosazeni do podminek (i), (i7), zjistime, Ze je splnéna podminka druha, jelikoz
plati :
2=1- (1),
7T=4-(-3).

Alternativni zapis, zavedeny v poznamece 3.4, by vypadal néasledovné:
a=(1+4)/2=25aa=(4-1)/2=1,5,
b=(2+7)/2=4,5ab=(7—2)/2=2,5,

nasledné

(2,5;1,5) Og (4,5;2,5) = ((2,5 —4,5),|1,5 — 2,5]) = (-2, 1).

Poznamka 3.5 Pokud bychom méli intervaly ¢ = (2,4), d = (—1,1), tak vy-
sledkem zobecnéné Hukuharovy diference ¢ ©4 d bude interval e = (3,3) = {3} a
budou platit obé& rovnosti (7), (i7), jelikoz je splnéno, Ze intervaly ¢, d maji stejnou
délku a e” = et

V pripadé fuzzy ¢isel bude postup obdobny. Mé&jme fuzzy ¢isla U,V € Fy(R).
Potom Hukuharova diference pro fuzzy ¢isla [1] je definovana takto:

UoV=W<«=U=V+W.

Nyni a-fezy Hukuharovy diference jsou (U © V), = (u(a) — v(a), u(a) — v(a)),
kde U, = (u(a),u(a)) a V, = (v(a),v(a)). Opét jenom tato podminka nestaci,

a proto byla zavedena zobecnéna Hukuharova diference pro fuzzy ¢isla [11].
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Definice 3.5 Necht U,V € Fy(R). Zobecnénd Hukuharova diference je defino-

véna nésledovné:

B U=V+W,
UQQV_W@{nebOV:U—i-(—l)W

Zobecnénd Hukuharova diference pro a-tfezy fuzzy ¢isel U,V € Fy(R) vypada

nésledovné:

(U Oy V)a = Wa = (w(a), w(a)),

kde
w(a) = min{u(a) — v(a),7(a) —v(a)},
w(ar) = max{u(a) — v(a),u(e) —V(a)},

za predpokladu, ze w(«) je neklesajici, w(a) nerostouci a w(1) < w(1). Konkrétné

pro a € (0, 1) plati:

)~ %Eg; pokud len(U,) < len(V,),

Eg; - ZEZ; pokud len(U,) > len(V,),

kde len(U,) = u(a) — u(a) znadi délku a-fezu U a len(V,) délku a-fezu V.
Zobecnéna Hukuharova diference pro dvé fuzzy ¢isla U,V existuje pouze tehdy,

jestlize je splnéna pravé jedna z téchto dvou podminek:

len(U,) > len(V,,) pro vSechna « € (0, 1),
(a) § u(a) —v(a) je rostouci vzhledem k «,
u(a) — v(a) je klesajici vzhledem k «,

nebo
len(U,) < len(V,,) pro vSechna « € (0, 1),

(b) ¢ u(a) — () je rostoucti vzhledem k «,
u(a) — v(a) je klesajici vzhledem k a.

Vse vyse prevzato z |1 1]. Pojdme se podivat na konkrétni priklady.
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Priklad 3.7 Méjme dvé trojuhelnikova fuzzy ¢isla U a V' zadefinované nasle-
dovné U = {(11 4+ 3,18 —4a),a € (0, 1)} a V = {{1 + o,4 — 2a),a € (0,1)}.
Potom vysledek zobecnéné Hukuharovy diference téchto dvou fuzzy ¢isel vypada

nasledovné:
(UoyV)e=(1143a,18 —4a) 094 (1 + a,4 — 2a) = (10 + 2¢, 14 — 20),

kde
10 4+ 200 = min{ (11 + 3a) — (1 + ), (18 — 4av) — (14 — 2a0) },
14 — 2a = max{(11 4+ 3a) — (1 + @), (18 — 4a) — (14 — 2a0) }.

Z vysledku vidime, ze 1042« je rostouci vzhledem k o € (0, 1), 14— 2« je klesajici
vzhledem k o € (0, 1) a navic délka vSech a-fezt fuzzy cisla U je vétsi nez délka

viech a-fezu fuzzy ¢isla V', a tudiz je splnéna podminka (a).

v U-v U

N i\
05 l _ /!

c 1 2 3 4 5 o6 T & 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Obrézek 11: Graf reprezentujici odecitani fuzzy cisel U ©, V'

Priiklad 3.8 Kdybychom méli trojuhelnikové fuzzy ¢isla O, P zadefinované na-
sledovné O = {(1143a,15—a),a € (0,1)} a P = {{(14+a,6—4a),a € (0,1)}, tak

by zobecnéna Hukuharova diference pro tyto dvé fuzzy ¢isla neexistovala, jelikoz:
(114 3a) — (1 + ) = 10 + 2¢,

(15 — ) — (6 — 4a) = 9 + 3a,
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tedy vidime, Ze 10+2a i 94 3« jsou rostouci vzhledem k o € (0, 1), tudiz nemize

byt splnéna ani jedna z podminek (a), (b).

Poznamka 3.6 Prevzato z [11]. Kdyby fuzzy ¢isla X,Y byla lichobéZnikova
fuzzy ¢isla zadefinovana nasledovné X = (1,29, 73,24) @ Y = (Y1, Y2, Y3, Ya),
s tim, ze 11 < 29 < 23 < x4, Y1 < Yo < Y3 < Y4, a navic by jejich a fezy vypadaly
takto Xo = (z1+a(ra—21), vata(z3—24)), Yo = (Y1 +(y2—v1), yat+a(ys —va)),
tak by k existenci zobecnéné Hukuharovy diference stacilo pouze ovérit, zda plati

pravé jedna z nésledujicich dvou podminek:

T1— Y1 < To— Y2 < XT3 — Y3 < Ty — Ya,

nebo
T1— Y1 = T2 — Yo = X3 — Y3 = Ty — Yy

U trojuhelnikovych fuzzy ¢isel méame pouze tii vyznamné body X = (z1, z9, x3),
Y = (y1,v2,y3). K existenci zobecnéné Hukuharovy diference opét staci pouze

overit, zda plati pravé jedna z nésledujicich dvou podminek:

1 — Y1 < To— Y2 < X3 — Y3,

nebo

T1— Y1 = Ta— Y2 > T3 — Ys.

Priklad 3.9 Vratme se k piikladu 3.7, kde po dosazeni hodnot do podminek z
predchozi poznamky si ovéiime, ze opravdu zobecnény Hukuhariv rozdil pro tyto
dvé fuzzy ¢isla neexistuje, jelikoz 11—-1<14—-2 £ 15—6nebo 11 -1 # 14 -2 >
15 — 6.

Nez prejdeme na operaci déleni, zalozenou na Hukuharové diferenci, tak se
podivame, zdali je dodrzena vlastnost (1). Chceme tedy védét, zda plati Uo,U =
= {0}. Podle definice plati, ze hledame takové U, které kdyz pfi¢teme k realnému
¢islu 0, tak dostaneme nase puvodni U. Aby definice byla dodrzZena, je tedy jasné,

ze nam musi vyjit {0}.

34



Nyni se podivame jestli existuje FeSeni nasich zadanych rovnic pomoci zobec-
néné Hukuharovy diference. Nejdiive budeme uvazovat intervaly a = (a=,a™),b =
(b=,b%) a x = (z7,2T). Mame tedy rovnici a + x = b. Ozna¢me si len(a) =
at —a~, len(b) = bt — b~ jako délku intervalu a,b. Pokud len(b) > len(a), tak
feseni bude vypadat néasledovné: x = b — a. Jestli ale len(b) < len(a), tak poté
vysledek musime interpretovat takto: b —x = a. Tedy x = b O, a vzdy existuje
a plati bud a + = b nebo a = b — x. Interval x tedy vypocitame podle [11]

nésledovné:
r=b"—a",
xt =0 —a"

Y

piipad len(b) > len(a) : {

x~ =b" —at,

piipad len(b) < len(a) : {:ﬁ b g

Ukazme si oba pfipady na prikladu.

Priklad 3.10 Méjme intervaly a = (2,4),b = (3,6). Jedné se o piipad, kdy
len(b) > len(a), tedy uvazujeme rovnici a+x = b. ReSeni = b Qg4 a vypotitame

nésledovné:

Vysledkem je tedy interval z = (1,2) a po dosazeni do ptivodni rovnice dostaneme

rovnost (3,6) = (3,6).

Priklad 3.11 Nyni mé&jme intervaly a = (3,6),b = (2,4). Zde se jedné o piipad,
kdy len(b) < len(a), a tudiz uvazujeme rovnici a = b — . Reeni z = b O, a

vypocitame nasledovné:

Vysledkem je tedy interval x = (=2, —1) a po dosazeni do ptivodni rovnice do-

staneme rovnost (2,4) = (2,4).
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Pokud budeme uvazovat fuzzy ¢isla U, V', tak aplikujeme stejny postup s tim
rozdilem, Ze jak jsme si uz fekli, tak zobecnénéd Hukuharova diference pro fuzzy

¢isla nemusi vzdy existovat.

Poznamka 3.7 V [11]| navrhuji, Ze pokud u ©, v neexistuje, tak lze pouzit tak-

zvanou aproximovanou zobecnénou Hukuharovu diferenci.

3.4.2. Zobecnéné déleni

Vyuzité poznatky ze zobecnéné Hukuharovy diference nasledné pouzil Stefa-
nini v [11] na operaci déleni. Nejdfive v ramci intervalové aritmetiky uvazujme
dva intervaly a = (a=,a™), b = (b=,b"), kde b= > 0 nebo b" < 0 (coZ znamena
0 ¢ b). Pro interval ¢ = (¢, ¢"), kde ¢ = a - b, vypocteme krajni hodnoty ¢~, ¢t

dle standardni intervalové aritmetiky. To znamené:
¢ =min{a b ,a b ,atb",a"bT},
ct =max{a b ,a b ", atb",atb"}.
Poté si zadefinujme inverzni interval ¢! k intervalu ¢ tak, ze ¢! = (1/¢,1/c7).

Definice 3.6 Necht a = (a™,a™) ab= (b~,b"). Zobecnéné déleni +, definujeme

takto:
(1) a=b-c,

a+9b:0<:){nebo (i) b=a-c '

Je vidét, ze a +, b vidy existuje pro intervaly a,b € R, kde 0 ¢ b. Pti zadani
miize nastat 6 situaci, kde koneény vysledek se vypocte podle toho, jaka situace
nastane. Pojdme se nyni na tyto situace, které jsou prevzaté z [l1], podivat

podrobnéji:
1. Kdyz 0 <a” <at ab” <b' <0, tak
bud a=b~ > atbt, tak ¢ =a* /b, c" =a /bTa (i) je splnéno,
nebo a~ b~ < atbt tak ¢” =a /b, c" =aT/b”a (i) je splnéno.
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2. Kdyz0<a <atal<b <0b', tak
bud ¢ b" < atb ,tak ¢ =a /b",c" =a"/bTa (i) je splnéno,
nebo a bt > atb” tak ¢™ = at /b, c" =a" /b”a (i) je splnéno.
3. Kdyza™ <at <0ab <b" <0, tak
bud a™b~ < a bt tak ¢ =a"/bT,c" =a /b”a (i) je splnéno,
nebo ath™ > a bt tak ¢c” =a /b",c" =aT/bTa (i) je splnéno.
4. Kdyza <at<0a0<b <b', tak
bud a b~ < atbt tak ¢ =a /bT,c" =a"/b”a (i) je splnéno,
nebo a~b~ > atbt tak ¢c” =at /b, c" =a" /bTa (i) je splnéno.
5. Kdyza~ <0,a™ >0ab” <bt <0, tak feSeni nezavisi na b+ a plati:
¢ =a"/b-,c" =a /b a (i) je splnéno.
6. Kdyza™ <0,at>0a0<b <b", tak FeSeni nezavisi na b~ a plati:
¢ =a /b",c" =a"/b%a (i) je splnéno.

Poznamka 3.8 Pokud 0 € (b, b"), tak zobecnéné déleni neni definovano. Pro
intervaly b = (0,b%) nebo b = (b, 0) je déleni mozné, ale vysledek by se posléze

pocital pfes jednostranné limity |1 1].

Ukazme si nyni na konkrétnim piikladu, jak najdeme spréavnou situaci a spoci-

tame vysledek.

Priklad 3.12 Vezméme si stejné zadani, jako jsme méli u zobecnéné Hukuharovy
diference. Tedy mé&jme intervaly a = (1,4), b = (2,7). Nyni se podivame, jaka
ze Sesti situaci ndm nastala. Jednozna¢né vidime, z2e 0 < 1 <4 a0 <2 <7,

coz odpovida druhé situaci. Déle zjistime, Ze po roznéasobeni plati prvni radek
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u druhé situace, tedy 7 < 8. Dosadime do rovnic ¢~ = a~ /b7, ¢t = a® /b a

vysledek bude tedy nasledujici:
(1,4) =, (2,7) = (1/2,4/7).

U zobecnéného déleni pro fuzzy cisla se pouziva vice zpusobit, jak dojit k
vysledku. O nich se mizeme docist v [11]. My se podivame na ten, ktery nejvice

vychazi ze zobecnéné Hukuharovy diference.

Definice 3.7 Necht U,V € F(R) jsou fuzzy ¢isla s nasledujicimi a-fezy U, =
(u(a),u(a)) a V, = (v(a),v(a)), kde 0 ¢ V,, pro vSechna a € (0,1). Zobecnéné
fuzzy déleni +, je operace, jejimz vysledkem je fuzzy ¢islo W = U +,V € Fy(R),

s a-fezy W, = (w(a), w(a)), definované takto:

{ Ua = Va : Wou
nebo (1) V, = U, - W,

Ua+gVa:Wa<:>{

kde W1 = (1/w(a), 1/w(a)).

Predpokladame, ze W je fuzzy ¢islo a nasobeni v (i), (ii) mezi fuzzy ¢isly se
provadi pomoci standardni fuzzy aritmetiky.

Zobecnéné fuzzy déleni =, existuje pokud W € Fy(R), a tedy w(«) je ne-
klesajici, w(«) nerostouci a w(1) < w(1). Vypocty posléze provadime stejné jako
pro intervaly [I1]. UkaZzme si to na dvou piikladech, kde jeden bude mit FeSeni a

u druhého zobecnéné fuzzy déleni nebude existovat.

Priklad 3.13 Mg¢jme opét dvé trojihelnikova fuzzy ¢isla U a V' zadefinované tak,
7e U={(1143a,18 —4a),a € (0,1)} a V ={(1 + a,4 — 2a),x € (0,1) }. Kdyz
se podivame na Sest pripadu, které jsme si zadefinovali u zobecnéného déleni u
intervali, tak vidime, Ze nasemu zadani odpovidéa piipad druhy a po roznésobeni
plati, ze 44 —10a — 60 > 18+ 14a—4a? pro a € (0,1), a tedy vysledek pocitame
podle definice druhého fadku u druhého pfipadu. Dostaneme vysledek:

(11 + 3, 18 — 4a) =, (1 + o, 4 — 20) = (18 — 4a) /(4 — 2a), (11 + 3a) /(1 + ).
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Takové vysledné fuzzy cislo mize existuje, ale pro jistotu si jesté ovérime pod-

minku (i7), kterd podle definice ma byt splnéna:
(11 + 30,18 — 4a) - (1 + ) /(11 + 3a), (4 — 20) /(18 — 4a)) = (1 + &, 4 — 20),

kde 14« rovna se minimu z roznasobenti, které se provede podle standardni fuzzy
aritmetiky a 4 — 2a se rovna maximu. Vidime, Ze vysledek se rovné V,, a rovnost

je tedy splnéna.

Priklad 3.14 Nyni uvazujme dvé trojihelnikova fuzzy ¢isla R, S zadefinované
tak, ze R = {(140,50,5—3,5a),a € (0,1)} a S = {(—34+a,—1—a),a € (0,1)}.
Pouzijeme piipad prvni, fadek také prvni a vysledek tedy podle definice by mél
byt

(140, 5a, 5—3, by +4(—3+a, —1—a) = ((5—3,5a) /(—3+a), (140, 5a) /(—1—a)).

Kdyz se ale podividme na vysledek podrobnéji, zjistime Ze by vysledné fuzzy
¢islo muselo mit soufadnice (—5/3; —1,5/2; —1), ale takové fuzzy ¢islo neexistuje,
jelikoz v tomto pripadé z1 < x5 £ 3, a tedy neexistuje zobecnéné déleni pro fuzzy

¢isla R, S.

Na zéavér této kapitoly se opét zamérime, jestli je splnéna naSe vlastnost, a
to konkrétné vlasnost (2). Zajima nas tedy jestli plati U - U~! = 1. Piepiseme
si tuto vlastnost do ekvivalentniho tvaru, abychom zde méli operaci zobecnéné
déleni, tj. U +, U = 1, za podminky, ze 0 ¢ U,, kde o € (0,1) . Podle definice
hledame takové U, které kdyz vynésobime jednickou, tak ndm vyjde opét stejné
fuzzy ¢islo U. Je ocividné, ze pokud toto konkrétni zobecnéné déleni existuje, tak
tato vlastnost bude splnéna, jelikoz abychom dostali nase ptvodni fuzzy ¢islo U,
musime nasobit jednicku tim stejnym U.

U feSeni rovnice a -z = b, kde a, b, x jsou intervaly, pouzijeme podobnou mys-
lenku, jakou jsme pouzili pfi feSeni rovnice se zobecnénou Hukuharovou diferenci.
Tedy zobecnéné déleni x = b+, a existuje, pokud 0 ¢ a a plati alespon jedna z
téchto rovnosti:

a-x=0>b,
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b/x = a.

Opét plati, ze pokud uvazujeme fuzzy Cisla a zobecnéné déleni pro fuzzy cisla
existuje, tak postupujeme stejné. Pokud neexistuje, tak pouzijeme aproximované

zobecnéné déleni, o kterém se vice docteme v [11].

Priiklad 3.15 Na zavér této préace si udélejme posledni piiklad, ve kterém srov-
name vysledky podle jednotlivych pristupt. Uvazujme pro jednoduchost intervaly
a=(1,2),b = (3,5). NapiSme si nasi znamou rovnici a+x = b a nyni si spocitame

neznamy interval x podle jednotlivych pristupi.
1. Standardni intervalova a fuzzy aritmetika
r=b—a

r=(3,5) — (1,2) = (1,4).

Neznama x nam predstavuje vSechny hodnoty, ke kterym existuje takova
hodnota z a, ze vysledek souctu bude patiit do b. Po dosazeni vysledku do

puvodni rovnice dostaneme:
(1,2) + (1,4) = (2,6).

Jak je vidét tento vysledny interval je $irsi nez ptivodni interval b, nemiizeme

tedy pouzit klasické s¢itani, jelikoz intervaly a, x jsou na sebe nezavislé.
2. Podminéné fuzzy aritmetika
r=b—a
x=(3,5) — (1,2) = (1,4).
Zde nam interval x vyjde stejné, ovSsem v tomto piipadé si zadame relaci:
D ={(a,r) € R*la + z € b}.

Tato relace nam zajisti zavislost mezi intervaly a, x, navic soucet bude roven

puvodnimu intervalu b, tedy:
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3. Zobecnéna Hukuharova diference
r=0b04a

Uvazujeme rovnici a4z = b, jelikoZ se jedna o piipad, kdy len(b) > len(a).

ReSeni v = b O,4 a vypocitame nésledovné:
r =3—-1,

T =5-—2.

Vysledkem je tedy interval x = (2,3). Nyni x reprezentuje mnoZzinu vSech
¢isel, které kdyz se¢teme s libovolnym prvkem z a, tak vysledek sou¢tu bude

z b. Po dosazeni do puvodni rovnice dostaneme:
(1,2) + (2,3) = (3,5).

Vysledny interval se rovna ptivodnimu intervalu b.
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4. ZAavér

Hlavnim cilem této préace bylo predstavit rizné pristupy k intervalové a fuzzy
aritmetice a zjistit, zda konkrétni zadané vlastnosti a rovnice jsou u téchto pri-
stupt splnény.

Prvnim z ptistupt byla standardni a intervalova aritmetika. Tento pristup je
vSeobecné nejvice pouzivany, ovSem jsme zjistili, Ze nespliiuje ani jednu z nami
zadanych vlastnosti a rovnic, a to hlavné diky tomu, Ze tento koncept vychézi z
toho, Ze jednotlivé intervaly, ¢i fuzzy ¢isla jsou na sobé nezavislé. Druhym piistu-
pem byla podminéna fuzzy aritmetika, kde jsme si zadali ostrou relaci, diky které
nasledné byly splnény zadané vlastnosti a rovnice, jelikoz tato relace nam zajisti
zéavislost mezi intervaly a fuzzy ¢isly. Problémem je, Ze relace je vidy déna ex-
terné a tudiz neni néjaky pevny postup feseni. Poslednim pristupem, kterym jsme
se zabyvali byla Hukuharova diference, a to konkrétné zobecnénou Hukuharovou
diferenci a zobecnénym rozdilem. Zobecnénéd Hukuharova diference a zobecnény
rozdil existovali, pokud byly splnéné urcité zadané podminky a potom mohly byt
splnény i nase zadané vlastnosti a definice. Také jsme ale zjistili, ze pokud tyto
podminky splnény nejsou, tak pomoci tohoto pfistupu nemiizeme pocitat, jelikoz
vysledek by neexistoval. Jak je tedy vidét, kazdy pristup je néé¢im ojedinély a ma
taky svoje negativa.

Toto téma jsem si vybral, jelikoz mé zaujalo, Ze se da pocitat i s neur¢itymi
daty. S pojmy z oblasti fuzzy mnozin a fuzzy ¢isel jsem se setkal poprvé az
pfi psani této prace, tudiz to byla i pro mé vyzva, se podivat do problematiky,
ktera se bude studovat az v navazujicim studiu. Navic jsem celou praci psal v
editoru TeXworks, a tudiz se zdokonalil v praci s timto programem. Také jsem
se naucil pracovat i s novym program FuzzME, v némz je vytvorena vétsina
obrazku v této praci. Vérim, ze tyto nové znalosti a dovednosti dobie vyuziji v

mém nadchazejicim studiu na této univerzité.
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