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Uvod

Cilem této prace je nastudovat problematiku tlohy komplementarity. Sezna-
mime se s tvary ulohy linearni i nelinearni komplementarity. Zamétime se na me-
tody Teseni predevsim tlohy linedrni komplementarity a vyzkousime si je na apli-
kacnich prikladech. Soucasti prace bude také programova realizace algoritmii.
Vyuzijeme program Matlab.

V prvni kapitole uvadime zakladni pojmy, které jsou potiebné k pochopeni
nasledujiciho vykladu.

Ve druhé kapitole se zabyvame jednotlivymi tvary komplementarity. V prvni
casti se vénujeme tloze linedrni komplementarity a jejim specidlnim tvartim jako
je smisend, horizontalni a vertikalni linearni komplementarita. Standardni tvar
ulohy linearni komplementarity oznacujeme symbolem LCP. Ukazeme si prevody
specialnich tvarid na standardni tvar, ve kterém hledame dva vektory w € R"
az € R" tak, Ze vyhovuji vztahiim w = Mz — q, w/z = 0 a w,z > 0. Pod-
minku w’z = 0 nazyvame komplementarni. Odtud nazev celé tilohy. Vstupnimi
daty jsou matice M a vektor q. V tloze nelinearni komplementarity mame neli-
nearni funkci F(x) a tkolem je nalézt vektor x € R" tak, ze F(x) > 0, x > 0
a xI'F(x) = 0. Zde maji byt proménné nezdporné. V praxi se ale casto obje-
vuji varianc¢i nerovnice, kde maji proménné dolni nebo horni hranici nebo obé
soucasné. V tloze smiSené nelinearni komplementarity jsou zékladni podminky
ve tvaru nelinearnich rovnosti a komplementarni podminky jsou aplikovany pouze
na nékteré proménné a funkce.

Uloha LCP mtize mit jednozna¢né feeni, nekoneéné mnoho Feseni, prézd-
nou mnozinu pripustnych feseni nebo komplementarni, ale ne pripustné reseni.
Pti feseni tlohy bude hrat dilezitou roli tvar matice M .

Pivotovaci metody pro tlohu LCP jsou popsany ve c¢tvrté kapitole. Kon-
krétné Lemkeho metoda a hlavni pivotovaci metoda, které vyuzivaji simplexovou
tabulku. V Lemkeho metodé zavadime umélou proménnou z,, ktera nam hned
v prvnim kroku zajisti kladné hodnoty vektoru q. Cilem je béhem metody dosah-

nout toho, ze zy = 0. Stézejni v celé metodé je vybér hlavniho prvku, nebo-li pi-

5



vota, kterého vybirame pomoci podilového kritéria. Pouziti tohoto kritéria nam
vzdy nemusi zajistit konec¢nost metody, proto podilové kritérium nahradime le-
xikografickym pravidlem.

V hlavni pivotovaci metodé umélou proménnou nezavadime. V pripadé, ze v né-
které fazi vybereme pivota rovno nule, potom tato metoda neni schopna nalézt
feseni.

[teracni metody a jejich konvergence popisujeme v paté kapitole. Uvadime
zde dvé: pro symetrickou matici M a pro obecnou matici M. Tyto metody jsou
snadné na programovani.

Dalsi metoda pro feseni tlohy LCP je metoda vnitinich bodi.

V posledni kapitole si uvadime aplikace tlohy LCP. Nejdiive si ukazeme fe-
Seni uloh linearniho a kvadratického programovani a to prevodem na tlohu LCP
na zakladé Karush-Kuhn-Tuckerovych podminek. Dedikované portfolio, swapové
portfolio a Markowitztiv model reprezentuji aplikac¢ni piiklady. U dedikovaného
portfolia predpokladame, ze se financni toky a splatky ze zavazkd museji v jed-
notlivych okamzicich rovnat. Optimaliza¢nim kritériem je minimalizace vydaji
na porizeni portfolia obligaci. Principem swapového portfolia je nakup novych
a prodej drzenych obligaci tak, zZe chceme maximalizovat rozdil mezi ptijmy z pro-
danych a vydaji nakupovanych obligaci. Markowitztiv model je formulovan jako
stochasticky model, ktery minimalizuje riziko portfolia a zaroven pozadujeme
urcéitou vysi o¢ekavaného vynosu portfolia.

Programy jsou pfilozeny na CD.



1. Zakladni definice

Definice 1. Ctvercova matice M typu n X n se nazyva pozitivné definitni, pokud

plati
x"Mx > 0,
proVx e R" x#0.

Definice 2. Ctvercova matice M typu n X n se nazyva pozitivné semidefinitni,

pokud plati
x"Mx > 0,

proVx € R™.

Definice 3. Ctvercova matice M typu n X n se nazyva kopozitivni, pokud plati
xI ' Mx > 0,

pro V x > 0.

Definice 4. Ctvercova matice M typu n x n se nazjva ostie kopozitivni, pokud

plati
x"Mx > 0,
pro V x > 0.

Definice 5. Ctvercova matice M typu n X n se nazjva kopozitivni plus, pokud

je kopozitivni a pokud (M + M”)x = 0 pro V x > 0 tak, Ze
x'Mx =0 a Mx > 0.

Lemma 1. Necht M je pozitivné semidefinitni matice, potom M je kopozitivni

plus.

Duikaz: x’Mx >0V x, tedyiV x>0,

x'Mx=0,x>0=x"Mx=0= (M+MT")x =0. O
7



Definice 6. Ctvercova matice M typu n x n se nazyva P-matice, pokud jsou

vSechny jeji hlavni minory kladné.

Dusledek 1. Je-li matice M P-matice, potom je det(M) > 0am; >0V i

1=1,...,n.

Véta 1. Matice M je P-matice pravé tehdy, kdyz pro V x # 0 existuje i,
i=1,...,n tak, ze z;(Mx); > 0.

Dukaz: [12], str. 26



2. Ulohy komplementarity

Ulohy komplementarity délime na lineérni a nelinedrni. UkaZeme si zde jejich

standardni a specidlni tvary.

2.1. Standardni tvar ulohy linearni komplementarity

V této casti si podrobnéji popiseme tlohu linearni komplementarity. Budeme
vyuzivat strucné oznaceni LCP, které je sestaveno z prvnich pismen anglického
nazvu ” Linear Complementarity Problem”. Jedna se o nejjednodussi typ komple-
mentarity. Uloha LCP vychazi z discipliny matematického programovani. V této
discipliné se vyskytuji llohy minimalizovat nebo maximalizovat danou tucelovou
funkci za danych omezujicich podminek. Podnéty pro vznik téchto tloh ptichazely
z oblasti fyziky, technickych véd a predevsim z oblasti ekonomie. Jejich specialni
struktury umoznily navrhnout efektivnéjsi algoritmy na jejich feseni. Patii mezi
né pravé uloha LCP. Pomoci ni mizeme fesit tlohy linedarniho programovani,
kvadratického programovani, tlohy zlomkového programovani, tlohy separova-

telné a ulohy geometrického programovani.

Definice 7. Necht M je ¢tvercovd matice typu n X n a q € R"™ je libovolny

sloupcovy vektor. Ukolem je najit vektory w = (wy,...,w,)T az = (z1,...,2,)7"
tak, aby splnovaly nasledujici vztahy:

w =Mz +q (1)

w,z >0 (2)

w'z = 0. (3)

Vstupni data této tlohy jsou matice M a vektor q, proto se v literatufe mii-
zeme setkat i se zapisem LCP(q, M). Pokud je matice M pozitivné semidefinitni,
potom tlohu LCP nazjvame monoténni. Uloha LCP neni optimalizacni pro-
blém, protoze neobsahuje zadnou ucelovou funkci, ale s optimalizaci tizce souvisi.

Jedna se nam o vyfeseni soustavy (1)-(3), ktera je diky podmince (3) nelinearni.



Vztah w’z = 0 je ekvivalentni zapisu Y |, w;z; = 0,tj. wiz; =0Vi=1,...,n
za platnosti podminky (3).

Podminku w;z; = 0V ¢ = 1,...,n nazgyvame komplementdarni podminkou.
Pro néjaké ¢, + = 1,...,n se z; = 0 pokud w; > 0 nebo w; = 0 a z; > 0. Muze
také nastat z; = w; = 0.

Reseni splitujici rovnici (1) a podminku (2) se nazyva pripustné reseni. Mno-
zina K = {(w,z) : w =Mz +q, kde w,z > 0} je mnoZina pripustnijch tesent.

Reseni splitujici rovnici (1) a podminku (3) nazyvame komplementdrni esen.

Par (w;, z;) nazyvame j - ty komplementdrni pdr proménnych a kazda pro-
ménnd v tomto paru se nazyva komplement (dopliiek) té druhé. V tloze LCP
rfadu n je n komplementarnich pari cislovanych od 1 do n.

Vektor n proménnych nazyvame komplementdarni vektor, pokud j-ta4 pro-
ménna v j je z j-tého komplementarniho paru.

Komplementdarni matice je ¢tvercova matice typu n X n, jejiz j-ty sloupcovy
vektor je tvofen j-tym komplementarnim parem pro kazdé j.

Komplementdarni baze je komplementarni matice, ktera je regularni. V pripadé
ulohy LCP budeme brat jednotkovou matici I typu n x n.

Komplementarni bazicky vektor je komplementarni vektor proménnych spo-
jeny s komplementarni bazi.

Komplementarni pripustnd bdze je komplementarni baze, ktera je pripustnou
béazi ulohy LCP.

Komplementarni pripustny bazicky vektor je komplementarni bazicky vektor,
ktery je pripustny.

Reseni tlohy LCP je zaroven piipustné a zaroveii komplementarni. Pokud
jsou slozky vektoru q nezaporné, tj. ¢; > 0V ¢ = 1,...,n, potom dostavame
trivialni feseni lohy LCP ve tvaru w =q a z = 0.

K teseni se pouzivaji pivotovaci metody, iteracni metody nebo metody vniti-

nich bodi. Tyto metody budou popsany pozdéji.
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2.2. Specialni tvary ulohy linearni komplementarity

Transformaci rozumime permutaci radk, sloupcti, zaménu proménnych, pro-
stfednictvim invertovatelné matice omezujicich podminek. Tyto tansformace ozna-

¢ime symbolem 7.

Lemma 2. S kazdou tlohou tvaru linedrni komplementarity je spojena transfor-

mace 7 € T, ktera redukuje tento problém do standardniho tvaru.

Dukaz: [2], str. 379

2.2.1. Uloha smiSené linedrni komplementarity

Pokud mirné zobecnime tlohu LCP, dostavame smisenou komplementaritu,
kterou znac¢ime MLCP. Zkratku tvoii poc¢atecni pismena anglického nazvu ”Mi-

xed Linear Complementarity Problem”.

Definice 8. Nechf A je matice typu n x n, B je matice typu m x m, C je matice
typu n x m, D je matice typu m x n, a € R™ a b € R™ jsou sloupcové vektory.
Ukolem je najit vektory u = (uy, ..., u,)" av = (vi,...,v,)" tak, aby splitovaly

nasledujici vztahy:

at+tAu+Cv=0 4

b+Du+Bv>0 5

v>0 6

(4)
(5)
(6)
v?(b+Du+ Bv) = 0. (7)

Miizeme si zde vS§imnout kombinace tlohy LCP a systému linearnich rovnic,
které odpovidaji volné proménné u.
Pokud je matice A regularni, mizeme (4) piepsat ve tvaru u = —A~!(a + Cv)
a dostavame tak tilohu LCP(b — DA'a,B — DA™!C).
Uloha MLCP je monoténni, pokud je matice

AC
M- (o)
pozitivné semidefinitni.
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2.2.2. Uloha horizontalni lineArni komplementarity

Strucné tuto ulohu oznacujeme HLCP, opét je tato zkratka tvorena z poca-

tecnich pismen ”Horizontal Linear Complementarity Problem”.

Definice 9. Necht M je ¢tvercova matice typu n x n, N je ¢tvercova matice

typu n x n a g € R™ je libovolny sloupcovy vektor. Ukolem je najit vektory

w = (wy,...,w,)T az=_(z,...,2,)7 tak, aby spliiovaly nésledujici vztahy:
Nw - Mz =q (8)
w,z >0
wlz=0.

Je-li N = I, dostavame ihned tlohu LCP. Pokud je matice N regularni,

tak je tato tloha ekvivalentni tiloze LCP(N~'q, N~'M). Pokud pro kazdé dva

1

body (w!, zh)a (w?, 2?) vyhovujici (8) plati (w' — w?)'(z* — 2%) > 0, potom je

tloha HLCP monotdnni.

2.2.3. Uloha vertikalni linearni komplementarity

Pocatecni pismena z anglického nazvu ” Verical Linear Complementarity Pro-

blem” nam daji zkratku VLCP. Jedna se o dalsi zobecnéni tlohy LCP.

Definice 10. Necht pro Vi =1,...,n je m; kladné celé ¢islo, pro které plati

i=1
Dale necht matice M je typu m x n a q € R™, kde

Ml q1
M=| : [.a=]: [,
Mn qn
kde pro ¥V i = 1,...,n je matice M’ typu m; x n, ¢ € R™. Ukolem je najit

12



vektor z = (21,...,2,)" splitujici vztahy

Mz-+q>0
z>0
a[[Mz+q); =0 i=1,...n
j=1

Jestlize bude m; =1V i=1,...,n, dostaneme ulohu LCP.

2.3. Uloha nelinearni komplementarity

Tento zakladni typ komplementarity je definovan nelinearni funkci /' : R — R™.

Ukolem je najit vektor x = (21, ..., 2,)7 splitujici nasledujici vzahy:

Zkracené tuto tlohu oznacujeme symbolem NCP z ”Nonlinear Complementarity
Problem”. Pokud funkce F'(x) bude afinni, tj. F'(x) = Mz + q, hovofime o tloze
linedrni komplementarity, LCP.

Vztah xT F(x) = >, 2 Fi(x) tj.

Fi(x)=0,Vi=1,...,n.

Diky komplementérni podmince je bud x; nebo Fj(x) rovno nule. Je ziejmé,

7ze NCP je ekvivalentni k nalezeni feseni nehladké rovnice

tj. po slozkach

13



2.3.1. Varia¢ni nerovnice v R"

Vyse jsme si uvedli typy tuloh, pro které byly proménné nezaporné. Nyni
si ukdzeme tlohy, jejichz proménné maji dolni nebo horni nebo dolni a horni

hranici. Tento typ tulohy je zobecnéni ilohy NCP.

Definice 11. Je dano zobrazeni I : R" — R™. Ukolem je najit vektor x € [, u]

tak, ze
(y —x)"F(x) >0, Vye[lul|
kdele R", ue R"sl; € [-00,00) au; € (l;,00]Vi=1,....na
Lu={xeR":1<x<u}.

Oznacime ji symbolem VI(F,[1,u]).
Pokud polozime I; = 0 a u; = co Vi = 1,...,n, tj. VI(F,[0,]), dostavame
tlohu nelinearni komplementarity.

2.3.2. Uloha smiSené nelineirni komplementarity

V mnoha aplikacich se zakladni podminky vyskytuji jako nelinedrni rovnice
a komplementarni podminky jsou aplikovany pouze na néjaké proménné a funkce.
Ptislusné proménné mohou byt volné nebo nezaporné. To vede na tlohu smisené

nelinedrni komplementarity, zkracenée MCP:

Definice 12. Ukolem je najit x € R™ takové, Ze

, X7 je volna proménna

kde I, J jsou tvofeny z mnoziny {1,...,n} tak, ze plati U J ={1,...,n}
alnJ=40.
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Tato definice je uvedena v literatufe [7]. Pokud budou funkce F; a F; afinni,
dostavame tlohu MLCP.
Uloha MCP je specialnim piipadem VI(F, [1,u]), polozime-li hranice /; = —o0,
u; = 0o pro V nezavislé proménné x;, 1 € [ al; =0, u; = oo pro i € J.
Tento zapis hranic 1, u proménnych nepfimo definuje podminky spojené s funkci F'.
Specialni piipad smisené nelinearni komplementarity nastava, kdyz jsou vSechny
proménné volné a vSechny ohraniceni jsou ve tvaru rovnic. Jedna se o soustavu

nelinearnich rovnic, zkracené oznacované NE, tedy
F(x)=0,xel={1,...,n}.

V literatuie se také vyskytuje i nasledujici formulace tlohy smiSené nelinearni

komplementarity, kterou jsme prevzali z [6].

Definice 13. Necht jsou dany funkce G : R xR’}> - R™ a H : R™ x R’? — R"™,

ny + ny = n. Ukolem je najit par vektortt (w,v) € R™ x R" tak, ze plati

G(w,v) = 0 w je volna proménna
H(w,v) >0
v>0

viH(w,v) =0
Pokud jsou funkce G a H afinni, dostavame tlohu MLCP.
Véta 2. Definice 12 je ekvivalentni definici 13.

Dukaz: Ekvivalence definice 12 a 13 je ziejma.

15



3. Existence reseni ulohy LCP

Uloha LCP mtiZe mit:

e jednoznacné feseni,

e nekonecné mnoho feseni,

e prazdnou mnozinu piipustnych feseni,

e komplementarni feSeni, ale ne pripustné reseni.

Dilezitou roli pro existenci a jednoznacnost feseni bude hrat tvar matice M typu

n Xn.

Véta 3. Uloha LCP maé pro kazdou pravou stranu q € R” pravé jedno feseni

pravé tehdy, kdyz M je P-matice.
Dukaz: [12], str. 30

Véta 4. Pokud je matice M pozitivné definitni, potom méa tloha LCP jedno-

znacné teseni pro kazdy vektor q € R".
Dukaz: [3], str. 141

Véta 5. Matice M je P-matice pokud a pouze pokud ma tiloha LCP jednoznacné

feSeni pro vSechny vektory q € R".
Dukaz: [3], str. 149

Véta 6. Pokud je matice M striktné kopozitivni, potom pro kazdy vektor q € R"

ma uloha LCP feSeni.
Dukaz: [3], str. 178

Véta 7. Nechf je matice M kopozitivni a necht vektor q € R". Pokud plati

implikace

x>0 Mx>0, x Mx=0 = quEO,
potom ma tloha LCP feseni.
Dukaz: [3], str. 179
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4. Pivotovaci metody
Uvazujme nasledujici systém linearnich rovnic.
Ax = Db,

kde matice A je typunxm, b € R", x € R™ an < m. Predpokladejme rozdéleni
matice A na tvar A = (B, N) a pfislusny vektor x = (xg, Xg).

Matici B, ktera je regularni a je typu n x n, budeme nazyvat bazi. V pripadé
ulohy LCP bude baze B = I, kde I je jednotkova matice typu n x n.

Matice N je typu n x (m — n).

Bazické teseni s bazi B je dano jako

BXR:b

XSZO,

kde R je mnozina indext sloupctt matice B a S je mnozina indexti sloupcti matice
N.

Proménné z;, i € R nazyvame bazické proménné.

Proménné z;, i € S nazyvame nebazické proménné.

Bazické TeSeni je nedegenerované, jestlize vSsechny bazické proménné maji nenu-

lové hodnoty. Jinak je feSeni degenerované.

4.1. Lemkeho metoda

Jednd se ziejmé o nejznaméjsi metodu pro feseni tlohy LCP, vyuzivajici
simplexovou tabulku. Spociva v tom, Ze zavedeme umeélou proménnou zy, kterd
do soustavy vstupuje spolu se sloupcovym vektorem d € R", d > 0, ktery si
zvolime libovolné. Pro néjaky vektor d mtze mit tloha LCP feSeni a pro jiny
vektor d muze stejnd tloha skoncit s fesenim na poloptimce. Na otazku, jak
spravné volit vektor d, neni zndmé odpovéd. Nejcastéji se pouziva volba vektoru

e=(1,...,1)7 kde e € R™
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Budeme se zabyvat modifikovanym problémem ptivodni tlohy:

w =Mz + xe+q 9)
w,z >0
Z()ZO

wliz =0.
Po prevodu vSech proménnych rovnice (9) na levou stranu dostavame
w — Mz — zpe = q,

takze pocatecni tabulka bude vypadat takto:

B| w 20 z

1 —e -—M | ¢q

(10)

Sloupec B je sloupec indexti bazickych proménnych. Poc¢atecni tabulka odpovida
pocatecnimu feseni w = q, z = 0, zp = 0. V bazi jsou pocatecni proménné
Wi, ..., w,. Ozna¢me: A = (I, —e, —M).

Diky umélé proménné dostaneme hned v prvnim kroku algoritmu nezaporné

hodnoty vektoru q na pravé strané tabulky. Cilem je ziskat zy = 0, tim dostaneme
feSeni pivodni tlohy LCP (1)-(3).

Lemkeho metoda postupuje po skoro komplementarnich bazich.

Definice 14. Pfipustné Feseni (w,z, zp) modifikované soustavy je skoro tplné

komplementarni feSeni, pokud existuje k € {1,...,n} tak, ze
e Vj # k je pravé jedna z proménnych w;, z; v bazi, j =1,...,n
e wy ani z; nejsou v bazi,
® 2z je v bazi.

Tim je zaruceno splnéni podminky w’z = 0.

Proménna z;, resp. w;, se nazyva bazickou proménnou, pokud z; > 0, resp.

w; > 0. Pokud z;, resp. w;, je nebazickd proménna, potom z; = 0, resp. w; = 0.
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Definice 15. Reeni (w,z) tlohy LCP nazyvame piipustné komplementarni

feseni, pokud jsou splnény nasledujici dvé podminky:

e (w,z) je piipustnym FeSenim

e pravé jedna komplementarni proménnd (w;, z;) je bazickd proménnd pro V

1=1,...,n.

Stézejni v celé metodé je vybér pivota, ktery provadime na zakladé podilového

kritéria nebo lexikografického pravidla:

a)

b)

Podilové kritérium (typické pro simplexovou metodu)

. :mjn{& cas >0, 1=1,...,n}.
(7 g Ais

V s-tém sloupci vybereme tadek 7, pro ktery je vyse uvedeny podil mini-
malni. Délit budeme pouze kladnym cislem. V pripadé, Zze nemizeme zadny
takovy prvek vybrat, kon¢ime s feSenim na polopfimce.

Pivotni krok je degenerovany, pokud je minimélni podil roven nule. Bazicky
vektor se zméni, ale bazické pripustné feseni zluistava stejné.

Pivotni krok je nedegenerovany, jestlize je miniméalni podil kladny a ko-
necny. Pripustné feseni se zméni.

Toto pravidlo slouzi k udrzeni nezapornosti pravého sloupce. Pti pouziti
u Lemkeho metody mtize nékdy v tomto misté dojit k zacykleni a nemame

tedy zarucenou konecnost algoritmu.

Lexikografické pravidlo

Konec¢nost Lemkeho metody zajistime pomoci Lexikografického pravidla,
kterym nahradime podilové kritérium.

Pro vektory x,y € R", x # y, definujme x <y, jestlize plati x; < v,
kde £ = min{j : z; # y;}. Toto usporadani se nazyva lexikografické. Je
ziejmé, ze pro kazdé x,y € R" nastava praveé jedna z moznosti x <y, y <
X, x =y, takze kazda konecnad mnozina X C R" obsahuje v tomto uspo-

rfadani nejmensi prvek, ktery znac¢ime lexmin X.

19



V tabulce Lemkeho metody ozna¢me symbolem 3; j - ty fadek rozsifené
matice (A|q), tj.
6) = (aj17 s 7aj,2n+17 q;), j == 1, o, n,

r uréime ze vzorce

& = lexmm{&; ajs > 0}, a5 > 0.
Arsg ajs

Transformaci tabulky provedeme pomoci Jordanovy eliminace:

Oznac¢me hlavni prvek ag, rozsifené matice (A|q).

1. vi-tém fadku (Vi=1,...,n, i #s)
Qi = Qi — Qg asg, j=1,...,2n+1
Qi = Qi — QsQir/ sk

2. v s - tém tadku
asj = agjfase, j=1,...,2n+1
qs ‘= QS/ask-

Mame dvé moznosti, jak mize byt metoda ukoncena:

1. 2y vystoupi z baze nebo bude zy = 0 v pripustném feSeni, potom tuloha

LCP konci s aktualnim feSenim
2. pivotni sloupec ma vSechny slozky zaporné nebo rovné nule, potom tloha
LCP koncdi s feSenim na polopfimce.

Lemkeho metoda nam tedy dava konkrétni feseni nebo selhava. V ptripadé ukon-
¢eni metody poloprimkou miize mit iloha LCP feseni, ale nebylo touto metodou

nalezeno.

Algoritmus:
Pokud q > 0 dostavame ihned trivialni feseni w = q, z = 0. Budeme predpo-
kladat, ze q # 0. Po sestaveni pocatecni tabulky ur¢ime s tak, Ze

¢s = min{g; : 1 <i < n}.
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Pivot se nachazi v fadku s a sloupci odpovidajici proménné zy. Tato proménna
vstupuje do baze, kde bude spolecné s proménnymi w;, j = 1,...,n, j # s.
V této fazi zp nazyvame vstupujici proménnou (pfichazi do béaze) a ws vystu-
pujici proménnou (opousti bazi). Prostfednictvim vybraného pivota provedeme

Jordanovu eliminaci. Polozime y; = 2z, a pfejdeme na krok 1.

1. Nechf ay je s - ty sloupec matice A odpovidajici proménné ;.
Jestlize je as < 0 prejdeme na krok 4, jinak urc¢ime r pomoci podilového
kritéria
dr .

4; .
— =min{— :a;s, >0,i=1,...,n}.
Qs v Qs

Jestlize je v r - tém Tfadku v bazi proménna 2, prejdeme na krok 3.

Jinak pokracujeme krokem 2.

2. V béazi je v r - tém Ffadku bud proménné w;, nebo z; pro k # s.
Proménnou y, zavedeme do baze a tabulku eliminujeme pomoci pivota
v tadku r a sloupci ;.
Jestlize bazi opousti proménna wy, polozime ys = 2.
Jestlize bazi opousti proménna z;, polozime vy, = wy.

Vratime se na krok 1.

3. Proménna y, vstupuje do baze a 2 ji opousti.
Po provedené eliminaci mame uplné bazické pripustné feSeni. Algoritmus

ukoncime.

4. Konc¢ime s FeSenim na polopiimce.

Polopiimka je definovana takto: R = {(w,z,29) + ad : a > 0}, kde d je
smér definovany tak, ze obsahuje 1 v pozici odpovidajici y, , —as v pozicich

odpovidajicich aktualni bazové proménné a 0 vSude jinde.
Véta 8. Pri pouziti lexikografického pravidla plati:
1. v kazdém kroku je vybér r jednoznacny,
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2. v kazdém kroku plati 0 < 3; pro vSechna j,

3. jestlize s vstoupi do baze a k vystoupi z baze, potom zavedeme-li v dal-
sim kroku k£ do baze, potom s opét vystoupi z baze a tabulka se vrati do

puvodniho stavu.
Dukaz: [12] str. 31

Véta 9. Lemkeho metoda s pouzitim lexikografického pravidla je konecné (tj.
po konecné mnoha krocich bud dava feseni tlohy LCP, nebo selhava i presto,

ze tloha LCP miZe mit feSeni).
Dukaz: [12] str. 34

Véta 10. Necht je matice M kopozitivni plus, potom plati: jestlize

w =Mz +q

w,z >0

ma feSeni, potom i tloha LCP ma feSeni, které nalezne Lemkeho metoda v ko-

necném poctu krokt.

Dukaz: [12] str. 35

Tlustrac¢ni priklad 1.

Pomoci Lemkeho metody najdéte feseni ilohy LCP s témito vstupnimi daty.

2 -1 1 -3
M=[-1 2 1],q=1] 0
~1-1 0 2

Nejdfive si sestavime pocatecni tabulku:

B wy W2 w3 20 21 ) <3 q
w1 1 0 0 -1 -2 1 —1 -3
Wo 0 1 0 —1 1 -2 -1 0
W3 0 0 1 —1 1 1 0 2
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Uréime s tak, aby ¢s = min;{¢; : 1 < ¢ < n}. V nasem pripadé je nejmensi
prvek ¢; = —3, tj. s = 1. Pivot je tedy v prvnim fadku a ve sloupci prislusejici
proménné zg. V pritbéhu vypoctu budeme zvyraziovat pivota tucné.

V tuto chvili zy vstupuje do baze a w; z baze vystupuje. Provedeme Jordanovu

eliminaci.
B wq Wa w3 ) 21 22 Z3 q
20 —1 0 0 1 2 -1 1 3
Wo —1 1 0 0 3 -3 0 3
W3 —1 0 1 0 3 0 1 5

Protoze z baze vystoupila proménna wq, bude do baze nyni vstupovat jeji komple-

3
01

ment z;. V tomto sloupci ur¢ime pivota podle podilového kritéria, tj. min{2, 1, g .
Minimum mame ve druhém fadku, tj. » = 2. Pivota jsme nasli ve druhém radku

a ve sloupci proménné z;. Eliminujeme.

B w1 Wy ws 20 Z1 2 Z3 q
20 —-1/3 | —2/3 0 1 0 1 1 1
2 —-1/3 1/3 0 0 1 -1 0 1
w3 0 -1 1 0 0 3 1 2

Z béaze vystoupila wy a vstupujici proménna bude z5. Podilové kritérium nam
opét uréi pivota ve sloupci proménné zy, tj. min{1, %} (do podilového kritéria
vstupuji pouze prvky slouce zs, které jsou vétsi nez nula), r = 3. Pivota jsme

nasli ve tfetim fadku vstupujici proménné. S timto pivotem eliminujeme.

B w1y w2 w3 20 21 ) <3 q
20 —1/3 —1/3 —1/3 1 0 0 2/3 1/3
21 —1/3 0 1/3 0 1 0 1/3 5/3
29 0 —-1/3 1/3 0 0 1 1/3 2/3

Nyni do baze vstoupi proménna z3. Podilovym pravidlem jsme nasli pivota v prv-

nim fadku, tj. min{3, 3, 2}.

B w1y W2 w3 <0 <1 ) <3 q
23 —1/2 —1/2 —1/2 3/2 0 0 1 1/2
21 —1/6 1/6 1/2 —1/2 1 0 0 3/2
29 1/6 —1/6 1/2 —1/2 0 1 0 1/2
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Bazi opoustila proménnd zj, tj. zo = 0. Nyni mame feseni ptivodni tlohy LCP.

0 3/2
w=|0],z=|1/2
0 1/2

Tlustracéni priklad 2.
Uvazujeme nasledujici piipad, kdy v nékteré fazi algoritmu dostaneme tuto ta-

bulku. Predpokladejme, ze vstupujici proménné bude z;.

B w1 W2 w3 20 21 ) <3 q
20 —1 0 0 1 -2 -1 1 3
Wo —1 1 0 0 -3 -3 0 3
W3 —1 0 1 0 -3 0 1 5

Pivotni sploupec mé vsechny prvky zaporné z; = (-2, —3, —3)7. Aktudlni téme¥
komplementéarni bazicky vektor je (wq,ws, ws, 21, 29, 23,20) = (0,3,5,0,0,0,3).
Resenim je poloptimka R = {0,3 + 3a,5 + 3, @, 0,0,3 + 2 : a > 0}.

4.2. Hlavni pivotovaci metoda

Uvazujme pro tlohu LCP fadu n nasledujici tabulku:

B| w z
[ M a (11)

w,z>0, wiz=0.

Nebudeme zde zavadét umeélou proménnou. Metoda pracuje pouze s hlavnim pivo-

tovacim krokem a konci, kdyz ziskdme komplementarni pripustny bazicky vektor.

Poc¢ateéni komplementarni bazicky vektor na zac¢atku metody je w = (wy, ..., w,).
Polozme vektor q = (q1, . . ., qn) ziskany v obecném kroku.

Pokud q > 0, potom konc¢ime s aktualnim komplementarnim bazickym vektorem

a aktualnim bazickym pripustnym fesenim.

Pokud q # 0, potom uré¢ime index r tak, ze

r=max{i:q <0,i=1,...,n}
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V pozici » vyménime aktualni bazickou proménnou v komplementarnim paru
(wy, ;) jejim komplementem. Pokud je pivotovaci prvek rovny nule, metoda neni
schopna nalézt Tfeseni. V opac¢ném piipadé se pivotovaci krok uskuteéni a metoda

pokracuje dalsim krokem.

Véta 11. Necht M je P-matice. Hlavni pivotovaci metoda aplikovana na tlohu
LCP konci s komplementarnim bazickym vektorem v konecném poctu krok.
Komplementarni bazicky vektor, ktery se jiz v pribéhu této metody objevil,

se v dalsich krocich nevyskytne.

Dukaz: [10], str. 256

Ilustracéni priklad 3:

Pomoci hlavni pivotovaci metody vytesime tilohu LCP s témito vstupnimi daty.

1 00 -8
M=(210],¢=[-12
2 2 1 —14
Sestavime si poc¢atecni tabulku.
B wq Wa W3 21 29 Z3 q
wq 1 0 0 —1 0 0 -8
Wo 0 1 0 —2 —1 0 —12
w3 0 0 1 -2 | =2 |-1 | —14

Prvky vektoru q jsou vsechny zaporné. Vybereme maximalni index, tj. r = 3.
Komplementarni bazicky vektor je w = (wi,ws,ws). Do baze bude vstupovat

proménnd z3. Pivot je oznacen v tabulce tucné, tj. —1. Provedeme eliminaci.

B wy | wsy w3 21 22 23 q
wq 1 0 0 -1 0 0 —8
Wo 0 1 0 -2 | -1 0 —12
23 0 0 —1 2 2 1 14
Opét najdeme maximalni index, pro ktery je ¢; < 0, ¢« = 1,...,n, tj. r = 2.

Z baze vystupuje proménna w, a do baze vstupuje proménna z, s pivotem —1.
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B w1 Wo w3 21 29 Z3 q
wy 1 0 0 -1 0 0 —8
2 0 —1 0 2 1 0 12
23 0 2 -1 -2 0 1 —10

Maximalni index je r = 3. Z baze vystoupi proménna z3 a vstupovat bude ws

s pivotem —1.

B w1 Wo w3 21 29 23 q

w1 1 0 0 -1 0 0 -8
2 0 -1 0 2 1 0 12
w3 0 —2 1 2 0 -1 10

V tomto kroku z baze vystupuje proménna w; a vstupuje z; s pivotem —1.

B w1 Wo ws 21 2 Z3 q
21 -1 0 0 1 0 0 8
29 2 -1 0 0 1 0 —4
w3 2 -2 1 0 0 | -1 —6

Vstupujici proménné je z3, z baze vystoupi ws. Pivotem je prvek —1.

B w1 Wo ws 21 29 Z3 q
z1 | —1 0 0 1 0 0 8
29 2 -1 0 0 1 0 —4
z3 | —2 2 -1 0 0 1 6

Vstupujici proménna je ws, z baze vystoupi z;. Pivotem je prvek —1.

B w1 Wy w3 Z1 2 Z3 q
z1 -1 0 0 1 0 0 8
wy | — 2 1 0 0 -1 0 4
23 2 0 -1 0 2 1 -2

Vstupujici proménné je ws, z baze vystoupi z3. Pivotem je prvek —1.
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B wy w2 w3 21 ) <3 q
21 —1 0 0 1 0 0 8
Wo -2 1 0 0 —1 0 4
W3 -2 0 1 0 -2 —1 2

V této fazi metodu ukoncime, protoze vSechny prvky vektoru q jsou kladné.

Reseni je

0 8
w=|4],z= {0
2 0
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5. Iteracni metody

Obecné nam tyto metody nedaji feseni v koneéném poctu kroki. Jsou snadné

na programovani.

5.1. Iteracni metoda ulohy LCP pro obecnou symetrickou
matici

Uvazujme tlohu LCP, ve které bude matice M symetricka. Pfedpokladejme
vektor q # 0, jinak w = g, z = 0 bude FeSenim tlohy LCP. Tuto matici M

miizeme rozepsat jako soucet tii matic M = L + G + U, kde

0o o0 0 ... 0 O
maq 0 0 ... 0

L= ms31 M3a2 0o . 0 0 y
Mp1 Mp2 Mp3 ... My n-1 0

G= . ;
0 0 0 ..My,
0 miz mas ... Min—1 Min
0 0 ma3 ... Map—1 Man
U=1|: : . :
00 0 ... 0 my1n
00 0 ... 0 0

L je ostfe dolni trojuhelnikova cast, G je diagonalni ¢ast a U je ostfe horni
trojihelnikova cast dané ctvercové matice M. Pokud je M symetrickd matice,
potom plati L7 = U.

Polozme z = (z;) € R" Dale oznatme xt* = (z]), kde 2] = max{0,z;}

proVji=1...,n.
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5.1.1. Iteradéni schéma

Libovolné si zvolime pocatecni bod z° > 0. Itera¢ni metoda je definovina

vztahem
z =Nz —wE'(Mz" +q+K"(z™ —2"))"+ (1 - \)z" (12)

pror =0,1,..., kde si libovolné zvolime parametry \, w, pro které plati
0 <A< 1 w>0.ProV r je K" ostfe dolni nebo ostie horni trojuhelnikova

matice a E" je diagonalni matice s kladnymi prvky, které vyhovuji podminkam

E > al
T r\—1 r M 2 n
y (QWE) ™+ K" = =)y > 1llyll". ¥y e R,

pro néjaka kladné ¢isla a, v. {E" : 7 =0,1,...},{K":r=0,1,...} jsou ohrani-

¢ené posloupnosti matic.

Pro K" ostfe dolni trojihelnikovou matici se vztah (12) upravi na

AT = A —wEL (M2 + @)t (1= M)z,

j—1

Z;H = A2 —wE (M 2" 4 q; + Z j’fl(zfrl — 2Nt + (1 - Nzj, j=2,...,n,
=1

kde E7 je j-ty diagondlni prvek diagonalni matice E" a K7, je (j,[)-ty prvek

matice K".

Pokud je K" ostfe horni trojihelnikova matice, vztah (12) se upravi na

2 = N(2E — wE (M 2" 4 qn))T 4 (1= N2,

n

J
I=j+1

29

2 = N2 —wE (M2 + g5 + Z DT =P+ (=N, =1,



5.1.2. Volba parametra ve vztahu (12)

1. Volime-li K" =0, E" = E pro V r, kde E je diagonalni matice s kladnymi
diagonalnimi prvky, potom vztah (12) bude vypadat nasledovné:

pocateéni bod z° > 0,
2+ — AMz" —wEMz" +q))"+(1-Nz", r=0,1,...,

kde 0 < A < 1, w > 0 jsou brany tak, Ze spliuji vlastnost, Ze matice

(2(AE)™! — M) je pozitivné definitni.

2. Volime-li K" = L nebo U, E" = E pro V r, kde E je diagonalni matice
s kladnymi diagonalnimi prvky, potom vztah (12) bude vypadat takto:

pocateéni bod z° > 0,
z ' = \z" —wEMz" +q+ Kzt —z))" +(1-Nz", r=0,1,...,
kde 0 < A <1, w > 0, s vlastnosti

Mo < 2/maz{G;;E;; : j takové G,; > 0}, (13)

kde G je diagondlni ¢ast matice M a G; je j-ty diagondlni prvek G, po-

kud mnozina {j : j takové, ze G;; > 0,57 =1,...,n} je neprazdna.

3. Volime-li sttidavée K" = L a U, E" = E pro V r, kde E je diagonalni matice
s kladnymi diagondlnimi prvky a spliiuje vlastnost (13), potom se vztah
(12) upravi na:

pocatecni bod z° > 0,

27 = \z" —wEMz" +q+ Lzt -z2))T+ (1 -Nz", r=0,2,4,...,

z = \Nz" —wEMz +q+ U —2)" +(1-Nz", r=1,3,5...,

kde 0 < A <1, w > 0.
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5.1.3. Konvergence metody

Véta 12. Necht matice E je diagonalni matice s kladnymi diagonalnimi prvky.

Potom (W = Mz + q,z) je feSenim tlohy LCP, pokud Z spliuje
(z—wEMz+q))" —z=0,

pro néjaké nebo vsechny w > 0.

Dtikaz: [10], str. 368

Véta 13. Necht E je diagonalni matice s kladnymi diagonalnimi prvky a necht

z € R". Potom

(z" —2z)"E" Yzt —y) <0,
proVy > 0.
Dukaz: [10], str. 368

Véta 14. Necht {z" : r = 1,2,...} je posloupnost bodi ziskdna z itera¢niho
vztahu (12). Pokud Z je bod z této posloupnosti, potom (W = Mz + q,%) je
fesenim ulohy LCP.

Diikaz: [10], str. 369, 370

Véta 15. Necht M je symetrickd a kopozitivni matice typu n x n. Predpo-
kladejme ohrani¢enou posloupnost {z® : r = 1,2,...} (tj., lims_ ||Z2°|| = o0 )
vyhovujici podminkdm z* > 0, f(z°) < a proV s = 1,2,..., kde « je kon-
stanta. Potom existuje posloupnost {z** : ¢ = 1,2,...} takovd, Ze posloupnost

z5t

{y*t : y* = et = 1,2,...} konverguje k bodu ¥, ktery spliiuje vlastnosti

y >0,
y'My = 0, q7y < 0. Pokud je navic matice M kopozitivni plus, potom ¥y také
spliiuje podminku My = 0, a bud vztah (14) nebo vztah (15) nema feSeni z € R™
Mz +q>0 (14)
Mz > 0. (15)
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Dukaz: [10], str. 370, 371
Véta 16. Predpokladejme bud

1. matice M je symetrickd ostfe kopozitivni

nebo

2. matice M je symetrickd ostie kopozitivni plus spliiujici vlastnost, ze bud (14)

nebo (15) ma pfipustné feseni z.

Potom posloupnost {z" : 7 =0, 1,2,...} ziskdna iteracnim vztahem (12) je ohra-

nicena a ma bod, ktery vede k feseni tlohy LCP.
Dukaz: [10], str. 371

Dusledek 2. Pokud je matice M symetrické, nezaporna a méa kladné diagonalni
prvky, posloupnost {z" : r = 0,1,2,...} ziskdna z itera¢niho vztahu (12) je

ohranicené a kazdy bod této posloupnosti vede k feseni tilohy LCP.

Dukaz: [10], str. 371

Disledek 3. Pokud je matice M symetricka, kopozitivni plus a bud (14) nebo
(15) méa pfipustné feseni z, potom tloha LCP ma feSeni. V ptipadé, kdyz je

Lemkeho metoda pouzita na teseni tllohy LCP a neni ukoncena na piimce, je

ukoncena s fesenim tlohy.
Dukaz: [10], str. 371

Véta 17. Pokud posloupnost {x": 7 =0,1,2,...} € R" je ohranicen4,
lim, . [|x"** — x"|| = 0 a pokud mnozina bodi {x" : r = 0, 1,2, ...} neni spojité,

potom {x" :r =0,1,2,...} konverguje.
Dukaz: [10], str. 372
Véta 18. Predpokladejme, ze matice M je symetricka, kopozitivni plus a nede-
generovand. Potom posloupnost {z" : r = 0,1,2,...} ziskdna z itera¢niho vztahu
(12) konverguje k feseni ulohy LCP.
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Dtkaz: [10], str. 372

Disledek 4. Pokud je matice M symetrickd a pozitivné definitni, potom po-
sloupnost {z" : » =0, 1,2, ...} ziskdna z itera¢niho vztahu (12) konverguje k bodu
z, ktery vede k feseni ulohy LCP.

5.2. Iteracni metoda LCP pro obecnou ¢tvercovou matici

Zde se budeme zabyvat tlohou LCP, kde matice M typu n X n nemusi byt

nutné symetricka.

Véta 19. Nechf g(z) = (z —wE(Mz +q))*, w > 0and E je diagondlni matice
s kladnymi diagonalnimi prvky. (w = Mz + q, z) je feSenim tlohy LCP pokud
9(z) = 2.

Dukaz: [10], str. 381
5.2.1. Iteracni schéma
Zvolime si po¢ateéni bod z° >0 € R Iteracni vztah je nasledujici
7z = (z" —wEMz" +q+ Kz —z")" (16)

pror = 0,1,2,..., kde w > 0, E je diagonalni matice s kladnymi diagonal-
nimi prvky a K je bud striktné horni trojuhelnikova matice nebo striktné dolni

trojihelnikovd matice. Tato iterac¢ni formule je specidlnim piipadem (12).

5.2.2. Konvergence metody

Véta 20. Vektory v posloupnosti {z" : r = 0,1,2,...} ziskané z (16) spliuji
proVr=12 ...

2! — 7’| < (I - wE[K|) "I — wE(M — K)||z" — 2",

Dukaz: [10], str. 382
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Veéta 21. Predpokladejme iteracni parametry w, E, K a matici vyhovujici
p=11Ql| < 1,kde Q = I-wE|K]|)"}(I-wE(M-K)|). Potom posloupnost bodii
{z" :r=0,1,2,...} vytvofena (16) konverguje k bodu z, kde (W = Mz + q,z)
je fesenim tlohy LCP.

Dukaz: [10], str. 382

Véta 22. Necht L, D, U jsou v tomto pofadi striktné dolni trojihelnikova,
diagonalni a striktné horni trojihelnikova ¢ast matice M. Necht K je L nebo U
nebo 0. Necht B = (I — wE|K]), C = |[I - wvE(M — K)|, A = B — C. Pokud
A je P-matice, potom posloupnost bodu {z" : r = 0,1,2,...} vytvofena (16)
konverguje k bodu z, kde (W = Mz + q,Z) je feSenim tlohy LCP.

Dukaz: [10], str. 383

Véta 23. Pokud D—|L+U]| je P-matice, potom posloupnost {z" : r = 0,1,2,...}
vytvofena (16) s K je Lnebo Unebo0a0 < w < 1/maz{M;;E;; : j=1,...,n},
kde M;;, E;; jsou j-té diagondlni prvky matic M, E, konverguje k feseni z, kde fe-
Senim tlohy LCP je (W = Mz + q,2).

Dtikaz: [10], str. 383
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6. Metody vnitfnich bodi

Problematika metody vnitfnich bodt a urceni poc¢atecniho ptipustného feseni
je velmi rozsadhla a presahuje oblast této prace. My ji proto nebudeme podrobné
studovat a uvedeme si pouze algoritmus k vypoctu tilohy LCP, ktery nevyzaduje
pripustny pocateéni bod. Vychézeli jsme z védeckého ¢lanku [9].

Uvazujme tlohu LCP (1),(2),(3).

Mnozina vSech pfipustnych feseni je
K ={(w,z) € R*:w =Mz +q, kde w,z > 0}.
Mnozina striktné piipustnych bodu je
Ky ={(w,z) € K :w,z > 0}.
Mnozina teseni ulohy LCP je
K(LCP) ={(w,z) € K : w'z = 0}.

V této kapitole budeme predpokladat, ze:

o Kin 7& 0

e M je pozitivné semidefinitni matice.

Tato metoda za¢ind s po¢ateénim bodem (w°,z%) > 0 a Tesi systém nelinearnich

rovnic

ZWe = e
w =Mz +q

w,z > 0,

kde Z = diag(z1, 22, . . ., 2n), W = diag(wy, wy, ..., wy) ae=(1,...,1)T,
ec R"
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Aplikaci Newtonovy metody k feseni systému nelinearnich rovnic dostavame sou-

stavu linearnich rovnic

WAz + ZAw = ZWe — e
Aw — MAz =w — Mz — q, (17)

k jejich vyfeseni mizeme pouzit napfiklad Gussovu elimina¢ni metodu. Ziskdme
tak dvojici (Aw, Az).
Dalsi iteracni bod je (w"*!, zF 1) = (wk z*) — a(AwF, Az").

Zavedeme ucelovou funkci definovanou jako
¢(w,z) =w'z + ||Mz +q — wl|,

kde ||.|| znaéi euklidovskou normu.

Volba parametru a:

a = min(o,, o)

Aw

{ min-2- pokud Aw; > 0
gy = vl
1 jinak

minﬁ pokud Az; >0
a, = oL
1 jinak

Algoritmus:
Necht € > 0 je mira pfesnosti a 7 € (0,1) je omezujici faktor. Zvolime si poca-
tecni bod (w° 2% > 0, u° > 0, k = 0 a vypocitame ¢(w’,3°) = ¢°. Vypocet

ukonc¢ime, kdyz ¢° < e.

Prok=1,2,...

Krok 1: Vypocitame p* = VW'
Krok 2: Vyfesenim soustavy (17) dostaneme (Aw*, AzF).
Krok 3: Nova iterace (wh! z8H1) = (wF, z*) — a(Aw*, AzF), k =k + 1.

Krok 4: Vypoéet ukonéime, kdyz ¢* < «.
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7. Porovnani metod

Uvedeme si zde priklad, ktery vypocitame vSemi vySe zminénymi metodami.
Na priklad aplikujeme nami vytvorené algoritmy, které jsou uvedeny v c¢asti Pri-

lohy.

Tlustracéni priklad 4:

Resme tilohu LCP s témito vstupnimi daty:

2 1 1 —4
M=|121/|,qg=1[-5
11 2 1

Postupné si tento priklad vyresime Lemkeho metodou, hlavni pivotovaci meto-
dou, iteracni metodou pro symetrickou matici M, itera¢ni metodou pro obecnou

matici M a metodou vnitfich bodi.

TeSeni: w =0 0 2
z =1 2 0
‘ Metoda ‘ Pocet iteraci
Lemkeho metoda 2
hlavni pivotovaci metoda 4
iterac¢ni metoda pro symetrickou M 21
itera¢ni metoda pro obecnou M 14
metoda vnitinich bod 8

Z tabulky je vidét, ze pivotovaci metody a metoda vnifnich bodl jsou nej-

rychlejsi. Pocet iteraci u iteracnich metod zavisi na pocatecni volbé parametri.
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8. Aplikace tlohy linearni komplementarity

8.1. Linearni programovani

Uloha linearniho programovani ve standardnim tvaru je dana takto:

n

E CjT; — min
j=1

n
E A5 4 > bi,izl,...,m
J=1

z; >0, j=1,...,n,

kde a;j, b;, c; jsou realnd cisla pro vSechny ¢ = 1,...,ma j = 1,...,n. Cilem

je tedy minimalizovat linedrni funkci Z;;l c¢;jx; za danych omezujicich linearnich

podminek. Nyni pfepiseme tuto metodu maticove.

c'x — min

Ax > b

x > 0,

(18)

kde A je matice typu m x n, b € R™ je vektor pravych stran a ¢ € R" je vektor

koeficienti ti¢elové funkce. Matice A i vektory b, c¢ jsou dané. Ukolem je najit

vektor neznamych x € R™.

Budeme tuto tlohu oznacovat symbolem LP z anglického nazvu ”Linear Progr-

mming”.

Omezujici podminky v rovnicovém tvaru mtizeme pfevést na nerovnicovy tvar

nasledujicim zptisobem.

rovnostni podminku Ax =b
prevedeme na dvojici podminek Ax > b

—Ax > —b.
Definice 16. Lagrangeovou funkei tlohy (18) nazveme funkci

L(x,y,u) =c'x —y"(Ax — b) —u'x,
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kde y € R™ a u € R” jsou Lagrangeovy multiplikatory.

Véta 24. (Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky) Predpokladejme, Ze x je lokalni
minimum tlohy (18), f(x) = ¢’x, g(x) = Ax — b, h(x) = x jsou spojité diferen-

covatelné, potom existuji Lagrangeovy multiplikatory y € R™ a u € R" takové,

i~

A4S
aL( y=c— AT 0
—L(x,y,u)=c — —u=
O 'Y y
Ax—-b=s (19)
u'x=0
s'y =0
X7Y7S7u207
kde s € R™.

Dtkaz: [15] str. 35
Zkréacené tyto podminky budeme oznacovat symbolem KKT. Zapiseme si je ve

tvaru ulohy LCP.

w = Mz + q,
u 0 —AT\ /x c
() -(370)6) (%) o
ul'x =0
s’y =0
x,y,s,u > 0.

Reseni této tlohy je ekvivalentni feseni tilohy LP.

Tlustracéni priklad 5.

Nagim tkolem bude vyftesit ilohu LP pfevedenim na tlohu LCP.
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r1 — 3Ty — 43 + 204 — min

7

IN

T1 + 3T9 — 13 + 224

—21’2 + 41’3 + x4 12

IN

—4x5 4+ 313 + 814 10

IN

IN

31’1 + 3 2

v

L1, X, X3, Ty 0.
Nejdfive si vSechny podminky upravime na stejné tvary nerovnosti.

Tr1 — 3x9 — 4x3 + 204 — MmN

—x1 — 3%y + T3 — 214 > —7
209 — 43 — x4 > —12
4dxy — 3x3 — 8xy > —10
—3r1—x3 > —2
Ty, T, T3, T4 > 0.

Takhle upravenou tlohu si prepiseme v maticové zapisu.

T
i) .
(1-3-4 2) — min
€3
LTy
—1-3 1-2 T —7
0 2—-4-1 T - —12
0 4-3-8 r3 | — —-10
-3 0-1 0 Ty —2
x > 0,
kde
1 1 -1-3 1-2 -7
| -3 I EZ B 0 2—-4-1 | —12
=1 X |a| AT 0 a-3-s| P70
2 4x1 T4/ 41 -3 0-10 4x4 —2 4x1
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Sestavime KKT podminky podle vztahi (19)

1 -1 0 0-3 Y1 Uy
3] (-3 2 4 0[] |w
—4 1 —4-3-1 Ys - Us
2 —2-1-8 0 Yy Uy
—-1-3 1-2 il —7 S1
0 2-4-1|[az| [-12| _ |[s
0 4-3-8 T3 —10 | s3
-3 0-1 0 Ty —2 Sq

Ujl’j = 0

siyi = 0

Uj, Ty >0 \V/] = 1,2,3,4,
S,y >0 YVi=1,234.

Vstupnimi daty pro tlohu LCP bude matice M a vektor q

OO OO - =N O

|
|
|
O OO ONN = WK
O OO O oW O

O =N wo o oo

S o NO O OO

wooORrROoOOoOO
— RO O OO
cCcoococo~ROoOw

Qo

I

\]

8x8 8x1

Matice M je nesymetricka a kopozitivni plus, tuto vlastnost jsme ovérili v Matlabu.
K reseni pouzijeme Lemkeho metodu a metodu vnitinich bodi. K vypocétim po-

uzijeme vytvorené algoritmy lemke_LP.m a interior _LP.m v tomto poradi.

lemke_LP
poCet krokid: k = 6

]
[N
\1
(@]
(@]
N
(@]
-
(@]
'_L
(@)
(@]

reseni: w

z= 0 3 2 0 1 0 0 5



interior_LP

pocet kroku: k = 14

]
[N
\1
(@]
o
N
(@]
—_
(@]
'_L
(@)

reseni: w

z= 0 3 2 0 1 0 0

Optimalni feSeni pivodni tlohy LP je x = (0, 3,2,0).
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8.2. Kvadratické programovani

Nejdrive si pfipomeneme tlohu kvadratického programovani, ktera je defino-

vana takto:

kde ay;, br, c; jsou redlnad cisla pro vsechny £ = 1,...

n n n

% Z Z iS55 + Z Cil; — min

i=1 j=1 j=1

n
Zaijj 2 bk, k‘:l,...,m
j=1

X Z 0, jzl,

Maticovy zapis je nasledujici

1 )
“x'Sx + ¢"x — min

2
Ax

v

b

x > 0,

kde je dana matice A typu m xn, b € R™, ¢ € R" a S je symetrickd matice

typu n x n. Ukolem je nalézt vektor x € R™.

Uéelova funkce je kvadraticka a omezujici podminky jsou linedrni. Pokud je ma-

tice S pozitivné semidefinitni, potom je tcelova funkce konvexni a mluvime o kon-

vexnim kvadratickém programovani. Pokud je matice S pozitivné definitni, po-

tom je ucelova funkce striktné konvexni. Tuto tilohu budeme oznacovat symbolem

QP z anglického nazvu ”Quadratic Programming”.

Definice 17. Lagrangeovou funkci tlohy (21) nazveme funkci

L(x,y,u) = %XTSX +c’x —y"(Ax —b)

kde y € R™ a u € R” jsou Lagrangeovy multiplikatory.

T

—u X,

Véta 25. (Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky) Predpokladejme, Ze x je lokalni

minimum tlohy (21), f(x) = 1x"Sx, g(x) = Ax — b, h(x) = x jsou spojité

43



diferencovatelné, potom existuji Lagrangeovy multiplikatory y € R™ au € R"

takové, ze

%L(x,y,u):SXch—ATy—u:O
Ax—b=s (22)

u'x=0

sTy =0

X,y,s,u>0,

kde s € R™.

Dukaz: [15] str. 35
Na zakladé Karush-Kuhn-Tuckerovych podminek mtizeme kvadratické programo-

vani prevést na tulohu linedrni komplementarity:

w = Mz + q,
u S —AT\ [x c
()= G0 (5)
u’x =0
s’y =0
x,y,s,u > 0.

Véta 26. Pokud matice S je pozitivné semidefinitni, potom matice M je pozi-

tivné semidefinitni a tudiz kopozitivni plus.

Dukaz: [8] str. 17

Tlustracni priklad 6.

Nagim tkolem bude vyftesit tlohu QP pievedenim na tlohu LCP.

2]+ 13 — 631 — 4wy + 13 — min
T+ X9 S 3
T, T2 > 0.
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Nejdfive si omezujici podminku prevedeme na podminku ve tvaru nerovnosti >.
o3+ 13 — 63y — 4wy + 13 — min
—T1 — X9 Z -3

L1, T2 > 0.

Ulohu pfepiseme pomoci matic.

s (20 (2

+ (—6 —4) <$1) +13 — min

X2

kde

A= (-1-1),,.b=(-3).

Sestavime KKT podminky podle vztahi (22)

G 2) () -G (5)-)
-0 (2) - (9=
w;z; =0
sy =0
uj,x; >0 V=12

s,y >0

Vstupnimi daty pro tlohu LCP bude matice M a vektor q

2 0 1 —6
M = 0 2 1 ,q=| 4
-1-10 3x3 3 3x1
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Matice S je pozitivné semidefinitni, matice M je také pozitivné semidefinitni
a proto kopozitivni plus. Na feSeni této tlohy mtzeme vyuzit Lemkeho metodu
a metodu vnittnich bodi. K vyfeseni pouzijeme postupné algoritmy lemke_QQ P.m,

interior_QP.m.

lemke_QP

pocet krokid: k = 3

TeSeni: w = 0 0 0
z =2 1 2

interior_QP

poCet krokd: k =7

1.0e-005 *

0.0580 0.1161 0.0580
2.0000 1.0000 2.0000

TeSeni: w

N
Il

Optimalni feseni tlohy QP je x = (2;1)7.
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8.3. Dedikované portfolio

Strategie dedikovaného portfolia, také oznacovana jako parovani hotovosti, je
zaloZena na predpokladu, Ze v jednotlivych okamzicich se finan¢ni toky z portfolia
obligaci (aktiv) museji rovnat splatkdm za zavazku (pasiv). Optimalizacnim kri-
tériem této pasivni strategie je minimalizace vydaji na potizeni portfolia obligaci.
Z hlediska vstupnich tidaji fadime tuto strategii mezi deterministické tlohy.

Trzni cena obligace, nebo-li hrubé cena, se vypocita jako soucet cisté ceny

obligace a alikvotniho trokového vynosu, tj.
TCO = ¢ista cena + AUV.

Alikvotni trok je nabéhly trok od posledni vyplaty kupénu. Cistd cena nemusi
byt dana pifimo, ale pomoci ¢istého kurzu, tedy procentniho podilu ¢isté ceny

na nominélni hodnoté (NH) obligace.

¢ista cena = Cisty kurz x ——.
100

Trzni cenu obligace tedy spocitame takto:

NH
TCO = &sty kurz * oo * AUV,

8.3.1. Priklad

Manazer portfolia ma vybrat optimalni portfolio obligaci. Kupdénova sazba,
¢isty kurz, alikvotni irokovy vymnos a rok splatnosti jsou uvedeny nize. Manazer
se rozhoduje 1. ledna roku T1 na obdobi 5 let. V letech T1 az T5 musi byt
zajistény tyto finan¢ni ¢astky na splatky véritelim: 5 000 p.j., 20 000 p.j., 40
000 p.j., 1 000 p.j. a 10 000 p.j. Uvazuje se moznost zapijcovat na konci roku
volné penézni prostiedky na jeden rok s trokem 7 % p.a. Kvili zjednoduseni
zanedbame zdanéni a transakéni naklady. Nomindlni cena obligace je 1 000 p.j.
a vSechny platby se uskutecnuji v jeden den v roce. Mmnozstvi obligaci nemusi

byt celociselné.
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Ukolem bude uréit optimalni skladbu portfolia a struktury zaptjéek pii mi-

nimalnich vydajich na jeho pofizeni. V roce T0 bylo zapijc¢eno 300 p.j.

obligace | kupén (%) | ¢isty kurz | alikvotni Grok | splatnost (rok)
By 10 95,0 50 T2
By 14 95,5 20 T3
Bs 12 94,0 10 T4
By 9 99,0 11 T5
Bs 8 102,0 12 T2
Matematicka formulace:
Ucelova funkce
5
k=1
omezujici podminky
5
> CFBi+ (1418 =Li+S5 t=1,...5 (23)
k=1
By, S; > 0 k=1,...,5, t=1,....5 (24)
Sto = 300.

Ucelova funkce vyjadiuje minimalizaci vydajii na pofizeni portfolia. Py je trzni

cena k-té obligace a Bj je mnozstvi k-té obligace. Slozka 22:1 CFy 4By, tvori

piijmy z portfolia obligaci, C'Fj,; jsou pfijmy z k-té obligace v roce t. Slozka

(14 7)S;—1 vyjadiuje pifjmy ze zapujcek poskytnutych v loniském roce za tiroko-

vou sazbu r. L; jsou splatky véritelim v daném roce. Stg = 300 je vychozi pod-

minka, udavajici vliv minulych rozhodnuti, ktera se promitaji do rozhodovaciho

obdobi. Zde se jedna o pujcku v roce T0. Podminka (24) vyjadiuje nezapornost.

Sestaveni ulohy:

V podmince (23) si vSechny nezndmé proménné prevedeme na levou stranu.
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Dostéavame ulohu

10008 + 97585 + 95083 + 100184 + 103285 — min

100B; + 14085 + 120B5 + 9084 + 80B5 — 157 = 4679
11008, + 14085 + 12085 + 9084 + 108085 + 1,075, — 1S, = 20000
114085 4+ 12085 + 908, + 1,075 — 153 = 40000

112085 4+ 908, + 1,0755 — 1.54 1000

10000

1090B, + 1,075,
Blv 327 B37 B47 B57 Sla 527 537 S4

v

0.

Maticovy zapis

(1000; 975; 950; 1001; 1032; 0; 0; 0; 0) Bs | — min

100 140 120 90 8 -1 0 O O Bs 4679
1100 140 120 90 10801.07 -1 0 O By 20000
0 1140 120 90 O 0 1.07 -1 O Bs | = ]40000
0 0 1120 90 0 0 0 1.07 -1 S 1000
0 0 0 1090 0 0 O 0 1.07 Sa 10000

Bl> B27 B37 B47 BSa Sl) 527 537 S4 2 0.
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Oznac¢me

B, 1000
By 975
Bs 950 4679
By 1001 2000
x = | Bs ,c= | 1032 ,b = 140000 ,
St 0 1000
S 0 10000/ .,
S 0
S 9x1 0 9x1

100 140 120 90 & -1 0 O O

1100 140 120 90 10801.07 -1 O O

A= 0 1140 120 90 0 0 107 -1 O
0 0 1120 90 0 0 0 1.07 -1

0 0 0 1090 0 0 O 0 1.07

5%9

Dostali jsme tlohu LP s omezujicimi podminkami ve tvaru rovnosti. Pfevedeme

si je na nerovnosti a dostavame

|
> P
Mo
VIV
| o
o

gl
v
=

t.

kde
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Sestavime KKT podminky

c—Cly=u
Cx—d=s
u'x =0
sly =0

Vstupnimi daty tlohy LCP jsou matice M a vektor q

S R )
M = < ,q = :
C 0 19%19 —d 19x1

Z kapacitnich divodt zde nebudeme matici M a vektor q vycislovat. Pomoci
programu lemke_ded.m konc¢ime s feSenim na polopfimce. K nalezeni feseni po-

uzijeme program interior_ded.m, ktery nam dava optimalni feseni
X = (10.6; 34.1; 9.2; 0; 0; 2268.2; 0; 0; 9345.8)T

Interpretace:

Optimalni skladba portfolia je 10,6ks obligace B;, 34,1ks obligace B, a 9,2ks
obligace Bs. V roce TO0 bylo zapijceno 300 p.j., v roce T1 2268,2 p.j. a v roce
T4 9345,8 p.j. Hodnota tucelové funkce 52 588 p.j. udava vydaje na pofizeni

optimalniho portfolia obligaci.
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8.4. Swapové portfolio

Strategie swapového portfolia fadime mezi aktivni strategie. Investor méa v dr-
Zeni urcité portfolio obligaci a snazi se provést takovou revizi portfolia, tj. nakup
novych, prodej dosud drzenych obligaci, aby finan¢ni toky z nového slozeni ob-
ligaci byly v jednotlivych letech alespon tak velké jako z ptvodniho portfolia.
Cilem je na této revizi vydélat, tedy dosahnout v dobé revize co nejvétsiho roz-
dilu mezi pfijmy z prodanych obligaci a vydaji na nakup novych obligaci. Stejné
jako u dedikovaného portfolia je i swapové portfolio fazeno mezi deterministické

tlohy.

8.4.1. Priklad

Manazer portfolia drzi tii druhy obligaci B.S;, BS; a BS3 v mnozstvi 20, 40
a 30 kust. Zvazuje na zacatku roku T1 na 4 obdobi moznost revize portfolia na-
kupem obligaci BB;, BBy a BBj3 a prodejem dosud drzenych obligaci. Kupénova
sazba, Cisty kurz, alikvotni irokovy vymnos a rok splatnosti nakupovanych obligaci
jsou uvedeny nize. Cash flow z revidovaného portfolia nesmi byt nizsi nez ze sou-
¢asného portfolia. Déle se uvazuje s moznosti ptijcovat volné penézni prostiedky
s urokem 7 % p.a. na jeden rok. V jednotlivych letech se omezuje zaptijéovani
castkou 5 000 p.j. a v poslednim roce neni zapiijcovani dovoleno. Mél by nakou-
pit alespon 20 kusti obligaci. Kviili zjednoduseni zanedbame zdanéni a transakéni
naklady. Nominalni cena obligace je 1 000 p.j. a vSechny platby se uskutecnuji
v jeden den v roce. Pripoustime, ze mnozstvi obligaci nemusi byt celociselné.

Ukolem bude uréit optimalni revizi portfolia obligaci, jestlize manazer chce

maximalizovat rozdil mezi pfijmy za prodej a vydaji na nakup obligaci.

obligace | kupén (%) | ¢isty kurz | alikvotni tGrok | splatnost (rok)
BS; 13 100 14 TH
BS, 12 101 35 T2
BS; 11 103 21 T1
BB, 128 07 1 T3
BB, 13,5 99 11 T1
BB3 13,9 101 22 TS
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Matematicka formulace:

Ucelova funkce
3 3
> PS;BS;— Y PB.BB) — max
j=1 k=1
omezujici podminky

3 3
Y CFuBBi+ (1+7)S1 > Y CFjBS;+8, t=1,...,4  (25)

k=1 j=1
BS;, BB, S, >0 jk=1,....3, t=1,....4  (26)
3
> BB, <20 (28)
k=1
S; <5000 t=0,1,2,3. (29)

Uéelova funkce vyjadiuje maximalizaci rozdil mezi piijmy z prodeje starych
a vydaje na nové obligace. PS; je trzni cena prodavané j-té obligace a BS; je
mnozstvi prodavané j-té obligace, PBj je trzni cena nakupované k-té obligace
a BBy, je mnozstvi nakupované k-té obligace. Podminky (25) vyjadiuji, Ze pfijmy
z portfolia obligaci po revizi museji byt vétsi nebo rovno pfijmim z ptvodniho
portfolia. Slozka Zi:l CF}, BBy, tvoti pfijmy z nové nakoupenych obligaci, C'F} ;
jsou pfijmy z k-té obligace v roce t. Slozka (1 + r)S;_1 vyjadiuje piijmy ze za-
pujcek poskytnutych v lonském roce za trokovou sazbu r. Slozka Zj’:l CF;.BS;
udava cash flow z prodanych obligaci. S; vyjadiuje poskytnuté pijcky. Podminky
(26) jsou podminky nazapornosti. Podminka (27) ¥ik4, Ze neni mozné prodat vice
obligaci, nez kolik je drzeno. H; udava pocet j-té drzené obligace. Podminka (28)
udava minimalni pocet obligaci, které by se mély nakoupit. Posledni podminka

vyjadiuje omezeni v zaptjcované castce v jednotlivych letech.
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Sestaveni tulohy:

Ulohu nejdfive pfevedeme na tlohu minimalizace a vSechny podminky na tvar

nerovnosti >.

1014BB; + 1045B By + 1051B B3 — 974BS; — 1001B.S; — 1032B.S35 — min

130BB; + 120BBy + 11008 B3 — 128 BS; — 1135B.S5; — 139853 + 1.075; — 151 > 0
130BB; + 1120BBy — 128857 — 139855 + 1.0757 — 155 > 0
130BB;, — 112885, — 139BS55 + 1.075;, — 155 > 0
130BB; — 139BS5 4+ 1.0753 — 15, > 0
—BS; > —20
—BS; > —40
—BS3 > —30
—5000
—5000
—5000
—5000
BB, + BBy + BBs > 20
BS1,BS2,BS3, BB1, BB2, BB3,50,51,52,53>0

Budeme ftesit tlohu linearniho programovani

c'x — min

Ax > b

x > 0,

kde

x = ( BBy; BB,; BBs; BSy; BSy; BSs; So; Si; Sa; S35 S4)

11x1”

c= (1014; 1045; 1051; —974; —1001; —1032; 0; 0; 0; 0; O)T

11x1”

b = (0; 0; 0; 0; —20; —40; —30; —5000; —5000; —5000; —5000; —20 ),

12x1”

o4



130 120 1100 —128 —1135 —-1391.07 -1 0 0 O

1301120 0 -—-128 0 -—139 0 1.07 -1 O O
130 0 0 —-1128 0 —-139 0 O 1.07 -1 O
130 0 O 0 0 -139 0 0 0 1.07-1
0 0 0 -1 0 0 0O 0 0 0 0
A — 0 0 0 0 -1 0 0O 0 0 0 O
0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0O -1 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 O
0 O 0 0 0 0 0O 0 -1 0 O
0 O 0 0 0 0 0O 0 0 -1 0
1 1 1 0 0 0 0o 0 0 0 O

12x11

Vstupnimi daty tlohy LCP jsou matice M a vektor q

M = ( ,q = :
A0 23%23 —b 23x1

které jsme ziskali z KKT podminek (19). Vy¢islovat si je zde z kapacitnich di-
vodil nebudeme. K nalezeni optimalniho feseni vyuzijeme nami sestaveny pro-

gram lemke_sw.m.

X = (10.8; 6.9; 2.3; 0; 5.2; 30; 5000; 0; 5000; 2584.5; O)T

Interpretace:

Hodnota tcelové funkce je 15 524 p.j., tedy na revizi portfolia lze vydélat a dopo-
rucime revizi provést. Optimalni rozhodnuti je nakoupit 10,8ks BB, 6,9ks BBs
a 2,3ks BB3. Déle prodat 5,2ks BSs a 30ks B.S;. V roce T0O a T2 se méa zapujcit
5000 p.j. a v roce T3 2584,5 p.j.

55



8.5. Markowitzuv model

Akcie patfi mezi nejrizikovéjsi financni nastroje, proto je i tento model for-
mulovan za rizika jako stochasticky, tzn. vstupni data lze stanovit jako rozdéleni
pravdépodobnosti. Vynos z akcie bereme jako ndhodnou veli¢inu s normalnim
rozdélenim se stfedni hodnotou m, kterd znaci ocekdvany vymnos, a rozptylem
o?. Smérodatné odchylka méfi riziko, Ze ocekévaného vynosu nebude dosaZeno.
Predpokladédme, ze budeme investovat pouze do rizikovych aktiv a neni dovolen
kratky prodej. Investovani do bezrizikovych aktiv neni povoleno. Déle predpokla-
dejme averzi k riziku. V tomto modelu minimalizujeme riziko portfolia a zaroven

pozadujeme urcitou vysi ocekdvaného vynosu portfolia.

8.5.1. Priklad

Manazer akciového portfolia ma k dispozici osm akcii x4, . .., xg. Zname jejich
ocekavané stfedni hodnoty m;, j =1,...,8 a kovarian¢ni matici S typu 8 x 8.

Vstupni adaje:
m = (0,0093; 0,0741; 0,1919; 0, 1865; 0,0676; 0,0016; 0, 1178; 0,0674;)

0,1756 0,0641 0,1462 0,0093 0,0057 —0,0531 —0,0632 —0, 0068
0,0641 0,2177 0,1041 0,0808 0,0596 0,0179 —0,0275 0,0898
0,1462 0,1041 0,3556 —0,0134 0,0133 —0,0116 0,0640 0,0056
0,0093 0,0808 —0,0134 0,3189 —0,0520 —0,0452 —0,0348 0,0752
0,0057 0,0596 0,0133 —0,0520 0,0768 0,0355 —0,0071 —0, 0004
—0,0531 0,0179 —0,0116 —0,0452 0,0355 0,0859 0,0695 0,0060
—0,0632 —0,0275 0,0640 —0,0348 —0,0071 0,0695 0,1787 0,0053
—0,0068 0,0898 0,0056 0,0752 —0,0004 0,0060 0,0053 0,1619

Ukolem manazera je na zakladé Markowitzova modelu stanovit optimalni re-

lativni slozeni portfolia.

Matematicka formulace:

Ucelova funkee

TSy — Mun

8 8
=1

T2

=1 j

56



omezujici podminky

8
ijl’j =T (30)
j=1

ixj =1 (31)

2; >0, j=1,...,8 (32)

Uloha slouzi k nalezeni optiméalniho portfolia pro pfedem stanovenou hodnotu
otekéavaného vinosu portfolia. Ucelovéa funkce vyjadiuje miniméalni rozptyl. Pod-
minka, ze soucet vSech relativnich podilt z; je roven jedné znamen4, Ze je mozné
investovat pouze tolik prostfedk, kolik je k dispozici. Podminky (32) jsou pod-
minky nezépornosti, protoZe neni dovolen kratky prodej. Podminka (30) zajistuje,
7e ocekavany vynos optimalniho portfolia bude odpovidat pozadované stiedni

hodnoté vynosu 7 stanovené predem.

Sestaveni tulohy:

Jedna se o tlohu kvadratického programovani, maticovy zapis

x'Sx — min

Ax = b
x > 0,
kde
0,0093; 0,0741; 0,1919; 0, 1865; 0,0676; 0,0016; 0,1178; 0,0674
A= ,
1 1 1 1 1 1 1 1 5
x8
I
T2
Z3
b <0,116> x= |
2x1 L5
Te
Z7
T8 8x1

57



Omezujici podminky prevedeme na nerovnosti a sestavime KKT podminky

28x — Cly = u

Cx—d=s
u'x =0
sly =0

u7 S7 X?yz()?

kde

c=(4), 4 (),
B 4x8 M/ 4xa

Vstupnimi daty tlohy LCP jsou matice M a vektor q

2s-—cT) < 0)
M = ( 4= -
cC o 12x12 —d 12x1

I zde z kapacitnich divodid vynechame vycisleni matice M a vektoru q. Pomoci

programu lemke_mar.m dostavame optimalni feSeni.

x = (0; 0; 0,2896; 0,3892; 0,1195; 0; 0,2017; 0)"

Interpretace:
Investor o¢ekava vynos 16 %, musi podstoupit riziko 28,5%. Podle Markowitzova
modelu doporuéime investorovi vlozit do akciového portfolia takto: do akcie w3

28,96%, do akcie x4 38,92%, do akcie x5 11,95% a do akcie x7 20,17%.
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Zavér

V préaci jsou popsany jednotlivé typy tloh linearni i nelinearni komplementa-
rity. Déle také metody k feseni tiloh linearni komplementarity. Studium metod
k TeSeni tloh nelinearni komplemtarity je velmi rozsahlé, proto jsme se zde touto
problematikou blize nezabyvali.

Zavérem si porovname jednotlivé metody k feseni tlohy LCP, které jsme
v této praci uvedli. Lemkeho metoda vyse zminéné ilustracni i aplikacni priklady
fesi v nejmensim poctu iteraci. U itera¢nich metod pocet iteraci zavisi na zvoleni
parametri a diagonalni matice.

V této praci jsme se zamérili na feSeni tiloh linearni komplementarity. Napii-
klad znalosti metody vnitfnich bodi, kterou jsme uvedli jen okrajové, by bylo
zajimavé studovat hloubéji.

P1i psani této diplomové prace jsem ziskala mnoho zkusenosti se ctenim prede-
vsim anglickych matematickych texti, jejich zpracovanim a naslednym sepsanim.
Zaroven jsem si prohloubila znalosti s programovacim jazykem Matlab, ktery jsem
diive znala jen z Casti. Vérim, ze tusili vénované této praci mi pomuize v budouci

praxi.
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P¥#ilohy

Priloha 1: Programova realizace algoritmu Lemkeho me-
tody

%Lemkeho metoda
clear

load M.txt
load q.txt

[n] = size(q);
[n,1] = size(M);
B=eye(n);

y=2%1+1;

b=[1:n]’;
z0=ones(n,1);

A=[B -z0 -M];

x=q;
zz=zeros(1,2*n+1) ;

% trivialni feSeni

if all(g>=0)
disp(’trividlni FeSeni:’)
q

break;

end

[h,s]=min(q);

hpocatelni pivotace

for i=1:s-1

x(1)=x(1)-x(s)*A(i, (1+1))/A(s, (1+1));
end

for i=s+1:n

x(1)=x(1)-x(s)*A(i, (1+1))/A(s, (1+1));
end

x(s)=x(s)/A(s, (1+1));

for j=1l:y
for i=1:s-1
A(i,:)=A(i,:)-A(s,:)*A(i, (1+1))/A(s, (1+1));
end

62



A(s,:)=A(s,:)/A(s,(1+1));
for i=s+l:n
A(i,:)=A(i,:)-A(s, )*A(1, (1+1))/A(s, (1+1));
end
end
lv=b(s); %vystupujici promé&nna
b(s)=1+1;

Jhlavni pivotace
for k=1:50
if 1v<1+1
for i=1:n
a(i)=A(i,1+1+1v);
if a(i)<=0;
v(i)=inf;
else
v(i)=x(i)/a(i);
end
end
ev=1+1+1lv; %vstupujici proménna
elseif 1lv>1+1
for i=1:n
a(i)=A(i,1lv-1-1);
if a(i)<=0;
v(i)=inf;
else
v(i)=x(i)/a(i);
end
end
ev=1lv-1-1; Jvstupujici proménna
end

if all(v==inf)
error (’konec na polopfimce’)
end

sl=find (v==min(v));
p=length(sl);
%hvib&r prvku pomoci lexikografického pravidla
if length(sl) =1
for i=1:p
for j=1:2x1
£(i,j)=A(s1(i),j)/A(s1(i),ev);
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end
end

for j=1:2%1+1
t=£(i,3);
h=find(t==min(t));
if length(h)==1 break;
end

end

r=sl(h);

%hvib&r prvku pomoci podilového kritéria
else r=sl;

end

if b(r)==1+1
for i=1:r-1

x(1)=x(1)-x(r)*A(1, (ev))/A(r, (ev));
end
for i=r+l:n

x(1)=x(1)-x(r)*A(1, (ev))/A(r, (ev));
end

x(r)=x(r)/A(r, (ev));

for j=1:y
for i=1:r-1
A(i,:)=A@,:)-A(r,:)*A(, (ev))/A(r, (ev));
end
A(r,:)=A(r,:)/A(r, (ev));
for i=r+1l:n
A(i,:)=A(1i,:)-A(r,:)*A(1, (ev))/A(x, (ev));
end

end

b(r)=ev;

break

end

if b(r)~=1+1
for i=1:r-1
x(1)=x(1)-x(r)*A(i, (ev))/A(r, (ev));
end
for i=r+1:n
x(1)=x(1)-x(r)*A(i, (ev))/A(r, (ev));
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end
x(r)=x(r)/A(r, (ev));
for j=1l:y
for i=1:r-1
A(i,:)=A@,:)-A(r,:)*A(, (ev))/A(r, (ev));
end
A(r,:)=A(r,:)/A(r, (ev));
for i=r+1l:n
A(i,:)=A(,:)-A(r,:)*A(i, (ev))/A(r, (ev));
end
end
1v=b(r);
b(r)=ev;
end

if x(s)==0
break;

end

end

zz(b)=x;
zz=zz(1:2*n+1) ;
w=zz(1:n);
z=zz(n+2:2*n+1) ;

disp (’pocet krokh:’)
k

disp(’¥eSeni:’)

W

z

Priloha 2: Programova realizace algoritmu Hlavni povoto-
vaci metody

J#Hlavni pivotovaci metoda
clear

load M.txt
load q.txt

[n] = size(q);
[n,1] = size(M);
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B=eye(n);

y=2%1;

b=[1:n]’;

A=[B -M];
zz=zeros(1,2*n) ;

% trivialni feSeni

if all(g>=0)
disp(’trividlni FeSeni:’)
w=q

break;

end

%hlavni iterace
for k=1:20
r=max (find (q<0)) ;
1v=b(r);
if b(r)<=1
ev=1lv+l;
if A(r,ev)==0
break;
end
for i=1:r-1
q(i)=q(i)-q(r)*A(i,ev)/A(r,ev);
end
for i=r+l:n
q(i)=q(i)-q(r)*A(i,ev)/A(r,ev);
end
q(r)=q(r)/A(r,ev);
for j=1l:y
for i=1:r-1
A(d,:)=A@,:)-A(r,:)*A(i,ev)/A(r,ev);
end
A(r,:)=A(r,:)/A(r,ev);
for i=r+1:n
A(d,:)=A@,:)-A(r,:)*A(i,ev)/A(r,ev);
end
end
b(r)=ev;

else
ev=1lv-1;
if A(r,ev)==0
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break;
end
for i=1:r-1
q(i)=q(i)-q(r)*A(i,ev)/A(xr,ev);
end
for i=r+l:n
q(i)=q(i)-q(r)*A(i,ev)/A(r,ev);
end
q(r)=q(r)/A(r,ev);
for j=1l:y
for i=1:r-1
A(i,:)=A(1,:)-A(r,:)*A(di,ev)/A(r,ev);
end
A(r,:)=A(r,:)/A(r,ev);
for i=r+1:n
A(i,:)=A,:)-A(r,:)*A(i,ev)/A(r,ev);
end
end
b(r)=ev;
end

if g>=0
break;

end

end

zz(b)=q;
zz=zz(1:2%n) ;
w=zz(1:n);
z=zz(n+1:2%*n) ;

disp (’pocet krokd:’)
k

disp(’¥eSeni:’)

W

z

Priloha 3: Programova realizace algoritmu iterac¢ni metody
pro symetrickou matici M

hiteralni metoda pro symetrickou matici
clear
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load M.txt
load q.txt

n=length(q);
E=eye(n);
z0=eye(1,n);

%L dolni trojihelnikovad matice
for i=1:n
for j=1:i-1
L(i,3)=M(d,3);
end
for j=i:n
L(i,j)=0;
end
end

%G diagondlni matice
for i=1:n
for j=1:i-1
G(i,j)=0;
end
for j=i+l:n
G(i,j)=0;
end
G(i,i)=M(i,1);
end
D=GxE;
s=max (max (D)) ;

if axw>2/s
error (’chyba ve volbé& parametrid’)
end

for k=1:10000

for j=1

z(j)=a*max (0, (z0(j)-w*xE(j,j)*M(j, :)*z0(:)+q(j))))+(1-a)*z0(j);
end

for j=2:n
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for 1=1:j-1

z(j)=a*max (0, (z0(j)-w*E(j,j)*M(j,:)*z0(:)+q(j)+. ..
L(j,1)*(z(1)-2z0(1)))))+(1-a)*z0(j);

end

end

zn=z0-z;

if norm(zn) < 0.000001; break;
end
z0=z;
end
w=(M*z’+q) ’;

disp (’pocet krokh:’)
k

disp(’feSeni:’)

W

z

Priloha 4: Programova realizace algoritmu itera¢ni metody
pro obecnou matici M

hiteraéni metoda pro obecnou matici
clear

load M.txt
load q.txt

n = length(q);
E=eye(n);
z0=ones (1,n);
w=0.5;

%L dolni trojihelnikovad matice
for i=1:n
for j=1:i-1
L(i,j)=M(1,7);
end
for j=i:n
L(i,3)=0;
end
end
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for k=1:300000

z(1)=max (0, (z0(1)-w+E(1,1)*(M(1, :)*z0(:)+q(1))));

for j=2:n

for 1=1:j-1

z(j)=max (0, (z0(j)-wxE(j, j)*M(j,:)*z0(:)+q(j)+...
L(§,1)*(z(1)-20(1)))));

end

end

zn=z0-z;

if norm(zn) < 0.0000001
break

w=(M*xz’+q) ’;

disp (’pocet krokt:’)
k

disp(’feseni’)

W

z

Priloha 5: Programova realizace algoritmu metody vniti-
nich bodu

Ymetoda vnit¥nich bodd
clear

load M.txt
load q.txt

n=length(q) ;
z0=ones(n,1);
wO=ones(n,1);
e=ones(n,1);
I=eye(n);
gama=0.1;

for k=1:10000

ni=gama*((w0’*z0)/n) ;
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Z=diag(z0);
W=diag(w0) ;
X=Z*xWxe-nixe;
XX=w0-M*z0-q;
A=[W Z;-M I];
b=[X; XXI;
dzz=A\b;
dz=dzz(1:n);
dw=dzz (n+1:2%n) ;
az=z0./dz;
aw=w0./dw;
az(az==inf)=1;
aw(aw==inf)=1;
az(az<=0)=1;
aw(aw<=0)=1;
[hz,r]=min(az);
[hw,r]=min(aw) ;
a=min(hz,hw) ;
z=z0-a*xdz;
w=w0-a*dw;

if ((z0’*w0+ norm(M*z0+q-w0))<0.0001)
break;
end

z0=z;
wO=w;

end
w=w’;
z=z’;

disp (’pocet krokt:’)
k

disp(’feSeni:’)

W

z
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