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3.3 Př́ıklady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

Závěr 37
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Úvod

V této bakalářské práci se zaměř́ım na řešeńı otázky pojet́ı integrálu během

jeho vývoje od dob antiky až po současnost a jeho jednotlivé druhy. Práce nab́ıźı

čtenář̊um přehledné shrnut́ı a snazš́ı proniknut́ı do dané problematiky. Může sloužit

jako studijńı pomůcka k prohloubeńı dosavadńıch znalost́ı studenta matematického

oboru. Celá práce je rozčleněna do tř́ı hlavńıch kapitol.

Prvńı kapitola je věnována zkoumáńı integrálu v historických etapách. Prvńı

obdob́ı, o kterém se zde zmiňuji, je antika. Dále jsou zde shrnuti významńı vědci

z novověku a současnosti.

Druhá kapitola se zabývá již samotným rozborem některých typ̊u integrálu. Vy-

brala jsem integrál Newton̊uv, Riemann̊uv, Lebesgue̊uv, Perron̊uv a Kurzweil̊uv.

Nejv́ıce zaj́ımavá z pohledu zkoumáńı integrálu je posledńı kapitola, a to po-

rovnáváńı jednotlivých typ̊u integrál̊u. V této kapitole jsou nejdř́ıve sepsány vlast-

nosti, které maj́ı všechny uvedené typy integrál̊u společné. Dále jsou zde vypsány

klady a zápory jednotlivých integrál̊u. Závěrem kapitoly jsou praktické př́ıklady.

Ćılem práce je přibĺıžit danou problematiku v oboru matematiky i laické veřejnos-

ti, tedy srozumitelně definovat daný pojem, jasně rozlǐsit jeho typy a nalézt nej-

vhodněǰśı definice integrálu. Napomáhaj́ı tomu doplňuj́ıćı ilustrace, které mohou

zvýšit zájem čtenář̊u.
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1. Historie integrálu

V této kapitole se pojednává o nejznáměǰśıch a nejvýznamněǰśıch představiteĺıch

historie, kteř́ı se významnou měrou zasloužili o rozvinut́ı integrálu.

V této kapitole byla využita literatura [1], [2] a internetové zdroje [3], [4], [5], [6].

1.1 Antika

Archimédes

S myšlenkou o integrováńı se můžeme setkat již u Archiméda, což je mate-

matik z antického obdob́ı. Pocházel ze Syrakus, kde se v roce 287 př. n. l. narodil.

Lásku k matematice, mechanice a astronomii zdědil po svém otci. Předpokládá se,

že zemřel během druhé punské války a to celkem kuriózńım zp̊usobem. Zabral se do

řešeńı úlohy a nevěnoval se hluku, který přicházel z ulice. Do jeho domu vtrhl voják

a snažil se ho donutit, aby s ńım šel k jeho v̊udci. Archimédes, zabraný do svého

problému odmı́tl a voják ho probodl mečem.

Archimédes se zabýval exhaustivńı metodou Eudoxa a snažil se o jej́ı zdokonaleńı.

Exhaustivńı metoda spoč́ıvá na principu, že veličiny můžeme dělit do nekonečna.

Vysvětĺıme to tak, že obsah plochy nějakého útvaru je roven obsahu ploch útvar̊u,

které z něj můžeme vytvořit a jejichž obsahy umı́me vypoč́ıtat. Plat́ı zde princip mo-

notonie a aditivity. Archimédes tuto metodu vylepšil a poté ji použ́ıval při d̊ukazech

vět. Nevěnoval se d̊ukaz̊um pouze starých poznatk̊u, ale hledal i nová fakta. Vy-

lepšeńı exhaustivńı metody je považováno za základy integrálńıch metod. Nejen

tato metoda, ale i to, že Archimédes vylepšil nápad Démokrita o rozděleńı rovinných

útvar̊u na tenké plátky, vedla k vytvářeńı integrálńıho počtu. Archimédes rozpraco-

val metodu integrálńıch sum, kterou interpretoval ve své knize ”Myšlenka integrováńı

vznikla z potřeby praxe”. Pojednává se v ńı o výpočtu obsah̊u a objemů.
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Po smrti Archiméda došlo k jistému utlumeńı matematiky. Jedńım z d̊uvod̊u bylo

př́ılǐsné snažeńı antických matematik̊u o logickou dokonalost d̊ukaz̊u. Daľśı d̊uvody,

proč se matematika nerozv́ıjela, spoč́ıvaly ve vněǰśıch př́ıčinách. Řı́mané přicházeli

např́ıklad s t́ım, že matematika je ned̊uležitá, ba dokonce nezákonná, a že se j́ı maj́ı

zabývat pouze pokořené národy, protože Řı́mané se muśı věnovat vládnut́ı.

Než přeskoč́ıme téměř 2 tiśıce let a přejdeme k daľśımu vědci, o jehož př́ınosu do

matematiky je potřeba se rozepsat v́ıce, zmı́ńıme alespoň matematiky Pappa nebo

Thabita ibn Qurra.

1.2 Novověk

Do obdob́ı novověku patř́ı velká spousta matematik̊u. V této práci jsou však

vybráni ti, kteř́ı měli největš́ı význam.

Johannes Kepler

Prvńım uznávaným matematikem v daľśı historické epoše - tedy novověku, který

se věnoval zdokonalováńı integrálńıch metod, byl Johannes Kepler. Kepler žil na

přelomu 16. a 17. stolet́ı. Toto obdob́ı je považováno za významné zejména pro

rozvoj v oblasti matematiky a mechaniky. Rozd́ıl mezi Archimédem a Keplerem

spoč́ıvá v tom, že Kepler se př́ılǐs nezaj́ımal o přesnost. Napsal knihu ”Nova stere-

ometria doliorum vinariorum”, která je ve volném překladu do češtiny známa jako

”Stereometrie vinných sud̊u”. Sepsal ji před svou svatbou z toho d̊uvodu, že chtěl

změřit prav́ıtkem, kolik je v́ına v sudech. Tato kniha zlepšila integrálńı metodu.

Můžeme v ńı naj́ıt např́ıklad vzorec pro výpočet kruhu, který je založen na infi-

nitezimálńıch úvahách. Ty jsou spojeny s rozděleńım tělesa na nekonečně mnoho

malých kousk̊u, kdy můžeme objemy jednotlivých kousk̊u vypoč́ıtat. Přibĺıžit tyto

úvahy je možno při výpočtu objemu kruhu. Kepler postupoval tak, že si kruh rozdělil

na mnoho jednotlivých kousk̊u, jejichž obsahy jsou velmi malé. Roztáhl kruh do

úsečky, kde jednotlivé kousky tvoř́ı pravidelné rovnoramenné trojúhelńıky. Vrcholy

všech trojúhelńık̊u přemı́stil do jednoho vrcholu, a to do středu kruhu. Muśıme ale

poznamenat, že základny d́ılč́ıch trojúhelńık̊u z̊ustaly stejné. T́ımto zp̊usobem se vy-
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tvořil jeden trojúhelńık, který obsahuje všechny počátečńı trojúhelńıky s odvěsnami

o délkách 2πr a r. Z d̊uvodu ekvivalence mezi kruhem a daným trojúhelńıkem tedy

vyplývá, že obsah kruhu je πr2. Kepler̊uv vliv na utvářeńı integrálńıch metod byl

významný, avšak některé jeho vzorce pro výpočet objemu těles se projevily jako

chybné. Nové Keplerovy myšlenky v té době neuznávali někteř́ı kritikové, např́ıklad

matematikové jako A. Anderson, P. Guldin a daľśı.

Bonavenura Cavalieri a Evangelista Torricelli

Italský matematik Bonaventura Cavalieri je představitelem daľśı etapy při

vytvářeńı integrálńıho počtu. Snažil se naj́ıt pro r̊uzné matematické úlohy obecný

princip, který by je vyřešil. T́ım se lǐsil od Keplera a učinil tak daľśı posun ve

zkoumáńı v tomto oboru. Cavalieriho rodiče chtěli, aby se stal duchovńım. Dı́ky

matematikovi a astronomovi Castellimu se vzdělával v klášteře a roku 1629 se stal

profesorem na katedře matematiky Boloňské univerzity. Velkým př́ınosem Cavalie-

riho je d̊ukaz, že objemy dvou těles jsou stejné, pokud se shoduj́ı obsahy nebo délky

odpov́ıdaj́ıćıch řez̊u. Cavalieri porovnával známé útvary s neznámými a t́ım źıskal

objemy nebo obsahy neznámých útvar̊u. Napsal knihu ”Geometrie”, kde se můžeme

setkat s myšlenkou integrálu mnohočlen̊u druhého stupně, určovaných pomoćı ob-

jemů a obsah̊u. Už Archimédes a Kepler pracovali s integrály, avšak Cavalieri byl

prvńı, kdo vyč́ıslil integrály
∫ a

0
xdx,

∫ a

0
x2dx. Výrok Cavalieriho, který to dokazuje,

zńı takto:
”
všechny čáry maj́ı poměr jako 2 a 1, všechny čtverce jako 3 a 1, všechny

třet́ı mocniny jako 4 a 1, . . .“. Jeho úvahy, které byly publikovány v knize ”Sta

rozličných úloh”, tedy vyč́ısluj́ı integrály:

∫ a

0

xdx =
a2

2
,

∫ a

0

x2dx =
a3

3
, . . . ,

∫ a

0

xndx =
an+1

n+ 1
.

Stoupencem myšlenky Cavalieriho byl Evangelista Torricelli. Staral se o něho

jeho strýc, který ho poslal studovat do jezuitské školy. Zdokonalil metodu nedělitelných.

Nepouž́ıval pouze nedělitelné úsečky, ale i nedělitelné části křivek v prostoru i v ro-

vině. Dokázal, že pokud se pravoúhlá parabola otáč́ı kolem své osy, pak je jej́ı

objem konečný. Důkaz byl provázen mnoha předintegračńımi metodami. Jednou

z nejd̊uležitěǰśıch je již zmiňovaná metoda nedělitelných. Torricelli zkonstruoval ja-

kousi ”trumpetu”, kterou si můžeme představit jako parabolu. Parabola se otáč́ı
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kolem jedné své asymptoty a je protnutá rovinou, jež je na tuto asymptotu kolmá.

Torricelliho význam ve vědě je zejména v oblasti optiky a fyziky.

V 16. a 17. stolet́ı docháźı k obrovskému rozmachu matematiky i ostatńıch

věd. Byly zakládány vědecké kroužky a vědci si mezi sebou často korespondovali.

Důvodem bylo sjednoceńı vědeckých myšlenek. V 17. stolet́ı docházelo v matema-

tice k velkým změnám. Oddělila se z ńı odvětv́ı jako matematická analýza, teorie

pravděpodobnosti a daľśı. Na druhou stranu začaly do matematiky patřit aritme-

tika, algebra, geometrie a jiné.

Pierre de Fermat

Jedńım z představitel̊u matematiky 17. stolet́ı je Pierre de Fermat. O jeho

životě se dochovalo málo informaćı, nav́ıc se jedná pouze o spekulace. Jedńım z fakt̊u,

které o něm v́ıme, je to, že vystudoval práva a stal se uznávaným právńıkem. Ne-

zmiňuji ho avšak kv̊uli jeho právnické kariéře. Fermat byl úspěšný i v matematice.

Vyslovil větu, která je známa předevš́ım vysokoškolským student̊um a zńı takto:

”
Jestlǐze má funkce v nějakém bodě extrém, pak derivace v tomto bodě je rovna

nule“.

Fermat použ́ıval při výpočtech velmi často slovo kvadratura. Pod t́ımto slovem

si mnoho z nás neumı́ nic představit, proto si ho vysvětĺıme bĺıže. Kvadratura je

vymezená osou 0x, grafem funkce f(x) a př́ımkami x = a a x = b. Jedná se tedy

o určitý integrál
∫ b

a
f(x)dx. Kvadratury parabol f(x) = xn Fermat vyč́ıslil jako in-

tegrál
∫ a

0
xndx. Byl velice dobrým matematikem. Dokázal vyč́ıslit i exponenty ve

zlomku, a t́ım vlastně vyč́ıslil integrál
∫ a

0
x

p

q dx pomoćı nerovnosti:

m−1
∑

k=1

kn <
mn+1

n + 1
<

m
∑

k=1

kn.

Vzhledem k tomu, že se k výpočtu použ́ıvaly sumy, byl postup složitý. U Fermata

se můžeme poprvé setkat se záměnou proměnných a s analogíı metody per partes.

Pomohlo mu to k vyč́ısleńı neznámých kvadratur na známé. Dokázal např́ıklad, že

Agnesiova křivka, která má tvar y = a3

x2+a2
, je rovna obsahu polokruhu s poloměrem

a. Fermat dokázal integrovat funkce parabolické, hyperbolické a exponenciálńı.
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Roberval (Gilles Personne)

O životě daľśıho představitele, o kterém by bylo dobré se alespoň zmı́nit, se do-

chovalo ještě méně informaćı než o životě Fermata. T́ımto představitelem je Gilles

Personne, který je sṕı̌se znám pod pseudonymem Roberval. V Pař́ıži, kam odces-

toval ze svého rodného města, se věnoval problémům v matematice, fyzice a astrono-

mii. Roberval zkonstruoval tečny k několika křivkám, avšak ne vždy byly jeho úvahy

správné. Setkáme se u něj opět s metodou nedělitelných. Věnoval velkou pozornost

cykloidě, která byla d̊uležitá v rozvoji matematiky. Cykloida je křivka, která opisuje

libovolný bod kružnice, která se kutáĺı po př́ımce. Studovat ji začal už Galilei, avšak

obsah mezi obloukem cykloidy a př́ımkou poprvé vyč́ıslil Roberval.

Blaise Pascal

Velkým př́ınosem byly z pohledu rozvoje integrálńıch metod Pascalovy myšlenky.

Blaise Pascal zdědil zájem o matematiku po svém otci. Jednou ze zaj́ımavost́ı

je, že vytvořil sč́ıtaćı stroj, na jehož sestrojeńı pracoval 3 roky. Stroj dostal název

Pascaĺına a byl osmimı́stný. Prvńıch šest mı́st sloužilo pro sč́ıtáńı plnohodnotných

peněz a posledńı dvě mı́sta sč́ıtala drobné peńıze. Tento stroj měl jednu obrov-

skou nevýhodu. Neusnadňoval násobeńı a děleńı. Pascal̊uv význam v teorii integrálu

spoč́ıvá v tom, že zjistil, jak můžeme sč́ıtat r-té mocniny přirozených č́ısel. Ve

svých úvahách došel k výpočtu integrálu mocninných funkćı pro přirozené hod-

noty n :
∫ a

0
xndx = an+1

n+1
. K tomuto výpočtu před ńım došli již matematici Fermat

a Cavalieri. V uvažováńı Pascala a jeho předch̊udc̊u můžeme vidět určité odlǐsnosti.

Pascal nebere v úvahu pouze sumy s konečným počtem sč́ıtanc̊u ale i sumy, kdy

počet sč́ıtanc̊u roste do nekonečna.

John Wallis a Isaac Barrow

John Wallis se nejdř́ıve studiu matematiky věnoval samostatně, pak ale v roce

1645 vstoupil do kroužku př́ırodovědc̊u. Dı́ky tomuto kroužku v Londýně vznikla

Londýnská královská společnost, kde Wallis p̊usobil. V roce 1656 napsal knihu ”Arit-

metika nekonečna”. Vymyslel nové vzorce pro integrováńı funkćı. Vypočetl integrál
∫ a

0
xndx pro celé a racionálńı kladné i záporné exponenty mocnin. Řı́kal, že k mate-

matice ho přivedla metoda nedělitelných Cavalieriho, která byla vyložena Torricel-
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lim. Wallis se snažil naj́ıt obsahy útvar̊u sč́ıtáńım opsaných a vepsaných obdélńık̊u.

Kvadratury poč́ıtal pomoćı limity poměr̊u aritmetických sum. Ukážeme si to na

př́ıkladu, který je jak popsán v následuj́ıćım textu, tak i znázorněn na obrázku 1.1.

Obrázek 1.1: Kvadratura mocninných funkćı

Máme dán útvar, který je omezen parabolou na intervalu 〈0, A〉. Útvar rozdělil

na obdélńıky o stejných délkách. V bodech, které nám osu x rozděluj́ı, uvažoval řezy

plochy pod parabolou. Porovnával součty těchto délek se součty délek řez̊u, které

jsou rovny délce největš́ıho obdélńıku, vzorcem:

02 + 12 + · · ·+ n2

n2 + n2 + · · ·+ n2
=

∑n

m=0m
k

(n+ 1)nk
.

Můžeme to považovat za stanoveńı obecné úlohy integrace funkce. Pomoćı metody

indukce dostával pro tento vztah výsledek:

02 + 12 + · · ·+ n2

n2 + n2 + · · ·+ n2
=

1

3
+

1

6n
.

Dále uvedený výraz dosadil do limity, kde n jde do nekonečna:

lim
n→∞

02 + 12 + · · ·+ n2

n2 + n2 + · · ·+ n2
=

1

3
.

V současnosti tato myšlenka vyjadřuje integrál
∫ 1

0
x2dx = 1

3
.

Druhý jmenovaný, Isaac Barrow, našel vztah mezi integrováńım a derivováńım,

a to inverznost. Zjistil, že mezi nimi plat́ı tento vztah tak, že se věnoval určováńı
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kvadratur r̊uzných křivek a hledal u nich tečny.

Za nejvýznamněǰśı matematiky 17. stolet́ı jsou považováni Isaac Newton a

Gottfried Wilhelm Leibniz. Snažili se o vytvořeńı uceleného pohledu na in-

tegrálńı a diferenciálńı počet. Každý z nich samozřejmě vytvořil svoji teorii, avšak

hlavńı myšlenka byla společná.

Isaac Newton

Isaac Newton žil v letech 1643 - 1727. Narodil se ve Woolsthorpe. Byl významným

matematikem, fyzikem a astronomem druhé poloviny 17. stolet́ı. Vystudoval univer-

zitu v Cambridge a v roce 1669 se stal jej́ım profesorem. V roce 1668 sestrojil te-

leskop, d́ıky kterému se stal členem Londýnské královské společnosti. Newton přispěl

do matematické analýzy dř́ıve než Leibniz, avšak svoje poznatky publikoval později.

Jeho úvahy v oblasti matematiky mnoho vědc̊u neuznávalo.

Rozvinul substitučńı metodu výpočtu integrálu, vypracoval tabulky integrálu

a mnohé daľśı. Ve své knize ”Metoda flux́ı”, která byla vydána až po jeho smrti,

chápe matematiku jako abstraktńı pojem. Řı́kal např́ıklad, že čára vzniká při po-

hybu bodu, povrchy vznikaj́ı při pohybu čáry a podobně. A že tyto pohyby trvaj́ı

nějaký čas. Fluxe tedy popsal jako okamžité rychlosti, které maj́ı povahu vektor̊u.

Zavedl ještě pojem fluenty, což jsou veličiny popisuj́ıćı dráhu hmotného bodu, které

postupně rostou nebo klesaj́ı. V dnešńı terminologii můžeme fluxe chápat jako me-

todu derivováńı a fluenty jako metodu integrováńı. Úvahy týkaj́ıćı se integrálńıho

počtu opřel o teorii flux́ı a fluent. Metoda flux́ı a fluent je založena na tom, že inte-

grováńı je chápáno jako inverzńı operace k derivováńı.

Daľśı jeho úvahy vedly k nalezeńı primitivńı funkce. Uvažoval, že máme danou

kladnou funkci y = f(x) na intervalu 〈a, b〉 . Obsah útvaru F (x), který je vymezený

grafem funkce f(x) na intervalu 〈a, b〉, osou x a př́ımkami x = a, x = b, pak můžeme

danou funkci zapsat ve tvaru dF
dx

= f(x) neboli F ′(x) = f(x). Těmito úvahami

dostaneme Newton-Leibnizovu formuli:

∫ b

a

f(x) = F (b)− F (a),

která se ovšem objevila v podobě, jakou známe dnes, až v roce 1798 v knize S.F. La-
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croixe. Dı́ky těmto Newtonovým myšlenkám lze zformulovat Newton̊uv integrál,

o kterém se podrobněji zmı́ńıme v daľśı kapitole.

Gottfried Leibniz

Gottfried Wilhelm Leibniz se narodil v Lipsku v roce 1646 a zemřel v roce 1716.

Řı́kalo se o něm, že je univerzálńı génius. Byl matematikem, filozofem, politikem,

profesionálńım diplomatem a právńıkem. Zabýval se i technickými vynálezy. Poč́ıtaćı

stroj je jeden z jeho významných vynález̊u. K matematice ho přivedly diskuze s vědci,

z nichž ho nejv́ıce ovlivnil Ch. Huygens.

Dı́ky Wallisově ”Aritmetice nekonečna” a Vincencově ”Geometrické práci” se

v něm probudil zájem o rozvoj analýzy nekonečně malých veličin. Chápal matema-

tiku jako filozofický systém. Je pro něho typické, že chtěl, aby vše, co vzniklo jeho

zásluhou, mělo užit́ı v praxi. Dı́ky vědeckým časopis̊um a dopisováńı s jinými vědci

byly Leibnizovy objevy dostupné veřejnosti, což je velký rozd́ıl od Newtona, který

svoje úvahy tajil.

Pascal napsal knihu, kde popsal metodu charakteristického trojúhelńıku tak, že

řešil problémy kvadratur a bodu, kdy na obvod kruhu přidružil trojúhelńık s ne-

konečně malými stranami. Leibniz zobecnil tuto ideu Pascala. Je-li zadaná libovolná

křivka a na ńı nějaký bod, můžeme zde také vytvořit nekonečně malý trojúhelńık.

T́ım, že zobecnil tuto myšlenku, dokázal vypoč́ıtat diferenciály odmocnin a zlomku.

Pokuśıme se metodu charakteristického trojúhelńıku hlouběji popsat. Jak vid́ıme

na obrázku 1.2, máme danou křivku a na ńı bod A. Bodem A procháźı tečna dané

křivky f(x). Sestroj́ıme si pravoúhlý trojúhelńık, jehož jedńım vrcholem bude bod

A. Délky stran si označ́ıme ds, dx, dy, kdy ds bude délka strany AC, dx bude

délka strany AB a dy bude BC. V bodě A si vytvoř́ıme kolmici k úsečce AC. Dı́ky

této úsečce, ose x a př́ımce, která procháźı bodem A a je rovnoběžná s osou y,

nám vznikne pravoúhlý trojúhelńık, který je podobný trojúhelńıku ABC. Abychom

mohli vysvětlit př́ınos těchto myšlenek do infinitezimálńıho počtu, označ́ıme si strany

vzniklého trojúhelńıku, malými ṕısmeny y, n, m. Prostřednictv́ım těchto dvou troj-

úhelńık̊u dostaneme poměry stran m
y
= dy

dx
. Leibniz si představil, že veličina dx je

nekonečně malá, a tedy konverguje k nule. Toto si dokázal představit v každém

bodě křivky. Všechny tyto veličiny sečetl a dostal se ke vztahu
∫

mdx =
∫

ydy, což

12



můžeme pomoćı poměru, který jsme si definovali dř́ıve, převést do vztahu
∫

y dy
dx
dx =

∫

ydy.

Obrázek 1.2: Metoda charakteristického trojúhelńıka

Leibnizovo uvažováńı však nebylo považováno za přesné. Roku 1693 Leibniz vy-

dedukoval vztah
∫ x

0
f(x)dx = F (x), kdy muśı platit, že

dF (x)

dx
= f(x), F (0) = 0.

Vzorec nám vypočte integrál jako rozd́ıl hodnot primitivńı funkce a ukáže spojitost

mezi integrováńım a derivováńım.

Vytvořil také novou metodu transmutace, která v sobě zahrnuje jak integrováńı

a metodu charakteristického trojúhelńıku, tak i rozklad do řad. Metoda transmu-

tace je založena na transformaci integrálu od kartézských souřadnic k polárńım.

Transmutačńı věta je velmi podobná současné metodě per partes. Je dána vztahem:

∫ b

a

ydx = [xy]ba −

∫ f(b)

f(a)

xdy.

Leibniz byl prvńı, kdo zavedl znak integrálu, nebot’ chápal integrál jako sumu

nekonečného počtu sč́ıtanc̊u. Znak
∫

tedy vznikl z prvńıho ṕısmene slova summa

a znamenal součet. Samotné slovo integrál bylo zavedeno až daľśım přestavitelem,

Johannem Bernoullim.
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Porovnat př́ıstup Newtona a Leibnize neńı snadné. Každý z nich měl na danou

problematiku trochu odlǐsný pohled. Zat́ımco na Newtona měla velký vliv inverznost,

kterou zavedl Barrow, Leibnizovo uvažováńı ovlivnila metoda nedělitelných Cava-

lieriho a zkoumáńı nekonečně malých veličin Pascala. Leibniz založil své úvahy na

geometrickém chápáńı, kdy si můžeme integrál představit jako ”nekonečný součet di-

ferenciál̊u”, zat́ımco Newtonovo vńımáńı je ovlivňováno kinematickými představami.

Jacob a Johann Bernoulli

Na přelomu 17.-18. stolet́ı, po etapě Newtona a Leibnize, přicháźı celá řada

daľśıch významných matematik̊u. Můžeme zmı́nit bratry Jacoba a Johanna Ber-

noulli. Starš́ım z bratr̊u je Jacob. Studoval teologii a bohoslovenctv́ı na univerzitě

v Basileji. Studiu matematiky se začal věnoval až po svém pobytu v zahranič́ı.

V roce 1687 se stal profesorem na katedře matematiky Basilejské univerzity, kte-

rou rod Bernoulliho vedl téměř 105 let. Velký význam maj́ı jeho úvahy v teorii

pravděpodobnosti. Vytvořil schéma, které je považováno za základńı model teorie

pravděpodobnosti. Jeho př́ınosy nebudeme jmenovat všechny, uvedeme pouze ty,

které jsou pro tuto práci nejd̊uležitěǰśı.

Jacob chtěl narovnat oblouk spirály. Tato myšlenka ho přivedla k prvńımu elip-

tickému integrálu v historii matematiky. Jacob vyučoval svého mladš́ıho bratra Jo-

hanna, se kterým se ke konci svého života dostal do rozpor̊u. Po smrti Jacoba Johann

převzal jeho mı́sto na univerzitě, kde vyučovalo mnoho známých matematik̊u. Vel-

kou pozornost věnoval Leonhardu Eulerovi, o kterém bude zmı́nka dále. Oba bratři

se významně zapsali do dějin matematiky. Rozvinuli integrálńı a diferenciálńı počet

jako základ infinitezimálńıho počtu.

Leonard Euler

Daľśım matematikem je již zmiňovaný Leonard Euler. Do dějin matematiky

přispěl významným zp̊usobem zejména v oblasti matematické analýzy, teorie č́ısel

a řady daľśıch odvětv́ı matematiky. Napsal mnoho významných děl. Pro tuto ba-

kalářskou práci je podstatná předevš́ım trojd́ılná kniha nazvaná ”Integrálńı počet”,

kterou napsal v letech 1768-1774. Euler byl významným matematikem, mechanikem,

fyzikem, astronomem a daľśım. Jako zaj́ımavost si můžeme uvést, že během hodiny
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dokázal vypoč́ıtat prvńıch 20 č́ıslic č́ısla π. Přestože Euler oslepl, věnoval se i nadále

vědeckým činnostem a své myšlenky diktoval k zapsáńı svým žák̊um.

Vypoč́ıtal mnoho složitých určitých integrál̊u, jako např́ıklad:

∫ 1

0

(x− 1)dx

ln x
= ln 2 nebo

∫ ∞

0

sin xdx

x
=

π

2
.

Nepouž́ıval pro výpočty integrálu sumy jako jeho předch̊udci, ale vypoč́ıtal určitý

integrál jako rozd́ıl hodnot primitivńıch funkćı.

V jeho knize je zaznamenána základńı vlastnost integrál̊u vztahem

∫ b

a

f(x)dx = −

∫ b

a

f(x)dx.

Euler považuje infinitezimálńı metodu za metodu algebraickou, přestože až do té-

to doby byla považována za metodu geometrickou. Dř́ıve se integrovatelná funkce

rozkládala člen po členu. Euler jako významný aparát použ́ıval teorii řad. V prvńım

d́ıle Knihy ”Integrálńı počet” řeš́ı otázku integrace funkćı a integraci diferenciálńıch

rovnic prvńıho řádu. Je zde zformulována definice integrálu, která zńı takto:
”
Nakolik

diferenciál libovolné funkce x má tvar Xdx, ve kterém X je libovolná nějaká funkce,

jej́ı̌z diferenciál Xdx se nazývá integrálem a označuje se | postaveným zepředu,

protože |Xdx označuje to proměnné množstv́ı, jehož diferenciál se rovná Xdx“. In-

tegraci druhého řádu a vyšš́ıch řád̊u je věnován d́ıl druhý. Třet́ı d́ıl je zaměřen na

integraci rovnic parciálńıch derivaćı. Euler vyč́ıslil mnoho integrál̊u. Za zmı́nku stoj́ı

i jeho kniha ”O dvojných integrálech”, kde jsou uloženy základy dvojného integrálu,

které použ́ıval k vyč́ısleńı objemů a povrch̊u.

V 18. stolet́ı se na tvorbě infinitezimálńıho počtu pod́ıleli také daľśı významńı

matematici jako Brook Taylor, Colin Maclaurin, Jean Baptiste Le Rond

d´Alembert, Joseph Louis de Lagrange, Pierre Simon de Laplace a daľśı.

V 18. stolet́ı se nahromadila spousta nových poznatk̊u, avšak objevila se i řada

problémů kolem nekonečně malých veličin, limity, derivace i integrálu. V tomto ob-

dob́ı se téměř zapomnělo na exhaustivńı metodu Eudoxa a integrovalo se pomoćı

Newtonova vztahu.
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1.3 Od 19. stolet́ı až po současnost

Augustus-Louis Cauchy

V 19. stolet́ı se objevuje matematik Augustin-Louis Cauchy a snaž́ı se spe-

cifikovat pojem integrál. Jeho pracovitost je fascinuj́ıćı. Napsal kolem 700 praćı. Byl

př́ıslušńıkem skoro všech vědeckých akademíı. Cauchy realizoval prvořadé objevy

v teorii řad, teorii diferenciálńıch rovnic, analýze, matematické fyzice a podobně.

Chápal určitý integrál jako limitu integrálńıch sum. V roce 1823 zavedl novou

definici integrálu. Usiloval o to, aby bylo možné pro funkci f : 〈a, b〉 → R určit obsah

plochy ohraničené osou x, př́ımkami x = a, x = b a grafem funkce f(x). Cauchy to

řešil tak, že rozdělil interval 〈a, b〉 na n část́ı. Podmı́nkou bylo, že funkce f(x) muśı

být spojitá. K děleńı intervalu 〈a, b〉 připojil aproximuj́ıćı součet, což bylo vyjádřeńı

součtu obsahu obdélńıku se základnou 〈xi−1, xi〉 a výškou, jež měla funkčńı hodnotu

f(xi−1). Jeho úmyslem bylo zjistit obsah vymezené plochy v rovině pomoćı součtu

ploch obdélńık̊u, což je patrné z grafu 1.3.

Obrázek 1.3: Geometrický význam integrálu

Pomoćı spojitosti funkce a určeńı integrálu Cauchy dokázal následuj́ıćı vlastnosti:

1.
∫ b

a
f(x)dx = −

∫ b

a
f(x)dx

2.
∫ b

a
cf(x)dx = c

∫ b

a
f(x)dx
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3.
∫ b

a
f(x± α)dx =

∫ b±α

a±α
f(x)dx

4.
∫ b

a
f(x)dx = (b− a)f [a+ θ(b− a)], kde 0 ≤ θ ≤ 1

5.
∫ b

a

∑

cifi(x)dx =
∑

ci
∫ b

a
fi(x)dx

6.
∫ b

a
f(x)dx =

∑
∫ α1

α−1
f(x)dx, a = α0 < α1 < · · ·αn = b

Dokázal také správnost Newton-Leibnizova vzorce. Jeho př́ınos ve vědě byl velký

a některé jeho myšlenky přetrvaly do dneška.

Georg Friedrich Bernhard Riemann

Georg Friedrich Bernhard Riemann byl významným německým matema-

tikem v 19. stolet́ı. Prožil těžké dětstv́ı v rodině chudého luteránského kněze. Od

mlád́ı se zaj́ımal o matematiku, ale bohužel v jeho rodné vesnici nebylo gymnázium

a tud́ıž neměl př́ıležitost sv̊uj talent v́ıce rozv́ıjet. Jeho vášeň k matematice však

byla silná a on se svého snu nechtěl vzdát. Svěřil se s t́ım otci a po jeho souhlasu

odešel studovat matematiku do Berĺına. Stal se významným profesorem matema-

tiky. Podstatným zp̊usobem přispěl k rozvoji matematické analýzy a diferenciálńı

geometrie. Riemann zemřel na tuberkulózu při návštěvě Itálie ve věku nedožitých

40 let. Za sv̊uj nepř́ılǐs dlouhý život dokázal významným zp̊usobem proniknout do

dějin matematiky. Jeho jméno najdeme nejen v mnoha matematických publikaćıch

(Riemannova geometri, Riemannova křivost, Riemannova plocha a tak dále), ale

je po něm pojmenován kráter na Měśıci a planetka 4167. Dnešńı studenti ho maj́ı

v paměti hlavně v souvislosti s teoríı integrálu.

Henri Léon Lebesgue

Henri Léon Lebesgue byl francouzský matematik na přelomu 19. - 20. sto-

let́ı. Již na základńı škole dosahoval skvělých výsledk̊u. Vystudoval jednu z nej-

prestižněǰśıch škol v Pař́ıži, a to Ecole normale superieure. Zaob́ıral se předevš́ım

matematickou analýzou. V roce 1901 vytvořil teorii mı́ry a v témže roce předložil

teorii integrálu. Zp̊usobilo to obrovské změny v dosavadńı představě o integrálńım

počtu. Ve svých 32 letech se stal profesorem a vyučoval na mnoha univerzitách,
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avšak posledńıch 20 let svého života učil hlavně na univerzitě College de France.

Oskar Perron

Oskar Perron žil v letech 1880 - 1975. Po absolvováńı gymnázia odešel studo-

vat vysokou školu do Mnichova a Berĺına, kde se věnoval studiu matematiky a fyziky.

V roce 1906 byl jmenován docentem. Stal se profesorem na univerzitách, avšak prvńı

světová válka narušila jeho kariéru. Po skončeńı války se začal plně věnovat peda-

gogice. V jeho publikaćıch, které sám vydal, se dozv́ıme řadu př́ınosných informaćı

předevš́ım z matematické analýzy. Jeho největš́ım př́ınosem je vytvořeńı Perronova

integrálu. Zaj́ımal se také o diferenciálńı rovnice, geometrii, teorii č́ısel a mnoho

daľśıho.

Jaroslav Kurzweil

Posledńım představitelem, kterému se budeme v práci věnovat, je český ma-

tematik Jaroslav Kurzweil. Narodil se v roce 1926 a žije dodnes. Studoval na

př́ırodovědecké fakultě v Praze matematiku a fyziku. V roce 1964 dostal státńı cenu

za matematiku. Źıskal mnoho medaiĺı z oblasti vědy a od prezidenta ČR vyzna-

menáńı za zásluhy. Jeho př́ınos v oblasti vědy je velký. Nás hlavně zaj́ımá, jakým

zp̊usobem přispěl do integrálńıho počtu. Jaroslav Kurzweil zobecnil teorii Perronova

integrálu. V dnešńı době se neustále tato teorie zkoumá. Ve světě je známá jako

Henstockova-Kurzweilova.
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2. Typy integrálu a jejich definice

V této kapitole se zaměř́ıme na vysvětleńı a bližš́ı přibĺıžeńı pěti typ̊u integrálu,

a to konkrétně na Newton̊uv, Riemann̊uv, Lebesgue̊uv, Perron̊uv a Kurzweil̊uv in-

tegrál. Vybrány jsou z toho d̊uvodu, že jsou jedny z nejznáměǰśıch a nejvýznamněǰśıch

integrál̊u. Existuje ale celá řada daľśıch typ̊u integrál̊u, jako např́ıklad Stieljes̊uv, Da-

niell̊uv, Young̊uv, Harr̊uv, McShane̊uv.

V této kapitole byla využita literatura [7], [8].

2.1 Newton̊uv integrál

Newton̊uv integrál je ze všech integrál̊u, o kterých se budeme zmiňovat, na výpočet

nejjednodušš́ı. Je založen na deskriptivńı definici.

Newton̊uv integrál se oṕırá o definici primitivńı funkce, která je založena na

znalosti derivace.

Definice 2.1. Necht’ funkce f : J → R je definována na intervalu J ⊂ R. Funkci

F : J → R, pro kterou je F ′(x) = f(x) pro x ∈ J , nazveme primitivńı funkćı

k funkci f na J .

Primitivńı funkce neexistuje ke každé funkci. Např́ıklad funkce sgn na intervalu

(−1, 1) nemá primitivńı funkci.

Definice 2.2. Necht’ −∞ ≤ a < b ≤ ∞ a plat́ı f : (a, b) → R je funkce definovaná

na intervalu (a, b),

a) existuje-li primitivńı funkce F k funkci f na (a, b),

b) existuj́ı-li vlastńı limity limx→b− F (x) a limx→a+ F (x)
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položme

(N)

∫ b

a

f(x)dx = lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x).

Č́ıslo (N)
∫ b

a
f(x)dx nazveme Newtonovým integrálem funkce f od a do b. Množinu

všech funkćı, pro které plat́ı a) a b) označ́ıme N((a, b)).

2.2 Riemann̊uv integrál

V 19. stolet́ı se objevuje Riemann̊uv integrál. S teoríı Riemannova integrálu je

spojena celá řada matematik̊u. Největš́ı zásluhu však má Georg Friedrich Bernhard

Riemann.

Riemann̊uv integrál je na výpočet jeden z nejběžněǰśıch. Setkávaj́ı se s ńım běžně

studenti na vysokých technických školách. Jeho formulace je velmi d̊uležitá a to

hlavně pro svoji geometrickou interpretaci. Je založen na konstrukci geometrických

útvar̊u pod křivkou. Riemann̊uv integrál je definován pouze pro omezené a nezáporné

funkce na uzavřeném omezeném intervalu.

Necht’ f(x) je omezená a nezáporná funkce definována na intervalu 〈a, b〉, kde

−∞ < a < b < ∞. Sestroj́ıme útvar, který je ohraničený př́ımkami y = 0, x = a,

x = b a grafem funkce f(x), což je množina:

M =
{

(x, y) ∈ R2; x ∈ 〈a, b〉 , 0 ≤ y ≤ f(x)
}

.

Obsah tohoto útvaru urč́ıme tak, že rozděĺıme plochu útvaru na jednotlivé obdélńıky,

jejichž obsah umı́me určit a sečteme jednotlivé obsahy.

Definici Riemannova integrálu ř́ıkáme konstruktivńı definice integrálu. Existuj́ı

dvě definice Riemannova integrálu, a to Darbouxova a Riemannova. V práci uve-

deme obě dvě, jelikož jsou rovnocenné.

Darbouxova definice

Tato definice je běžněǰśı a setkáváme se s ńı častěji. Je založena na výpočtu horńıch

a dolńıch integrálńıch součt̊u. Abychom ji pochopili, je třeba vysvětlit si několik

primárńıch pojmů.

Definice 2.3. Necht’ D = {a = α0 < α1 < · · · < αk−1 < αk = b} je děleńı intervalu

〈a, b〉, (−∞ < a < b < ∞) a f : 〈a, b〉 → R je omezená funkce. Pro dané děleńı D
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označme

mj = inf{f(x); x ∈ 〈αj−1, αj〉}

a

Mj = sup{f(x); x ∈ 〈αj−1, αj〉}

pro j = 1, , . . . , k. Utvoř́ıme dolńı integrálńı součet

s(D, f) =

k
∑

j=1

mj(αj − αj−1)

a horńı integrálńı součet

S(D, f) =
k
∑

j=1

Mj(αj − αj−1).

Dolńı integrálńı součet vid́ıme na obrázku 2.4 a horńı integrálńı součet na obrázku

2.5.

Obrázek 2.4: Dolńı integrálńı součet Obrázek 2.5: Horńı integrálńı součet

Protože pro každé j = 1, . . . , k plat́ı nerovnost mj ≤ Mj , dostaneme po sečteńı

ihned s(D) ≤ S(D). Jelikož zřejmě je

m = inf{f(x); x ∈ 〈a, b〉} ≤ mj = inf{f(x); x ∈ 〈αj−1, αj〉}

a

Mj = sup{f(x); x ∈ 〈αj−1, αj〉} ≤ M = sup{f(x); x ∈ 〈a, b〉}

pro j = 1, . . . , k, dostaneme pro každé děleńı D nerovnosti

m(b− a) =

k
∑

j=1

m(αj − αj−1) ≤ s(D) ≤ S(D) ≤
k
∑

j=1

M(αj − αj−1) = M(b − a).
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Všechny možné horńı (a též dolńı) integrálńı součty odpov́ıdaj́ıćı funkci f(x) tvoř́ı

tedy omezené množiny č́ısel. Označ́ıme je

∫ b

a

f(x)dx = sup s(D) a

∫ b

a

f(x)dx = inf S(D),

kde sup a inf bereme přes všechna děleńı D intervalu 〈a, b〉.

Vzhledem k tomu, že množiny č́ısel s(D) a S(D) jsou omezené, existuje uvedené

infimum a supremum. A tedy
∫ b

a
f(x)dx se nazývá dolńım a

∫ b

a
f(x)dx se nazývá

horńım integrálem funkce f(x) na intervalu 〈a, b〉.

Poznámka 2.1. Supremum má každá shora omezená množina a infimum má každá

zdola omezená množina.

Původńı Riemannova definice integrálu

Tuto definici vytvořil sám Riemann v roce 1854. Dospěl k závěru, že pokud konver-

guj́ı délky d́ılč́ıch interval̊u k nule, pak můžeme integrál chápat jako limitu, ke které

konverguj́ı integrálńı součty.

Definice 2.4. Předpokládejme, že je −∞ < a < b < ∞. Je-li dáno k + 1 bod̊u

a = α0 < α1 < . . . < αk−1 < αk = b, ř́ıkáme, že je dáno děleńı intervalu 〈a, b〉 na

intervaly 〈αj−1, αj〉, j = 1, . . . , k. Děleńı intervalu 〈a, b〉 označme ṕısmenem D, kde

D = {α0, α1, ..., αk}. Č́ıslo

ν(D) = max
j=1,...,k

(αj − αj−1)

nazveme normou děleńı D. Jestliže v každém intervalu 〈αj−1, αj〉, j = 1, . . . , k je

dán bod τj ∈ 〈αj−1, αj〉, pak mluv́ıme o děleńı s význačnými body a označ́ıme jej

symbolem (D, τ) = (D, τ1, . . . , τk), tedy

(D, τ) = (D, τ1, . . . , τk) = {a = α0 ≤ τ1 ≤ α1 ≤ . . . ≤ αk−1 ≤ τk ≤ αk = b}.

Necht’ je dána funkce f : 〈a, b〉 → R. K děleńı (D, τ1, . . . , τk) s význačnými body

a k funkci f(x) utvořme tzv. Riemann̊uv integrálńı součet

σ(f ;D, τ) =
k
∑

j=1

f(τj)(αj − αj−1).
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Definice 2.5. Č́ıslo I ∈ R nazveme Riemannovým integrálem funkce

f : 〈a, b〉 → R od a do b, když ke každému ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro každé

děleńı s význačnými body (D, τ), pro které ν(D) < δ, plat́ı nerovnost

|σ(f ;D, τ)− I| < ε.

Když existuje č́ıslo I ∈ R ř́ıkáme, že existuje Riemann̊uv integrál (R)
∫ b

a
f(x)dx.

2.3 Lebesgue̊uv integrál

Daľśım typem integrálu, kterým se budeme zabývat, je Lebesgue̊uv integrál,

jenž byl vytvořen Henrim Léonem Lebesguem. Tento integrál je obecněǰśı než Ri-

emann̊uv integrál a má oproti němu spoustu výhod. Např́ıklad d́ıky Lebesgueovu

integrálu můžeme integrovat nejen na intervalu, ale i přes libovolnou měřitelnou

množinu. Než se dostaneme k samotné definici Lebesgueova integrálu, muśıme zavést

pár pojmů. Jelikož je rozsah práce omezený, uvedeme si dané pojmy pouze v bodech.

Teorie mı́ry

Nejdř́ıv si zavedeme pojem mı́ra množiny v R. Budeme ji označovat ṕısmenem µ.

To provedeme v několika kroćıch.

Nejdř́ıve budeme definovat mı́ru interval̊u v R

Mı́ru intervalu I ∈ {(a, b), 〈a, b〉 , (a, b〉 , 〈a, b)}, kde a ≤ b je rovna jeho délce.

Vypoč́ıtáme ji jako rozd́ıl dvou č́ısel, tedy µ(I) = b − a. Všimněme si, že takto

definovaná mı́ra interval̊u splňuje dvě obecné vlastnosti mı́ry, a to že je nezáporná

µ(I) ≥ 0, µ(∅) = 0 a aditivńı µ(A∪B) = µ(A)+µ(B), pokud A∩B = ∅. Mı́ra inter-

val̊u je však pro naše účely nedostatečná, a tak je nutné si ji nejprve rozš́ı̌rit na sjed-

noceńı konečného počtu disjunktńıch interval̊u. Tuto množinu označ́ıme ṕısmenem ε.

Rozš́ıřeńı mı́ry µ z interval̊u na ε

Uvažujme množinu M ∈ ε, zapsanou jako M =
⋃n

i=1 Ii, kde Ii je posloupnost po

dvou disjunktńıch interval̊u s krajńımi body ai a bi. Potom mı́ra množiny M je

rovna µ(M) =
∑n

i=1(bi − ai). V tomto rozš́ı̌reńı také plat́ı nezápornost a aditivita

23



mı́ry. Avšak ani v tomto př́ıpadě neńı rozš́ı̌reńı dostatečné. Jelikož je ćılem měřit,

co možná nejv́ıce podmnožin v R, tak si mı́ru µ rozš́ı̌ŕıme ještě jednou, na množinu

všech měřitelných množin, kterou znač́ıme M.

Rozš́ıřeńı mı́ry µ z ε na M

Prvk̊um M budeme ř́ıkat měřitelné množiny.

Rozš́ı̌reńı na tuto množinu prob́ıhá ve dvou kroćıch.

I. Sestroj́ıme nejdř́ıve funkci, kterou nazýváme vněǰśı mı́ra a označ́ıme ji µ∗.

Vněǰśı mı́ru µ∗(A) množiny A ⊂ R rozumı́me µ∗(A) = inf(
∑∞

i=1 µ(Mi), kde

infimum se bere přes všechna spočetná otevřená pokryt́ı množiny Amnožinami

z ε (tj. Mi ∈ ε, Mi je otevřená, i ∈ N, A ⊂
⋃∞

i=1Mi). Na systému všech

podmnožin množiny R bude však µ∗ pouze σ-subaditivńı, což znamená že:

µ∗

(

∞
⋃

i=1

Ai

)

≤
∞
∑

i=1

µ∗(Ai),

kde Ai ⊂ R a i ∈ N.

Jelikož potřebujeme σ-aditivitu, nikoli σ-subaditivitu, tak přicháźı na řadu

druhý krok, kdy množinu P (R) zúž́ıme, co možná nejméně, na množinu všech

měřitelných množin M.

II. Najdeme podmnožinu M v množině všech podmnožin množiny R.

Definice 2.6. Řekneme, že množina A ⊂ R je konečně měřitelná, existuje-li

posloupnost množin An ∈ ε, n ∈ N, žem∗(∆A,An) → 0 pro n → ∞. Řekneme,

že A ⊂ R je měřitelná, je-li sjednoceńım konečného nebo spočetného systému

konečně měřitelných množin. Množinu všech měřitelných množin, pro které

plat́ı A ⊂ R, znač́ıme M.
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Podmnožina M má čtyři vlastnosti:

1. ε ⊂ M

2. Ai ∈ M, i ∈ N ⇒
⋃∞

i=1Ai ∈ M

3. A,B ∈ M ⇒ (A \B) ∈ M

4. µ∗ (
⋃∞

i=1Ai) =
∑∞

i=1 µ
∗(Ai), Ai ∈ M, i ∈ N, Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j

a plat́ı na ńı 4. požadovaná vlastnost, že µ∗ je již σ-aditivńı. Mı́ru µ∗ na

podmnožině M označ́ıme jako Lebesgueovu mı́ru a budeme ji dále značit

ṕısmenem µ.

Měřitelnými množinami jsou samozřejmě všechny intervaly a jejich konečná a spo-

četná sjednoceńı. Měřitelnou množinou je ale i např́ıklad množina všech racionálńıch

č́ısel (a jej́ı mı́ra je nulová). Než definujeme Lebesgue̊uv integrál, vysvětĺıme si

ještě pojmy měřitelná funkce, jednoduchá funkce a jednoduchá nezáporná měřitelná

funkce, o které se samotná definice tohoto integrálu oṕırá.

Měřitelné funkce

Definice 2.7. Necht’ M ∈ M. Řekneme, že funkce f(x) je měřitelná na množině

M , jestliže:

1. je definována skoro všude na M (skoro všude na M znamená, že je definovaná

všude kromě množiny mı́ry nula)

2. pro každé a ∈ R je množina Ma(f) = {x; x ∈ Df ∩M, f(x) > a} měřitelná.

Měřitelnost funkce je nutnou podmı́nkou jej́ı integrovatelnosti, ne však postačuj́ıćı.

Pro definici integrálu si funkci f rozděĺıme na dvě části, na kladnou a zápornou.

Definice 2.8. Necht’ f je reálná funkce na množině M , přes kterou se integruje.

Pro funkci f definujeme funkce

f+(x) = max(f(x), 0),

f−(x) = max(−f(x), 0),

které nazýváme kladnou, resp. zápornou část́ı funkce f .
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Plat́ı, že f = f+ − f− a f+, f− ≥ 0.

Funkce f je měřitelná na M právě tehdy, když jsou na M měřitelné obě funkce

f+a f−.

Pro definici Lebesgueova integrálu potřebujeme ještě zavést pojem jednoduchá

funkce.

Definice 2.9. Funkci s(x) nazveme jednoduchou funkćı, jestliže jej́ı definičńı obor

jsou všechna reálná č́ısla a obor hodnot je konečná množina.

Jako př́ıklad jednoduché funkce si uvedeme funkci χM , která se nazývá charak-

teristickou funkćı množiny M a nabývá hodnoty:

χM(x) =











1 pro x ∈ M

0 pro x ∈ R \M

Definice 2.10. Necht’ s(x) je jednoduchá nezáporná měřitelná funkce na R a necht’

M ∈ M. Potom definujeme integrál jednoduché nezáporné měřitelné funkce takto:

∫

M

s(x)dµ =

n
∑

i=1

ciµ(M ∩Mi),

kde ci jsou všechny hodnoty, které s(x) nabývá a Mi jsou př́ıslušné množiny, na niž

se tyto hodnoty nabývaj́ı.

Po vysvětleńı základńıch pojmů, přejdeme k samotné definici Lebesgueova in-

tegrálu.

Definice 2.11. Necht’ f(x) je nezáporná měřitelná funkce na R a M ∈ M. Potom

definujeme:
∫

M

f(x)dµ = sup

∫

M

s(x)dµ,

kde se supremum bere přes všechny jednoduché nezáporné měřitelné funkce s(x)

takové, že s(x) ≤ f(x) skoro všude na M .

Je-li f(x) měřitelná naM ∈ M a alespoň jeden z integrál̊u
∫

M
f(x)+dµ,

∫

M
f(x)−dµ

je konečný, definujeme:

∫

M

f(x)dµ =

∫

M

f(x)+dµ−

∫

M

f(x)−dµ.
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2.4 Perron̊uv integrál

S t́ımto typu integrálu bylo poprvé seznámeno v práci ”Űber den Integralbegriff”

německého matematika Oskara Perrona. Definice Perronova integrálu pocháźı z roku

1914.

Při vytvořeńı definice se omeźıme pouze na omezený uzavřený interval J ⊂ R,

tj. J = 〈a, b〉, kde −∞ < a < b < +∞.

Definice 2.12. Bud’ dána funkce g : 〈a, b〉 → R a x ∈ 〈a, b〉. Definujme vztahem

Dg(x) = lim sup
h→0,x+h∈〈a,b〉

g(x+ h)− g(x)

h

horńı derivaci funkce g v bodě x ∈ 〈a, b〉 a vztahem

Dg(x) = lim inf
h→0,x+h∈〈a,b〉

g(x+ h)− g(x)

h

dolńı derivaci funkce g v bodě x ∈ 〈a, b〉 .

Definice 2.13. Bud’ f : 〈a, b〉 → R. Funkci M : 〈a, b〉 → R nazveme majorantou

k funkci f(x), když pro každé x ∈ 〈a, b〉 plat́ı

DM(x) ≥ f(x)

Funkci m : 〈a, b〉 → R nazveme minorantou k funkci f(x), když pro každé x ∈ 〈a, b〉

plat́ı

Dm(x) ≤ f(x).

Definice 2.14. Když k dané funkci f : 〈a, b〉 → R existuje aspoň jedna majoranta

i minoranta a když

inf
M
(M(b)−M(a)) = sup

m

(m(b)−m(a)) = I,

kde infimum bereme přes všechny majoranty a supremum přes všechny minoranty

k funkci f(x), řekneme, že funkce f(x) má Perron̊uv integrál (P )
∫ b

a
f(x)dx na in-

tervalu 〈a, b〉 a klademe

I = (P )

∫ b

a

f(x)dx.
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V Perronově integrálu chápeme majoranty a minoranty jako primitivńı funkci.

Můžeme ř́ıci, že jestliže funkce f : 〈a, b〉 → R má primitivńı funkci F : 〈a, b〉 →

R, potom má funkce f(x) Newton̊uv integrál a též i Perron̊uv. Důvodem je, že

primitivńı funkce F (x) k funkci f(x) je současně majorantou i minorantou k funkci

f(x) v 〈a, b〉. Oba integrály poté nabývaj́ı stejné hodnoty. Perron̊uv integrál zahrnuje

obecněǰśı tř́ıdu funkćı než integrál Newton̊uv, protože na minoranty a majoranty

nejsou kladeny takové požadavky jako na primitivńı funkci.

2.5 Kurzweil̊uv integrál

Tento typ integrálu vznikl jak v České republice, tak i v Anglii. Jeho tv̊urci

jsou český matematik Jaroslav Kurzweil a britský matematik Ralph Henstock, kteř́ı

tento typ integrálu vytvořili nezávisle na sobě. Z toho d̊uvodu bývá tento integrál

někdy taky nazýván jako Kurzweil-Henstock̊uv integrál.

Definice 2.15. Necht’ −∞ < a < b < ∞ a necht’ je dána funkce f : 〈a, b〉 → R.

Necht’ D = {α0, τ1, α1, . . . , αk−1, τk, αk} , je libovolné děleńı intervalu 〈a, b〉 . Utvořme

integrálńı součet př́ıslušný k děleńı D a k funkci f :

σ(f ;D) =
k
∑

j=1

f(τj)(αj − αj−1),

kde σ(f ;D) je integrálńı součet.

Definice 2.16. Bud’ −∞ < a < b < ∞. Č́ıslo I ∈ R nazveme Kurzweilovým

integrálem funkce f : 〈a, b〉 → R na intervalu 〈a, b〉, když ke každému ε > 0 existuje

funkce (kalibr) δ : 〈a, b〉 → (0,∞) tak, že plat́ı nerovnost

|σ(f ;D)− I| < ε.

Kurzweil̊uv integrál funkce f od a do b označ́ıme (K)
∫ b

a
f(x)dx.
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3. Vlastnosti integrál̊u a jejich

vzájemné porovnáváńı

V posledńı kapitole této práce jsou nejdř́ıve shrnuty společné vlastnosti uve-

dených pěti typ̊u integrál̊u, a poté se zaměř́ıme na jejich odlǐsné vlastnosti. Uvedeme

si př́ıklady funkćı, které jsou integrovatelné v jednom smyslu a nejsou integrovatelné

v jiném smyslu.

Stěžejńı literaturou pro tuto kapitolu byly knihy [7], [12].

3.1 Obecné vlastnosti integrál̊u

Následuj́ıćı věty, které popisuj́ı dané vlastnosti, plat́ı pro všechny typy zmı́něných

integrál̊u. Prvńı vlastnost, kterou si vysvětĺıme, se nazývá linearita. Linearita zna-

mená, že jestliže je každá z funkćı f(x), g(x) integrovatelná zvlášt’, pak mohu inte-

grovat i součet těchto dvou funkćı, a zároveň pokud je integrovatelná funkce f(x),

tak je integrovatelná i funkce cf(x), kde c ∈ R.

Věta 3.1. Necht’ a < b a necht’ existuj́ı integrály
∫ b

a
f(x)dx a

∫ b

a
g(x)dx a dále necht’

c je libovolné č́ıslo. Pak existuj́ı i
∫ b

a
f(x) + g(x)dx a

∫ b

a
cf(x)dx a plat́ı:

∫ b

a

[f(x) + g(x)]dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ b

a

g(x)dx,

∫ b

a

cf(x)dx = c

∫ b

a

f(x)dx.

Daľśı vlastnost́ı je monotonie, která ř́ıká, že pokud funkce f(x) je větš́ı nebo rovna

funkci g(x) na daném intervalu, pak tato vlastnost plat́ı i pro integrály daných

funkćı.
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Věta 3.2. Necht’ a < b a necht’ existuj́ı integrály
∫ b

a
f(x)dx a

∫ b

a
g(x)dx. Pokud

f(x) ≥ g(x) pro všechna x ∈ 〈a, b〉, pak
∫ b

a
f(x)dx ≥

∫ b

a
g(x)dx.

Důsledek 3.3. Necht’ a < b a necht’ existuje integrál
∫ b

a
f(x)dx. Je-li f(x) ≥ 0 pro

všechna x ∈ 〈a, b〉, pak
∫ b

a
f(x)dx ≥ 0.

Věta 3.4. Necht’ a < b < c a necht’ existuj́ı integrály
∫ b

a
f(x)dx a

∫ c

b
f(x)dx. Potom

m̊užeme ř́ıci, že existuje i integrál
∫ c

a
f(x)dx a plat́ı:

∫ c

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫ c

b

f(x)dx.

V př́ıpadě Newtonova integrálu nav́ıc požadujeme, aby funkce f(x) byla v bodě

c spojitá.

Věta 3.5. Necht’ a < b a necht’ existuj́ı integrály
∫ b

a
f(x)dx a

∫ b

a
|f(x)|dx. Potom

plat́ı:
∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f(x)dx

∣

∣

∣

∣

≤

∫ b

a

|f(x)|dx.

3.2 Specifické vlastnosti integrál̊u

Newton̊uv integrál

U Newtonova integrálu integrujeme přes otevřený interval (a, b), kde a, b ∈ R∗.

Pokud je funkce v bodě spojitá, pak k ńı existuje primitivńı funkce. Výhodou je, že

nepožadujeme, aby byl interval, přes který integrujeme, omezený. Omezená nemuśı

být ani integrovaná funkce na (a, b). Daľśım kladem Newtonova integrálu je jeho

snadný výpočet pomoćı definice.

Riemann̊uv integrál

Výhodou Riemannova integrálu je jeho snadno pochopitelná definice. Je tedy

jedńım z nejrozš́ı̌reněǰśıch typ̊u integrál̊u při výuce. V př́ıpadě Riemannova integrálu

jsou množiny, přes které integrujeme omezené intervaly. Abychom mohli integrovat

funkci, která neńı na (a, b) omezená, nebo funkci na otevřeném intervalu, byl za-

veden tzv. nevlastńı Riemann̊uv integrál. Protože měl Riemann̊uv integrál mnoho

nevýhod, vznikl nový typ integrálu, který je obecněǰśı, a to integrál Lebesgue̊uv.
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Lebesgue̊uv integrál

Lebesgue̊uv integrál má také své kladné i záporné stránky. Mezi klady můžeme

řadit, že je obecněǰśı než Riemann̊uv integrál a v́ıce použ́ıvaněǰśı v matematice.

Pokud máme danou nějakou funkci f(x) tak, aby byla integrovatelná v Lebesgueově

smyslu, nemuśı být spojitá v žádném bodě intervalu. Daľśı specifickou vlastnost́ı je

absolutńı konvergence, která je d̊usledkem následuj́ıćı věty.

Věta 3.6. Jsou-li f(x), g(x) funkce měřitelné v M , plat́ı:

f ≥ g ⇒

∫

M

f ≥

∫

M

g,

kde muśı samozřejmě oba integrály existovat.

Důsledek 3.7.

f ∈ L(M) ⇔ |f | ∈ L(M).

Nevýhodou Lebesgueova integrálu je jeho složitěǰśı definice a také to, že při jeho

výpočtu nemůžeme vždy použ́ıt Newton̊uv-Leibniz̊uv vzorec. Lebesgue̊uv integrál

je tedy složitěǰśı na výpočet. Jestliže je funkce integrovatelná jak newtonovsky, tak

lebesgueovsky a jejich hodnoty se rovnaj́ı, pak mohu Lebesgue̊uv integrál poč́ıtat

pomoćı Newtonova-Leibnizova vzorce. Výpočet se nám tedy zjednoduš́ı.

V př́ıpadě Lebesgueova integrálu můžeme integrovat přes libovolné měřitelné množiny,

tedy speciálně i přes intervaly jakéhokoliv typu. Výhodou je, že se dá zobecnit do

vyšš́ıch dimenźı a integrovat přes abstraktńı množiny (užitečné např. v pravděpodob-

nosti).

Daľśı dva typy integrálu, které uvedu, jsou známy hlavně pro odborńıky.

Perron̊uv integrál

Perron̊uv integrál byl zaveden proto, abychom nemuseli požadovat pouze in-

tegrály funkćı, které konverguj́ı absolutně, ale i ty, které konverguj́ı neabsolutně.

Šlo dále také o to, abychom mohli funkce poč́ıtat pomoćı Newtonova-Leibnizova

vzorce. Postupem času se definice jednotlivých integrál̊u stávaj́ı stále v́ıce obecněǰśı,

což je považováno za klad. Perron̊uv integrál je zobecněńım Lebesgueova integrálu.

U Perronova integrálu narozd́ıl od Lebesgueova plat́ı, že jestliže existuje jedna z vlast-

ńıch limit lima′→a+

∫ b

a′
f(x)dx nebo limb′→b−

∫ b′

a
f(x)dx, existuje i integrál

∫ b

a
f(x)dx
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a je roven vypoč́ıtané limitě, což je jasně jeho výhoda. Množina funkćı, které jsou

newtonovsky integrovatelné, jsou i perronovsky integrovatelné, ale nemuśı být in-

tegrovatelné lebesgueovsky. Perron̊uv integrál neńı absolutně konvergentńı. To zna-

mená, že pokud máme danou funkci f(x) a je-li integrovatelná v Perronově smyslu,

tak jej́ı absolutńı hodnota nemuśı být integrovatelná. Výhodou zde je, že pokud je

perronovsky integrovatelná jak funkce f(x), tak i |f(x)|, pak je tato funkce integro-

vatelná i lebesgueovsky. V Perronově integrálu integrujeme přes omezené množiny.

Kurzweil̊uv integrál

Tento integrál má stejnou nevýhodu jako Riemann̊uv integrál a to, že je defi-

nován na omezeném intervalu. Tedy nemůžeme integrovat integrály typu
∫∞

a
f(x)dx,

∫ b

−∞
f(x)dx, ani

∫∞

−∞
f(x)dx. Existuje však možnost, jak tento integrál vypoč́ıtat,

ale muśıme definovat integrál jako limitu integrálu v konečných meźıch stejně jako

u nevlastńıho Riemannova integrálu.

Jeho výhodou je, že lze integrovat každou derivaci. Kurzweil̊uv integrál je neabso-

lutně konvergentńı na rozd́ıl od Lebesgueova integrálu, který je absolutně konver-

gentńı.
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3.3 Př́ıklady

V této podkapitole jsou ukázány př́ıklady funkćı, které jsou integrovatelné v jed-

nom smyslu a nejsou integrovatelné ve smyslu druhém. Pro lepš́ı názornost si ukážeme

diagram 3.6, který je omezený na intervalu 〈a, b〉. Pomoćı tohoto diagramu nám bu-

dou lépe jasné jednotlivé vztahy mezi integrály.

Obrázek 3.6: Diagram

Je patrné, že Perron̊uv integrál, který je zde označen ṕısmenem (P ) je ekviva-

lentńı Kurzweilovu integrálu (K). Rozd́ıl je u nich pouze v tom, že definice Kurzwei-

lova integrálu je jednodušš́ı, jelikož si u ńı vystač́ıme s elementárněǰśımi prostředky.

Dále vid́ıme, že lebesgueovsky, riemannovsky a newtonovsky integrovatelné funkce

jsou integrovatelné i kurzweilovsky, a tud́ıž i perronovsky. Také je vidět, že funkce,

které maj́ı Riemann̊uv integrál, maj́ı určitě i Lebesgue̊uv, protože všechny funkce

(R) jsou i (L) integrovatelné.

Ukážeme si některé zaj́ımavé funkce.

Můžeme ř́ıci, že existuje mnoho funkćı, které jsou integrovatelné v Newtonově

smyslu, ale nejsou integrovatelné v Riemannově smyslu a naopak. Samozřejmě, že

existuje i celá řada funkćı (např. spojitých), které jsou integrovatelné jak v Rieman-
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nově smyslu, tak i v Newtonově smyslu. Pokud plat́ı, že jsou integrovatelné v obou,

tak si jsou integrály rovny a plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 3.8. Bud’ −∞ < a < b < ∞, necht’ f : 〈a, b〉 → R je funkce, pro kte-

rou existuje Riemann̊uv integrál (R)
∫ b

a
f(x)dx a Newton̊uv integrál (N)

∫ b

a
f(x)dx

(tj. f ∈ R([a, b])
⋂

N((a, b))). Potom je

(R)

∫ b

a

f(x)dx = (N)

∫ b

a

f(x)dx.

Nás však zaj́ımaj́ı hlavně př́ıklady funkćı, kdy jeden z integrál̊u neexistuje. Prvńı je

uveden př́ıklad funkce, která je newtonovsky integrovatelná, ale neńı riemannovsky

integrovatelná.

Př́ıklad 3.1. Funkce f : (−1, 1) → R, která má tvar:

f(x) =











2x sin 1
x2 −

2
x
cos 1

x2 pro x 6= 0

0 pro x = 0

má primitivńı funkci tvaru F (x) = x2 sin 1
x2 na intervalu (−1, 1). Z tohoto tvaru je

patrné, že plat́ı limx→1− F (x) = limx→1+ F (x) = sin 1, a proto existuje Newton̊uv

integrál (N)
∫ 1

−1
f(x)dx, jenž je roven 0. Protože ale daná funkce f(x) neńı omezená

na (−1, 1), tak nemá Riemann̊uv integrál.

Jak jsme si již řekli, existuj́ı i funkce, které maj́ı Riemann̊uv integrál, ale nemaj́ı

integrál Newton̊uv.

Př́ıklad 3.2. Funkce

sgn(x) =



























−1 pro x < 0

0 pro x = 0

1 pro x > 0,

která je omezená na intervalu 〈−1, 1〉, má Riemann̊uv integrál, ale nemá Newton̊uv,

protože nemá na R primitivńı funkci. Má-li existovat vlastńı derivace F ′(0), musela

by platit rovnost mezi limitou limx→0− F ′(x) = −1 a limitou limx→0+ F ′(x) = 1.

Vzhledem k tomu, že se tyto limity nerovnaj́ı, nemůže existovat F ′(0), a tedy nee-

xistuje ani primitivńı funkce F (x).
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Daľśı situace, která může nastat, je, že budeme mı́t danou funkci, která nebude

riemannovsky integrovatelná a bude integrovatelná lebesgueovsky. Opačná situace

nemůže nastat.

Př́ıklad 3.3. Př́ıkladem je Dirichletova funkce, jež je na množině R všude nespojitá.

Lebesgue̊uv integrál existuje a lze zintegrovat tak, že si množinu R rozděĺıme na

množinu Q a na množinu R \ Q. Když integrujeme přes Q, výsledkem je nula.

Důvodem je, žeQ je spočetná množina a má mı́ru nula. V množině R−Q je integrand

nulový. Mohu ř́ıci, že Dirichletova funkce neńı riemannovsky integrovatelná, ale je

lebesgueovsky integrovatelná.

Ukažme si také př́ıklad funkce, která má Newton̊uv integrál a nemá integrál

Lebesgue̊uv.

Př́ıklad 3.4. Funkce
∫ +∞

0
sinx
x
dx splňuje tento požadavek. Daná funkce má New-

ton̊uv integrál, který je určen součtem alternuj́ıćı řady tvaru

∞
∑

k=0

∫ π(k+1)

πk

sin x

x
dx,

kdy jej́ı k-tý člen konverguje k nule. Důvodem existence Newtonova integrálu je, že

se nám členy se sudým a lichým indexem ruš́ı zároveň a vznikne nám tedy konečná

limita. Zat́ımco u Lebesgueova integrálu posč́ıtáme nejdř́ıve členy se sudými indexy

a pak členy s lichými indexy a odečteme je od sebe, pokud to lze. Bohužel v tomto

př́ıpadě tomu tak neńı, protože
∫ +∞

0
sinx
x
dx je neabsolutně konvergentńı. Tuto tř́ıdu

funkćı Lebesgue̊uv integrál nezahrnuje. Newton̊uv integrál existuje jak pro absolutně

konvergentńı, tak pro neabsolutně konvergentńı funkce.

Dále si v této podkapitole uvedeme př́ıklad funkce, která má Lebesgue̊uv integrál

a nemá integrál Newton̊uv. Je to např́ıklad funkce signum, kterou jsme si vysvětlovali

v (3.2).

Jelikož daná funkce má Riemann̊uv integrál, tak má zákonitě i Lebesgue̊uv integrál,

ale nemá integrál Newton̊uv.

Ukážeme si př́ıpad, kdy funkce nemá Lebesgue̊uv, ale má integrál Newton̊uv.
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Př́ıklad 3.5. Funkce je definována na intervalu (0, 1〉 a má tvar F (x) = x2 sin π
x2 .

Derivace funkce je F ′(x) = −2π
x

cos π
x2+2x sin π

x2 , a jej́ı hodnota v bodě 0 je F ′(0) = 0.

F (x) neńı na intervalu (0, 1〉 absolutně spojitá, a tedy F ′(x) nemá Lebesgue̊uv in-

tegrál. Newton̊uv integrál existuje, protože k funkci F ′(x) existuje primitivńı funkce.

Tato funkce má samozřejmě také Kurzweil̊uv a Perron̊uv integrál.

V následuj́ıćım smyslu bychom mohli uvádět daľśı typy funkćı, které jsou integro-

vatelné v jednom, ale nejsou integrovatelné v druhém smyslu. Kv̊uli jejich velkému

množstv́ı jsou však vybrány pouze ty nejjednodušš́ı.
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Závěr

Ćılem této bakalářské práce bylo přibĺıžit čtenář̊um pojem integrál, což je jeden

ze základńıch pojmů matematické analýzy. Snažila jsem se čtenář̊um přehledně shr-

nout danou problematiku.

V prvńı kapitole jsem se věnovala historii integrálu. Z mého pohledu je tato kapi-

tola zaj́ımavá, jelikož se zde dozv́ıme, co předcházelo vzniku integrálu, který známe

dnes.

Druhá kapitola se zaob́ırá pěti typy integrálu. Mnoho z nás jistě zná integrál New-

ton̊uv a Riemann̊uv, ke kterým existuje dostatek odborné literatury. Méně čtenář̊u

zná integrál Lebesgue̊uv, který je založen na znalosti teorie mı́ry. Proniknut́ı do dané

problematiky je složitá záležitost, ale d́ıky množstv́ı odborných knih se Lebesgue̊uv

integrál dá pochopit. Daľśı dva typy integrálu, o kterých se zde zmiňuji, tedy in-

tegrál Perron̊uv a Kurzweil̊uv, jsou známy pouze u odborńık̊u. Mohu ř́ıci, že zde byl

problém sehnat jakýkoliv materiál k jejich zpracováńı.

Třet́ı, posledńı kapitola, je pro studenty nejv́ıce př́ınosná, jelikož jsem porovnávala

mezi sebou uvedených pět typ̊u integrál̊u. Jsou zde také uvedeny specifikace každého

typu integrálu a názorné př́ıklady.
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theus, 1996

[3] Bernhard Riemann [online], dostupné z:
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