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Uvod

V této bakalaiské praci se zaméfim na feSeni otazky pojeti integralu béhem
jeho vyvoje od dob antiky az po soucasnost a jeho jednotlivé druhy. Prace nabizi
¢tenarum prehledné shrnuti a snazsi proniknuti do dané problematiky. Muze slouzit
jako studijni pomucka k prohloubeni dosavadnich znalosti studenta matematického
oboru. Cela prace je rozélenéna do tii hlavnich kapitol.

Prvni kapitola je vénovana zkouméni integralu v historickych etapach. Prvni
obdobi, o kterém se zde zminuji, je antika. Déle jsou zde shrnuti vyznamni védci
z novovéku a soucasnosti.

Druha kapitola se zabyva jiz samotnym rozborem nékterych typtu integralu. Vy-
brala jsem integral Newtonuv, Riemannuv, Lebesgueuv, Perronuv a Kurzweiluv.

Nejvice zajimava z pohledu zkoumani integrélu je posledni kapitola, a to po-
rovnavani jednotlivych typu integralu. V této kapitole jsou nejdiive sepsany vlast-
nosti, které maji vsechny uvedené typy integralu spolecné. Déle jsou zde vypsany
klady a zapory jednotlivych integraltu. Zavérem kapitoly jsou praktické priklady.

Cilem prace je priblizit danou problematiku v oboru matematiky i laické verejnos-
ti, tedy srozumitelné definovat dany pojem, jasné rozlisit jeho typy a nalézt nej-
vhodnéjsi definice integralu. Napomahaji tomu doplnujici ilustrace, které mohou

zZvysit zdjem Ctenaru.



1. Historie integralu

V této kapitole se pojednava o nejznaméjsich a nejvyznamnéjsich predstavitelich
historie, ktefi se vyznamnou mérou zaslouzili o rozvinuti integralu.

V této kapitole byla vyuzita literatura [1], [2] a internetové zdroje [3], [4], [5], [6].

1.1 Antika

Archimédes

S myslenkou o integrovani se muzeme setkat jiz u Archiméda, coz je mate-
matik z antického obdobi. Pochazel ze Syrakus, kde se v roce 287 pf. n. l. narodil.
Lasku k matematice, mechanice a astronomii zdédil po svém otci. Pfedpoklada se,
ze zemfiel béhem druhé punské valky a to celkem kuriéznim zpusobem. Zabral se do
feseni ulohy a nevénoval se hluku, ktery ptichazel z ulice. Do jeho domu vtrhl vojak
a snazil se ho donutit, aby s nim Sel k jeho viudci. Archimédes, zabrany do svého
problému odmitl a vojak ho probodl mecem.
Archimédes se zabyval exhaustivni metodou Eudoxa a snazil se o jeji zdokonaleni.
Exhaustivni metoda spociva na principu, ze veliciny muzeme délit do nekonecna.
Vysvétlime to tak, ze obsah plochy néjakého ttvaru je roven obsahu ploch ttvaru,
které z néj muzeme vytvorit a jejichz obsahy umime vypocitat. Plati zde princip mo-
notonie a aditivity. Archimédes tuto metodu vylepsil a poté ji pouzival pti dukazech
vét. Nevénoval se dukaziim pouze starych poznatki, ale hledal i nova fakta. Vy-
lepseni exhaustivni metody je povazovano za zaklady integralnich metod. Nejen
tato metoda, ale i to, ze Archimédes vylepsil napad Démokrita o rozdéleni rovinnych
utvaru na tenké platky, vedla k vytvareni integralnitho poc¢tu. Archimédes rozpraco-
val metodu integralnich sum, kterou interpretoval ve své knize ”Myslenka integrovani

vznikla z potreby praxe”. Pojednava se v ni o vypoctu obsahu a objemu.
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Po smrti Archiméda doslo k jistému utlumeni matematiky. Jednim z duvodu bylo
prilisné snazeni antickych matematiku o logickou dokonalost diukazu. Dalsi duvody,
proé¢ se matematika nerozvijela, spocivaly ve vnéjsich pii¢indch. Rimané piichézeli
naptiklad s tim, ze matematika je nedulezita, ba dokonce nezakonn4, a ze se ji maji

zabyvat pouze pokofené narody, protoze Rimané se musi vénovat vladnuti.

Nez pteskoc¢ime témeér 2 tisice let a prejdeme k dalsimu védci, o jehoz piinosu do
matematiky je potieba se rozepsat vice, zminime alespon matematiky Pappa nebo

Thabita ibn Qurra.

1.2 Novovéek

Do obdobi novovéku patii velkd spousta matematiki. V této préaci jsou vsak

vybrani ti, ktef{ méli nejvétsi vyznam.

Johannes Kepler

Prvnim uznavanym matematikem v dalsi historické epose - tedy novovéku, ktery
se vénoval zdokonalovani integrélnich metod, byl Johannes Kepler. Kepler zil na
prelomu 16. a 17. stoleti. Toto obdobi je povazovano za vyznamné zejména pro
rozvoj v oblasti matematiky a mechaniky. Rozdil mezi Archimédem a Keplerem
spociva v tom, ze Kepler se prilis nezajimal o presnost. Napsal knihu ”Nowva stere-
ometria doliorum vinariorum”, ktera je ve volném piekladu do cestiny zndma jako
”Stereometrie vinnych sudu”. Sepsal ji pfed svou svatbou z toho duvodu, ze chtél
zmérit pravitkem, kolik je vina v sudech. Tato kniha zlepsila integralni metodu.
Muzeme v ni najit napiiklad vzorec pro vypocet kruhu, ktery je zalozen na infi-
nitezimalnich tvahéch. Ty jsou spojeny s rozdélenim télesa na nekonec¢né mmnoho
malych kousku, kdy muzeme objemy jednotlivych kousku vypoéitat. Priblizit tyto
uvahy je mozno pfi vypoctu objemu kruhu. Kepler postupoval tak, ze si kruh rozdeélil
na mnoho jednotlivych kouskt, jejichz obsahy jsou velmi malé. Roztahl kruh do
usecky, kde jednotlivé kousky tvoii pravidelné rovnoramenné trojuhelniky. Vrcholy
vsech trojuhelniku premistil do jednoho vrcholu, a to do stfedu kruhu. Musime ale

poznamenat, ze zakladny diléich trojihelnika zustaly stejné. Timto zptusobem se vy-
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tvoril jeden trojihelnik, ktery obsahuje vSechny pocatecni trojihelniky s odvésnami
o délkach 27nr a r. Z duvodu ekvivalence mezi kruhem a danym trojihelnikem tedy
vyplyvé, 7Ze obsah kruhu je 7r?. Keplertiv vliv na utvaieni integrdlnich metod byl
vyznamny, avSak nékteré jeho vzorce pro vypocet objemu téles se projevily jako
chybné. Nové Keplerovy myslenky v té dobé neuznavali nékteii kritikové, napiiklad

matematikové jako A. Anderson, P. Guldin a dalsi.

Bonavenura Cavalieri a Evangelista Torricelli

Italsky matematik Bonaventura Cavalier: je predstavitelem dalsi etapy pii
vytvareni integralniho poctu. Snazil se najit pro ruzné matematické ulohy obecny
princip, ktery by je vytesil. Tim se lisil od Keplera a ucinil tak dalsi posun ve
zkoumani v tomto oboru. Cavalieriho rodice chtéli, aby se stal duchovnim. Diky
matematikovi a astronomovi Castellimu se vzdélaval v klastefe a roku 1629 se stal
profesorem na katedfe matematiky Bolonské univerzity. Velkym piinosem Cavalie-
riho je dukaz, ze objemy dvou téles jsou stejné, pokud se shoduji obsahy nebo délky
odpovidajicich fezu. Cavalieri porovnaval znamé utvary s neznamymi a tim ziskal
objemy nebo obsahy neznamych utvaru. Napsal knihu ”Geometrie”, kde se muzeme
setkat s myslenkou integralu mnohoclenu druhého stupné, urc¢ovanych pomoci ob-
jemu a obsahu. Uz Archimédes a Kepler pracovali s integraly, avsak Cavalieri byl
prvni, kdo vyéislil integraly [ zdx, [ 2?dz. Vyrok Cavalieriho, ktery to dokazuje,
zni takto: ,vSechny ¢dry maji pomér jako 2 a 1, vSechny ctverce jako 3 a 1, vSechny
treti mocniny jako 4 a 1, ... “ Jeho tuvahy, které byly publikovany v knize ”Sta

rozlicnych uloh”, tedy vycisluji integrély:

a a2 a a3 a an-i—l
/ rdr = —, / xde:—,...,/ x'dr = )
0 2 0 3 0 n+1

Stoupencem myslenky Cavalieriho byl Fvangelista Torricelli. Staral se o ného

jeho stryc, ktery ho poslal studovat do jezuitské skoly. Zdokonalil metodu nedélitelnych.
Nepouzival pouze nedélitelné tsecky, ale i nedélitelné ¢asti kiivek v prostoru i v ro-
viné. Dokdazal, ze pokud se pravouhlda parabola otaci kolem své osy, pak je jeji
objem kone¢ny. Dukaz byl provdzen mnoha predintegracnimi metodami. Jednou

vvvvvv

kousi “trumpetu”, kterou si muzeme predstavit jako parabolu. Parabola se otaci
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kolem jedné své asymptoty a je protnuta rovinou, jez je na tuto asymptotu kolma.
Torricelliho vyznam ve védé je zejména v oblasti optiky a fyziky.

V 16. a 17. stoleti dochazi k obrovskému rozmachu matematiky i ostatnich
véd. Byly zakladany védecké krouzky a védci si mezi sebou casto korespondovali.
Duvodem bylo sjednoceni védeckych myslenek. V 17. stoleti dochazelo v matema-
tice k velkym zménam. Oddélila se z ni odvétvi jako matematicka analyza, teorie
pravdépodobnosti a dalsi. Na druhou stranu zacaly do matematiky patiit aritme-

tika, algebra, geometrie a jiné.

Pierre de Fermat

Jednim z predstavitelu matematiky 17. stoleti je Pierre de Fermat. O jeho
zivoté se dochovalo malo informaci, navic se jedna pouze o spekulace. Jednim z fakt,
které o ném vime, je to, ze vystudoval prava a stal se uznavanym pravnikem. Ne-
zminuji ho avsak kvuli jeho pravnické kariére. Fermat byl tispésny i v matematice.
Vyslovil vétu, kterd je zndma ptredevsim vysokoskolskym studentum a zni takto:
sJestlize ma funkce v néjakém bodé extrém, pak derivace v tomto bodé je rovna
nule”.

Fermat pouzival pti vypoctech velmi casto slovo kvadratura. Pod timto slovem
si mnoho z nas neumi nic predstavit, proto si ho vysvétlime blize. Kvadratura je
vymezend osou Oz, grafem funkce f(z) a pfimkami x = a a © = b. Jedna se tedy
o urcity integral ff f(z)dz. Kvadratury parabol f(x) = ™ Fermat vy¢islil jako in-
tegral foa x™dx. Byl velice dobrym matematikem. Dokéazal vycislit i exponenty ve

; . 101 - ’ a P , .
zlomku, a tim vlastné vycislil integral fo xadx pomoci nerovnosti:

mn+1 m

k" <

Vzhledem k tomu, ze se k vypoctu pouzivaly sumy, byl postup slozity. U Fermata
se muzeme poprvé setkat se zaménou proménnych a s analogii metody per partes.
Pomohlo mu to k vycisleni neznamych kvadratur na znamé. Dokazal naptiklad, ze

Agnesiova ktivka, kterd ma tvar y = je rovna obsahu polokruhu s polomérem

R
x2+a2 9

a. Fermat dokazal integrovat funkce parabolické, hyperbolické a exponencialni.



Roberval (Gilles Personne)

O zivoté dalsiho predstavitele, o kterém by bylo dobré se alespon zminit, se do-
chovalo jesté méné informaci nez o zivoté Fermata. Timto predstavitelem je Gilles
Personne, ktery je spise znam pod pseudonymem Roberval. V Paiizi, kam odces-
toval ze svého rodného mésta, se vénoval problémum v matematice, fyzice a astrono-
mii. Roberval zkonstruoval teé¢ny k nékolika kiivkam, avsak ne vzdy byly jeho uvahy
spravné. Setkame se u néj opét s metodou nedélitelnych. Vénoval velkou pozornost
cykloidé, ktera byla dulezita v rozvoji matematiky. Cykloida je kiivka, ktera opisuje
libovolny bod kruznice, ktera se kutali po ptimce. Studovat ji zacal uz Galilei, avSak

obsah mezi obloukem cykloidy a primkou poprvé vycislil Roberval.

Blaise Pascal

Velkym ptinosem byly z pohledu rozvoje integralnich metod Pascalovy myslenky:.
Blaise Pascal zdédil zajem o matematiku po svém otci. Jednou ze zajimavosti
je, ze vytvoril scitaci stroj, na jehoz sestrojeni pracoval 3 roky. Stroj dostal nazev
Pascalina a byl osmimistny. Prvnich Sest mist slouzilo pro s¢itani plnohodnotnych
penéz a posledni dvé mista scitala drobné penize. Tento stroj mél jednu obrov-
skou nevyhodu. Neusnadnoval nasobeni a déleni. Pascaluv vyznam v teorii integralu
spociva v tom, ze zjistil, jak muzeme sc¢itat r-té mocniny prirozenych cisel. Ve

svych uvahdch dosel k vypoctu integralu mocninnych funkci pro pfirozené hod-

an+1
n+1 "

noty n : foa "dx = K tomuto vypoctu pred nim dosli jiz matematici Fermat
a Cavalieri. V uvazovani Pascala a jeho predchudct muzeme vidét urcité odlisnosti.
Pascal nebere v tivahu pouze sumy s koneénym poctem scitancu ale i sumy, kdy

pocet scitancu roste do nekonecna.

John Wallis a Isaac Barrow

John Wallis se nejdiive studiu matematiky vénoval samostatné, pak ale v roce
1645 vstoupil do krouzku piirodovédcu. Diky tomuto krouzku v Londyné vznikla
Londynska kralovské spole¢nost, kde Wallis ptisobil. V roce 1656 napsal knihu ” Arit-
metika nekonecna”. Vymyslel nové vzorce pro integrovani funkei. Vypocetl integral
foa 2"dz pro celé a raciondlni kladné i zdporné exponenty mocnin. Rikal, ze k mate-

matice ho ptivedla metoda nedélitelnych Cavalieriho, ktera byla vylozena Torricel-
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lim. Wallis se snazil najit obsahy utvaru s¢itanim opsanych a vepsanych obdélnik.
Kvadratury pocital pomoci limity pomeéru aritmetickych sum. Ukazeme si to na

prikladu, ktery je jak popsan v nasledujicim textu, tak i znazornén na obrazku 1.1.

y

0 A X

Obrazek 1.1: Kvadratura mocninnych funkei

Mame dan ttvar, ktery je omezen parabolou na intervalu (0, A). Utvar rozdalil
na obdélniky o stejnych délkach. V bodech, které ndm osu x rozdéluji, uvazoval rezy
plochy pod parabolou. Porovnaval soucty téchto délek se soucty délek tezu, které
jsou rovny délce nejvétsiho obdélniku, vzorcem:

n2+n2+---4+n2  (n+1)nk’

Muzeme to povazovat za stanoveni obecné ulohy integrace funkce. Pomoci metody

indukce dostaval pro tento vztah vysledek:

0*+12+---+n*> 1 1

==+ .
n?+n?+---4+n> 3 6n

Déle uvedeny vyraz dosadil do limity, kde n jde do nekonecna:

C+12+---+n*> 1

nsoon2 4 n24---4+n2 3

V soucasnosti tato myslenka vyjadiuje integral fol r2dy = %

Druhy jmenovany, Isaac Barrow, nasel vztah mezi integrovanim a derivovanim,

a to inverznost. Zjistil, Ze mezi nimi plati tento vztah tak, ze se vénoval urcovani
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kvadratur ruznych krivek a hledal u nich tecny.

Za nejvyznamnéjsi matematiky 17. stoleti jsou povazovani Isaac Newton a
Gottfried Wilhelm Leibniz. Snazili se o vytvoreni uceleného pohledu na in-
tegralni a diferencidlni pocet. Kazdy z nich samoziejmé vytvoril svoji teorii, avSak

hlavni myslenka byla spolecné.

Isaac Newton

[saac Newton zil v letech 1643 - 1727. Narodil se ve Woolsthorpe. Byl vyznamnym
matematikem, fyzikem a astronomem druhé poloviny 17. stoleti. Vystudoval univer-
zitu v Cambridge a v roce 1669 se stal jejim profesorem. V roce 1668 sestrojil te-
leskop, diky kterému se stal ¢lenem Londynské kralovské spolecnosti. Newton prispél
do matematické analyzy diive nez Leibniz, avSak svoje poznatky publikoval pozdéji.
Jeho tvahy v oblasti matematiky mnoho védci neuznavalo.

Rozvinul substituéni metodu vypoctu integralu, vypracoval tabulky integralu
a mnohé dalsi. Ve své knize "Metoda fluxi”, kterd byla vydana az po jeho smrti,
chdpe matematiku jako abstraktni pojem. Rikal napiiklad, ze ¢éra vznikd pii po-
hybu bodu, povrchy vznikaji pii pohybu ¢ary a podobné. A Ze tyto pohyby trvaji
néjaky cas. Fluxe tedy popsal jako okamzité rychlosti, které maji povahu vektoru.
Zaved] jesté pojem fluenty, coz jsou veli¢iny popisujici drahu hmotného bodu, které
postupné rostou nebo klesaji. V dnesni terminologii muzeme fluxe chapat jako me-
todu derivovani a fluenty jako metodu integrovani. Uvahy tykajici se integralniho
poctu oprel o teorii fluxi a fluent. Metoda fluxi a fluent je zalozena na tom, ze inte-
grovani je chapano jako inverzni operace k derivovani.

Dalsi jeho tvahy vedly k nalezeni primitivni funkce. Uvazoval, Ze mame danou
kladnou funkci y = f(x) na intervalu (a,b) . Obsah utvaru F(z), ktery je vymezeny
grafem funkce f(x) na intervalu (a, b), osou = a piimkami z = a, = b, pak muzeme

dF

danou funkci zapsat ve tvaru §- = f(x) neboli F'(x) = f(z). Témito tvahami

dostaneme Newton-Leibnizovu formuli:

b
/ f(z) = F(b) - F(a),

ktera se ovSem objevila v podobé, jakou zname dnes, az v roce 1798 v knize S.F. La-
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croixe. Diky témto Newtonovym myslenkam lze zformulovat Newtonuv integral,

o kterém se podrobnéji zminime v dalsi kapitole.

Gottfried Leibniz

Gottfried Wilhelm Leibniz se narodil v Lipsku v roce 1646 a zemftel v roce 1716.
Rikalo se o ném, ze je univerzalni génius. Byl matematikem, filozofem, politikem,
profesionalnim diplomatem a pravnikem. Zabyval se i technickymi vynalezy. Pocitaci
stroj je jeden z jeho vyznamnych vynélezu. K matematice ho privedly diskuze s védci,
z nichz ho nejvice ovlivnil Ch. Huygens.

Diky Wallisové ”Aritmetice nekonecna” a Vincencoveé ”Geometrické prdaci” se
v ném probudil zijem o rozvoj analyzy nekonecné malych velicin. Chapal matema-
tiku jako filozoficky systém. Je pro ného typické, ze chtél, aby vse, co vzniklo jeho
zasluhou, mélo uziti v praxi. Diky védeckym casopisum a dopisovani s jinymi védci
byly Leibnizovy objevy dostupné verejnosti, coz je velky rozdil od Newtona, ktery
svoje uvahy tajil.

Pascal napsal knihu, kde popsal metodu charakteristického trojihelniku tak, ze
fesil problémy kvadratur a bodu, kdy na obvod kruhu ptidruzil trojuhelnik s ne-
koneéné malymi stranami. Leibniz zobecnil tuto ideu Pascala. Je-li zadana libovolnéd
krivka a na ni néjaky bod, muzeme zde také vytvorit nekoneéné maly trojuhelnik.
Tim, ze zobecnil tuto myslenku, dokazal vypocitat diferencialy odmocnin a zlomku.

Pokusime se metodu charakteristického trojuhelniku hloubéji popsat. Jak vidime
na obrazku 1.2, mame danou kiivku a na ni bod A. Bodem A prochézi tecna dané
kiivky f(z). Sestrojime si pravouhly trojihelnik, jehoz jednim vrcholem bude bod
A. Délky stran si oznac¢ime ds, dx, dy, kdy ds bude délka strany AC, dz bude
délka strany AB a dy bude BC'. V bodé A si vytvorime kolmici k tisecce AC'. Diky
této usecce, ose x a primce, kterd prochazi bodem A a je rovnobézna s osou v,
nam vznikne pravouhly trojihelnik, ktery je podobny trojihelniku ABC'. Abychom
mohli vysvétlit prinos téchto myslenek do infinitezimélniho poctu, oznacime si strany
vzniklého trojihelniku, malymi pismeny y, n, m. Prosttednictvim téchto dvou troj-
thelnikt dostaneme poméry stran % = S_Z' Leibniz si predstavil, ze velicina dz je
nekonecné mald, a tedy konverguje k nule. Toto si dokézal ptredstavit v kazdém

bodé kiivky. Viechny tyto veliciny secetl a dostal se ke vztahu ['mdz = [ ydy, coz
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muzeme pomoci poméru, ktery jsme si definovali difve, prevést do vztahu [ y%dx =

[ ydy.

y

C
ds d

A y

/ dx B

n
y
m X

Obrazek 1.2: Metoda charakteristického trojihelnika

Leibnizovo uvazovani vSak nebylo povazovano za ptresné. Roku 1693 Leibniz vy-

dedukoval vztah [ f(z)dz = F(z), kdy musf platit, ze

dF(z)
dx

= f(z), F(0)=0.

Vzorec nam vypocte integral jako rozdil hodnot primitivni funkce a ukaze spojitost
mezi integrovanim a derivovanim.

Vytvoril také novou metodu transmutace, kterd v sobé zahrnuje jak integrovani
a metodu charakteristického trojuhelniku, tak i rozklad do fad. Metoda transmu-
tace je zalozena na transformaci integralu od kartézskych souradnic k polarnim.

Transmutacni véta je velmi podobna soucasné metodé per partes. Je dana vztahem:

b f(b)
/ ydr = [:py]Z — / xdy.
a f(a)

Leibniz byl prvni, kdo zavedl znak integrdlu, nebot chépal integrdl jako sumu
nekoneéného poctu séitancu. Znak [ tedy vznikl z prvniho pismene slova summa
a znamenal soucet. Samotné slovo integral bylo zavedeno az dalsim prestavitelem,

Johannem Bernoullim.
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Porovnat piistup Newtona a Leibnize neni snadné. Kazdy z nich mél na danou
problematiku trochu odlisny pohled. Zatimco na Newtona méla velky vliv inverznost,
kterou zavedl Barrow, Leibnizovo uvazovani ovlivnila metoda nedélitelnych Cava-
lieriho a zkoumani nekonec¢né malych velicin Pascala. Leibniz zalozil své tivahy na
geometrickém chapani, kdy si muzeme integral predstavit jako “nekonecny soucet di-

ferencialu”, zatimco Newtonovo vnimani je ovliviiovano kinematickymi predstavami.

Jacob a Johann Bernoulli

Na pfelomu 17.-18. stoleti, po etapé Newtona a Leibnize, prichézi cela rada
dalsich vyznamnych matematiki. Mizeme zminit bratry Jacoba a Johanna Ber-
noulli. Starsim z bratru je Jacob. Studoval teologii a bohoslovenctvi na univerzité
v Basileji. Studiu matematiky se zacal vénoval az po svém pobytu v zahranici.
V roce 1687 se stal profesorem na katedie matematiky Basilejské univerzity, kte-
rou rod Bernoulliho vedl témér 105 let. Velky vyznam maji jeho dvahy v teorii
pravdépodobnosti. Vytvoril schéma, které je povazovano za zdkladni model teorie
pravdépodobnosti. Jeho piinosy nebudeme jmenovat vSechny, uvedeme pouze ty,

Jacob chtél narovnat oblouk spiraly. Tato myslenka ho pfivedla k prvnimu elip-
tickému integralu v historii matematiky. Jacob vyucoval svého mladsiho bratra Jo-
hanna, se kterym se ke konci svého zivota dostal do rozporu. Po smrti Jacoba Johann
prevzal jeho misto na univerzité, kde vyucovalo mnoho znamych matematiki. Vel-
kou pozornost vénoval Leonhardu Eulerovi, o kterém bude zminka dale. Oba bratti
se vyznamné zapsali do déjin matematiky. Rozvinuli integralni a diferencialni pocet

jako zdklad infinitezimalniho poctu.

Leonard Euler

Dalsim matematikem je jiz zminovany Leonard FEwuler. Do déjin matematiky
prispél vyznamnym zpusobem zejména v oblasti matematické analyzy, teorie Cisel
a tady dalsich odvétvi matematiky. Napsal mnoho vyznamnych dél. Pro tuto ba-
kalarskou praci je podstatna predevsim trojdilna kniha nazvana ”Integrdalni pocet”,
kterou napsal v letech 1768-1774. Euler byl vyznamnym matematikem, mechanikem,

fyzikem, astronomem a dalsim. Jako zajimavost si muzeme uvést, ze behem hodiny
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dokazal vypocitat prvnich 20 ¢islic ¢isla 7. Prestoze Euler oslepl, vénoval se i nadéle
védeckym ¢innostem a své myslenky diktoval k zapsani svym zakum.
Vypocéital mnoho slozitych urcitych integralu, jako naptiklad:

1 _ [
/ (x — 1)dz 9 nebo/ sin zdx _T
0 0 2

Inz T

Nepouzival pro vypocty integralu sumy jako jeho ptredchudci, ale vypocital urcity
integral jako rozdil hodnot primitivnich funkei.

V jeho knize je zaznamenana zakladni vlastnost integralu vztahem

/ab f(z)dx = —/ab f(z)dx.

Euler povazuje infinitezimalni metodu za metodu algebraickou, ptrestoze az do té-
to doby byla povazovana za metodu geometrickou. Diive se integrovatelnd funkce
rozklddala ¢len po ¢lenu. Euler jako vyznamny aparat pouzival teorii fad. V prvnim
dile Knihy ”Integrdini pocet” Tesi otazku integrace funkci a integraci diferencialnich
rovnic prvniho fadu. Je zde zformulovana definice integralu, ktera zni takto: , Nakolik
diferencidl libovolné funkce x ma tvar Xdx, ve kterém X je libovolnd néjakd funkce,
jejiz diferencial Xdx se nazgvd integralem a oznacuje se | postavenym zepredu,
protoze | Xdx oznacuje to proménné mnozstvi, jehoZz diferencidl se rovnd Xdx “. In-
tegraci druhého tadu a vyssich radu je vénovan dil druhy. Tteti dil je zaméfen na
integraci rovnic parcialnich derivaci. Euler vyéislil mnoho integralu. Za zminku stoji
i jeho kniha ”O dvojnych integrdlech”, kde jsou ulozeny zaklady dvojného integrélu,

které pouzival k vy¢isleni objemu a povrchi.

V 18. stoleti se na tvorbé infinitezimalniho po¢tu podileli také dalsi vyznamni
matematici jako Brook Taylor, Colin Maclaurin, Jean Baptiste Le Rond
d “Alembert, Joseph Louis de Lagrange, Pierre Simon de Laplace a dalsi.
V 18. stoleti se nahromadila spousta novych poznatku, avsak objevila se i fada
problému kolem nekone¢né malych veli¢in, limity, derivace i integralu. V tomto ob-
dobi se témér zapomnélo na exhaustivni metodu Eudoxa a integrovalo se pomoci

Newtonova vztahu.
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1.3 Od 19. stoleti az po soucasnost

Augustus-Louis Cauchy

V 19. stoleti se objevuje matematik Augustin-Louis Cauchy a snazi se spe-
cifikovat pojem integrél. Jeho pracovitost je fascinujici. Napsal kolem 700 praci. Byl
prislusnikem skoro vsech védeckych akademii. Cauchy realizoval prvoradé objevy
v teorii Tad, teorii diferencialnich rovnic, analyze, matematické fyzice a podobné.

Chapal urcity integral jako limitu integralnich sum. V roce 1823 zavedl novou
definici integrélu. Usiloval o to, aby bylo mozné pro funkei f : (a,b) — R urcit obsah
plochy ohrani¢ené osou x, piimkami x = a, x = b a grafem funkce f(z). Cauchy to
resil tak, ze rozdélil interval (a, b) na n ¢asti. Podminkou bylo, ze funkce f(z) musi
byt spojita. K déleni intervalu (a, b) pripojil aproximujici soucet, coz bylo vyjadfeni
souctu obsahu obdélniku se zakladnou (z;_1, z;) a vyskou, jez méla funkéni hodnotu
f(x;—1). Jeho umyslem bylo zjistit obsah vymezené plochy v roviné pomoci souctu

ploch obdélniku, coz je patrné z grafu 1.3.

\
\ e

Obréazek 1.3: Geometricky vyznam integralu

Pomoci spojitosti funkce a urcéeni integralu Cauchy dokézal nasledujici vliastnosti:
b b
L[] flx)de = — [] f(x)dz

2. fab cf(z)dx = cff f(x)dz
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3. fab flzta)de = [T f(z)da

ata

4. [P f(x)de = (b—a)fla+0(b—a)], kde 0<O<1
5. f;chf,(x)dx => ¢ ff fi(x)dz
6. fab fl)de =3 [T fla)de, a=ap<op <---a,=b

Dokézal také spravnost Newton-Leibnizova vzorce. Jeho piinos ve védé byl velky

a nékteré jeho myslenky pretrvaly do dneska.

Georg Friedrich Bernhard Riemann

Georg Friedrich Bernhard Riemann byl vyznamnym némeckym matema-
tikem v 19. stoleti. Prozil tézké détstvi v rodiné chudého luteranského knéze. Od
mladi se zajimal o matematiku, ale bohuzel v jeho rodné vesnici nebylo gymnazium
a tudiz nemeél piilezitost svuj talent vice rozvijet. Jeho vasen k matematice vSak
byla silnd a on se svého snu nechtél vzdat. Svéril se s tim otci a po jeho souhlasu
odesel studovat matematiku do Berlina. Stal se vyznamnym profesorem matema-
tiky. Podstatnym zpusobem pfispél k rozvoji matematické analyzy a diferencidlni
geometrie. Riemann zemrfel na tuberkuldzu pii navstévé Italie ve véku nedozitych
40 let. Za svuj neptilis dlouhy zivot dokazal vyznamnym zpusobem proniknout do
déjin matematiky. Jeho jméno najdeme nejen v mnoha matematickych publikacich
(Riemannova geometri, Riemannova kiivost, Riemannova plocha a tak déle), ale
je po ném pojmenovan krater na Mésici a planetka 4167. Dnesni studenti ho maji

v paméti hlavné v souvislosti s teorii integralu.

Henri Léon Lebesgue

Henri Léon Lebesgue byl francouzsky matematik na prelomu 19. - 20. sto-
leti. Jiz na zakladni Skole dosahoval skvélych vysledki. Vystudoval jednu z nej-
matematickou analyzou. V roce 1901 vytvoril teorii miry a v témze roce predlozil
teorii integralu. Zpusobilo to obrovské zmény v dosavadni predstavé o integralnim

poctu. Ve svych 32 letech se stal profesorem a vyucoval na mnoha univerzitach,
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avsak poslednich 20 let svého zivota ucil hlavné na univerzité College de France.

Oskar Perron

Oskar Perron 7il v letech 1880 - 1975. Po absolvovani gymnazia odesel studo-
vat vysokou skolu do Mnichova a Berlina, kde se vénoval studiu matematiky a fyziky.
V roce 1906 byl jmenovan docentem. Stal se profesorem na univerzitach, avsak prvni
svetova valka narusila jeho kariéru. Po skonceni vélky se zacal plné vénovat peda-
gogice. V jeho publikacich, které sam vydal, se dozvime fadu pfinosnych informaci
predevsim z matematické analyzy. Jeho nejvétsim piinosem je vytvoreni Perronova

integralu. Zajimal se také o diferencidlni rovnice, geometrii, teorii ¢isel a mnoho

dalsiho.

Jaroslav Kurzweil

Poslednim predstavitelem, kterému se budeme v praci vénovat, je ¢esky ma-
tematik Jaroslav Kurzweil. Narodil se v roce 1926 a zije dodnes. Studoval na
prirodoveédecké fakulté v Praze matematiku a fyziku. V roce 1964 dostal statni cenu
za matematiku. Ziskal mnoho medaili z oblasti védy a od prezidenta CR vyzna-
menani za zasluhy. Jeho piinos v oblasti védy je velky. Nas hlavné zajima, jakym
zpusobem prispél do integralniho poctu. Jaroslav Kurzweil zobecnil teorii Perronova
integralu. V dnesni dobé se neustdle tato teorie zkoumé. Ve svété je znama jako

Henstockova-Kurzweilova.
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2. Typy integralu a jejich definice

V této kapitole se zamérime na vysvétleni a blizsi ptiblizeni péti typu integrélu,
a to konkrétné na Newtonuv, Riemannuv, Lebesgueuv, Perronuv a Kurzweiluv in-
tegral. Vybrany jsou z toho duvodu, ze jsou jedny z nejznameéjsich a nejvyznamnéjsich
integralu. Existuje ale celd fada dalsich typu integrali, jako naptiklad Stieljesuv, Da-
nielluv, Younguv, Harruv, McShaneuv.

V této kapitole byla vyuzita literatura [7], [8].

2.1 Newtonuv integral

Newtonuv integral je ze vSech integralu, o kterych se budeme zminovat, na vypocet
nejjednodussi. Je zalozen na deskriptivni definici.
Newtonuv integral se opird o definici primitivni funkce, kterd je zalozena na

znalosti derivace.

Definice 2.1. Necht funkce f : J — R je definovédna na intervalu J C R. Funkci

F : J — R, pro kterou je F'(x) = f(x) pro z € J, nazveme primitivni funkci
k funkeci f na J.

Primitivni funkce neexistuje ke kazdé funkci. Naptiklad funkce sgn na intervalu

(—1,1) nemd primitivni funkci.

Definice 2.2. Necht —oo < a < b < oo a plati f: (a,b) — R je funkce definovana

na intervalu (a, b),
a) existuje-li primitivni funkce F' k funkci f na (a,b),

b) existuji-li vlastni limity lim, ,,_ F(x) a lim,_,,, F(z)
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polozme

(N) / f(zx)dx = xligl_ F(z) — xlgng F(z).

Cislo (N) fab f(z)dz nazveme Newtonovym integrdlem funkce f od a do b. Mnozinu

vSech funkei, pro které plati a) a b) oznac¢ime N((a,b)).

2.2 Riemannuv integral

V 19. stoleti se objevuje Riemannuv integral. S teorii Riemannova integralu je
spojena cela fada matematiki. Nejveétsi zasluhu vSak ma Georg Friedrich Bernhard
Riemann.

Riemannuv integral je na vypocet jeden z nejbéznéjsich. Setkavaji se s nim bézné
studenti na vysokych technickych skolach. Jeho formulace je velmi dulezitd a to
hlavné pro svoji geometrickou interpretaci. Je zalozen na konstrukei geometrickych
utvart pod kiivkou. Riemannuv integrél je definovan pouze pro omezené a nezaporné
funkce na uzavieném omezeném intervalu.

Necht f(z) je omezend a nezédpornd funkce definovdna na intervalu (a,b), kde
—o0 < a < b < oo. Sestrojime utvar, ktery je ohraniceny primkami y = 0, x = «a,

x = b a grafem funkce f(z), coz je mnozina:
M= {(z,y) eR%z € (a,b) ,0<y < f(a)} .

Obsah tohoto ttvaru uréime tak, ze rozdélime plochu itvaru na jednotlivé obdélniky,
jejichz obsah umime urcit a secteme jednotlivé obsahy.

Definici Riemannova integralu tikame konstruktivni definice integralu. Existuji
dvé definice Riemannova integralu, a to Darbouxova a Riemannova. V praci uve-

deme obé dveé, jelikoz jsou rovnocenné.

Darbouxova definice

a dolnich integralnich souc¢tu. Abychom ji pochopili, je tfeba vysvétlit si nékolik
priméarnich pojmu.

Definice 2.3. Necht D ={a =y < a; < -+ < ag_1 < a, = b} je délend intervalu
(a,b), (—o0o < a<b< o)a f:{ab) — R je omezend funkce. Pro dané déleni D
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oznacme

m; = inf{f(z);x € (a;_1,05)}

M; = sup{f(x);2 € (oj_1,05)}

pro 7 =1,,..., k. Utvotime dolni integrdalni soucet

k
s(D, f) = ij(%‘ —aj-1)

a horni integralni soucet

k

S(D, ) =Y Mj(aj —a;1).

J=1
Dolni integralni soucet vidime na obrazku 2.4 a horni integralni soucet na obrazku

2.5.

f(x) f(x)

Obrazek 2.4: Dolni integralni soucet  Obrézek 2.5: Horni integralni soucet

Protoze pro kazdé j = 1,...,k plati nerovnost m; < M;, dostaneme po secteni

ihned s(D) < S(D). Jelikoz ziejmé je

m=nf{f(z);x € {a,b)} < m; = nf{f(x): 7 € {oy-1.0)}

a
M; =sup{f(x);x € (aj_1,a;)} < M =sup{f(x);x € (a,b)}
pro 7 =1,...,k, dostaneme pro kazdé déleni D nerovnosti
k k
m(b—a) =Y m(a;—aj_1) < s(D) < S(D) <Y Ma;—aj1)=Mb-a).
j=1 j=1
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Vsechny mozné horni (a téz dolni) integrdlni soucty odpovidajici funkei f(z) tvori

tedy omezené mnoziny cisel. Oznacime je

1 Zf(:l?)d:c:SUps(D) a 7Zf(x)dx:mf5(p),

kde sup a inf bereme pies vSechna déleni D intervalu (a, b).
Vzhledem k tomu, Ze mnoziny ¢isel s(D) a S(D) jsou omezené, existuje uvedené
—b
infimum a supremum. A tedy [ " f(x)dz se nazyva dolnim a [ f(x)dz se nazyva

hornim integrdalem funkce f(z) na intervalu (a, b).

Poznamka 2.1. Supremum mé kazdd shora omezenda mnozina a infimum ma kazda

zdola omezend mnozina.

Pivodni Riemannova definice integralu
Tuto definici vytvofil sém Riemann v roce 1854. Dospél k zavéru, ze pokud konver-
guji délky dil¢ich intervalu k nule, pak muzeme integral chapat jako limitu, ke které

konverguji integralni soucty.

Definice 2.4. Predpoklddejme, Ze je —o0 < a < b < oo. Je-li ddno k + 1 bodu
a=0aq) <o <...<aqpq <ap=>, tikdme, ze je ddno déleni intervalu (a,b) na
intervaly (a;_1,q;), j =1,..., k. Déleni intervalu (a,b) ozna¢me pismenem D, kde
D = {ag,ay, ...,y }. Cislo

v(D) = max (a; — a;_1)
=Ty

nazveme normou déleni D. Jestlize v kazdém intervalu (o_1,¢5), j = 1,...,k je
dén bod 7; € (a;_1,;), pak mluvime o délenf s vyznaénymi body a oznacime jej

symbolem (D, 1) = (D, 7,..., ), tedy
(DaT):(DaTla"'aTk):{a':aOSTl Salg---gak—lgﬂ’cgak:b}-

Necht je ddna funkce f : (a,b) — R. K déleni (D, 7,...,7) s vyznaénymi body
a k funkci f(x) utvoirme tzv. Riemannuv integrdlni soucet

k

o(f; D7) =Y f(1)(0y — o).

J=1
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Definice 2.5. Cislo I € R nazveme Riemannovym integrdlem funkce
f:{a,b) = R od a do b, kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pro kazdé

déleni s vyznaénymi body (D, 7), pro které v(D) < ¢, plati nerovnost
lo(f;D,7)—1I| <e.

Kdyz existuje ¢islo I € R tikame, Ze existuje Riemannuv integral (R) ff f(x)dz.

2.3 Lebesgueuv integral

Dalsim typem integralu, kterym se budeme zabyvat, je Lebesgueuv integral,
jenz byl vytvoren Henrim Léonem Lebesguem. Tento integral je obecnéjsi nez Ri-
emannuv integral a ma oproti nému spoustu vyhod. Napiiklad diky Lebesgueovu
integralu muzeme integrovat nejen na intervalu, ale i pfes libovolnou méritelnou
mnozinu. Nez se dostaneme k samotné definici Lebesgueova integralu, musime zavést

par pojmu. Jelikoz je rozsah prace omezeny, uvedeme si dané pojmy pouze v bodech.

Teorie miry
Nejdiiv si zavedeme pojem mira mnoziny v R. Budeme ji oznacovat pismenem pu.

To provedeme v nékolika krocich.

Nejdrive budeme definovat miru intervalu v R

Miru intervalu I € {(a,b),{a,b),(a,b),{(a,b)}, kde a < b je rovna jeho délce.
Vypocitame ji jako rozdil dvou éisel, tedy pu(I) = b — a. Vsimnéme si, ze takto
definovand mira intervalu spliiuje dvé obecné vlastnosti miry, a to ze je nezdpornd
w(I) >0, u(0) = 0 a aditival u(AUB) = u(A)+ u(B), pokud ANB = (). Mira inter-
valu je vsak pro nage ucely nedostatecna, a tak je nutné si ji nejprve rozsitit na sjed-

noceni kone¢ného poctu disjunktnich intervaliu. Tuto mnozinu ozna¢ime pismenem .

Rozsirent miry p z intervald na €
Uvazujme mnozinu M € e, zapsanou jako M = J._, I;, kde I; je posloupnost po
dvou disjunktnich intervali s krajnimi body a; a b;. Potom mira mnoziny M je

rovna p(M) = > (b; — a;). V tomto rozsiteni také plati nezapornost a aditivita
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miry. AvSak ani v tomto piipadé neni rozsiteni dostatecné. Jelikoz je cilem mérit,

co mozné nejvice podmnozin v R, tak si miru p rozsifime jesté jednou, na mnozinu

vSech méfitelnych mnozin, kterou znacime M.

Rozsiteni miry u z € na M

Prvkim M budeme fikat métitelné mnoziny.

Rozsiteni na tuto mnozinu probihé ve dvou krocich.

L.

II.

Sestrojime nejdrive funkci, kterou nazyvame vnéjsi mira a oznacime ji p*.
Vnéjsi miru p*(A) mnoziny A C R rozumime p*(A) = inf(3°7°, u(M;), kde
infimum se bere pres vSechna spocetna oteviend pokryti mnoziny A mnozinami
z e (tj. M; € e, M; je oteviend, i € N, A C (J;2, M;). Na systému vsech
podmnozin mnoziny R bude vSak p* pouze o-subaditivni, coz znamend ze:

0 o0

I (U Az‘) <D H(A),
i=1 i=1

kde A, CRa7eN.

Jelikoz potiebujeme o-aditivitu, nikoli o-subaditivitu, tak pfichazi na tfadu
druhy krok, kdy mnozinu P (R) ztzime, co mozna nejméné, na mnozinu vsech
méritelnych mnozin M.

Najdeme podmnozinu M v mnoziné vSech podmnozin mnoziny R.

Definice 2.6. Rekneme, ze mnozina A C R je koneéné méfitelnd, existuje-li
posloupnost mnozin A, € ,n € N, ze m*(AA, A,) — 0 pron — co. Rekneme,
ze A C R je méritelnd, je-li sjednocenim kone¢ného nebo spocetného systému

konecné méritelnych mnozin. Mnozinu vSech métitelnych mnozin, pro které

plati A C R, znac¢ime M.
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Podmnozina M ma ¢tyfti vlastnosti:

l.ecM

2. A4, eMieN= 2 A eM

3. ABe M= (A\B)e M

4o (U A) =2 1 (A), Aie M i eNJANA =0,i# 5
a plati na ni 4. pozadovand vlastnost, ze p* je jiz o-aditivni. Miru p* na
podmnoziné M oznacime jako Lebesgueovu miru a budeme ji dale znacit

pismenem .

Meéritelnymi mnozinami jsou samoziejmé vSechny intervaly a jejich konecné a spo-
¢etnd sjednoceni. Méritelnou mnozinou je ale i naptiklad mnozina vSech racionalnich
¢isel (a jejil mira je nulova). Nez definujeme Lebesgueuv integral, vysvétlime si
jesté pojmy meéritelna funkce, jednoducha funkce a jednoduché nezaporna meéritelna

funkce, o které se samotna definice tohoto integralu opira.

Meéritelné funkce

Definice 2.7. Necht M € M. Rekneme, ze funkce f(z) je méfitelnd na mnoZiné

M, jestlize:

1. je definovana skoro vSude na M (skoro vsude na M znamend, zZe je definovand

vsude kromé mnoziny miry nula)
2. pro kazdé a € R je mnozina M,(f) = {z;2 € Dy N M, f(x) > a} méfitelna.

Meéfitelnost funkce je nutnou podminkou jeji integrovatelnosti, ne vsak postacujici.

Pro definici integralu si funkci f rozdélime na dvé casti, na kladnou a zapornou.

Definice 2.8. Necht f je redlnd funkce na mnoZiné M, pies kterou se integruje.

Pro funkci f definujeme funkce
[ (x) = max(f(),0),
f~(z) = max(—f(x),0),

které nazyvame kladnou, resp. zdpornou ¢dsti funkce f.
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Plati, ze f=ft —f~a f*, f~ > 0.

Funkce f je méritelna na M pravé tehdy, kdyz jsou na M méritelné obé funkce
fta f~.
Pro definici Lebesgueova integralu potiebujeme jesté zavést pojem jednoducha

funkce.

Definice 2.9. Funkci s(x) nazveme jednoduchou funkci, jestlize jeji defini¢ni obor

jsou vsechna realnd ¢isla a obor hodnot je koneé¢nd mnozina.

Jako ptiklad jednoduché funkce si uvedeme funkci y,,, kterd se nazyva charak-

teristickou funkci mnoziny M a nabyva hodnoty:

1 proxeM
Xnm(z) =
0 prozeR\M

Definice 2.10. Necht s(x) je jednoduchd nezdpornd meéfitelnd funkce na R a necht

M € M. Potom definujeme integrdl jednoduché nezdiporné méritelné funkce takto:

n

/M s(z)dp = Z cip(M N M;),

i=1
kde ¢; jsou vSechny hodnoty, které s(z) nabyva a M; jsou piislusné mnoziny, na niz

se tyto hodnoty nabyvaji.

Po vysvétleni zakladnich pojmu, prejdeme k samotné definici Lebesgueova in-

tegralu.

Definice 2.11. Necht f(z) je nezdporna méfitelnd funkce na R a M € M. Potom

definujeme:

/Mf<5€)dMISUP/MS(:c)du,

kde se supremum bere pies viechny jednoduché nezaporné méritelné funkce s(z)
takové, ze s(x) < f(x) skoro vSude na M.
Je-li f(x) méfitelnd na M € M a alespon jeden z integrélu [, f(x)Tdp, [,, f(x) du

je konecny, definujeme:

/Mf(x)duz/Mf(:c)+du—/Mf(:c)—du.
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2.4 Perronuv integral

S timto typu integralu bylo poprvé seznameno v praci ” Uber den Integralbegriff”
némeckého matematika Oskara Perrona. Definice Perronova integralu pochazi z roku
1914.

Pti vytvoreni definice se omezime pouze na omezeny uzavieny interval J C R,

tj. J = (a,b), kde —o0 < a < b < +00.

Definice 2.12. Bud ddna funkce g : {a,b) — R a x € (a, b). Definujme vztahem

Dg(z) =lim  sup glzth) = g(x)
h—0,z+h€(a,b) h

horni derivaci funkce g v bodé = € (a,b) a vztahem

. . g(x+h)—g(x)
D =1 f
Dyg(x) m hHO,:L}JrrlhE(a,w h

dolni derivaci funkce g v bodé = € (a,b) .

Definice 2.13. Bud [ : (a,b) — R. Funkei M : {(a,b) — R nazveme majorantou
k funkci f(z), kdyz pro kazdé = € (a,b) plati

DM(x) > f(x)

Funkci m : (a,b) — R nazveme minorantou k funkci f(z), kdyz pro kazdé = € (a,b)
plati
Dm(x) < f(x).

Definice 2.14. Kdyz k dané funkci f : (a,b) — R existuje aspon jedna majoranta

1 minoranta a kdyz

inf(M(5) — M(a)) = sup(m(b) — m(a)) = I,

M m

kde infimum bereme pies vSechny majoranty a supremum pies vSechny minoranty
k funkci f(x), fekneme, ze funkce f(z) ma Perronuv integrdl (P) fabf(x)dx na in-

tervalu (a, b) a klademe

[—(P) /  Ha)dr.
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V Perronové integralu chapeme majoranty a minoranty jako primitivni funkci.
Muzeme Fici, ze jestlize funkce f : (a,b) — R md primitivni funkei F' : (a,b) —
R, potom mé funkce f(z) Newtonuv integral a téz i Perronuv. Duvodem je, ze
primitivni funkce F'(x) k funkeci f(z) je souc¢asné majorantou i minorantou k funkci
f(z) v (a,b). Oba integraly poté nabyvaji stejné hodnoty. Perronuv integral zahrnuje
obecnéjsi tiidu funkei nez integral Newtontuv, protoze na minoranty a majoranty

nejsou kladeny takové pozadavky jako na primitivni funkei.

2.5 Kurzweiluv integral

Tento typ integralu vznikl jak v Ceské republice, tak i v Anglii. Jeho tvirci
jsou cesky matematik Jaroslav Kurzweil a britsky matematik Ralph Henstock, kteti
tento typ integralu vytvorili nezavisle na sobé. Z toho duvodu byva tento integral

nékdy taky nazyvan jako Kurzweil-Henstockuv integral.

Definice 2.15. Necht —0o < a < b < oo a necht je ddna funkce f : {a,b) — R.
Necht D = {ag, 71, a1, - ., Qg_1, Tk, Qi } , je libovolné délen{ intervalu (a, b) . Utvoime
integrdlni soucet prislusny k déleni D a k funkci f:

o(f; D)= f(m)(ey — ),

j=1

kde o(f; D) je integrélni soucet.

Definice 2.16. Bud —c0 < a < b < oo. Cislo I € R nazveme Kurzweilovym
integralem funkce f : (a,b) — R na intervalu (a, b), kdyz ke kazdému e > 0 existuje

funkce (kalibr) § : (a,b) — (0, 00) tak, ze plati nerovnost
o(f; D) — I <e.

Kurzweiluv integral funkce f od a do b oznac¢ime (K) fab f(z)dx.
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3. Vlastnosti integralu a jejich

vzajemné porovnavani

V posledni kapitole této prace jsou nejdiive shrnuty spoleéné vlastnosti uve-
denych péti typu integrali, a poté se zamérime na jejich odlisné vlastnosti. Uvedeme
si priklady funkci, které jsou integrovatelné v jednom smyslu a nejsou integrovatelné
v jiném smyslu.

Stézejni literaturou pro tuto kapitolu byly knihy [7], [12].

3.1 Obecné vlastnosti integrala

Nésledujici véty, které popisuji dané vlastnosti, plati pro vSsechny typy zminénych
integrali. Prvni vlastnost, kterou si vysvétlime, se nazyva linearita. Linearita zna-
mend, 7e jestlize je kazdd z funkcei f(z), g(z) integrovatelnd zvlst, pak mohu inte-
grovat i soucet téchto dvou funkei, a zéroven pokud je integrovatelna funkce f(z),

tak je integrovatelnd i funkce cf(x), kde ¢ € R.

Véta 3.1. Necht a < b a necht existuji integrdly fab f(z)dz a fabg(:c)dx a ddle necht
¢ je libovolné ¢islo. Pak existuji i ff f(z) +g(x)dx a ff cf(x)dx a plati:

[ vw g = [ s [ o

/abcf(x)dx - c/abf(x)d:p.

Dalsi vlastnosti je monotonie, kterd iika, ze pokud funkce f(x) je vétsi nebo rovna
funkci g(x) na daném intervalu, pak tato vlastnost plati i pro integraly danych

funkei.
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Véta 3.2. Necht a < b a necht existuji integrdly fab f(z)dx a fabg(:c)dx Pokud
f(x) > g(x) pro vsechna z € {(a,b), pak f;f(az)d:c > ffg(:c)dx

Diusledek 3.3. Necht a < b a necht existuje integrdl fabf(x)dx Je-li f(z) >0 pro
vsechna x € {(a,b), pak f;f(az)d:c > 0.

Véta 3.4. Nechf a < b < ¢ a necht existuji integrdly fabf(x)dx a fbcf(x)dx. Potom

mizeme Tici, Ze existuje i integrdl [° f(x)dx a plati:

/acf(:c)dx = /abf(a:)d:c + /bcf(:c)dx.

V piipadé Newtonova integralu navic pozadujeme, aby funkce f(z) byla v bodé

¢ spojita.

Véta 3.5. Necht a < b a necht existuji integrdly fab f(x)dz a fab |f(z)|dz. Potom

/a ’ f(2)da

3.2 Specifické vlastnosti integralua

plati:

< [ V@i

Newtontv integral

U Newtonova integralu integrujeme ptes otevieny interval (a,b), kde a,b € R*.
Pokud je funkce v bodé spojita, pak k ni existuje primitivni funkce. Vyhodou je, ze
nepozadujeme, aby byl interval, pres ktery integrujeme, omezeny. Omezend nemusi
byt ani integrovand funkce na (a,b). Dalsim kladem Newtonova integrdlu je jeho

snadny vypocet pomoci definice.

Riemanniv integral

Vyhodou Riemannova integrélu je jeho snadno pochopitelna definice. Je tedy
jednim z nejrozsitenéjsich typu integralu pii vyuce. V ptipadé Riemannova integralu
jsou mnoziny, pies které integrujeme omezené intervaly. Abychom mohli integrovat
funkei, kterd neni na (a,b) omezend, nebo funkci na otevieném intervalu, byl za-
veden tzv. nevlastni Riemannuv integral. Protoze mél Riemannuv integral mnoho

nevyhod, vznikl novy typ integralu, ktery je obecnéjsi, a to integral Lebesgueuv.
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Lebesgueuiv integral

Lebesgueuv integral ma také své kladné i zaporné stranky. Mezi klady muzeme
radit, ze je obecnéjsi nez Riemannuv integral a vice pouzivanéjsi v matematice.
Pokud mame danou néjakou funkci f(x) tak, aby byla integrovatelna v Lebesgueové
smyslu, nemusi byt spojita v zadném bodé intervalu. Dalsi specifickou vlastnosti je

absolutni konvergence, ktera je dusledkem nasledujici véty.

Véta 3.6. Jsou-li f(x),g(x) funkce méritelné v M, plati:

f2g=$/Mf2/Mg,

kde musi samozrejmé oba integrdly existovat.

Dusledek 3.7.
feL(M)<|fl € L(M).

VVVVVV

vvvvvv

lebesgueovsky a jejich hodnoty se rovnaji, pak mohu Lebesgueuv integral pocitat
pomoci Newtonova-Leibnizova vzorce. Vypocet se ndm tedy zjednodusi.

V ptipadé Lebesgueova integralu muzeme integrovat ptes libovolné méfitelné mnoziny,
tedy specidlné i pres intervaly jakéhokoliv typu. Vyhodou je, ze se d4 zobecnit do
vyssich dimenzi a integrovat ptes abstraktni mnoziny (uziteéné napt. v pravdépodob-

nosti).

Dalsi dva typy integralu, které uvedu, jsou znamy hlavné pro odborniky.
Perrontv integral

Perronuv integral byl zaveden proto, abychom nemuseli pozadovat pouze in-
tegraly funkci, které konverguji absolutné, ale i ty, které konverguji neabsolutné.
Slo déle také o to, abychom mohli funkce poéitat pomoci Newtonova-Leibnizova
vzorce. Postupem casu se definice jednotlivych integralu stavaji stale vice obecnéjsi,
coz je povazovano za klad. Perronuv integral je zobecnénim Lebesgueova integralu.
U Perronova integralu narozdil od Lebesgueova plati, Ze jestlize existuje jedna z vlast-
nich limit limg 4+ ff/ f(x)dz nebo limy_,,- ff/ f(x)dz, existuje i integral ff f(x)dz
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a je roven vypocitané limité, coz je jasné jeho vyhoda. Mnozina funkci, které jsou
newtonovsky integrovatelné, jsou i perronovsky integrovatelné, ale nemusi byt in-
tegrovatelné lebesgueovsky. Perrontuv integral neni absolutné konvergentni. To zna-
mend, ze pokud mdame danou funkci f(x) a je-li integrovatelnd v Perronové smyslu,
tak jeji absolutni hodnota nemusi byt integrovatelna. Vyhodou zde je, ze pokud je
perronovsky integrovatelnd jak funkce f(x), tak i |f(z)|, pak je tato funkce integro-

vatelnd i lebesgueovsky. V Perronové integralu integrujeme pies omezené mnoziny.

Kurzweiluv integral

Tento integral ma stejnou nevyhodu jako Riemanntuv integral a to, ze je defi-
novan na omezeném intervalu. Tedy nemuzeme integrovat integraly typu faoo f(x)dz,
f_boo f(x)dz, ani f_oooo f(z)dz. Existuje v8ak moznost, jak tento integral vypocitat,
ale musime definovat integral jako limitu integralu v konec¢nych mezich stejné jako
u nevlastniho Riemannova integralu.
Jeho vyhodou je, ze lze integrovat kazdou derivaci. Kurzweiluv integral je neabso-
lutné konvergentni na rozdil od Lebesgueova integralu, ktery je absolutné konver-

gentni.
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3.3 Piiklady

V této podkapitole jsou ukazany priklady funkci, které jsou integrovatelné v jed-
nom smyslu a nejsou integrovatelné ve smyslu druhém. Pro lepsi nazornost si ukazeme
diagram 3.6, ktery je omezeny na intervalu (a, b). Pomoci tohoto diagramu ndm bu-

dou lépe jasné jednotlivé vztahy mezi integraly.

K=p

€

Obrazek 3.6: Diagram

Je patrné, ze Perronuv integrél, ktery je zde oznacen pismenem (P) je ekviva-
lentni Kurzweilovu integrélu (K'). Rozdil je u nich pouze v tom, ze definice Kurzwei-
lova integréalu je jednodussi, jelikoz si u ni vystacime s elementarnéjsimi prostiedky.
Dale vidime, ze lebesgueovsky, riemannovsky a newtonovsky integrovatelné funkce
jsou integrovatelné i kurzweilovsky, a tudiz i perronovsky. Také je vidét, ze funkce,
které maji Riemannuv integral, maji urcité i Lebesgueuv, protoze vsechny funkce

(R) jsou i (L) integrovatelné.

Ukézeme si nékteré zajimavé funkce.

Muzeme Tici, ze existuje mnoho funkci, které jsou integrovatelné v Newtonove
smyslu, ale nejsou integrovatelné v Riemannové smyslu a naopak. Samoziejme, ze

existuje i celd fada funkei (napft. spojitych), které jsou integrovatelné jak v Rieman-
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nové smyslu, tak i v Newtonové smyslu. Pokud plati, Ze jsou integrovatelné v obou,

tak si jsou integraly rovny a plati nasledujici véta.

Véta 3.8. Bud —co0 < a < b < oo, necht f : {a,b) — R je funkce, pro kte-
rou existuje Riemanniv integrdl (R) fab f(z)dx a Newtonuv integral (N) fab f(z)dx
(- f € R([a,b]) N N((a,b))). Potom je

) [ st = ) [ s

Nas vsak zajimaji hlavné ptiklady funkei, kdy jeden z integralti neexistuje. Prvni je
uveden priklad funkce, kterd je newtonovsky integrovatelnd, ale neni riemannovsky

integrovatelna.

Piiklad 3.1. Funkce f:(—1,1) — R, ktera ma tvar:

2:1csin§—%cosmi2 prox #0
fx) =
0 prox =0

m4 primitivni funkei tvaru F(z) = 2?sin - na intervalu (—1,1). Z tohoto tvaru je

patrné, ze plati lim, ;- F(z) = lim, ,;+ F'(z) = sin 1, a proto existuje Newtonuv
integral (V) f_ll f(z)dz, jenz je roven 0. Protoze ale dana funkce f(x) neni omezena

na (—1,1), tak nemd Riemannuv integral.

Jak jsme si jiz tekli, existuji i funkce, které maji Riemanntuv integrél, ale nemaji

integral Newtontuv.

Piiklad 3.2. Funkce

;

—1 prox <0
sgn(x) = 0 prox=0
1 prox >0,

\

kterd je omezend na intervalu (—1, 1), ma Riemannuv integrél, ale nema Newtonuv,
protoze nemé na R primitivni funkeci. M&-li existovat vlastni derivace F’(0), musela
by platit rovnost mezi limitou lim, ,o- F'(x) = —1 a limitou lim, .o+ F'(z) = 1.
Vzhledem k tomu, Ze se tyto limity nerovnaji, nemuze existovat F’(0), a tedy nee-
xistuje ani primitivni funkce F'(z).
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Dalsi situace, ktera muze nastat, je, ze budeme mit danou funkci, ktera nebude
riemannovsky integrovatelna a bude integrovatelna lebesgueovsky. Opaéna situace

nemuze nastat.

Priiklad 3.3. Prikladem je Dirichletova funkce, jez je na mnoziné R vSude nespojita.
Lebesgueuv integral existuje a lze zintegrovat tak, ze si mnozinu R rozdélime na
mnozinu Q a na mnozinu R \ Q. Kdyz integrujeme pres Q, vysledkem je nula.
Duvodem je, ze Q je spocetnd mnozina a ma miru nula. V. mnoziné R—Q je integrand
nulovy. Mohu ftici, ze Dirichletova funkce neni riemannovsky integrovatelna, ale je

lebesgueovsky integrovatelnd.

Ukazme si také piiklad funkce, kterda ma Newtonuv integrdl a nema integral

Lebesgueuv.

Piiklad 3.4. Funkce f0+°° S22z spliuje tento pozadavek. Dand funkce mé New-

tonuv integral, ktery je urc¢en souc¢tem alternujici fady tvaru

o0 .

(b1 gin
E dz,
k=0 7k t

kdy jeji k-ty ¢len konverguje k nule. Divodem existence Newtonova integralu je, ze
se nam cleny se sudym a lichym indexem rusi zaroven a vznikne nam tedy konecna
limita. Zatimco u Lebesgueova integralu poscitdme nejdiive cleny se sudymi indexy
a pak cleny s lichymi indexy a odecteme je od sebe, pokud to lze. Bohuzel v tomto
pripadé tomu tak neni, protoze f0+°° Si%d:c je neabsolutné konvergentni. Tuto tridu
funkei Lebesgueuv integral nezahrnuje. Newtonuv integral existuje jak pro absolutné

konvergentni, tak pro neabsolutné konvergentni funkce.

Déle si v této podkapitole uvedeme priklad funkce, ktera méa Lebesgueuv integral
a nema integral Newtonuv. Je to napiiklad funkce signum, kterou jsme si vysvétlovali
v (3.2).
Jelikoz dand funkce ma Riemannuv integrél, tak ma zakonité i Lebesgueuv integral,

ale nemd integral Newtonuv.

Ukazeme si piipad, kdy funkce nemé Lebesguetv, ale ma integral Newtonuv.

35



Piiklad 3.5. Funkce je definovéna na intervalu (0,1) a mé tvar F(z) = a*sin %.

Derivace funkce je F'(z) = =2 cos 5 +2x sin 75, a jeji hodnota v bodé 0 je F'(0) = 0.
F(z) neni na intervalu (0, 1) absolutné spojitd, a tedy F’(x) nema Lebesgueuv in-
tegral. Newtonuv integrél existuje, protoze k funkci F”(x) existuje primitivni funkce.

Tato funkce ma samoziejmé také Kurzweiluv a Perronuv integral.

V nasledujicim smyslu bychom mohli uvadét dalsi typy funkei, které jsou integro-
vatelné v jednom, ale nejsou integrovatelné v druhém smyslu. Kvili jejich velkému

mnozstvi jsou vSak vybrany pouze ty nejjednodussi.
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Cilem této bakalaiské prace bylo pfiblizit ctenaitum pojem integral, coz je jeden
ze zakladnich pojmu matematické analyzy. Snazila jsem se ¢tendium piehledné shr-
nout danou problematiku.

V prvni kapitole jsem se vénovala historii integralu. Z mého pohledu je tato kapi-
tola zajimava, jelikoz se zde dozvime, co predchazelo vzniku integralu, ktery zname
dnes.

Druha kapitola se zaobira péti typy integralu. Mnoho z nés jisté zné integral New-
tonuv a Riemannuv, ke kterym existuje dostatek odborné literatury. Méné ctenaiu
zné integral Lebesgueuv, ktery je zalozen na znalosti teorie miry. Proniknuti do dané
problematiky je slozita zédlezitost, ale diky mnozstvi odbornych knih se Lebesguetuv
integral d& pochopit. Dalsi dva typy integralu, o kterych se zde zminuji, tedy in-
tegral Perronuv a Kurzweiltuv, jsou znamy pouze u odborniku. Mohu fici, ze zde byl
problém sehnat jakykoliv material k jejich zpracovani.

Treti, posledni kapitola, je pro studenty nejvice ptinosné, jelikoz jsem porovnavala
mezi sebou uvedenych pét typu integrali. Jsou zde také uvedeny specifikace kazdého

typu integralu a nazorné priklady.
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