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Uvod

Pfedmétem této prace je pochopit a zpracovat teorii stochastickych procest,
zejména Markovovych procesti. Tuto teorii nasledné¢ pouzit pro matematicky popis
systémti hromadné obsluhy a vyfesit zdvérecny piiklad (kapitola 8), kde bude vytvoien
model jedné z velkych kiizovatek v Karviné. U ctenare se predpokladaji zdkladni znalosti

z oblasti pravd&-podobnostniho poctu uvedené¢ napf. [8] ¢&i [10]. Véty jsou vétsinou

uvedeny bez dikazl, jelikoz dikazy jsou Casto pomérné technicky narocné, a proto se
spiSe budeme na né odvolavat do uvedené literatury na konci prace. Celou praci lze
rozd€lit na tii tematické casti: pfipravnd, teoretickd a praktickd. Uvedené procesy
v ptipravné ¢asti budou ,,stavebnim zakladem* pro modely hromadné obsluhy. Teoreticka
a praktickd ¢ast prostupuje celym textem. Teoretickd ¢ast bude do jisté miry prokladana
praktickou c¢asti a praktickd cast (pfedevSim zavérecny ukol) se bude opirat o cast
teoretickou.

Cela prace je rozdélena do osmi kapitol. Prvni kapitola je vénovana definici
stochastického procesu. Specidlnim ptipadem stochastického procesu je Markovoviv
fetézec a Markovovlv proces, pro které plati tzv. markovskda podminka (kapitola 2 a 3).
Ctvrta kapitola je vénovana konkrétnimu piipadu Markovovova procesu, Poissontv proces,
teorii hromadné obsluhy (= teorie front, modely front ¢i modely hromadné obsluhy).
Uvedena teorie je zaméfena pouze na tzv. exponencialni systemy (viz. kapitola 5). Teorie
bude vyuzita v zavérecném piikladu, kde ukolem bude na zéklad¢ dat tykajicich se hustoty
provozu optimalné nastavit svételné signalizace na kiizovatce typu T, aby se na této

kifizovatce tvofila co mozné nejmensi kolona automobili.



1. Stochasticky proces

Stochastické modely jsou zalozeny na aplikaci pravdépodobnostniho poctu.
U téchto modelti vychdzime z ptedpokladu, Ze k uritym zméndm néjakého systému
dochazi s urcitymi pravdépodobnostmi; tzn. budeme pracovat s ndhodnymi veli¢inami.
Se zkouméanim mnoziny téchto nahodnych veli¢in souvisi pojem ndhodny proces. Obecné
1ze ndhodny proces definovat jako mnoZinu nahodnych veli¢in, zavislych na ur¢itém poctu
parametri. V ekonomickych aplikacich se vyskytuji pfedev§im procesy s jednim para-
metrem a tim je ¢as. Takové nahodné procesy se nazyvaji stochastické procesy.

Pro seznameni se zdkladnimi pojmy pravdépodobnostniho poctu (jako je napf.

nahodna veli¢ina) Ize doporucit literaturu [8].

Definice 1: Stochasticky proces je mnoZina nahodnych Veliéin{Xt} w1 > kde T chapeme

jako mnoZinu jistych parametrd.

Poznamka 1: Ndhodné veliCiny z definice 1 jsou definované na stejném pravdépodobnost-

nim prostoru (€2, ,P). T se ¢asto chape jako mnoZina ¢asovych okamziki.
p © pe ) y

Obecné stochastickym procesem {Xt} ktery lze zapisovat 1 takto {X(t),teT},

teT 2
rozumime posloupnost ndhodnych proménnych.

Definicni obor T , definovaného stochastické procesu, budeme chapat jako
mnozinu ¢asovych okamzika (€asovych indexti). Na zaklad¢ charakteru této mnoZziny lze
rozd¢lit stochastické procesy na dva typy. Jestlize je mnoZzina T kone¢nou nebo spocetnou
mnozinou, mluvime o tzv. stochastickém procesu s diskrétnim casem. V piipade,
kdy definicni obor T je nespoCetnou mnozinou, se jednd o stochastické procesy se
spojitym Casem.

Obor hodnot stochastick€ého procesu se nazyva stavovy prostor, resp. prostor stavii
(mnozina stavll). Stavem stochastického procesu se rozumi urcita hodnota (obvykle ¢islo),
kterd je namodelovana na zaklad¢ zkoumaného procesu, tj. oborem funk¢nich hodnot je
¢iselnd mnozina. Ndhodny charakter stochastického procesu spociva v tom, ze v urcitém

casovém okamziku teT se vyskytuje jeden zmoznych stavli stavu 1 s urcitou



pravdépodobnosti p. I zde lze rozdélit na zakladé charakteru mnoziny stavii stochasticky
proces na dva typy. Jestlize mnozina stavii spocetna (diskrétni), hovotime o stavové
diskrétnim stochastickém procesu, v opacném piipadé o stavové spojitéem stochastickém
procesu.

My se zde budeme zabyvat specialné stochastickymi procesy, kde vyskyt stavu
vuréitém casovém okamziku teT je zéavisly pouze na predchozim casovém
okamzikut-1e T . JestliZze v této situaci je mnozina T diskrétni, pak se stochasticky proces
nazyva Markovovuy retézec (markovsky retézec), jinak se hovoti o Markovové procesu se
spojitym casem. Tyto dva procesy je mozné vyuzit k popisu fady ekonomicko-
matematickych modeli jako 1 u nasich modeld hromadné obsluhy.

Ptiklady stochastickych procesti budou uvedeny v nasledujicich kapitolach. Pro za-

jemee Ize doporucit literaturu [13] kapitola PFiklady stochastickych procesii.

Poznamka 2: Pouzita literatura pro tuto kapitolu [4], [7], [9] a [13].



2. Markovovy fetézce

Do specidlniho ptipadu stochastickym procesti uvedené¢ho v zavéru predchozi
kapitoly patii Markovovy fetézce.
Vezméme stochasticky proces s diskrétnim parametrem (Casem). Mnozina T je

kone¢na, resp. spocetna mnozina. Bez omezeni obecnosti predpokladejme, ze
T={0,1,2,..,N}, resp.T={0,1,2,...} .
Necht' ddle mnoZina S je nejvyse spocetnou mnozinou stavi. Stavy ocislujeme 0,1,2,....

Rekneme, Ze stochasticky proces X, jevcase t vestavu ieS§, jestlize X, =1.

Definice 2: Posloupnost {Xt} . nezapornych celo¢iselnych nahodnych veli¢in nazveme

eT
Markovovym retézcem (markovskym retézcem), kde spoCetnd mnozina T je diskrétni cas,

jestlize splituje markovskou vlastnot, tj.
P(Xt+1 = j|Xt =15, X =150 X :io) = P(Xt+1 = j|Xt :it)

a hodnoty, kterych ndhodné veli¢iny nabyvaji, jsou prvky z mnoziny stavu S.

Poznamka 3: Markovska vlastnost (Markovova podminka) nam fika: Je-li Markovoviv
fetézec ve stavu n, tak jeho budouci vyvoj stavli je uren pouze okamzitym stavem n

a nezélezi na tom, jak se do tohoto stavu dostal.

Priklad 1: Moznym piikladem Markovova fetézce je karetni hra mezi dvéma hraci,
ve které je v obéhu piredem dany pocet minci (kazdy hra¢ ma urcity pocet minci). Pokud
jeden z hract jednu konkrétni partii prohraje, je nucen dat svému soupefi jednu minci
a nasledné¢ pokracuji v dal§i partii. Mnozina stavli jednoho hract je pocet minci,
které zrovna vlastni. Hrac¢i hraji hru (partie) tak dlouhou, dokud jeden z nich nevlastni

vSechny mince, které jsou ve hie.



Chovani systému popsaného typu je uréeno:

1. vektorem absolutnich pravdépodobnosti v ur¢itém okamziku
p(t)= [po (£).p1(t), P2 (). Pn (t),] pro okamziky t=0,1,2,..., kde p;(t),

1=0,1,2,...,N,... , znac¢i pravdépodobnost, Ze fetézec je v okamziku t ve stavu i.,tj.
p;(t)=P(X;=i) a

2. matici pravdépodobnosti prechodii P(t)= [pij(t)} , kde 1=0,1,2,...,N,...

a j=0,1,2,.,N,.... Pravdépodobnost p;(t) budeme nazyvat pravd&podobnosti

pfechodu ze stavu i do stavu j, k némuz dojde mezi okamziky t a t+1,

t_] plj (t):P(Xt+l :-]/Xt :1)

Poznamka 4: Vektor absolutnich pravdépodobnosti pro t=0 ma tvar p (0) =
= [Po (0),p;(0),p5(0)....px (0),] a nazyva vektor pocdtecnich rozdéleni pravdépodob-

nosti. Tedy p; (0), kde i=0,1,2,...,N,..., znaci pravdépodobnost, Ze fetézec je v nultém

okamziku ve stavu 1.
Pro kazdé t musi platit ) p;(t)=1, protoZe v n&jakém stavu Fetézec byt musi
ieS

(tedy plati 1 pro t =0). Déle Vt plati Zpij (t) =1 VieS, protoze z kazdého stavu nékam
jes

piejit musime. Jestlize pravdépodobnosti pij(t) nezaviseji na okamziku t, tak ptisluSny
Markovoviiv fetézec nazyvame homogenni. V piipadé, kdy pravdépodobnosti p;(t)

na Case zaviseji, mluvime nehomogennim Markovové fetézci.

2.1. Homogenni Markovovy fetézce

Definice 3: Markovoviv fetézec, pro ktery pravdépodobnosti pij(t) nezavisi na t

. pjj (t) =pj Vi,J€S), se nazyva homogenni Markovoviiv retézec.



Definice 4: Matici pravdépodobnosti pfechodt P, tzv. stochasticka matice, ma tvar:

Poo Po1 Po2
Pio P11 P12 -

P20 P21 P22

Tato matice je ¢tvercového typu a jeji rozmér odpovida staviim v mnoziné€ S. Tedy napf.
prvek p,; znamena pravdépodobnost piechodu po jednom kroku (mezi né&jakymi

okamziky t a t+1 VteT ) ze stavu 2 do stavu 1. Vlastnosti stochastické matice je,

Ze pti sumarizaci pravdépodobnosti libovolného fadku matice je soucet roven 1, t;.

D op;=1 Vies.
jes

Ptedchozi matice znazornovala pravdépodobnosti prechodu po jednom kroku. Nyni

se podivame, jak je tomu pfi vice krocich. Vezméme homogenni Markovovilv fetézec X,
s pocateCnim rozdélenim pravdépodobnosti pi(O) a se stochastickou matici P :(pij).

Zacneme situaci, kdy rozdil mezi ¢asovymi indexy je roven 2. Pravdépodobnost piechodu

(2)

po 2 krocich ze stavu 1 do stavu j budeme znacit P - Na odvozeni uzijeme vétu o uplné

pravdépodobnosti:

pl(jz) :P(Xt+2 :j|Xt :i) - ZP(XM :k|Xt - i)'P(Xt+2 = j|Xt+1 :k) -
keS

:zpik'pkj-

keS

(2)

Pravdépodobnost Djj je prvkem i-tého fadku a j-tého sloupce matice P> =P-P. Tento

z&ver lze obecné vyjadrit pro libovolny n pocet krokti a symbolicky lze zapisovat

(Pl(jn)) =P" = (pij )n )



oznacime-li pgjn) pravdépodobnost pfechodu homogenniho Markovova procesu ze stavu 1

do stavu j po n krocich. Na diagonale matice P" dostavame pravdépodobnosti navratu

11

do téhoz stavu po n Casovych okamzicich (p(-n )).

Véta 1: RozloZeni pravdépodobnosti homogenniho Markovova fetézce X, v Case t,

tzv. absolutni rozlozeni pravdépodobnosti {pi (t)}ieS , je pro vSechna i€ S dano vztahem

p](t) ZP O_J t:i/XO_J zpj p]] :
]ES JES

Dukaz: Pro vektor absolutnich pravdépodobnosti homogenniho Markovova fetézce X,

v Case t=1,2,3,... plati:

=
—~~
[\
~
I
=
—~~
—
~
-]
=
—~~
[e)
~
-]
\S]

ceey

kde p (0) je vektor pocatecnich rozdéleni pravdépodobnosti.

Priklad 2 (Model havarijniho pojisténi): Pro pojisténi motorovych vozidel pouziva
pojistovna 3 kategorie pojistného:
0...zékladni pojistné

1...bonus 30%

2...bonus 50%.
V prvnim pojistném obdobi (roce) plati pojistény zakladni pojistné. Jestlize pojistné obdobi
ma bezskodny pribeh, je pojistény v dalSim pojistném obdobi zatazen do kategorie vyssi
(ziska bonus). Pokud ale pojistény uplatni jeden pojistny narok, je v piiStim obdobi zatfazen
o kategorii nize. Pfi uplatnéni vice nez jednoho pojistného naroku je zatfazen zpét
do kategorie zadkladniho pojiSténi. Pocet vyskytli pojistné udalosti v n-tém pojistném

obdobi je ndhodna veli¢ina Y, . Pfedpokladdme, Ze ndhodné veli¢iny Y,, n = 1,2,3,...,

10



Jsou nezavislé a maji Poissonovo rozdé€leni s parametrem A, tj. Y, =0,1,2,... ~ Po(k),

kk
P(Y, =k) :F-e‘X ,n=1,23,....

Necht' X, znaci kategorii pojisténého v n-tém pojistném obdobi, tedy X, bude nabyvat
hodnot 0,1,2. {X;} je homogenni Markovoviv fetézec smnoZinou stavii S=1{0,1,2}
a p(1)=(1,0,0) jsou jednotlivé pravdépodobnosti stavii v prvnim obdobi.

Pro obdobi n+1 zfejmé plati: Y, =0, nebo Y, =1 anebo Y, >1.

Pro stochastickou matici plati:

P(Y, >0) P(Y,=0) 0 I-e™ et 0
P=| P(Y, >0) 0 P(Y,=0)|=| 1-¢* 0 e
P(Y,>1) P(Y,=1) P(Y,=0)) |1_e*_pe* e et

Ptedpokladejme, Zze byl odhadnut pomoci vybérového priméru parametr A =1. Urceme

absolutni rozdéleni pravdépodobnosti p(2) a p(3).

Stochasticka matice ma tedy tvar:

b(1)=(1.0.0)
p(2)=p(1)-P
1-¢! el 0

p(2)=(1 0 0)] 1-¢ 0 ¢! —(l—e_1 e ! 0)

l-¢'=ned el ¢!
p(3)=p(2)-P

1-¢! el 0

p(3)=(1—e_1 e ! 0) 1-¢! 0 ¢! :(l—e1 e l-e? e_z)

11



2.1.1. Klasifikace stavl a geometricka interpretace

Jedno z nejpouzivangjSich geometrickych znazornéni pro jednotlivé stavy, které si
zde ukdzeme, je znazornéni potlacujici Casovy faktor. Kazdy stav Markovova fetézce
ozna¢ime pravé jednim krouzkem a jednotlivé pfechody mezi stavy s nenulovou
pravdépodobnosti bude oznacovat spojnici se Sipkou dle sméru piechodu. Néasledné lze
z tohoto znazornéni dobte odvodit, ze kterych stavii 1ze kazdy dany stav dosdhnout a do

kterych stavll je moZno se dostat.

Definice 5: Stav jeS je dosazitelny ze stavuieS , existuje-li takové pfirozené n,

ORO

py =0

ze pgjn) >0.

Definice 6: Stav i€ S je sousledny se stavem je S, kdyz j je dosazitelny z i a naopak.

Jsou-li 1, j,k € Slibovolné stavy takové, ze j je dosazitelné z i a k je dosazitelné
z j, pak k je dosazitelné z i, jelikoz existuje m,n tak, Ze

ol > 0,p) > 0= pl ™ > p{™ plt) > 0.

Definice 7: Stav i €S je podstatny, je-1i sousledny s kazdym stavem j z n¢ho dosazitelnym.

Stav, ktery neni podstatny, nazyvame nepodstatnym.

Definice 8: Stav 1 €1 je absorb¢ni, plati-li p;; =1.

Definice 9: Stav i€l nazyvame periodicky s periodou d;, jestlize je sousledny sam se

sebou a nejveétsi spolecny délitel ¢isel n > 1, pro néz pgin) >0,je d;.

12



Definice 10: Rekneme, Ze stav ieS tvofi sam #idu, kdyz neexistuje jiny stav s nim
sousledny. Stavy, pro které existuje sousledny stav, se rozdéli do mnoZin vzijemné

souslednych stavi. Kazda takova mnozina tvofi t7idu stavii. Ttidu stavli obsahujici stav

ieS oznatime C(i).
Definice 11: MnoZina stavii M c S je uzaviend, kdyz pro kazdé i € M plati

D =1

jeM

Definice 12: Rekneme, ze Markovoviv fetézec je nerozlozZitelny, neexistuje-li v ném zadna

Jina uzaviena mnozina krom¢é mnoZiny stavl S.

Véta 2: Bud P = (pij) stochastickd matice homogenniho Markovova fetézce s konecnym

(m)

poctem N stavl. Jestlize pro nékteré pfirozené m ma stochastickd matice (pij ) alespon

jeden sloupec kladny, pak pro libovolné stavy i, jeS={1,2,...,N} existuje limita

() _
lim pi;* =p;.

Poznamka S: Pravdépodobnost p; nazyvame limitni (staciondrni) pravdépodobnosti

Markovova fetézce.

Véta 3: M¢jme nerozlozitelny, neperiodicky homogenni Markovoviv fetézec s kone¢nym

podtem stavi S={0,1,2,..,N} a se stochastickou matici P :(pij). Potom existuji

stacionarni rozdé€leni p,p;,ps,....pN tak, ze VieS plati

p; = lim pfj“), j=0,1,2,..,N

n—oo

a jsou jedinym fesenim linedrnich rovnic

Pi = Pk P> VieS
kel

13



s vlastnosti Zpi =1.
ieS

Poznamka 6: Dikazy uvedenych vét jsou napf. v literatufe [10]. Pro dalsi piiklady
tykajicich se Markovovych fetézcti Ize doporu¢it napf. literaturu [2] & [9]. Pro tuto

kapitolu byla pouzita literatura [2], [4], [7], [8]. [9]. [10] a [13].
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3. Markovovy procesy se spojitym ¢asem

Markovovy procesy se lisi od Markovovych fetézci mnozinou T. Zde mnozinou

T budeme rozumét mnozinu vSech nezapornych realnych cisel, tedy nespocetnou
mnozinu T :<0;oo). Déle budeme ptfedpokladat, ze mnozina stavli S je nejvySe spocetna.
Markovovymi procesy lze popsat procesy, u kterych mize dochazet ke zméndm
v libovolny cCasovy okamzik. Markovské procesy maji znacné uplatnéni v modelech
hromadné obsluhy, kdy okamziky vstupu pozadavkii do systému ¢i jejich vystupu

ze systému mohou nastat kdykoli.

Definice 13: Systém {Xt}tZO nazveme Markovovym procesem se spojitym casem, jestlize
plati Markovova podminka:

P(Xon =X =i X, =i X, =i ) =P(X, 0 = [X, =i)

t+At to

V oty <t <..<t <t<t+AteT a V piirozena 1,,1,...,1,1,J€S.

Nasledné si uvedeme né€kolik podobnych pojmu, které jsme si zavadéli také
u markovského fetézce s diskrétnim Casem. Pocdatecni rozdéleni pravdépodobnosti a abso-

lutni rozdéleni (rozlozeni) pravdépodobnosti je definované stejné jako v ptedchozi kapitole.

Definice 14: p;, (t;t+At) =0 s vlastnosti Zpij (t;t+At)=1, pro libovolnd t+At,teT
jes
a i€ S, rozumime pravdépodobnost prechodu, tj. pravdépodobnost toho, ze Markovoviv

proces bude v Case t+ At ve stavu j, kdyz v ¢ase t byl ve stavu i, pfiCemz t+At>t.

Intenzity pravdépodobnosti pfechodu:

Dochdzi-li ke zméndm (zmény stavll) v okamzicich, liSicich se Casové o At ,

potom pro tento Casovy interval musime sledovat i pravdépodobnosti piechodu.
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Definice 15: Predpokladejme, Ze existuje nasledujici limita

Lt t+ At
fim P(EEEAD g
At—0 At
Potom uij(t) pro i# j definované vztahem
< (t)= lim ——=
MU( ) At—0 At

nazveme intenzitou pravdépodobnosti prechodu ze stavu i do stavu j. Dale p. (t) defi-

nované vztahem

_1-p;(t;t+At)
. — 1 11
i) = fim — 5

nazveme intenzitou pravdépodobnosti prechodu ze stavu i.

Podle ptedchozich vzorct plati:

. pi(tit+At)  1-pi(tt+At)
S ()= fim, ZEEE - i B ()
J# J#

Pro dostatetné malé¢ At plati p;(t;t+At)~p;(t)At . Polozime-li py(t)=—p;(t)

dostaneme 2 b (t)=0. Intenzity pravdépodobnosti s mnoZinou staviS={0,1,2,..,N},
jes

resp. S={0,1,2,...,N,...} sestavujeme Casto do matic

Roo (t) Mot (t) o pon(t)
A@=| o0 B ()
pno(t) Bt (1) o (1)

resp. s nekone¢nou mnoZzinou stavi

oo (t) Hor(t) - mon(t)

tio(t) wyp(t) - wn(t)
A(t)=

o (8) B (t) oo i (t)
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Soucet kazdého fadku matice A (t) je roven nule.

3.1. Homogenni Markovovy procesy se spojitym ¢asem

V dalsi ¢asti (a ve zbylych casti kapitoly 3) se budeme zabyvat specialnim
piipadem Markovovych procesti se spojitym cCasem a to homogennimi Markovovymi

procesy se spojitym casem.

Definice 16: Markovoviv proces se spojitym ¢asem se nazyva homogenni, jestlize pravde-

podobnosti pfechodu zaviseji pouze na At, nikoli na t. Znacime je pak p; (At) .

Véta 4 (Chapman-Kolmogorovova rovnost): Plati

p1J s+t pr pVJ V1 ,jeS a Vs, t>0,

vesS

kde s,t chapeme jako Casové intervaly.

Diikaz: K dikazu potiebujeme definici podminéné pravdépodobnosti a vétu o Uplné

pravdépodobnosti (viz. [8]):
Polozme A=| X,  =j|.B,=[X, =v|aC=|X,=i]|.Pak mime podle véty o Gpl-
né pravdépodobnosti
P(X,... =i, =i)= ZV:P(XMH =X, =v.X, =i)P(X. =v[X, =i).
Z definice Markovova procesu viak plyne, Ze

P(X.,, =i, =v.X,. =i)=(X,

t+s+t

= j‘Xt*+s = v) .

t" s+t

PrepiSeme-li pomoci pravdépodobnosti pfechodu tento vztah, dostaneme tvrzeni véty.

Chapman-Kolmogorova rovnost lze psat také maticové:

P(s+t)=P(s)P(t), s,t>0.

17



3.2. Koneéné a spocetné homogenni Markovovy procesy se
spojitym ¢asem

Homogenni Markovovy procesy se spojitym casem lze rozdé€lit na dva typy.

V piipad¢ kdy mnoZina stavi je konetna, tj. S={0,1,2,..,N}, mluvime o kone¢ném
homogennim Markovové procesu se spojitym Casem. Je-li mnozina stavii mnozinou
spocCetnou, tj. S= {0,1,2,...}, hovofime o spocetném homogennim Markovové procesu se
spojitym ¢asem. Dale budeme ptedpokladat spojitost pravdépodobnosti pfechodu zprava, tj.
Alt:ng P (At) =90, (kdyz i= tak 1 jinak 0) Vi,jeS.
Véta 5 ([3]):

1. V ieS={0,1,2,..,N} plati, Ze p,(t)>0, t=0

2. V 1,jeS={0,1,2,..,N} ai#j je bud p,(t)>0 pro t>0, tj. dosazitelné¢ kdykoli

nebo p; (t)=0 pro t>0, tj. dosazitelné nikdy.

Intenzity pfechodu u homogenniho Markovova procesu lze obdobné definovat jako u

v definici 15 s tim rozdilem, Ze nezavisi na Case t.

Véta 6: Piedpokladejme, Ze S je nejvySe spocetna mnozina. Necht' p. >0, potom doba
setrvani ve stavu 1 (tj. doba od vstupu do 1 do vystupu z i) ma exponencidlni rozdéleni

s parametrem ., tj.

P(X, =i,ge(t;t+h)[X, =i)=¢™" vt>0, Vh>0 aieS.

Diikaz: Dukaz této véty vychdzi z podminéné pravdépodobnosti a véty, ktera zde neni ani
uvedena. Proto z ditvodu pracnosti je dikaz této véty vynechan. Pro zijemce viz. [3]
Vztah z uvedené véty nam tika: pravdépodobnost, Ze systém, ktery je ve stavu 1 jiz po n¢-
jakou dobu s, ve stavu i setrva jesté alespori po dobu h, je rovna e ™", nezavisle na s,

neboli oznacime-li dobu setrvani jako T (ndhodna veli¢ina T ~ exp (ui ) ):
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P(T>s+h &T>s) P(T>s+h) 1-F(s+h)
P(T>s+h|T>s)= P(T>s) T P(T>s)  1-F(s)

—L h —us __—u:h
e M) o mHs oy o
H
= s = e =c .
e e

kde F je distribucni funkce ndhodné veli¢iny T.

Poznamka 7: Intenzity piechodu u homogenniho Markovova procesu lze budeme opét

zapisovat do matice A, jejiz prvky uz nebudou zaviset na Case.

Tak jak jsme v piipadé¢ homogennich Markovovych fetézcl zavadéli stacinonarni
(limitni) rozdé€leni, tak 1 zde si vtéto kapitole ono rozdéleni zavedeme (budeme tento

pojem vyuzivat dale v modelech hromadné obsluhy).

Definice 17: Existuji-li limity lim p;(t)=p;>0 pro j=0,1,2,... nezavislé na pocateni
t—

rozloZeni pravdépodobnosti (je jedno zjakého stavu vyjdeme), nazveme je limitni
(stacionarni) pravdépodobnosti. Jejich souhrn nazyvame limitni (staciondrni) rozloZeni

pravdépodobnosti.

Poznamka 8: Radi piikladi k této kapitole 1ze najit napt. v literatuie [3] . K vypracovani

této kapitoly bylo Cerpano z literatury [3], [7], [8], [10] a [13].
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4. Poissonliv proces

Poissontiv proces je specidlnim typem stochastickych procesu, které se mimo jiné
pouzivaji v modelech hromadné obsluhy. Jedna se o takovy proces, u kterého jsou zmény
stavli mozné jen prechodem do nejbliz§iho stavu. V nasledujicim textu si popiSeme strucné

problematiku Poissonnova procesu.

Uvazujme néjakou udalost, kterd se vyskytuje v kratkém case (t;t+At) (napf.
pocet hromti pii boufce za néjaky Casovy okamzik). V Casovém intervalu (t;t+At)
nastane pravé jedna udalost s pravdépodobnosti kAt+o(At) a vice nez jedna s pravdé-
podobnosti o(At) nezavisle na t a na po¢tu udalosti nastalych v intervalu (0;t). Necht’
nahodnd veli¢ina X, je pocet vyskytu urcitych udalosti (napf. poCet hromi) v Casovém
intervalu (0;t) , pak {X,}_, je spoetny Markovoviiv proces s mnoZzinou stavi
S={0,1,2,...} a s pocatetnim rozdslenim p,(0)=1a p,;(0)=0 pro stav i 0. Poissoniiv

proces napi. predstavuje prichody zakaznikli do né&jakého systému obsluhy, tok hovorl

na telefonnim pfistroji, tok poruch zatizeni atd.

Pro Poissontiv proces jsou tedy charakteristické nasledujici znaky:
1. Nezavislost — pocet jevl pripadajici na urCity ¢asovy interval nezavisi na poctu jevii
v libovolném jiném Casovém intervalu.
2. Intenzity pravdépodobnosti pfechodu (nezavisi na ¢ase)
u;=A pro j=i+l
u; =0 pro j#i, i+1
L =—\ pro j=i
3. Piidostateéné malém At a konstantni hodnoté A se pravdépodobnosti pfechodu
ze stavu n do stavu n+1 v intervalu (t;t+ At) rovnaji
Poon (Lt+AL) =LAt +0(At).
Pro pravdépodobnost setrvani ve stejném stavu v Casovém intervalu (t; t+ At) plati
P, (tit+At) =1-AAt +0(At)
Pravdépodobnost ostatnich pifechodl je v porovnani s predeSlymi zanedbatelna a je
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S b, (t+At)=o(At).

j=i+2

A (At
Ptipomenime, Ze funkce A(At) je tadu ,,malého At“, jestlize lim M:O, COZ zna-

At—0" At
¢ime A(At)~o(At) a At je n&jaky kratky Casovy usek. Tato definice nam fikd, Ze A (At)

jde k nule rychleji neZ linearné.
Matice intenzit pravdépodobnosti pfechodu ma tvar

-~ A 0 O
0O -A A O
0 0 -2 A O

Na zaklad€ vySe uvedenych vlastnosti plati pro pravdépodobnosti p,, (t + At) , COZ Je

pravdépodobnost, ze systém je v dob¢ (t + At) ve stavu n, vztahy

1) po(t+At)=[1-AAt+o(At)]-py(t) a
2) p, (t+At)=[1-AAt+0(At) |-p, (t)+][ AAt+0(At) |-p,;(t) pron>0,
kde [1—%At+o(At)] je pravdépodobnost setrvani po dobu At ve stejném stavu

a [kAt+o(At)] je pravdépodobnost, ze se ve stejném Casovém intervalu ocitnu ve stavu

vysSSim.

Po upravé 1) a 2) dostanu:

Po(t+4t)—po(t) o(At)

N =—L-po(t)+ (At Po(t)
Pn(”AAtz—Pn(t) — pn(t)+O(AAtt).pn(t)+7vpn—1(t)+O(AAtt)'pn—l(t)

21



Pii At - 0 dostanu:

Po (t)=—Apo (t)

a

Py (t)==X-p, (t)+2A-p,_(t) pro n>0.

Tyto rovnice predstavuji rekurentni soustavu diferencialnich rovnic s pocate¢nimi pod-

minkami py(0)=1a p, (0)=0 pro n>0. Resenim je

Na zéklad¢ vySe uvedeného postupu lze konstatovat — pravdépodobnost, ze v okamziku t

se proces X, nachazi ve stavu n (tj. X, =n) ma Poissonovo rozdéleni s parametrem At.
Lze také fici, Ze Poissonovo rozdéleni je zde rozdélenim poétu zmén za dobu t. Clen
Po (t) tohoto rozdéleni udava pravdépodobnost, Ze v obdobi délky t nedojde ke zmén¢.

Poznamka 9: V tomto piipadé je: E(X,)=2At a var(X,)=At.

Zdroje pro tuto kapitolu jsou: [3], [7], [9] a [13].
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5. Zakladni prvky a charakteristiky systému hromadné

obsluhy

Zakladnim problémem hromadné obsluhy je urcit hlavni rysy popisovaného modelu
(n€které budou dané, nckteré budeme chtit urcit). Z téchto rysti budeme nasledné vychazet
(napt. intenzita obsluhy obsluhujiciho zatizeni), kdezto ostatni (nepodstatné) budeme
povazovat pro zjednoduSeni za zanedbatelné (napf. zivotnost obsluzného zafizeni).
Ukolem je specifikovat vstupni proud pozadavki, zptsob a mechanismus obsluhy
pozadavkl vcetné poctu a uspotfadani obsluhujicich zafizeni (rezim obsluhy), charakter
a chovani ve fronté, potadi, v jakém vstupuji pozadavky do obsluhy (rezim fronty), zplisob
vystupu a charakter dob trvani obsluhy. Od okamziku, kdy poZadavek vstoupi do systému,
dale pokracuje pies frontu a obsluhu az po vystup, je tento prvek soucasti systému
hromadné obsluhy. Systém hromadné obsluhy je moZzné ve zjednodusené formé zndzornit

nasledovné:

Zdroje pozadavian Fronta Obsluha

11—
O —

"_.-T;ritup}r

z
* obsluhy

[ 11—
O" [ 1—

Svystém obsluhy

.
J
L

Proces hromadné oblsuhy

Zasadni fazi modelovéani systému hromadné obsluhy je statistickd analyza jeho
jednotlivych prvki. Jedna se o ziskani a zpracovani vhodnych dat, pomoci nichz napt.
dovedeme popsat rozd€leni intervali mezi vstupujicimi pozadavky nebo rozdé€leni dob
trvani obsluhy.

Mame-1i k dispozici potiebna statisticka data, mizeme dale ptistoupit k popisu
syst¢ému hromadné obsluhy pomoci matematického modelu. Jeho vysledkem jsou tzv.
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charakteristiky systému hromadné obsluhy, napf. primérnd doba c¢ekani ve fronte,
prumérna délka fronty, primérnd doba pobytu pozadavku v systému, pravdépodobnost,
ze pozadavek nebude ve fronté viibec Cekat, popt. ze cekani nepiekroci ur€ity dany limit,
vytiZzeni a prostoje jednotlivych zatizeni obsluhy, primérny pocet pozadavkl Eekajicich

na obsluhu atd.

Vstupni proud pozadavkii:

Pozadavky vstupujici do systému maji nejcastéji z hlediska okamziku nahodny
charakter. Délky intervali mezi jejich ptichody ptedstavuji hodnoty nahodnych veli¢in.
V nékterych intervalech totiz ptichazi relativné malo a v jinych relativné hodné jednotek
do systému. Nejcastéjsi predpoklad o rozdéleni cetnosti (poctu) vstupnich pozadavki
za urCity interval je ten, Ze rozdé€leni ma tvar Poissonova rozdéleni (tento predpoklad se
opird o vysledky tady testli tykajicich se rozd€leni uvedené nahodné veliCiny; test
Poissonova rozdgleni viz. [5]). Maji-li poéty pozadavki, které vstupuji do MHO b&hem

doby t Poissonovo rozdéleni, pak maji doby mezi dvéma po sob¢é nasledujicimi
vstupujicimi pozadavky (chapané jako nahodné veli¢iny) exponencidlni rozdéleni.
Toto tvrzeni plati také obracené. Dikaz viz. [I1] . Takové systémy nazyvame
exponencialni systéemy.

Vstupni proud poZzadavkl lze také rozdélit z hlediska jejich zdroje na omezeny
a neomezeny. V pripad€ pozadavki neomezen¢ho zdroje se jednd napi. o vstup zakaznikli
do prodejny (uvazujeme-li Ze pocet osob je ,,neomezené¢ho* poctu), v opacné situaci napf.
potieba opravy vyrobniho stroje na jedné dilné¢ (mnozstvi stroji na diln¢ je v omezeném

poctu).

Doba trvani obsluhy:

Casovy interval obsluhy jednotlivych pozadavki ovliviiuje fada nahodnych vlivi.
I zde 1ze tedy dobu obsluhy povazovat za nahodnou veli¢inu a rozdé€leni dob trvani obsluhy

jednoho pozadavku se také obvykle fidi exponencidlni rozdélenim (divod stejny jako

vyse).
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Disciplina ¢ekani ve fronté:

Prvni dé€leni systému z hlediska fronty lze rozd€lit na systém bez cekani a systém
s cekanim. V prvnim ptipad¢ je vstupujici pozadavek sohledem na pIné obsazenou
obsluhu ,,znechucen* ¢ekat ve fronté a do systému ani nevstoupi. Ve druhém piipadé€ si
pozadavek vybird, zda je ochoten na obsluhu trpélivé vyckat ve fronté, nebo zda po urcité
dob¢ vyprseni jeho trpélivosti bez obslouzeni opusti systém.

Systém mizeme délit také zhlediska délky fronty na systémy s omezenou
kapacitou fronty a neomezenou kapacitou fronty. Pfi omezené¢ délce fronty muze
do systému vstoupit jen urcity maximalni pocet pozadavkli. Dosdhne-li pocet pozadavka
tuto mez, nebude jiz dalSim poZzadavkim umoznén vstup do systému. Pfi neomezené délce
fronty jsou naopak vSechny pozadavky, které ptichazeji do systému a jsou ochotny cekat,

obslouZeny.

ReZim fronty:

Jedna se v podstaté o pravidla, podle kterych fronta vznika ¢i postupuje. NejCastéji
byva, ze pozadavky jsou obsluhovany v potadi, v jakém ptiSly; tzv. FIFO (first in first out),
napt. fronta u pokladny v obchodé¢. Jindy jsou pozadavky obslouzeny v opaéném potadi,
nez v jakém piisly; tzv. LIFO (last in first out), napt. odbér soucastek z hromady. Systémy
obsluhy s pevné stanovenym pofadim se oznacuji jako systémy s usporddanou frontou.
Dalsi moznosti je, ze pozadavky jsou obsluhovany v ndhodném potadi; tzv. SIRO
(selection in random order), napf. test jakosti. K obsluze lze také pfistupovat bud’
s ptihlédnutim k dilezitosti nebo naléhavosti jejich obsluhy vyjadienych riznym stupném
priority; tzv. PRI (priority), napt. obsluha pacientl na pohotovosti. Rezim SIRO a PRI jsou

systémy s neuspordadanou frontou.

Systémy hromadné obsluhy:

1) Jednokanilové — obsluha probiha pouze v jednom zatizeni (kanalu)
a) Neomezeny pocet mist ve fronté (napt. silnice se semaforem, ke kterému postupné

piijizdéji fidici a fadi se za sebou do fronty)
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b) Omezeny pocet mist ve fronté¢ (napi. pacienti Cekajici na vySetieni u Iékatfe
v ¢ekarng, kterd ma omezenou kapacitu za piedpokladu, ze pacienti necekaji nikde
jinde)

2) Vicekanalové — lze obsluhovat nékolik poZadavka soucasné

a) Paralelni — kanaly uspotadany vedle sebe (napt. peceni chleba v pekarnach, kde se
pece nékolik bochnikli najednou)

b) Sériové — kanaly uspotaddny za sebou (vicefazové systémy, nebo-li Erlangovy
rezim obsluhy, napf. vyroba automobilu, jeden stroj automobil natira, druhy
montuje elektroniku)

3) Sit obsluznych kanala (propojeni vyse uvedeného)

Modely hromadné obsluhy lze obecné pouzit dvojim zpisobem:

1. Popis funkce systému hromadné obsluhy a vyjadieni rtiznych pravdépodobnostnich
charakteristik, které po numerickém vyc¢isleni podavaji fadu informaci o ptisluSném
systému. V tomto piipad¢ hovotime o tzv. deskriptivnim modelu (viz kapitola 6).

2. Rizeni a optimalizace systému hromadné obsluhy podle jistych kritérii. V tomto

piipad€ hovotime o tzv. optimalizacnim modelu (viz kapitola 7).

Poznamka 10: Kapitola byla zpracovana za pomoci literatury [1], [4], [6], [7]. [9]. [12]

a [13].
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6. Klasifikace modeli hromadné obsluhy

Konkrétni modely (systémy) hromadné obsluhy lze klasifikovat z riiznych hledisek.
Nejcastéji pouzivanymi kritérii jsou charakter a typ rozdéleni vstupniho proudu pozadavka,
charakter a typ rozdéleni dob obsluhy, disciplina ¢ekani a pocet mist ve fronté, rezim

fronty, rezZim a struktura obsluhy. Standardné se pouziva ale znaCeni zavedené D. G.

Kendallem (napf. [1]), které budeme také my zde uzivat. Budeme vyuZivat trojmistného

koédu, zalozeném na kombinaci dvou pismen a jedné Cislice v podobé A/B/s, kde
A...oznacuje rozdéleni intervalli mezi ptichody pozadavkl
B...oznacuje rozdé€leni dob trvani obsluhy
s...udava pocet paralelnich zatizeni obsluhy systému
Oba symboly A, B mohou nabyvat znakovych hodnot:
D...deterministické rozdéleni (= nepravdépodobnostni)
M...exponencialni rozdéleni (Markovova typu; majici Markovovu vlastnost)

E, ...Erlangovo k-fazové rozdéleni

GI...obecné nezavislé rozdéleni
G...obecné rozdéleni
Nékdy se také 1 pouziva k znaceni modeli hromadné obsluhy misto tfimistného

kodu pétimistny kod A/B/s/x/y, kde x oznaCuje maximalni pocet mist v systému

a y rezim fronty. Nebo také né€kdy x znamena pocet mist ve fronté a y velikost zdroje
pozadavka. Je-1i n€ktery s deskriptorti x nebo y vynechan, predpoklada se, ze jeho hodnota
je nekonecna.

Pti modelovani systémi hromadné obsluhy nachazi velké uplatnéni Markovovy
procesy se spojitym casem. U téchto procesii se predpoklada, ze prechody z libovolného

stavu S, jsou pouze mozZné do sousednich stavii S_,, a S_ . Pfechod ze stavu S_ do stavu

S ., znamena piichod jednoho pozadavku do systému obsluhy a obdobn¢ ptechod ze stavu

n+l

S, do stavu S_, znamena vystup jednoho poZadavku ze systému obsluhy.

n-1

V dalsi ¢asti textu se budu zabyvat nékterymi nejdilezitéjSimi typy modeli.
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6.1. Exponencialni modely hromadné obsluhy

V této casti bude popsan konkrétni ptipad procesu hromadné obsluhy, kdy roz-
déleni nahodnych vzajemné nezéavislych veli¢in, tj. dob obsluhy a dob mezi ptichody, ma
exponencialni charakter. V celém nésledujicim textu budeme pouZzivat nasledujici znacent:
A ...prumérnd intenzita vstupu ¢i prichodd (primérny pocet pozadavki, které vstupuji
do systému za urcity ¢asovy interval)

[ ...prumérnd intenzita obsluhy (primérny pocet pozadavkli obslouzenych za Casovy

interval)
...prumérna délka intervalu mezi dvéma ptichody

1
»

...primérna doba obsluhy.

= |-

Za predpokladu Poissonova rozdé€leni poctu vstupujicich pozadavkl do systému,
resp. poctu obslouzenych pozadavkl, je mozno pravdépodobnost vstupu n jednotek, resp.
n obslouZenych jednotek, v intervalu T = (0, t) vyjadiit ve tvaru

(AT)" o

P, (T)= e resp. P, (T)=

(MT)H e—uT
n!

a obdobné, odpovida-li rozdéleni dob mezi ptichody, resp. dob mezi obsluhou pozadavk,

exponencialnimu rozdé€leni, pak pro hustotu rozdéleni dostaneme
q(T)=2re™", resp.q(T) =pe ™.

Pti konstrukci modelu hromadné obsluhy je nutné testovat (napf. pomoci xz testu,
napf. [5] ), zda zjiSténa namétena rozdéleni dob mezi ptichody, resp. dob trvani obsluhy,
vyhovuji ptedpokladu exponencidlniho rozdé€leni, pfipadné Poissonova rozdé€leni pro pocet
vstupujicich a obslouzenych pozadavkii. My ale budeme v nasledujicim textu predpokladat
z hlediska rozdéleni, ze se jednd v ptipadé¢ dob trvani obsluhy a dob mezi ptfichody
pozadavkll o rozdéleni exponencidlni. Nasledné¢ ukédzeme alespont blize exponenciilni

rozdéleni délky intervalu mezi dvéma ptichody pozadavki (pro doby trvani obsluhy by to

bylo obdobné).
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6.1.1. Exponencialni rozdéleni dob mezi prichody pozadavku

Lze-1i s dostateCnou piesnosti hustotu pravdépodobnosti mezi dvéma ptichody

aproximovat exponencialni kiivkou re M pro t>0, kde A >0 je parametr, pak to vede

ke zna€nému zjednoduseni modelti hromadné obsluhy. Toto rozdéleni ma stiedni hodnotu
. 1
1 smerodatnou odchylku rovnux .

Dale predpokladejme, ze ndhodnd proménna X je délka intervalu mezi dvéma ptichody.

Priklad 3: Ozna¢me dobu T, =0 jako zafatek uvazovaného systému (MHO). Chceme

urcit pravdépodobnost, ze prvni pozadavek do systému vstoupi az po uplynuti doby T (viz.
nasledujici obrazek).
obslouzeni pozadavku

T, T
| | s
| | :

cas

P(X > T) ...tuto pravdépodobnost chceme urcit

0

P(X>T)= J'ke_kxdx :XI e Mdx :7{ lim (—%)e%k —(—%]e_”} = [O—e_”} —e M
T

T k—o0

Priklad 4: Urcit pravdépodobnost, ze pozadavek nevstoupi do systému béhem ¢asového

intervalu AT za podminky, ze do n¢€j nevstoupil do doby T.

AT

v
o
)
w2

T+AT
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0

[ re™dx
—\(T+AT)
P(X2T+AT/X>T):P(XZT+AT):T+AT =2 =e AT

P(X>T) Txe‘“dx —AT
T

€

Z ptedchoziho piikladu tedy plyne, Ze ,.exponenciilni rozdéleni nema pamét*™, tzn. Ze

pravdépodobnost obslouzeni nezavisi na po¢ate¢nim case T .

Nyni odvodime dle Taylorova rozvoje a na zakladé¢ predchoziho piikladu

nasledujici pravdépodobnosti:

e T =1-AAT +0(AT),
kde o(AT) zanedbame. Vyslednd hodnota 1-AAT je pravdépodobnost, ze b&hem
intervalu AT nevstoupi do systému zadny pozadavek. Obdobné lze urcit 1 nasledujici
pravdépodobnosti:
1-pAT ...pravdépodobnost, béhem AT neni v systému obslouzen Zadny pozadavek.

AAT ...pravdépodobnost, Ze béhem intervalu AT vstoupi do systému pravé jeden

pozadavek

PAT ...pravdépodobnost, Ze béhem intervalu AT bude obslouZen pravé jeden pozadavek.

6.2. Exponencialni model jednoduché obsluhy M/M/1

vvvvv

e jeden obsluzny kanal (obsluzné zatizeni), tj. s =1

e intervaly mezi piichody pozadavkul 1 dob obsluhy maji exponencialni rozdéleni

e velikost fronty neni omezena

e otevieny systém, tj. zdroj pozadavku je neomezeny

e velikost fronty neni omezena

e vSechny pozadavky trpelivé Cekaji ve front€¢ na obsluhu, 1 kdyZz nedostacuje
kapacita obsluzného zatizeni

e FIFO
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Oznac¢me S, stav, kdy vsystému (ve front¢ a obsluze) je pravé n jednotek.
Ptipomenime dale, ze stav systému v libovolném casovém okamziku t, ktery je urcen
¢islem n, udavajicim pocet jednotek v systému, nezavisi kromé stavu predchéazejiciho
na zadném z predeslych stavil, tudiZ Ze proces hromadné obsluhy ma charakter Markovova

procesu. Pravdépodobnost, ze v okamziku t je vsystému pravé n jednotek ozna¢me
Pn (t) Necht' At je velmi maly ¢asovy interval. Potom stejn¢, jak tomu bylo v kapitole
6.1.1., je pravdépodobnost vstupu jednoho pozadavku AAt a pAt pravdépodobnost
obsluhy jednotky béhem intervalu délky At.

Stav S, mize béhem casového intervalu At prejit do stavu S ., . Protoze je ale
okamzik At velmi maly, pfechody mohou existovat jen mezi sousednimi stavy, tj.

nenulové pravdépodobnosti mohou byt pouze u piechodd S, =S, ;, S, =S,

a S, —8S, . Jednotlivé pravdépodobnosti zmén stavu v systému M/M/1 jsou v nasledujicim

schématu:
Zména stavu Pravdépodobnosti prechodu
So =S 1-AAt
So =S LAt
S, =S, n>1 1 —AAt—pAt
Sn —> Sn—l n>1 MAt
S, =S, n>1 LAt
Vysvétleni:

1. Sqg—=58, Z4dna jednotka nevstupuje.

V systému se nenachdzi zadnd jednotka a po uplynuti doby At tam také zadna
jednotka neni. Takovéto situace lze dosdhnout jen tehdy, kdyZz do systému zaddna

jednotka nevstoupi, tj. s pravdépodobnosti 1—AAt .

2. Sy —S; Vstupuje jedna jednotka.

V systému se nenachdzi zadna jednotka, ale po uplynuti doby At bude v systému

Jedna jednotka. Stavu S; Ize z nulového stavu dosdhnout jeding tak, ze do systému
vstoupi jedna jednotka, tj. s pravdépodobnosti AAt .
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3. S, =S, Jedna jednotka vstoupi a jedna je obslouZena, nebo se nic nestane.
Vysledna pravdépodobnost je souctem obou dil¢ich pravdépodobnosti:
(1= 2At)(1— pAt) + AAtAL = 1= AAt—pAt+ A (At) +Ap(At), kde Au(At)” za-

nedbame.

4. S, —S,_; Jedna jednotka je obslouzena a Zddna nevstoupi.
(1—-2At) pAt = pAt—Ap(At)” = pAt
5. S, =S, Jedna jednotka vstupuje a Zddna neni obslouZena.

(1-pAt) AL = LAt —Ap(At)” = hAt

Matice pravdépodobnosti pfechodu P se stavy S = (0, 1, 2,...) ma nekone¢né¢ mnoho fadkl

a sloupcii:
1-AAt LAt 0 0 0 O
pAt  1—AAt—pAt LAt 0 0 0
P=| 0 pAt 1 - AAt — pAt LAt 0 0
0 0 pAt I-AAt—pAt AAt 0O
Rovnice systému M/M/1

Pfipomenime, Ze p, (t) oznacuje pravdépodobnost, ze v okamziku t je v systému
pravé n jednotek. Jako p, (t+At) oznaime pravdépodobnost, Ze vsystému je n

jednotek v okamziku t+At. Tyto pravdépodobnosti p, (t+At) spocteme pomoci Chap-
manovy-Kolmogorovovy rovnice:

p(t+At)=p(t)-P,
kde p(t+At) a p(t) jsou fadkové vektory, obsahujici pravdépodobnosti p, (t+At)
a p, (t) pro n=0,1,2,... (vektory absolutnich pravdépodobnosti) a P je matice pravde-

podobnosti pechodu.

Maticové rovnice p(t+At)=p(t)-P silze nasledng rozepsat:
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po (t+At)=py (t)(1-2At)+p, (t)pAt
p; (t+At)=pg(t)AAt+p, (t)(1-AAt—pAt)+p, (t)pAt

Py (t+At)=p; (t)AAt+p, (t)(1-AAt—pAt)+ps (t)pAt

Prvni rovnici soustavy nekone¢né mnoha rovnic upravime na tvar:
Po (t+At)=pg(t)—Apg (t)At+p; (t)pAt

Po(t+4t)—po(t)
At

==2po (1) +hpy (1)
a prejdeme-li k limit¢ At — 0 dostaneme diferencialni rovnici
Ph (t) =2 (1) +1py (1) (1)
Podobné se upravuji také zbyvajici rovnice pro n=1,2,...
Py (t+At)=Ap,_; (t)At+p, (t)—Ap, (t)At—pp, (t)At+up, ; (t)At

P (t+At)—p, (1)
At

=Pt () = (A + 1) Py (t) +1ppar (1)
Ptechodem k limité pro At — 0 dostdvame diferencidlni rovnice

Ph () =Apn_y ()= (A +p)py (1) +ppys () pro n=1,2,.... (2)
K takto odvozené soustavé nekonetné mmnoha diferencidlnich rovnic pro n=0,1,2,...

pfipojime normovaci podminku

Integrovani této soustavy je sice mozné, ale je spojeno jistymi vypoctovymi obtizemi.
Jeji feSeni se zjednodusi, kdyz se systém stabilizuje a nemeni své vlastnosti v prubéhu casu,
tj. pravdépodobnost stavil p, (t) nezavisi na ¢ase t. Také v praxi se vétSinou spokojujeme
s tim, ze hleddme feSeni pro v Case stabilizovany systém hromadné obsluhy. Podminkou

stabilizace zkoumaného systému je platnost vztahu lim p, (t):pn pro n=0,1,2,...,
t—o0
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pfiemZ alespon jeden z vyrazli p, je rizny od nuly. V podstaté se jednd o stacionarni
(limitni) rozd€leni Markovova procesu probirané¢ v ptedchozich kapitolach. Ze soustavy

diferencialnich rovnic (1) a (2) se na zéklad¢ této podminky stane soustava algebraickych
rovnic:
Apo = 1P (3)
(A+1)Pn =APyg +HPysy> N=1,2,... (4)

Rozepsanim rovnic (3) a (4) dostaneme vztahy

A A\ A
p]: — pO’pZZ — pO""’ pn: — pO
n n n

a dosadime-li do normovaci podminky postupné p,, p,,... (pravdépodobnost p, pfeve-

deme na pravou stranu a vytkneme (&] ):

n
2 n
w3 3]
Pol—+|— | +..t|—| +...|=1-p,
SIAN u
nebo
o0 7\‘ n
5[}
OZ:? n

Ozna¢me dale pro zjednoduseni podil r =p a predpokladejme, ze A <p (vyplyva z nero-
1)

vnosti

<1, tj. podminka stabilizace). Pak pOZp" je nekonecna geometricka tfada
1)

n=0

Po
1-p

s kvocientem p, ktera konverguje a ma soucet . Takze

P, =1-p.
Z tohoto vztahu a rozepsanych rovnic (3) a (4) dostaneme zbyvajici pravdépodobnosti

PisPosP3secesPpseet

3 n

p=(1-p)p.p, =(1-p)p*,p; =(1-p)p",..p, = (1=p)P">...
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Definice 18: Necht’ syst¢ém hromadné obsluhy M/M/1 ma intenzitu vstupu A a intenzitu

obsluhy p. Potom podil

p=—
1)

nazyvame intenzitou provozu systému hromadné obsluhy typu M/M/1.

Véta 7: Necht' systém hromadné obsluhy M/M/1 ma intenzitu vstupu A a intenzitu

obsluhy p. Necht' intenzita provozu systému je dana p :& aplati p<1, tj. A<p. Potom
1)

pocet jednotek ve stabilizovaném systému ma geometrické rozdéleni pravdépodobnosti:
po=1-p

P, :(1—p)p“ pro n=12,....

Diikaz: viz. vyse.

. A . .
Poznamka 11: Intenzita provozu p =— vyjadiuje vytizenost obsluzného kanalu a pro zaji-
1)

Sténi systému musi byt mensi nez 1, tzn. Ze kanal obsluhy musi mit vzdy néjakou rezervu.
Pokud by p=1, tj. obsluha by byla vyuzita na 100%, musel by byt v kazdém okamziku
v systému alesponi jeden pozadavek. V praktickych aplikacich se nedoporucuje intenzita
provozu vétsi nez 0,8. Pro vysoké hodnoty intenzity provozu se vyrazné zvySuje doba,

pro kterou musi poZadavek cekat ve front€ a samoziejmé také délka fronty.

Z ptedchozich vztahi Ize odvodit zdkladni charakteristiky systému M/M/I1
pouzivané k posouzeni efektivnosti systému jak z hlediska obsluhovanych pozadavki,
tak z hlediska vyuzZiti obsluznych zafizeni. Z téchto charakteristik se jedna zejména
o priumérny pocet pozadavkl v systému, primérny pocet pozadavka ve fronté, primérna

doba cekani v systému, primérna doba ¢ekani ve fronté apod.
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Primérny pocet poZadavki v systému
M¢jme nahodnou veli¢inu N , kterd predstavuje pocCet pozadavki (jednotek)

v systému. Pak pro jeji sttedni hodnotu plati

Nzann :(l—p)an" :(l—p)p(l+2p+3p2 +...)=®
n=0

n=0
'

o !
2p+3p +..)=| [(1+2p+3p° +..)dp | =(p+p>+p’+..) p] :
(1+ p+3p° + ) !( +2p+3p” + ) p (p+p +p + ) (l—p (1—p)2

= p .
1-p)’ 1-p

) A
Dosadime-li za p =—, dostaneme
u H—A

Zbylé charakteristiky spoc¢itam na zakladé Littleovych vztaha (viz. napft. literatura[9] ):

N=Th

N, =T,A

T-T 41,
n

kde T je priimérnd doba setrvéni jednotky v systému, T, je priimérna doba jednotky ve

vonté a N, je priimérny pocet pozadavkii ve fronté.
¢ Jep y p p

= N 1 p 1 A 1 1
T:_:_ —_ = =
A Al-p Ap-A p-2 p(l-p)
-1 1 1 A
T=T-——=———=— "~
' pop-i opop(p-n)
- 22
N, =TA=
f f H(H_}\a)

Priklad 5: Uvazujme jednosmérnou silnici, na které je umistén kviili bezpecnosti pies vo-

zovku zpomalovaci prah (nazvéme kiizovatkou). Pfedpokladejme, Ze:
a) zpomalovaci prah je schopen obslouzit v béhem hodiny cca 450 automobilil (pocet

automobild, které¢ projedou primeienou rychlosti pies zpomalovaci prah) a doba

mezi dvéma piijezdy automobill je 12 sekund.
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b) doba mezi dvéma piijezdy automobila se zvetsi na 20 sekund

Ukolemje urcit N, Nf, T, Tf, p,ap.

a) Ze zadani plyne, ze p =450 a po ptevodu ze sekund na hodiny a na pocty auto je

A =300. Nejdiive je nutné ovéfit, zda p<1.

A 300 2 s . Yy
p=—=——=—<1...vytizenost systému (kiizovatky)
p o 450 3
- p 2/3 o x . .
N= . = 1/—3 =2 ...pramérné pocet jednotek (automobily) v systému
—pP
= 1 1 ey .
T= = = ...automobil je primérné€ 24 sekund v systému
p—A 450-300 150
= = 1 1 1 1 N T ey y
=T——= - = ...automobil ¢ekd primérné 18 sekund ve fronté
p o 150 450 225
2 2
N, = * = 300 _4 ...ve front€ ¢eka primérné 1 automobil
p(p—2) 450(450-300) 3

p, =1-p=1-2/3=1/3...pravdépodobnost, ze bude automobil obslouzen bez &ekani.

b)n=450, L =180, p=%=0,4<1, N =0,67 (0 az 1 automobil), T =13 sekund,

T, =5 sekund, N, = 0,27 (spie 0 automobili) a p, =0,6.

6.3. Exponencialni model s paralelni obsluhou M/M/m

Tento ptipad se v praxi vyskytuje Castéji:
e m paraleln¢ uspofadanych homogennich (stejnorodych) obsluznych kanali,
z nichz kazdy ma intenzitu obsluhy p
e jedna se o otevieny systém, tzn. zdroj pozadavkl je neomezeny
e velikost fronty neni omezena
e vSechny pozadavky trpélivé ve fronté ¢ekaji na obsluhu, 1 kdyz nedostacuje

kapacita obsluzného kanalu; pozadavky vstupuji do systému s konstantni intenzitou
A
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FIFO

Intenzity vstupu jsou konstantni pro vSechna n, zatimco intenzity obsluhy pozadavkl

u nikoliv. Pokud je tento systém hromadné obsluhy ve stavech S,...,S _, tzn., Ze je v ném

n=0,1...,m poZadavkl, pak p_ zavisi na poctu poZadavkl v syst¢ému hromadné obsluhy,

a pokud je v ném pozadavki vice neZ m, pak uz zistava intenzita obsluhy konstantni

a vSechna zatizeni obsluhuyi, tj. plati

A=A, n=0,1,..,
p, =nu, n=0,1,...ma

p,=mu, n=m+l,m+2,...

Fronta se v systému zacne vytvaret az tehdy, pokud do systému vstoupi (m+1) - ni

. . , A .
pozadavek. Podminka stabilizace systému hromadné obsluhy ma nyni tvar p=—<1, t;.

intenzita vstupu musi byt mensi neZ intenzita obsluhy vSech zafizeni.

Matice pravdépodobnosti piechodu bude mit tvar

1- LAt LAt 0
pAt  1—(A+p)At AAt
0 2pAt 1-(A+2p)At
0 0 0 o 1=[A+(m-1)p]At
mpAt
0

Stejné jako v ptipadé€ systému hromadné obsluhy modelu M/M/1 plati

p(t+At)=p(t)-P,

mp

AAL
1—-(A+mp)At
mpAt

kde p(t)= [po (t),p, (t),...p, (t),] Rozepsanim tohoto vztahu dostaneme

p, (t+At) = (1-AAt)p, (t)+pAtp, (t),

p, (t+At)=2AAtp, | (t)+[l—(k+np) At]pn (t)+(n+1)pAtp,, (t), ISn<m a

p, (t+At)=21Atp, , (t)+ [1— (A +mp) At] p, (t)+mpAtp,, (t), n>m.
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Po vydéleni téchto rovnic At a po pfechodu k limité pro At — 0 pak plati

dp;—ft) = =py (t)+kpy (1),
dp(nit(t) =p, , (t)=(A+nu)p, (t)+(n+1)up,,, (t), I<n<m a
dp, (t)

T Ap,_; (t)—(A+mp)p, (t)+mup,,, (t), n>m.

Dostaneme tak soustavu homogennich linearnich diferencialnich rovnic pravdépodobnosti
Do (t).p, (t),-...p, (t),.... Za piedpokladu stabilizace zkoumaného systému limp, (t)=p,
pro n=0,1,... mizeme soustavu psat ve tvaru:
APy = P,
(A+np)p, =Ap, , +(n+1)up,,,, I<n<m
(A+mp)p, =Ap, , +mup,,,, n>m.
Veli¢iny p, lze ze soustavy stanovit postupnym dosazovanim a dostaneme

n!{ pn n!

n n m m+l m+2
Sl B2 -2 AT
omm!im il m! 5 m il m!|\pu mi u m-\
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. , L . A
V hranaté zavorce je nekoneCna geometrickd fada s kvocientem p=— a a, =1, za pod-

mp
. .| A p . o
minky, Ze|—| =|—| <1 (podminka stability).
my| |m
o DoAYV 1 _p(A) _mw __p ()
m!\ p l—i mip) mp-A (m-1)1{p) mp-2n
mp

Dosadime-li tedy znovu po ptedchozi upravé do podminky an =1, dostaneme pro p,
n=0

) il ] (5T ]

Nyni stanovime nékteré zakladni charakteristiky systému M/M/m.

tvar

Pro primérnou nevytizenost (nevyuzitost) systému M pro m>n plati

n=m-+l n=m-+l m'm
1 k m+l1 2 k m+2 3 }\‘ m+3 1 }\‘ m+l1 }\‘ 1 }\‘ 2
Po t— = +=| = -+ =P _ 142 — | +3| — | +
m!l m{ p m-\ p m p m!m{ p mp mp
substitucetzL, kde L <1
mp mp

m+1
:P_oi(&] [1+2t+3t2 +] =®
m!m{ p
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1-- >
myy

U(1+2Y+3T2+...)d?] =(t+t2+t3+...)':(lit]’ :(1_1t)2 :( 1k ]2

-

po (A) 1 Py A[A) mi P (2)

®= — 7= 2 | 2= w) (mu_2V

m!m  p ( k] (m-1)!m* u{p) (mp-2) (m-)Np) (mp-2n)
mp

Zbylé charakteristiky urc¢ime z Littleovych vztaht

Priklad 6: V pocitacové ucebné, do které prichazeji nahodné studenti, je 10 pocitaca.
Za hodinu pfijde 12 studentli. Doba prace kazdého studenta je v priméru 45 minut. Je-li
pocita¢ obsazen, student ¢eka, nez se néjaky uvolni. Urcete:

a) pravdépodobnost, ze vSechny pocitace pracuji

b) primérny pocet obsazenych pocitach

1
l:45:>LL:L,1:@:5:>7»21,m:IO,L:L:2<l...tj.podminka
u 45 A 12 5 mu LIO 10

45
stabilizace je splnéna
ad a)
< < 1 A = 1 (nY
+p, 4D, +. = = = =1-) —|— =0,668
Pio TP T P2 ,;)p“ ;‘f,m!m"_m(u] Po I;JH!(H] Po

kde napt. p,, je pravdépodobnost, ze v systému pracuje 10 studentti a 1 ¢eké a
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n 1 2 3 4 5
p, 6,26-10" 28,19-10" 84,56-10°* 19,03-10° 34,25-10°

n 6 7 8 9
p, 51,37-107° 66,05-10° 74,31-10° 74,31-10°

ad b)

9 10 n
primérna nevytizenost M= (10-n)p, = > (m —n)i(&] p, =1
=0

n 0 1 2 3 4
(10—n)pn 6,96-10"* 56,37-10" 22,55-10° 59,19-10° 0,114
n 5 6 7 8 9

(10—n)pn 0,171 0,205 0,198 0,149 0,074

m-1 n
tj. primérna vytizenost je U=m-M :m—Z(m—n)%(&} p,=10-1=9
n=0 ni\p

6.4. Exponencialni model jednoduché obsluhy s omezenou
kapacitou M/M/1/k

Tento model je specidlnim ptipadem modelu M/M/1, kde nebyla kapacita systému

hromadné obsluhy omezena. V tomto piipad¢ se jedna o systém se ztratami, nebot’ je-li
systém pln¢ obsazen (tj. v tomto pfipad€ je 1 pozadavek obsluhovan a (k—l) pozadavka
¢eka ve fronté), neni mozny vstup dalSich pozadavkii do tohoto systému.
Vlastnosti modelu M/M/1/k
e s=1,tj. jeden obsluzny kanal
e otevieny systém
e ve fronté miZe byt maximalné (k - 1) pozadavki
e vSechny pozadavky trpélivé cekaji ve fronté na obsluhu, 1 kdyZz nedostacuje
kapacita obsluhy
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e FIFO

Pro stacionarni pravdépodobnosti plati

pn :(&] p()’ ngk
n

p,=0,n>k.

k
Stacionarni pravdépodobnost p, ur¢ime z podminky an =1. Dale opét ozna¢ime p =—
n=0

(p nemusi byt v tomto ptipadé mensi nez 1).

k k
N 1-
> P =D PP =y (" 4P 4P+t pt)=py =1
n=0 n=0 I-p
—pP
Po :1_pk+] , p#l
— 1 —
Py P
Zakladni charakteristiky modelu M/M/1/k:
k
N= ann an k+] = E z (0+1p+2p +.. +kp)
1-
:(l_gk)+f)(1+2p+3p2...+kpk“):®

!

p1 2p+3p° kp*')Mdp | =1 2 kT = 1_pk+] ’_
!( +2p+3p~...+kp )dp _[ +p+piH.tp } _{ - } —

—(k+1)p  (1-p) = (1=p"")(=1) _ —kp* —p* +kp" +p* 11! 1-p* (k+1)+kp*
2

(1-p) (1-p)’ (1-p)’
®:p(l—pk(k+1)+kpk”) bl
(1—p)(1—pk+]) ’
a
k 1 1 1 (+k)k Kk
— - (142 k =—, p=1.
ann Z; k+1 1<+1(Jr +etk)= k+1 2 2P
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N N 1 p(l—pk(k+1)+kpk”)

T=—= = =
A A(1-py) k(l—pk l—p] (l—p)(l_pk+1)
l_pk+]
_ 1 p(l—pk(k+1)+kpk”):p(l—pk(k+1)+kpk”) bxl
kl—PkH—Fik]"'pkH (l_p)(l_pk+l) }\,(l—p)(l—pk)
1-p**
a
B B k
= N N P k(k+1)  k+1
T=—= = = = , p=1,
A A(1-py) k(l—lj 2u(k+1-1) 21
k+1

kde A" je primérny pocet pozadavk, které skute¢né vstoupi do systému.

— -1 - -
T.=T-—aN, =T\
u
Primérnd vytizenost systému:
1-p  1-p'=1+p P(l—pk)
1_pozl_l_pkn 1t = 1—oF! , p#l
1 k
1— :1——:— =
Po k+1 k+1 P

Priklad 7 (viz. priklad 5): Uvazujme jednosmérnou silnici, na které je umistén kvuli
bezpecnosti pres vozovku zpomalovaci prah (nazvéme kiizovatkou). Piedpokladejme,
ze zpomalovaci prah je schopen obslouzit béhem hodiny celkem 450 automobilid pocet
automobill, které projedou piiméfenou rychlosti pfes zpomalovaci prah), doba mezi
dvéma ptijezdy automobilii ke zpomalovacimu prahu je 12 sekund a celkem v tomto
systému muze byt 10 automobilti (11. automobil a dalsi po ném nasledujici automobily jiz

nemohou do systému vstoupit, dokud se neuvolni misto).

k=10, A =300, p=450, p=2/3 =1,
1-2/3

= TP 1034, 1-p, =0,66, =(300/450)"0,34=5,9-107,
1_(2/3)” Po Py ( / )

P
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2/3(1-2/3"-11+10-2/3") _
= —— = 23sekund, T, =23-8=15 sekund,
300(1-2/3)(1-2/3")

=l

2/3(1-2/3"-11+10-2/3")
(1-2/3)(1-2/3")

N= =2 ...tj. primérné 2 automobily jsou v systému a

N, :L(1—5,9-10‘3)15 =1...tj. primérné 1 automobil je ve fronts.

Porovname-li tento ptiklad s prikladem 5 casti a), mizeme vidét, ze pravdépo-
dobnost obsluhy automobilu bez ¢ekéani se zvysila, primérnad doba automobilu v systému

a primérna doba automobilu ve fronté ze snizila a pocty automobilii zlstaly stejné.

6.5. Exponencialni systém vicenasobné obsluhy s omezenou
kapacitou M/M/m/k

I zde se jednd jako v ptfedchozim modelu o systém se ztrdtami. Vlastnosti tohoto
modelu jsou podobné modelu M/M/m:

e m paralelné¢ fazenych homogennich obsluznych zatizeni, kde kazdé ma intenzitu
obsluhy p

e vsystému mize byt maximalné¢ k pozadavkli a maximaln¢ zbyvajicich k—m
pozadavk je ve fronté

e otevieny systém

e pozadavky trpélive ¢ekaji ve fronté¢, 1 kdyz nedostacuje kapacita obsluhy

e FIFO

Intenzity vstupu A jsou konstantni pro vSechna n <k a pro n>k je nulova, protoze
pozadavky do systému nemohou dale vstupovat. Intenzita obsluhy p je podobné jako

u M/M/m proménna. Tyto intenzity vyjadiime takto:

A, =i, n=0,1,.k-1,
A, =0, n=kk+1,...,

p, =nu, n=0,1,...m a
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p,=mu, n=m+l,m+2,...

Staciondrni pravdépodobnosti p_ za predpokladu p = i <1 budou mit tvar:

mp

pn—po(n;p') , 1I<n<m,
pn:popn m, m<n<k a
-1

B m-—1 (mp)n k I,nmpn
po lino n' +|§n m' jl

Poznamka 12: Specialnim piipadem modelu M/M/m/k je situace, kdyZ m =k, tj. v sys-
tému neni cekani vibec piipustné. V této situaci udava p_ pravdépodobnost, Ze je
v systému hromadné obsluhy pravé m pozadavka, ale také pravdépodobnost, ze vstupujici

pozadavek nebude z kapacitnich omezeni obslouzen. Piislusny vzorec

P =Po (A/0)" (1/m!)

byva v literatufe oznacovan jako tzv. Erlanguv vzorec ztrat.

Zakladni charakteristiky systému maji podobu:

m _m+l —
N, =py—2—| 1= p (1= p)(k=m+1) " | (viz. [1]), T, = N,
m!(1-p)

kder"=A1(1-p,), T=T,+— aN=A"T.

= |-

6.6. Uzaviené systémy hromadné obsluhy

V celé predchozi ¢asti textu jsme predpokladali, ze zdroj pozadavkil je neomezeny.
Tudiz nasledkem tohoto piedpokladu byla nezavislost intenzity vstupu pozadavkl na stavu,
ve kterém se systém nachézel. V ptipad¢ uzavienych (cyklickych) systémi hromadné
obsluhy, které si zde pro zajimavost ukdzeme, je zdroj pozadavkl omezen respektive jinak

feCeno, obslouzené pozadavky znovu ptechazeji do zdroje pozadavki. Jelikoz se tedy
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pozadavky po obsluze opét stavaji potencidlnimi pozadavky ve zdroji pozadavkil (jdou
znova do obsluhy), intenzita obsluhy ovliviiuje intenzitu vstupu pozadavk.

V praxi se Ize setkat s uzavienymi modely hromadné obsluhy naptiklad v oblastech
opravarenstvi a udrzby riznych strojii a zatizeni. Typickym piikladem je stanoveni poctu
strojii, které bude vnéjaké firm& opravovat ¢i udrzovat jeden (jednoducha obsluha)
nebo vice (vicenasobna obsluha) pracovnikii. Pozadavek, ktery vyzaduje pti poruSe nebo

selhani zasah pracovnika, se po skonceni obsluhy opét stdva potencialnim pozadavkem.

6.6.1. Uzavieny exponencialni model jednoduché obsluhy M/M/1/./r

Vlastnosti modelu M/M/1/./r jsou blizké vlastnostem modelu M/M/1:
e s=1,tj. jedno obsluzné zatizeni
e uzavieny systém, tj. zdroj pozadavkil je omezeny r pozadavky
e vramci tohoto modelu M/M/1/./r neni fronta v podstaté omezena
e vSechny pozadavky trpélivé cekaji ve fronté na obsluhu, 1 kdyZ nedostacuje
kapacita obsluhy
e FIFO

Vyjadieni zavislosti intenzity vstupu poZadavkia na poctu pozadavki v systému (stavu,
ve kterém je systém hromadné obsluhy) je zaloZeno na zndmé intenzité vstupu pozadavkl

A otevien¢ho modelu M/M/1:
A, =A(r-n), n=0,1,2,...r,
A =0,n=r+1r+2,..,
po=p, n=12,..
Za podminky stabilizace systému hromadné obsluhy p=A/u<1 plati pro pravdépodo-

bnosti p,,n=0,1,2,...(odvozeno napf. v [1]):

"r!
P, =D, (rp—n)!’ n=0,12,..r,

p,=0,n>r,
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Poznamka 13: Ve fronté je (r—1) mist.

Zakladni charakteristiky (viz. [9]):

—_r_(l_po) N :r_(l_Po) T _ N T N;
A T T M N (I T '

6.6.2. Uzavieny exponencialni model vicenasobné obsluhy M/M/ml/.Ir

Vlastnosti modelu M/M/m/./r jsou blizké vlastnostem modelu M/M/m:

e m paralelnich homogennich obsluznych zatizeni s celkovou intenzitou obsluhy
mp

e uzavieny systém, tj. zdroj pozadavki je omezeny r pozadavky

e v ramci tohoto modelu M/M/m/./r neni fronta v podstaté omezena

e vSechny pozadavky trpélivé cekaji ve fronté na obsluhu, 1 kdyZz nedostacuje
kapacita obsluhy

e FIFO

Pro intenzity plati:
A, =A(r-n), n=0,1,2,...r,
A =0,n=r+1r+2,..,
p, =nu, n=1,2,...m

p,=my, n=m+l,m+2,...

Za podminky stabilizace systému hromadné obsluhy p = k/ (mu) <1 plati pro pravdépo-

dobnosti p,, n =0,1,2,...(odvozeno napf. v [9]):
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(A/p) !

Pa = Po n!(r—n)!

(A/p)" r!

""m!(r—n)!

,n=0,12,...m,

P, =D ,n=m+1m+2,..r1,
m

p,=0,n>r,

Pravdépodobnost p, lze urcit z podminky an =1.
n=0

Zikladni charakteristiky (viz [7]):

ol ST S ] mee B

6.7. Systémy hromadné obsluhy s netrpélivosti pozadavku

Tento systém hromadné obsluhy je specidlnim piipadem otevieného systému
hromadné obsluhy, kdy pozadavky ptichazejici do systému jsou do jisté miry netrpélivy
v systému zUstat. Netrpélivost se miiZze projevovat dvojim rtiznym zpiasobem. Cast&j§im
zpusobem je tzv. apriorni netrpélivost, kdy pozadavek se rozhodne, zda do systému
vstoupi na zaklad¢ délky fronty ¢i pfedpokladané doby ¢ekani na obsluhu nebo dle poctu
poZadavkill v systému. Apriorni netrpélivost se modeluje pomoci proménlivych hodnot A
zavislych na stavu systému. Druhym zplsobem netrpélivosti je tzv. aposteriorni
netrpélivost, kdy pozadavek do systému vstoupi, ale po ¢ase se rozhodne, zda v systému
zlstane nebo systém opusti. Aposteriorni netrpélivost se modeluje pomoci proménnych

hodnot p_ zavislych na stavu systému. V obou zplsobech netrpélivosti jde o systém

se ztratami.

Pro zajemce Ize doporugit napf. literaturu [7] nebo [9].
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6.8. Systémy hromadné obsluhy s prioritami

Vsechny predchozi modely systému hromadné obsluhy se vyznacCovali tim,
ze pozadavky byly obsluhovany v tom potradi, ve kterém do systému pftisli, tzv. FIFO.
V nékterych ptipadech ale rozliSujeme prvky vstupujici do systému obsluhy tak,
ze jednotlivym pozadavkiim davame rizné stupné priority k obsluze, tzv. PRI. Pozadavky
s vy$8im stupném priority jsou obsluhovany pfednostné pied pozadavky s prioritou nizsi
bez ohledu na to, kdy do systému vstoupily. U prioritnich fadi front rozliSujeme dva
ptipady priorit:

a) absolutni — zde pozadavek s vyS$i prioritou okamzité pierusuje obsluhu pozadavku

s niZ§i prioritou,

b) relativni — poZadavek s relativni prioritou je obslouzen, az je dokoncena obsluha
pozadavku s niZ8i prioritou.
Refeni matematickych modeli hromadné obsluhy s prioritami je oviem znadné

sloZit¢j$i nez v napt. v ptipadé LIFO ¢i FIFO. Pro zdjemce lze doporucit napt. literaturu

[7]. [9]. [12] @i [13].

Poznamka 14: Cela tato kapitola byla zpracovana s vyuzitim literatury[1], [6], [7], [9].

[12] a [13].
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7. Optimaliza¢ni modely

Vedle deskriptivniho modelu hromadné obsluhy existuje také model optimalizaéni.
Tento model ma za cil slouZit jako ndstroj rozhodovani a optimalizace pfi ur€ovani
nejvhodnéjsich charakteristik modelovanych systému vzhledem k zvolenému kritériu.

K optimalizaci systémi hromadné obsluhy je nutno stanovit nékteré predpoklady.
Je nutno pfipustit, Ze nékteré (nebo vSechny) charakteristiky (veliiny), které popisuji
a specifikuji konkrétni model, jsou proménné. Déle je tieba mit k dispozici konkrétni
kriterialni funkci definovanou pomoci piislusnych proménnych veli¢in, ktera vyjadiuje
Jisty vytyceny cil.

Jiz kdyz jsme se zabyvali jednoduchym exponencidlnim modelem, mohli jsme si
vSimnout, Ze napf. délka fronty zavisi na intenzité obsluhy, napf. pii malé intenzité obsluhy
se vytvari velka fronta. V tomto piipadé dochazi k tomu, Ze pozadavek v systému je
zatézovan Cekanim na obsluhu nebo také k té situaci, Ze pozadavek znechucen ¢ekanim
ve fronté se rozhodne systém opustit. Na druhou stranu ani velka intenzita obsluhy neni
vhodna. Vznikaji totiz okamziky, kdy obsluha neni vyuZita 1 kdyZz musi byt k dispozici.

Za této situace vznikaji urCité naklady, kterym bezprostfedné neodpovidaji Zadné trzby.

Kriterialni funkce, jejiz extrém (minimum ¢i maximum) chceme optimalizaci systému
hromadné obsluhy docilit, je orientovana:
e nakladové,
e ziskove,
e jinak — vétSinou stanovenim n¢jaké kritické hodnoty pro nékteré pravdépodobnostni
charakteristiky efektivity fungovani systému hromadné obsluhy (napf. stanoveni
kritick¢é hodnoty délky fronty, ¢ekani na obsluhu, primérného vyuziti ¢i prostoje

obsluzného zatizeni).

7.1. Nakladové orientovana kriterialni funkce

Cilem této optimalizace je dosaZeni minima ocekavanych celkovych naklada

systétmu hromadné obsluhy. Nakladova bilance stacionarniho fungovani systému
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hromadné obsluhy se vétSinou provadi za néjakou zvolenou dobu a konkrétni nakladové
koeficienty nakladové kriteridlni funkce jsou definovany bud’ jako piislusné naklady anebo

ztraty vztazené na jeden pozadavek.

U otevienych systémti hromadné obsluhy existuje nékolik typickych a nejcastéjSich

ptipadi nakladové kriterialni funkce:

kde

p - intenzita provozu

N - primérny pocet pozadavki v systému

N, - primérny podet pozadavki ve fronté

m - pocet obsluZznych zatizeni

M - primérny poéet volnych obsluznych mist

¢, - ndklady, nebo ztraty spojené s pobytem v systému, nebo s ¢ekanim ve fronté vztazené
na jeden pozadavek a na konkrétni ¢asovou jednotku

¢, - naklady, nebo ztraty spojené s provozem, nebo s nevyuzitim jednoho obsluzného

mista a na konkrétni ¢asovou jednotku

Pro stabilizovany exponencialni model M/M/1 lze vyjadfit ndkladovou kriterialni
funkci vtzv. smiSeném tvaru, ktery obsahuje kromé nédkladové slozky 1 ¢len

s pravdépodobnostmi:

C(p):YoPo"‘Y]zpn +01N=’y0 (l—p)+ylp+1cl_p’

n=l1 -
kde
Y, - ztrata pii nevyuziti kanalu obsluhy

v, - ndklad na obsluhu jednoho poZadavku.
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Vyraz C(p) je funkce proménnép=2/u, kterou lze ménit zpravidla pouze pomoci p,
jelikoz intenzitu vstupu A nelze ovlivnit (je pfedem dédna). Pii optimalizaci této ulohy
hledame takovou hodnotu spojité proménnép €(0,1), pro kterou C(p) dosahne minima.
ProtoZe je p spojitd proménnd, je mozno stanovit minimum C(p) pomoci derivace podle

p , kterou polozime rovnu nule:

popl — 1_

Yo =" .
Hledany bod p*™ je opravdu bodem, kdy funkce C(p) nabyva svého minima, ponévadz

C/ o 2,
_2(p ) = 3
Yo — 71

Obdobné¢ Ize také optimalizovat model M/M/m. Zde jiz ale je optimalizacni uloha

zna¢né¢ komplikovanéjs$i a to nejen s ohledem na komplikovanéjSi vyjadieni kriteridlni
funkce, ale divodem je piedevSim diskrétni proménnd poctu paralelné¢ usporadanych
obsluznych homogennich kanali.
Nékladova kriteridlni funkce tohoto modelu miZze vypadat napt.:

C(m)=c,N; +c,M,

kde vyznam koeficientti byl vysvétlen jiz diive.

Ze vztahu C(m) plyne, Ze pii konstantnich ¢, a ¢, jeho hodnota zavisi na poctu
zafizeni obsluhy m . Pii optimalizaci ndkladi je tedy cilem urCit optimalni pocet
obsluznych zatizeni m® , aby celkové ocekavané naklady byly minimélni.

V tomto ptipad¢ se tedy jednad o kriteridlni funkci nespojité proménné m a tudiz
nelze pouzit k hleddni minima derivace. Musime se zde spokojit s iterativnim

opt

aproximativnim postupem. Optimalni pocet obsluznych kanidlu m™ hledame po pfislu-

Sném vyjadieni N, a M postupnym dosazovanim za m do vyrazu
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C(m) _ Clpoku(k/u)m
(m—l)!(mu—k)2

pfineménném 2 ip, pfiéemz p=A/mu<1.

+¢,(m—-A/p),

Poznamka 15: Tato kapitola byla vypracovana za pomoci literatury [7] a [9].
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8. Priklad

V této zavérecné kapitole se budeme zabyvat konkrétnim piikladem zpraxe
tykajiciho se modeli hromadné obsluhy zaloZeném na skutecnych namétenych datech.
Maéme-1i obecné za ukol studovat systém, jenz svoji povahou patii do casti hromadné
obsluhy, je nejdiive za potiebi se ujistit, zda model Ize aproximovat néjakym znamym
modelem hromadné obsluhy uvedenych napt. vyse (napi. M/M/1). Pokud ano, tak jsme
dospéli ke znaénému zjednodusSeni studovaného systému, jelikoz k ziskani hodnot
patficnych charakteristik systému sta¢i jen dosadit do vySe uvedenych vztahti (napf.
veliCiny N, N, T ¢&i Tf). Bohuzel, jak uZ tomu Casto v praxi byva, vétSinou ony systémy,
se kterymi se setkdvame, nemaji toto analytické feSeni znamé. Analyticky piistup
nejCastéji znesnadnuji nasledujici okolnosti:

1. specifické typy rozdéleni ndhodnych veli¢in (studovali jsme pouze exponencidlni
modely; existuji také modely 1 s jinymi rozdélenimi ndhodnych veli€in, napt. mo-
dely s normalné rozdélenymi veli¢inami)

2. komplikované¢jsi pravidla ¢innosti systému (priority, omezené kapacity front,
pteruSovanych chod zafizeni atd.)

3. slozité struktura sité obsluznych kanala.

Klasicka teorie hromadné obsluhy studuje specidlni piipady jednoduchych modelt
hromadné obsluhy, které se li$i typy rozdéleni nahodnych veli¢in (my jsme se zabyvali
pouze exponencidlnimi modely).

Nyni jiz ptistoupime k onomu zminovanému piikladu. Budeme chtit na zdkladé¢ dat
(viz. ptiloha 2) nastavit ,,optimaln&* doby trvani zelené v jednotlivych smérech u svételné
signalizace kiizovatky typu ,,T* (viz. ptiloha 4) v zavislosti na hustoté provozu. Resit tento
problém budeme postupné od méné slozitych kiiZovatek az po onu cilovou kiizovatku
pomoci modelu M/M/1. Nejprve budeme modelovat jednosmérnou silnici, na které je kvili

ptechodu pies vozovku umistén semafor.
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8.1. Jednosmeérna silnice se semaforem

Jedna o nejjednodussi moznost kiizovatky se svételnym zafizenim, kterd se miize

v praxi vyskytnout. Prostfednictvim této kiizovatky bude popsan algoritmus, ktery bude

vvvvvv

@,

M¢jme jednosmérnou silnici se semaforem, na kterém po dobu (O;t,) sviti zelena
a po dobu (t,;tz) sviti ¢ervend. Doby zelené¢ a Cervené se neustale periodicky opakuji.

Necht je pravdépodobnost piijezdu n aut do této silnice za n€jaky asovy interval ndhodna

veli¢ina s Poissonovym rozdélenim. Potom (viz. strana 29) pravdépodobnost, Ze v ¢ase od

(G

; e ™, kde A lze odhadnout z primérmné hustoty provozu,
n!

0 do t pfijelo n aut, je rovna

tedy A je primérny pocet aut za jednotku Casu.
Ptedpokladejme, Ze se semafor chovd jako obsluha s parametrem p, ktery je
(pokud sviti zelend) o dost vetsi nez A (také zde predpokladdme z hlediska obsluhy

Poissonovo rozdéleni). Parametr p lze odhadnout z maximalniho moZného poctu
obslouzenych aut na této silnici za urcity ¢as. Pokud sviti Cervend, je u=0 (tj. intenzita

obsluhy se stfid4). Pocatecni rozloZeni pravdépodobnosti p. (p, je pravdépodobnost, Ze je
v systému n aut) je vektor p(0).

Pro feeni takto popsan¢ho systému vyuZiji vztahy (1) a (2) ze strany 33:
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Pl ()= 0o (1) + 1oy (1) } “
p;l (t) = 7\‘pn—1 (t)_(k +“)pn (t)+ MPn+1 (t)

Pro n=1,2,3,..., s po¢ate¢ni podminkou p(0) = (p0 (0),p,(0),p, (O),...), kde te(0;t,), tj.

feSime systém jako soustavu N rovnic (od urcit¢ého N soustavu ofizneme, udava maxi-

maln¢ uvazovany pocet aut v systému za dobu jednoho cyklu, tj. doba trvani zelené + doba

trvani Cervené) a vysledkem bude néjaké ,findlni“ rozloZeni stavli v case t,
[po , Py t1 )] . Déale zménime intenzitu obsluhy na p =0 a feSime dal:
pb(t):_XPO(t) } (**)
P (t)=Apyy (t)—2Apy (t)
pro te (t,;t ) s pocatecni podminkou p [po , Py 1)] . Vysledkem

budep(t [po )seesPrs (1 )] . Cely tento postup opakujeme dale v zavislosti

na tom, kolik cyklli chceme modelovat.

Soustavu (*) Ize zapsat i takto:

P'(t)=Ap(1),
kde p(t)=[p,(t),p,(t)ssPy, (t)]T a A je matice soustavy typu Nx N
A w00 .0

(e

A —(k+p) p 0

A —(7».+ p) 1)
0 A —(k+u)

tedy feSenim je p(t) =p(0)exp(At). Pro p =0 lze postupovat obdobn& a nasledné postup
op¢t opakujeme.

V software MATLAB si vytvotime feSici m-fily tohoto algoritmu (viz. pfiloha 3.1)
a dostaneme vysledné priibehy pravdépodobnosti v ase p, (t),p, (t),....px_ (t), kde &as

predstavuje poctu cykld, viz. nasledujici obrazek:
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Pritbéhy pravdépodobnosti

Pravdepodobnosti

Cas [sekundy]

Priibéhy jednotlivych pravdépodobnosti poctu aut na kiizovatce v Case

se sttidanim Cervené a zelené barvy na semaforu

Z obrazku lze vypozorovat prubchy jednotlivych pravdépodobnosti po dobu 300
sekund (N =100 ) v zavislosti na opakujicim se stfidani zelené (t, =40 sekund) a Cervené
barvy (t, =20) na semaforu. Intenzita vstupu byla volena A =20 aut za minutu a intenzita
obsluhy p=40aut za minutu. Jednotlivé pravdépodobnosti se nezavisle na pocatecnim

vektoru pravdépodobnosti postupem casu stabilizuji. Zde byl vektor pocatecnich

pravdépodobnosti vektor pravdépodobnosti Poissonova rozdéleni s parametrem A (lze ale
napf. jako vektor pocatecnich pravd&podobnosti volit vektor p(0)=(1,0,0,...)). Cim del3i

dobu trvani zelené nastavime, tim mensi bude stiedni hodnota poctu aut v systému.

Algoritmus tohoto piikladu, pro zobrazeni pravdépodobnosti, budeme uzivat také

vvvvvv
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8.2. Jednosmeérna krizovatka typu T

Q
O

00 M

am - — @

Nasim ukolem na této kiiZzovatce bude optimalné nastavit doby trvani zelené

na svételnych signalizacich v jednotlivych smérech tak, aby bylo v systému (kiizovatce)
co mozna nejmeén¢ automobild. Budeme zde vyuzivat zavedené pojmy z predchozi
kapitoly 8.1.

Nejdiive si opet ukaZzeme situaci, jak budou vypadat pravdépodobnosti poctu aut
v systému p, (t),p, (t),....py_ (t), tak jak tomu bylo v pfedchozi kapitole 8.1., v jedno-
tlivych smérech [1] a [2] pro pevn& dané Gasy t, a t,. Cas t; je dobou, po jakou sviti
zelena ve sméru [1] (a Gervend ve sméru [2]) a ¢as t, je dobou, po kterou sviti zelena ve
sméru [2] (a Cervend ve sméru [1]). Algoritmus pro vypocet t&chto pravdépodobnosti je
uveden v priloze 3.2 Napft.: intenzita vstupu pro smér [1] bude A, =6 aut za minutu a
intenzita vstupu pro smér [2] bude A, =9 aut za minutu. Maximalni pfipustny pocet aut

v systému bude N =100. Maximalni obsluha semaforu (sviti-li zelend) je pro oba sméry

stejna, i = 30. Casy nastavime na t, =25 sekund a t, =35 sekund. Pravdépodobnosti pro

jednotlivé sméry tedy jsou:
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Pravdépodobnosti

Pravdépodobnosti

09

08

07

06

05

02

01

07

o
@

- Pribéhy pravdépodobnosti

Prib&hy jednotlivych pravdépodobnosti poctu aut sméru [1] v ase

se sttidanim Cervené a zelené barvy na semaforu

1- Pritbéhy pravdépodobnosti

=
=
T

=
=
T

S
<
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T ’;‘\d\’z‘\ ";’\ d\’;"
NI O A

Cas [sekundy]

Priib&hy jednotlivych pravdépodobnosti poctu aut sméru [2] v Case

se sttidanim Cervené a zelené barvy na semaforu

60



Pti riznych hodnotach doby trvani zelené v jednotlivych smérech, se také méni
pravdépodobnosti p, (t),p, (t),....px_, (t). Nyni tedy budeme chtit najit Casy t, a t, tak,
aby pocet automobilil v systému byl co mozna nejmens$i. Otazkou je, jak tento celkovy
podet aut minimalizovat. Budeme postupovat pies stiedni hodnoty. Ukolem bude

minimalizovat funkci f (stfedni pocet aut systému v obou smérech pii obou poslednich

pfepnutich signalizace), ktera ma predpis:

f:En P [(m—l)C+t]]+En P’ [(m—l)C+t1]+En P [mC]+En p: [mC],
n=0 n=0 n=0 n=0

smér[]] smér[Z] smér[l] smér[2]

kde C=t,+t, je délka jednoho cyklu v sekundach a m je pocet cykli, které chceme
modelovat. Napt. p. [(m—l)C+t]] je pravdépodobnost, ze v prvnim sméru je v &ase
(m—1)C+t, v systému n automobili.

Pro nalezeni minimalni hodnoty funkce f pouZijeme uzijeme v MATLABU ptikaz
fminsearch (viz. ptiloha 3.3). Vstupem tohoto algoritmu je opét A, aut za minutu, A, aut
za minutu, p aut za minutu, N, C v sekundach, jenz predstavuje délku cyklu (C=t, +t,)
a pocet cykll, po kterych chceme systém zkoumat. Vystupem je Cas t; (t,=C-t,),
pi1 kterém funkce f nabyva svého minima, neboli v systému je nejmensi stiedni pocet aut.

Zde je pro dané hodnoty vstupu A, =6, A, =9, p=30, N=100, C=60 a pocet
uvazovanych cykli je 5. Vystupem jsou cCasy t, =23.8473 sekund, t, =36.1527 sekund

a stfedni hodnota poctu aut v systému pii poslednich dvou piepnuti je 8.98457 (t;.

minimalni hodnota funkce f).
Je logické, ze pomér t,/t, je blizky poméru A, /A, . Vtomto pfipadé nebylo
potieba (z hlediska optimalniho nastaveni Casil) ani takto jednoduchy systém modelovat.

Tato kapitola slouZi pro ilustraci, ze postup lze pouzit na slozité&;si pripady.
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8.3. Kfizovatka typu T

Zde se bude konkrétné¢ jednat o jednu kiizovatku z Karviné, ve které je 8
obsluznych kanalu (viz. piiloha 4, projektova dokumentace). Ukol bude stejny, jako tomu
bylo v kapitole 8.2., tj. ukolem na této kiizovatce bude optimalné nastavit doby trvani
zelené na svételnych signalizacich v jednotlivych smérech tak, aby bylo v systému
(ktizovatce) co moznd nejméné automobilli. Budeme zde opét uzivat pojmy zavedené
v predchozich kapitolach.

My si tuto kfizovatku jesté trochu zjednoduSime. Misto 8 obsluzny kanald, jako
tomu je v projektové dokumentaci, budeme mit pouze 6 jedno obsluznych , viz. ndsledujici

obrazek:

kde L,P,S jsou oznaceni pro semafory.

Realna data, ktera mame k dispozici, nam uvadéji pocty aut, které vstoupi
(projedou né¢jakym cidlem dostatecné vzdaleném od sttedu kiizovatky) do ktizovatky za
dobu deseti minut. Jednotlivé desetiminutové intervaly jsou uvadény za cely jeden den a
téchto dnit mame celkem sedm (pondéli az nedé€le), tj. vkazdém sméru mame
6-24-7=1008 dat a celkem mame 6-1008 = 6048 dat. My ale tento pocet dat ponékud
zmenSime. Z pivodnich 10 minutovych intervalti udélame hodinové intervaly (viz. ptiloha
2). Tyto data si na zakladé¢ histogramii udavajicich hustotu provozu, uvedenych v ptiloze 1,

rozdélime dle ¢asu na Ctyfi Casti:
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5:00 — 14:00...“ranni provoz*,
14:00 — 17:00...“odpoledni provoz*,
17:00 — 21:00...“veCerni provoz* a
21:00 — 5:00...“provoz bez semaforu®.
Z uvedeného rozdéleni nds budou zajimat pouze prvni tii Casti, tj. Casti, ve kterych jsou
semafory zapnuty. PocCet vstupnich dat si jesté nakonec zmensime pomoci aritmetického
pruméru a to tak, Ze budeme mit béhem jednoho dne pouze tfi vstupy (za ranni provoz, za
odpoledni provoz a za vecerni provoz). Napf. ranni provoz ur¢ime jako soucet poctu aut,
které piijedou od 5:00 do 14:00 a vyd€lime poctem hodin, tj. 9 (viz. pfiloha 2). Takto
upravené prumerné pocty automobilit vstupujicich do kiizovatky v jednotlivych smérech
v prubéhu jedné hodiny oznac¢ime A,,A,,...,A,.
Nejprve je potieba zvolit vhodné potradi, vjakém se budou svételnd zatizeni
rozsveécovat a nasledné pak optimalné nastavit délky jednotlivych ¢asovych intervala, kdy
bude svitit zelena. Dle dvou moznych situaci, jak budou svételna zatizeni na kiizovatce

rozsveécovana, rozdélime feSeni prikladu na dve casti

8.3.1. Kfizovatka typu T, situace 1

Prvni moZné nastaveni zelené barvy pro sméry 1 az 6 nasledujici, kde t, je doba po
kterou sviti zelena na semaforu P, t, je doba po kterou sviti zelena na semaforu S a t; je

doba, po kterou sviti zelena na semaforu L:

AN |WIN |-

Optimaliza¢ni algoritmus (pfiloha 3.4) zde je znatn€ podobny optimaliza¢nimu

algoritmu z kapitoly 8.2.. Bude se liSit hlavné tim, Ze misto 2 nastavovanych ¢ast budeme
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mit Casy 3 a misto 2 vstupil zde bude vstupt 6. Vysledné Casy pii délce jednoho cyklu 60
sekund jsou pro pondé€lni ranni provoz:

t, =24.2393, t, =15.4097 a t; =20.3510 se stfednim poctem automobilii po poslednich
ttech pfepnutich 28.1686.

Pro ostatni rozd¢€leni by se postupovalo obdobnég, jen by se ménily vstupni hodnoty
a mohly by se pfipadné ménit doby jednoho cyklu. Kdybychom napt. chtéli navazovat
v pondélnim odpolednim provozu na ranni provoz, je vhodné v algoritmu zménit pocatecni

pravdépodobnost na pravdépodobnost, kterou skoncil ranni provoz.

8.3.2. Kfizovatka typu T, situace 2

Druhé mozné nastaveni zelené barvy je pro sméry 1 az 6 nasledujici:

| |WIN |-

Optimaliza¢ni algoritmus (pfiloha 3.5) je zde znan€ podobny optimaliza¢nimu
algoritmu z kapitoly 8.3.1. LiSi se pouze nastavenim, kdy budou auta v jednotlivych
smérech obsluhovany a kdy budou stat. Vysledné casy pii délce jednoho cyklu 60 sekund
jsou pro pond€lni ranni provoz:

t, =33.1855, t, =15.1373 a t, =11.6772 se stfednim poctem automobilii po poslednich

ttech pfepnutich 21.3437. Porovname-li tento stfedni pocet automobild se stfednim poctem
automobill z kapitoly 8.3.1. zjistime, ze nastaveni potfadi zelenych barev je diky niz§imu

sttednimu poctu automobill na kiizovatce vhodné;jsi z této kapitoly:
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Porovnani situace 1 a 2 za pondéli

(délka cyklu je vSude 60 sekund)

situace 1 t1 t ts stfedni pocty aut
ranni provoz v pondéli 24,2393 | 15,4097 | 20,3510 28,1686
odpoledni provoz v pondéli | 20,9079 | 14,7035 | 24,3886 41,4168
vecerni provoz v pondéli 21,4795 | 13,0419 | 25,4786 16,7377
situace 2 t1 t ts stfedni pocty aut
ranni provoz v pondéli 33,1855 | 15,1373 | 11,6772 21,3437
odpoledni provoz v pondéli | 32,0743 | 16,1332 | 11,7925 29,4238
vecerni provoz v pondéli 39,7749 | 11,5130 | 8,7121 12,0404

Zavérem lze tedy fici, ze je vhodngjsi tuto kiizovatku modelovat druhym zptsobem,

jelikoz stifedni poCty aut v systému jsou mensi.

8.4. Na zaver prikladu

V ptedchozich ptikladech byl pocate¢ni vektor pravdépodobnosti stanoven jako
vektor pravdépodobnosti Poissonova rozdé€leni s parametrem A. Dlvodem tomu bylo to,
abychom co mozna nejlépe vystihly ptedpoklady systému (pocty vstupli a obslouzenych
aut za urcity okamzik odpovidaji Poissonové rozdéleni) a aby se ndm systém co mozna
nejrychleji stabilizoval. Se stabilizaci souvisi také pocet cykld, které jsme modelovali. Zde
jsme piredpokladali, ze se systém stabilizuje zhruba po 10 cyklech, ale pro pfesnéjsi
vypocty je v nékterych situacich 1 vhodné pocet cykla zvysit.

Pro optimalni nastaveni svételnych signalizaci lze pouZzivat i jiné minimaliza¢ni
funkce nez tomu bylo zde (funkce f ). Minimalizaci je mozno také provadét napf.
prostfednictvim néjaké funkce, kterd nam vyjadiuje stfedni dobu cekani automobilu
v systému.

V praxi se k nastaveni svételnych signalizaci, které bylo zde uvedeno, pfistupuje
jen zfidka. V praxi je optimalizanich metod nékolik v riznych variantach a jejich pouziti
vzdy zavisi na stavebné technickych podminkach konkrétni kiizovatky a dalSich

okrajovych podminkach (tteba koordinace).
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Zaver

Diplomova préace je zaméfena nejen na obecnou teorii modeld hromadné obsluhy,
ale 1 na praktické vyuZiti teorie v praxi.

Samoziejmé zde neni celd problematika uvedena, jelikoZ jeji obsah je velice Siroky.
V praxi se vyskytuje 1 fada dalSich systému, nez jsou pouze systémy exponencialni (napf.
systémy s Gama rozdélenim, Erlangovym rozdélenim, Gaussovym normalnim rozdélenim
¢1 Rayleighovym rozdélenim). DileZité postaveni v teorii hromadné obsluhy maji také
simulacni modely.

V zévérecéné kapitole je uvedeno, jak by se optimalné€ nastavily svételné signalizace
na kiizovatce typu T s vyuzitim modelu hromadné obsluhy M/M/1, aby se na této
kfizovatce tvofily co mozna nejmensi kolony. V praxi se samoziejmé vyskytuji také
slozit¢js$i kiizovatky, které mohou mit 1 vice obsluznych kandli v jednom sméru.
V takovémto piipadé¢ by se mohl misto modelu M/M/1 pouzit model M/M/m,

tedy exponencialni model s paralelni obsluhou.
Text byl pfipraven pomoci pocitacového softwaru Microsofi® Word 2007

a MathType Version 6.0. Na tvorbu obrazku byl pouzit software MATLAB® 7.0
a Microsoft® Malovani. Pro slozit€j$i vypocty byl pouzit také MATLAB® 7.0.
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Pfilohy

Priloha 1
Histogramy — pocty vstupujicich aut béhem 24 hodin za jeden tyden:
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Priloha 2

Pocty aut vstupujicich do kiizovatky béhem hodiny za jeden tyden

Smér 1
Pondéli | Utery | Stieda | Ctvrtek | Patek | Sobota | Nedéle
0:00- 1:00 6 17 11 17 13 25 26
1:00- 2:00 8 8 11 14 15 18 22
2:00 - 3:00 11 7 20 22 17 17 24
3:00 - 4:00 38 25 39 39 41 33 24
4:00 - 5:00 327 275 274 286 261 171 112
5:00 - 6:00 392 365 | 378 349 356 108 81
6:00 - 7:00 452 438 | 401 398 402 139 95
7:00 - 8:00 404 397 | 357 352 349 206 123
8:00 - 9:00 398 352 | 376 366 372 242 135
9:00-10:00 | 361 357 | 375 355 350 314 190
10:00-11:00| 394 391 | 419 412 423 324 227
11:.00-12:00, 359 335 | 356 334 352 308 197
12:00-13:00, 381 315 | 374 371 385 316 205
13:00- 14:00| 378 369 | 411 398 357 294 265
14.00 - 15:00| 417 388 | 422 400 416 316 290
15:00 - 16:00| 433 385 | 452 419 413 251 330
16:00-17:00| 454 426 | 449 440 442 374 360
17:00 - 18:00f 330 342 | 338 319 345 278 284
18:00-19:00, 241 245 243 247 254 256 245
19:00 - 20:00, 177 152 197 178 179 171 185
20:00 - 21:00| 146 136 139 143 167 136 126
21:00-22:00| 108 100 109 115 114 78 77
22:00 - 23:00| 108 99 111 103 111 94 77
23:00 - 0:00 19 26 26 20 40 33 14
Smér 1 primérné vstupy za hodinu
Pondéli | Utery | Stfeda | Ctvrtek | Patek | Sobota | Nedéle

5:00-14:00 391,0 368,8 383,0 370,6 371,8 250,1 168,7

14.00-17:00| 434,7 399,7 441,0 419,7 423,7 313,7 326,7

17:00 - 21:00| 223,5 218,8 229,3 221,8 236,3 210,3 210,0
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Smér 2

Pondéli | Utery | Stieda | Ctvrtek | Patek | Sobota | Nedéle
0:00- 1:00 4 6 8 10 13 35 27
1:00- 2:00 4 5 9 9 15 35 20
2:00 - 3:00 14 25 20 23 17 41 15
3:00 - 4:00 5 3 4 6 5 16 7
4:00 - 5:00 34 27 30 28 30 46 16
5:00 - 6:00 92 82 94 93 94 57 22
6:00 - 7:00 179 187 152 152 146 57 22
7:00 - 8:00 187 190 143 158 149 74 32
8:00 - 9:00 226 200 | 210 160 183 99 60
9:00-10:00 | 246 208 | 242 195 192 146 87
10:00- 11:00| 220 178 181 206 229 169 123
11:.00-12:00| 218 202 220 209 188 173 114
12:00- 13:00| 226 173 210 209 198 141 119
13:00- 14:00| 259 196 | 247 193 200 134 112
14.00 - 15:00, 303 272 292 252 256 175 173
15:00 - 16:00| 268 231 252 254 289 133 155
16:00-17:00f 260 215 239 222 216 138 184
17.00 - 18:00, 217 192 233 200 191 158 152
18:00-19:00f 194 169 157 167 152 152 147
19:00-20:00f 130 131 143 114 140 121 105
20:00 - 21:00| 104 102 113 110 120 94 89
21:00-22:00 54 63 80 79 63 52 47
22:00-23:00f 65 50 48 60 76 48 34
23:00 - 0:00 12 23 29 27 43 30 16
Smér 2 primérné vstupy za hodinu
Pondéli | Utery | Stieda | Ctvrtek | Patek | Sobota | Nedéle
5:00-14:00 | 205,4 |179,6| 188,8 | 175,0 |175,4| 116,7 76,8
14.00-17:00( 277,0 |239,3|261,0 | 242,7 | 253,7 | 148,7 | 170,7
17.00-21:00| 161,3 |148,5| 161,5 | 147,8 |150,8| 131,3 | 123,3
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Smér 3

Pondéli | Utery |Stieda | Ctvrtek | Patek | Sobota | Nedéle
0:00- 1:00 9 6 17 18 15 40 50
1:00- 2:00 6 8 15 16 19 37 39
2:00 - 3:00 7 8 13 13 12 32 22
3:00 - 4:00 18 8 16 14 12 27 30
4:00 - 5:00 112 86 86 94 90 96 55
5:00 - 6:00 124 134 117 128 116 62 42
6:00 - 7:00 158 169 151 155 155 69 52
7:00 - 8:00 214 222 174 169 168 88 45
8:00 - 9:00 237 201 205 178 202 136 76
9:00-10:00 | 266 226 | 263 226 240 185 100
10:00-11:00f 300 244 | 283 259 228 167 117
11:00-12:00, 259 191 229 197 245 160 153
12:00-13:00| 242 208 | 240 200 206 142 119
13:00- 14:00, 251 215 200 170 210 120 128
14.00 - 15:00|, 327 253 251 277 277 178 182
15:.00- 16:00| 274 264 | 268 254 262 149 147
16:00-17:00| 256 206 | 247 217 219 137 154
17:00 - 18:00, 197 199 219 182 183 135 144
18:00-19:00| 160 148 126 141 160 143 133
19:00-20:00, 111 108 117 111 127 106 84
20:00 - 21:00f 88 97 99 109 129 88 88
21:00-22:00f 74 77 86 67 71 58 47
22:00-23:00f 65 63 68 74 81 50 41
23:00 - 0:00 17 26 27 27 37 58 29
Smér 3 primérné vstupy za hodinu
Pondéli | Utery | Stieda | Ctvrtek | Patek | Sobota | Nedéle
5:00-14:00 | 227,9 (201,1| 206,9 | 186,9 |196,7 | 125,4 92,4
14.00-17:00| 285,7 |241,0| 255,3 | 249,3 |252,7| 154,7 | 161,0
17:.00-21:00 139,0 |138,0| 140,3 | 135,8 [149,8| 118,0 | 112,3
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Smér 4

Pondéli | Utery |Stieda | Ctvrtek | Patek | Sobota | Nedéle
0:00- 1:00 4 2 5 6 7 12 15
1:00- 2:00 3 3 6 8 4 14 9
2:00 - 3:00 2 6 3 4 3 14 6
3:00 - 4:00 10 5 6 10 10 13 13
4:00 - 5:00 109 81 82 99 84 59 30
5:00 - 6:00 105 118 98 98 87 37 18
6:00 - 7:00 120 109 90 90 92 32 22
7:00 - 8:00 136 108 108 121 107 52 26
8:00 - 9:00 147 129 123 132 117 61 39
9:00 - 10:00 156 138 165 142 140 74 61
10:00- 11:00, 173 130 148 142 142 83 61
11:.00-12:00| 124 120 147 119 108 74 47
12:00-13:00, 119 118 111 128 109 73 54
13:.00- 14:00, 141 110 117 136 113 78 52
14.00 - 15:00| 165 133 153 128 128 72 75
15:.00- 16:00|, 161 135 162 132 103 64 68
16:00-17:00, 125 103 146 117 116 81 72
17.00 - 18:00f 87 69 93 67 83 63 81
18:00-19:00, 54 51 57 61 68 55 47
19:00-20:00{ 35 34 58 41 39 33 31
20:00 - 21:00f 33 37 42 44 54 29 45
21:00-22:00f 40 22 32 28 37 21 18
22:00 - 23:00 22 27 28 24 28 25 11
23:00 - 0:00 6 8 10 8 11 11 7
Smér 4 praimérné vstupy za hodinu
Pondéli | Utery | Stieda | Ctvrtek | Patek | Sobota | Nedéle
5:00-14:00 | 135,7 |120,0| 123,0 | 123,1 |112,8| 62,7 42,2
14.00-17:00| 150,3 |123,7| 153,7 | 125,7 |115,7| 72,3 71,7
17.00-21:00f 52,3 | 47,8 | 62,5 53,3 | 61,0 | 45,0 51,0
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Smér 5

Pondéli | Utery |Stieda | Ctvrtek | Patek | Sobota | Nedéle
0:00- 1:00 2 3 4 5 3 19 13
1:00- 2:00 8 7 9 10 7 12 10
2:00 - 3:00 10 13 23 22 14 17 11
3:00 - 4:00 5 1 2 3 3 8 6
4:00 - 5:00 11 9 9 13 8 10 5
5:00 - 6:00 59 51 51 61 65 35 25
6:00 - 7:00 165 125 119 124 107 43 24
7:00 - 8:00 153 139 107 99 105 36 18
8:00 - 9:00 146 157 149 124 140 75 32
9:00 - 10:00 161 138 134 139 134 60 27
10:00- 11:00| 155 125 159 123 131 63 46
11:00-12:00| 142 111 135 139 112 76 61
12:00-13:00, 139 117 127 116 126 69 71
13:00- 14:00| 225 130 162 135 168 87 69
14.00 - 15:00| 229 232 231 229 215 92 74
15:00- 16:00, 185 119 150 141 157 65 69
16:00-17:00, 133 132 173 121 121 56 64
17:00 - 18:00, 132 103 125 113 90 86 71
18:00 - 19:00f 87 66 80 78 87 63 60
19:00-20:00{ 53 69 68 57 69 62 53
20:00 - 21:00| 64 51 45 55 50 52 25
21:00 - 22:00 25 33 40 53 48 34 29
22:00 - 23:00f 32 40 33 34 41 25 22
23:00 - 0:00 8 13 8 13 21 14 6
Smér 5 primérné vstupy za hodinu
Pondéli | Utery | Stieda | Ctvrtek | Patek | Sobota | Nedéle
5:00-14:00 | 149,4 |121,4| 127,0| 117,8 |{120,9| 60,4 41,4
14.00-17:00| 182,3 |161,0| 184,7 | 163,7 (164,3| 71,0 69,0
17:.00-21:00f 84,0 | 72,3 | 79,5 75,8 | 74,0 | 65,8 52,3
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Smér 6

Pondéli | Utery | Stieda | Ctvrtek | Patek | Sobota | Nedéle
0:00- 1:00 10 18 15 14 14 38 29
1:00- 2:00 21 8 23 23 25 65 34
2:00 - 3:00 27 52 67 65 51 53 30
3:00 - 4:00 10 10 10 22 12 7 21
4:00 - 5:00 61 41 43 47 37 29 23
5:00 - 6:00 154 130 126 130 138 91 41
6:00 - 7:00 289 288 | 253 273 279 110 75
7:00 - 8:00 335 319 | 314 278 291 144 97
8:00 - 9:00 333 348 | 377 388 348 249 133
9:00-10:00 | 335 327 | 379 301 328 265 153
10:00- 11:00, 305 310 | 337 332 330 251 170
11:.00-12:00| 328 311 | 347 313 340 307 214
12:00-13:00, 319 290 | 323 302 320 290 194
13:00- 14:00| 411 351 | 385 385 392 306 264
14.00 - 15:00, 613 625 | 626 603 626 390 337
15:00 - 16:00| 499 467 | 503 494 455 264 286
16:00-17:00| 440 408 | 429 442 412 258 241
17:00 - 18:00| 359 407 | 414 365 370 275 281
18:00- 19:00| 267 261 284 277 293 263 202
19:00-20:00, 199 207 207 216 228 208 215
20:00 - 21:00] 173 188 187 168 178 134 134
21:00-22:00| 114 125 120 133 118 80 76
22:00-23:00] 113 89 99 109 125 77 35
23:00 - 0:00 33 42 33 29 41 31 19
Smér 6 primérné vstupy za hodinu
Pondéli | Utery | Stieda | Ctvrtek | Patek | Sobota | Nedéle
5:00-14:00 | 312,1 |297,1| 315,7 | 300,2 |307,3| 223,7 | 149,0
14.00-17:00| 517,3 |500,0| 519,3 | 513,0 (497,7| 304,0 | 288,0
17:00-21:00| 249,5 |265,8|273,0 | 256,5 |267,3| 220,0 | 208,0
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Priloha 3

Priloha 3.1

Definovani soustavy (*) a matice A:
function vysl = matl(t,p,l,m)
lam = 1; mu = m; N = length(p);
mat = diag(-(lam+mu)*ones(1,N),0) + diag(mu*ones(1,N-1),1) + diag(lam*ones(1,N-1),-1);
mat(1,1)=-lam;
vysl = mat*p;
Prikazy na kresleni obrazkii zde nejsou uvadeny...
vstupy: prumérny pocet vstupujicich aut do systému za minutu, primeérnd obsluha aut za minutu; ¢as po
ktery sviti zelend, cas po ktery sviti cervend:
lam = 20; mu = 40; t1 = 40; t2 = 20;
prevody na sekundy:
lam = lam/60; mu = mu/60;
maximalni uvazovany pocet automobilii v systemu.:
N = 100; % velikost matice
x =0:1:N-1;
pocatecni vektor pravdepodobnosti Poissonova rozdeleni s parametrem lambda (lam)

p0 = poisspdf(x,lam);

pres cykly krizovatky:
for krok = 0:1:4 ¢. pres cykly krizovatky
cas = krok*(t1+t2);
Feseni diferencialni rovnice matl v ¢asech cas a cas+tl s pocatecni pravdepodobnosti p0, kdyz sviti zelena,
vysledkem je vektor ¢asit T a matice pravdépodobnosti P v téchto casech (matice typu pocet casii krat pocet
pravdépodobnosti)
[T P] = oded45(@(t,p) matl(t,p,lam,mu),[cas,cas+t1],p0);
vezmu posledni Fadek pravdépodobnosti z matice P (1j. v case cas+tl)
[m,n] = size(P);
pl =P(m,:);
reSeni diferencialni rovnice matl v ¢asech cas+tl a cas+tl+t2 s pocatecni pravdépodobnosti pl, kdyz sviti
Cerveba; vysledkem je vektor casit Tl a matice pravdepodobnosti P1 v téchto casech (matice typu pocet casti
krat pocet pravdépodobnosti)
[T1 P1] = oded45(@(t,p) matl(t,p,lam,0),[castt],castt]1+t2],pl);
vezmu posledni radek pravdépodobnosti z matice Pl (tj. v Case cas+tl+t2)
[m,n] = size(P1);
p0=PIl(m,:);
end

Opakuje na zakladé poctu cyklii, které chceme namodelovat.
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Priloha 3.2
Funkce dostane jeden argument t1, druhy se dopocita jako C—tl, kde C je doba cyklu v sekundach; tl je

doba po kterou sviti zelend ve smeru 1 a t2 je doba po kterou sviti zelena ve sméru 2, vysledkem bude stredni
hodnota poctu aut v systemu po jistéem poctu cykli semaforu. Je zde o jeden vstup vice (lam2). Prikazy na
kresleni obrazkii zde nejsou uvadeny...

Vstupem funkce cekani je cas t1, cas t2 se dopocita do cyklu C

function vysl = cekani(t)

C=060; tl =t; t2 = C-t;

vstupy poctii aut za sekundu jsou:

lam1 = 6/60; lam2 = 9/60;

intenzita vstupu poctu aut za sekundu je pro oba sméry stejna:

mu = 30/60;
pocet pravdeépodobnosti, které budu modelovat, resp. maximalni mozny pocet aut v systému, pocet cyklii,
které chci namodelovat

N =100; cyklu = 4; x =0:1:N-1;

vektory pocatecnich rozdéleni pravdepodobnosti Poissonova rozdéleni sparamterem laml pro smer 1 a
parametrem 2 pro smer 2:

pO1 = poisspdfix,lam1); p02 = poisspdfix,lam?2);

Pres cykly krizovatky :

for krok = 0:1:cyklu

zacatek aktudlniho cyklu:

cas = krok*(t1+t2);
Smer 1 ma zelenou a smer 2 ma Cervenou, opet resime diferencialni rovnice v jednotlivych casech;

vysledkem je vektor ¢asit T matice P pravdépodobnosti poctu aut v systému v casech T

[T1 P1] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam1,mu),[cas,cas+t1],p01); smerl

[T2 P2] = ode45(@(t,p) matl(t,p,lam2,0),[cas,cas+t1],p02); smer2
Posledni radek matice Pl, tj. jednotlivé pravdépodobnosti poctit aut v prvnim sméru (celkem jich je N) v case
cas+tl

[m,n] = size(P1); pll=Pl(m,);

Posledni radek matice P2, tj. jednotlivé pravdépodobnosti poctii aut v druhém sméru (celkem jich je N)
v case cas+tl

[m,n] = size(P2); p12 =P2(m,:);
Soucet vsech pravdépodobnosti pocti aut v systému by mél byt zhruba 1, pokud tomu tak neni je potreba
zvysit N

if sum(p11)<.999

error('ve smeru 1 mizi auta')
end
if sum(p12)<.999

error('ve smeru 2 mizi auta')
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end
Smer 2 ma zelenou a smer 1 ma cervenou, opét resime diferencidalni rovnice v jednotlivych casech,
vysledkem je vektor ¢asit T matice P pravdépodobnosti poctu aut v systému v c¢asech T

[T1 P1] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam1,0),[cas+tl,cas+t1+t2],p11); smerl

[T2 P2] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam2,mu),[cas+t],castt1+t2],p12); smer2
Posledni radek matice P1, tj. jednotlivé pravdépodobnosti poctii aut v prvnim sméru (celkem jich je N) v case
cas+tl+t2

[m,n] = size(P1); p01 =P1(m,:);
Posledni radek matice P2, tj. jednotlivé pravdépodobnosti poctii aut druhém sméru (celkem jich je N) v case
cas+tl+t2

[m,n] = size(P2); p02 = P2(m,:);

if sum(p01)<.999

error('ve smeru 1 mizi auta')
end
if sum(p02)<.999
error('ve smeru 2 mizi auta')

end
end
Stredni hodnoty poctit aut v systemu v dobach dvou poslednich prepnuti signalizace
vysll = sum(x.*p01) + sum(x.*p02);
vysl2 = sum(x.*p11) + sum(x.*p12);
vysl = vysll + vysl2;

Ptiloha 3.3

Pro nalezeni optimalnich dob trvani zelené v jednotlivych smerech prikazem fminsearch:
Nastaveni (nechame vypisovat jednotlive iterace; ukoncovact kritérium je 0.0001):
options = optimset('TolX",0.0001, display ", iter')

Pocatecni nastaveni tl je na 20 sekund (12 = C-tl):

X = fminsearch(@(t) cekani(t),[20],options)

Priloha 3.4

Funkce dostane dva argumenty tl a t2, tieti se dopocita jako t3=C — tl — 2, kde C je doba cyklu v sekunddch;
t1 je doba po kterou sviti zelena na semaforu P (v ostatnich semaforech sviti cervena) t2 je doba po kterou
sviti zelena na semaforu S (v ostatnich semaforech sviti ¢ervena) a t3 je doba po kterou sviti zelena na
semaforu L (v ostatnich semaforech sviti cervenda), vysledkem bude stiedni hodnota poctu aut v systému po
Jistém poctu cyklit semaforu. Mame zde celkem 6 smerii charakterizujici pocty aut vstupujicich do systému
(lam1 az lam6). Ukolem je najit casy t1, t2 a t3 aby byl stiedni pocet aut v systému v poslednich tiech

prepnuti signalizace nejmensi.
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function vysl = cekanil(t)

C=60; tl =t(1); 12 =1(2); t3 = C-t1-12;

Vstupy jsou pocty vstupujicich automobilii za hodinu (ndsledné se deli 3600, aby se prevedly na vstupy za
sekundu), intenzita vstupu pro viechny smeéry stejna (je nasledné také prevedena na pocty obslouzenych aut
za sekundu):

lam1 = 391/3600; lam2 =205/3600; lam3 =228/3600; lam4 = 136/3600; lam5 = 149/3600;

lam6 = 312/3600; mu = 30/60;

N = 100; % velikost matice

cyklu = 10;

x =0:1:N-1;

Pocatecnich vektorii pravdépodobnosti je zde 6 (mame 6 smerit)

p01 = poisspdfi(x,lam1); p02 = poisspdf(x,lam2); p03 = poisspdf(x,lam3); p04 = poisspdf(x,lam4);

p05 = poisspdf(x,lam5); p06 = poisspdf(x,lam6);

for krok = 0:1:cyklu % pres cykly krizovatky
cas = krok*C; % zacatek aktualniho cyklu

Zde mame celkem 6 diferencidlnich rovnic (6 sméri); v této situaci sviti na semaforu P zelend a na ostatnich

Cervend:
[T1 P1] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam1,mu),[cas,cas+t1],p01); smerl
[T2 P2] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam2,mu),[cas,cas+t1],p02); smer2
[T3 P3] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam3,0),[cas,cas+t1],p03); smer3
[T4 P4] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam4,0),[cas,cas+t1],p04); smerd
[T5 P5] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam5,0),[cas,cas+t1],p05); smers
[T6 P6] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam6,0),[cas,cas+t1],p06); smer6
[m,n] = size(P1); pll="Pl(m,:); finalni stav smerl
[m,n] = size(P2); p12 = P2(m,:); finalni stav smer2
[m,n] = size(P3); p13 = P3(m,:); finalni stav smer3
[m,n] = size(P4); p14 = P4(m,:); finalni stav smer4
[m,n] = size(P5); p15 = P5(m,:); finalni stav smer5
[m,n] = size(P6); p16 = P6(m,:); finalni stav smer6

Oveéreni, zda soucet pravdépodobnosti je 1:
if sum(p11+p12+p13+pl4+pl5+p16)<6*.999
error(‘'nekde mizi auta')
end
6 diferencialnich rovnic (6 smeri), v této situaci sviti na semaforu S zelena a na ostatnich cervena:
[T1 P1] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam1,0),[cas+tl,cas+t1+t2],p11); smerl
[T2 P2] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam2,0),[cas+tl,cas+t1+t2],p12); smer2
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[T3 P3] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam3,mu),[cas+t],castt1+t2],p13); smer3

[T4 P4] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam4,mu),[cas+t],castt1+t2],p14); smerd
[T5 P5] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam5,0),[cas+tl,cast+t1+t2],p15); smers
[T6 P6] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam6,0),[cas+tl,cast+t1+t2],p16); smer6

[m,n] = size(P1); p21 = P1(m,:);
[m,n] = size(P2); p22 = P2(m,:);
[m,n] = size(P3); p23 = P3(m,:);
[m,n] = size(P4); p24 = P4(m,:);
[m,n] = size(P5); p25 = P5(m,:);
[m,n] = size(P6); p26 = P6(m,:);
if sum(p21+p22+p23+p24+p25+p26)<6*.999

findlni stav smerl
finalni stav smer2
findlni stav smer3
finalni stav smer4
finalni stav smer5

finalni stav smer6

error('nekde mizi auta')
end

6 diferencialnich rovnic (6 smérit); v této situaci sviti na semaforu L zelend a na ostatnich cervena:

[T1 P1] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam1,0),[casttl+t2,cas+C],p21); smerl
[T2 P2] = ode45(@(t,p) matl(t,p,lam2,0),[cast+t1+t2,cas+C],p22); smer2
[T3 P3] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam3,0),[cast+t1+t2,cas+C],p23); smer3
[T4 P4] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam4,0),[castt1+t2,cast+C],p24); smerd
[T5 P5] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam5,mu),[castt1+t2,cas+C],p25); smerd
[T6 P6] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam6,mu),[cas+t1+t2,cas+C],p26); smer6

[m,n] = size(P1); p01 = P1(m,:);
[m,n] = size(P2); p02 = P2(m,:);
[m,n] = size(P3); p03 = P3(m,:);
[m,n] = size(P4); p04 = P4(m,:);
[m,n] = size(P5); p05 = P5(m,:);
[m,n] = size(P6); p06 = P6(m,:);

findalni stav smerl
finalni stav smer2
findlni stav smer3
finalni stav smer4
finalni stav smerd

finalni stav smer6

if sum(p01+p02+p03+p04+p05+p06)<6*.999
error('nekde mizi auta')

end
end
Vypocet stredni hodnoty poctii aut v jednotlivych trech smérech v poslednich trech prepnutich svételné
signalizace
vysll = sum(x.*p01) + sum(x.*p02) + sum(x.*p03) + sum(x.*p04)+ sum(x.*p05)+ sum(x.*p06);
vysl2 = sum(x.*p11) + sum(x.*p12) + sum(x.*p13) + sum(x.*p14)+ sum(x.*p15)+ sum(x.*p16);
vysl3 = sum(x.*p21) + sum(x.*p22) + sum(X.*p23) + sum(x.*p24)+ sum(x.*p25)+ sum(x.*p26);
vysl = vysll + vysl2 + vysl3;

Pro nalezeni optimalnich dob trvani zelené v jednotlivych smerech prikazem fminsearch:

options = optimset('TolX",0.0001, display’, iter')



Pocatecni nastaveni tl i t2je na 20 sekund (t3 = C-t1-t2):
x = fminsearch(@(t) cekani(t),[20 20],options)

Priloha 3.5

Tento algoritmus je stejny jako v priloze 3.4, akorat se zde méni nastaveni, kdy budou svitit na jednotlivych

semaforech zelené barvy, tj. zmena je v nasledujicim:

6 diferencialnich rovnic (6 smeri); v této situaci sviti zelena ve sméru 1,2 a 6:

[T1 P1] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam1,mu),[cas,cas+t1],p01); smerl
[T2 P2] = oded45(@(t,p) matl(t,p,]Jam2,mu),[cas,cas+t1],p02); smer2
[T3 P3] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam3,0),[cas,cas+t1],p03); smer3
[T4 P4] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam4,0),[cas,cas+t1],p04); smerd
[T5 P5] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam5,0),[cas,cas+t1],p05); smers
[T6 P6] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam6,mu),[cas,cas+t1],p06); smer6

6 diferencialnich rovnic (6 smeri); v této situaci sviti zelena ve smérech 2,3 a 4:

[T1 P1] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam1,0),[cas+tl,cas+t1+t2],p11);
[T2 P2] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam2,mu),[cas+t],castt1+t2],p12);
[T3 P3] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam3,mu),[cas+t],castt1+t2],p13);
[T4 P4] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam4,mu),[cas+t],castt1+t2],p14);
[T5 P5] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam5,0),[cas+tl,cast+t1+t2],p15);
[T6 P6] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam6,0),[cas+tl,cas+t1+t2],p16);

6 diferencialnich rovnic (6 smeér); v této situaci sviti zelenda ve smérech 4 a 5:
[T1 P1] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam1,0),[casttl+t2,cas+C],p21);
[T2 P2] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam2,0),[cast+t1+t2,cas+C],p22);
[T3 P3] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam3,0),[cast+t1+t2,cas+C],p23);
[T4 P4] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam4,mu),[cas+t1+t2,cas+C],p24);
[T5 P5] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam5,mu),[cas+t1+t2,cas+C],p25);
[T6 P6] = oded5(@(t,p) matl(t,p,lam6,0),[cas+tl1+t2,cast+C],p26);

smerl
smer2
smer3
smerd
smers

smer6

smerl
smer2
smer3
smerd
smers

smer6
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Priloha 4
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