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Pouzité znaceni a symboly

A, «, ... matice typu m x n,
p.d. ... pozitivné definitni,
p.s.d. ... pozitivné semidefinitni,
0 ... nulova matice,

o ... nulovy vektor,

I ... jednotkova matice,

h(A) ... hodnost matice A,

det(A) ... determinant matice A,

Tr(A) =" a; ...stopa matice A,

R™ ... n-rozmérny linearni vektorovy prostor,

x|y = V&'Nz ... norma (seminorma) vektoru x, N je p.s. (p.s.d.),

M(A) ={Azx :x € R"} ... sloupcovy prostor matice A,

Ker(A) = {x:x € R", Az = o} ... nulovy prostor (jadro) matice A,

{A}M ... prvek matice A v i-tém rfadku a j-tém sloupci,

PY = A(A'WA)” A'W ... projekéni matice na prostor M(A)
v seminormé W, W je p.s.d.,

MY =1-PY,

Pa ... projektor na prostor M(A) v Eukleidovské normé,

My =1 — Py,

A~ ... zobecnénd inverzni matice (g-inverze) k matici A,

A ) --- minimdlnf inverzni matice (g-inverze) k matici A
vzhledem k N-seminormé, N je p.s.d.,

AT ... Mooreova—Penroseova g-inverze matice A,

Y ... ndhodny vektor,



Pouzité znaceni a symboly

E(Y) ... stfedni hodnota ndhodného vektoru Y,
var(Y) ... varianéni matice nahodného vektoru Y,
Y ~, (@, %) ... n-rozmérny ndhodny vektor,
ktery méa stfedni hodnotu g a varianéni matici 33,
Y ~ N, (@, X) ... normalné rozdéleny n-rozmérny nahodny vektor
se stfedni hodnotou p a varian¢ni matici 3,
xX2(0) ... ndhodna veli¢ina s centralnim y? rozdélenim s n stupni volnosti,
X2(0) ... ndhodn4 veli¢ina s necentralnim x? rozdélenim s n stupni volnosti a
parametrem necentrality 9,
X2(0;1 —a) ... (1 — a)-kvantil centralniho y? rozdéleni s n stupni volnosti,
B* ... t¥ida borelovskych mnozin v prostoru R¥,
Fo.n ... ndhodna veli¢ina s I’ rozdélenim s m, n stupni volnosti,

Fon(l—a) ... (1 —«a)-kvantil F' rozdéleni s m,n stupni volnosti.



Kapitola 1

Motivace, soucasny stav poznani

Jako motivace této prace poslouzily dva problémy z medicinské praxe. Prvni
problém se tyka pokusu predpovédét velikost prutoku krve aortokoronarnim by-
passem po povoleni svorky na aorté (pusobeni kompetitivniho pritoku). Druhy
problém je z oblasti modelovani fyziologickych procesii, konkrétné modelovani
prutoku krve jatry.

Zatimco pro predpovéd velikosti prutoku krve aortokorondrnim Stépem pri
operacich bypassu lze aplikovat statisticky model primo, u druhého problému je
zapotiebi nejprve vytvorit model samotného systému.

1.1 Modelovani biologickych systému

Modelovani je soubor aktivit vedoucich k vyvoji matematického modelu, ktery
reprezentuje strukturu a chovani realného systému. Model je zjednodusSeny abs-
traktni popis redlného objektu. V pripadé biologickych systémii se jedna vétsinou
o model s neznamou strukturou, kdy analyzou experimentalnich dat vytvarime
vlastné hypotézu o struktufe systému — tzv. inverzni problém, [13].

Cilem modelovani neni zkonstruovat matematicky, resp. pocitacovy ekviva-
lent realného systému, ale vytvorit nastroj, s jehoz pomoci pochopime chovani
realnych systémut. Mezi cile modelovani biologickych systémi tedy patii zejména:

e stanoveni vazeb mezi jednotlivymi soucastmi systému, pokud je nam tato
informace neznama,

e odhad parametra systému, které lze pouzit napt. pro diagnostické ucely,

e predikce chovani systému, tj. simulovani odezvy na rtizné vstupy a parame-
try systému, které by bylo v pripadé pouziti redlnych objekti drahé, casoveé
naroc¢né nebo neetické.

Systém je usporadani urcitych komponent, vzajemné propojenych v celek.
Jeho struktura je tedy dana mnozinou vsech vazeb mezi prvky a rtiznymi pod-
systémy daného systému. Stavem systému rozumime souhrn presné definovanych

7
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podminek nebo vlastnosti systému, které lze v daném casovém okamziku roz-
poznat. Stav systému v Case t je reprezentovan stavovym vektorem x(t) € X,
kde x;, 2 = 1,2,...,n jsou stavové veliciny a X stavovy prostor vSsech moznych
hodnot stavovych veli¢in.

Mezi zékladni vlastnosti biologickych systému patii velky rozmér (celkovy
pocet stavovych proménnych, ktery navic neni vzdy presné znam), slozitd hie-
rarchickd struktura, vyznamna interakce na vsech trovnich, velké rozdily mezi
jedinci (interindividualni variabilita) a velké rozdily v chovani jedinct v case
(intraindividuélni variabilita).

Matematicky model systému mize byt deterministicky (je specifikovan zcela
explicitné a nepfipousti zadnou ndhodnou zavislost) nebo stochasticky (zahrnuje
alespori jeden ndhodny prvek ¢i zavislost). Vétsina biologickych systému zahrnuje
obé slozky — deterministickou i stochastickou. Chovani systému muzeme popsat
prostfednictvim fenomenologické zavislosti (popisujeme pouze vnéjsi projevy sys-
tému, tj. zavislost vystupnich veli¢in na veli¢inach vstupnich) — vnéjsi popis, nebo
prostfednictvim vztaht mezi stavovymi veli¢inami (popis vnitinich zavislosti sys-
tému) — vnitini neboli stavovy popis. Rozeznavame diskrétni a spojité modely.
Pro matematicky popis diskrétnich modelt jsou uzivany soustavy diferencnich
rovnic, pro popis spojitych modelt soustavy diferencialnich rovnic.

1.2 Kompartmentova analyza a kinetika tracert

Jednim z postupii, jak sestavit soustavu diferencialnich rovnic jako matema-
ticky popis chovani systému, je kompartmentova analyza.

Kompartment je urcita zona daného systému nebo mnozstvi urcité latky, ktera
je kineticky homogenni. tj.:

e 7 hlediska pfitoku (vstupu) — mnozstvi latky pridané do kompartmentu je
okamzité a rovnomérné smichano s latkou v kompartmentu jiz obsazenou,

e 7 hlediska odtoku (vystupu) — kazdé libovolné malé mnozstvi dané latky
ma stejnou Sanci kompartment opustit.

Kompartmentovy systém je slozen z jednoho nebo vice kompartmentti s moz-
nosti toku latky mezi nimi, vstupem latky z okoli systému a odtokem latky do
okolniho prostiedi. Kompartmentové systémy jsou casto pouzivané jako modely
v mnoha oblastech biologie a mediciny, zejména pak ve fyziologii a farmakologii.
Konkrétni ptiklady pouziti lze nalézt napt. v [5], [6] a [7].

Kompartmentovy systém, ktery je schématicky znazornén na obr. 1.1, sestava
ze dvou kompartmentti oznacenych ¢isly 1 a 2. Symboly U, U, oznacuji mnozstvi
latky, které vstupuje do prislusného kompartmentu z okoli systému, Fpi, Fpo
oznacuji mnozstvi latky, které vystupuje z prislusného kompartmentu do okoli a
Fij, 1,7 =1,2,1 # j reprezentuje mnozstvi latky transportované z kompartmentu
7 do kompartmentu ¢ v ur¢itém casovém okamziku t.
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U, Us

g

F01 F02

Obrazek 1.1: Dvoukompartmentovy systém.

Uvedeny kompartmentovy systém lze popsat soustavou diferencialnich rovnic

day (t

qclhg ) = —Fy — Fy + Fia + Uy,
dags(t

q;i ) Fy — Fyo — Fia + Uy,

kde ¢ (t), g2(t) jsou funkce Casu, jejichz hodnota v éasovém okamziku ¢ reprezen-
tuje mnozstvi latky v odpovidajicich kompartmentech 1, 2.

Mnozstvi latky, které z kompartmentd vystupuje mizeme vyjadrit pomoci
kinetickych konstant kg1, koo, k12, k21

Foi (¢1(1): ¢2(1)) = kor (@1(t), q2(t)) au (1),
Fo (a1(1), g2(2)) ka1 (q1(t), q2(1)) au (),
Fo2 (q1(1): ¢2(t)) = ko2 (a1(t), a2(t)) g2(2),
Fiz (q1(t), g2(t)) k12 (q1(1), ¢2(1)) g2 (1)

Na zékladé tohoto vyjadreni mizeme tedy dynamiku systému obecné popsat
soustavou (pro zjednodusSeni zapisu je pouzito znaceni ¢;(t) = ¢; proi = 1,2 a
kij(q1aq2) - kij pro 1= 07 1a 2 aj = 172)

d

% = — (1{301 + k21) q1 + k12Q2 + U17
d

% korq1 — (kog + k12) g2 + Ua,

pfi¢emz jako pocatecni podminky mame ¢, (to) = Q1, q2(to) = Q2.

Pravé popsany systém patii mezi linearni kompartmentové systémy, které jsou
v oblasti biologie a mediciny nejcastéji pouzivané a zaroven historicky nejstarsi,
viz [15]. Jsou-li v8echny koeficienty k;; konstanty, hovofime o linedrnim kompart-
mentovém modelu s konstantnimi koeficienty. Jsou-li nékteré k;; funkci asu, pak
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mame linedrni kompartmentovy systém s ¢asové proménnymi koeficienty. Jestlize
je alesponi jeden koeficient k;; zavisly na ¢;, pak dostavame nelinearni kompart-
mentovy systém.
Popiseme-li obecné linearni kompartmentovy systém soustavou obycejnych
diferencialnich rovnic "
dt
- | = KQ,
dgn
dt
kde K = {k;;} je matice kinetickych koeficientt a Q = (g1, ¢z, - - -, ¢n) , hleddme,
v ptipadé konstantnich koeficientii, feseni ve tvaru

Q = VX,
kde X je na case nezavislé. Dosazenim ziskdme rovnici
AeMX = KeMX,

proto Q = eMX je FeSenim soustavy pro A, které je vlastnim ¢islem matice K.
Oznacime-li &1, xs, . .., x, vlastni vektory matice K odpovidajici vlastnim ¢isltim
A1, Ao, ..., A\, muZeme vyjadrit obecné feseni soustavy ve tvaru

) ) ) )y

At Aot Ant
Q = cxe™’ + coxee™ + - - 4 e’

kde ¢y, cs, ..., c, jsou konstanty volené tak, aby feseni spliiovalo pocatecni pod-
minky Q(t9) = Qo. Znamé postupy k ziskani konstant ¢y, ca, ..., ¢, se daji roz-
délit na tzv. grafickou metodu a rizné obmény metody nejmensich c¢tvercu, viz
napi. [6].

V biologickych a fyziologickych systémech zabere presun latky z jednoho mista
na druhé néjaky cas. Chceme-li tedy na priklad vytvorit model distribuce 1é¢iva
v ur¢itém kapilarnim fecisti po injekci do vendzni c¢asti krevniho obéhu, musime
pocitat s Gasovym zpozdénim, nez se lé¢ivo objevi v cilové oblasti. Casovy posun
lze do kompartmentového modelu zaclenit nékolika zptisoby:

a) je mozné modelovat celou distribu¢ni dréhu, kteréd ve svém dtsledku vytvari
¢asovy posun,

b) lze méfit (odhadovat) hustotu pravdépodobnosti (nebo pravdépodobnostni
funkei) ¢asového posunu a tuto zahrnout do modelu explicitné,

¢) lze méfit (odhadovat) hustotu pravdépodobnosti (nebo pravdépodobnostni
funkei) ¢asového posunu a pouzit kompartmentovy podsystém, ktery bude
generovat funkci podobnou naméfené hustoté.
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iuj (t) iui(t)
k’ij
w0 | o | a®

ikoj ikm

Obrézek 1.2: Kompartmentovy systém s diskrétnim zpozdénim 7;.

Mizeme modelovat spojité i diskrétni casové zpozdéni. V pripadé diskrétniho
¢asového zpozdéni 7;; pro tok latky z kompartmentu j do kompratmentu ¢ (viz
obr. 1.2), mnozstvi latky, které vstoupi do kompartmentu i v case ¢, opousti
kompartment j v Case t — 7;;. Piislusna rovnice pro -ty kompartment linear-
niho kompartmentového systému s konstantnimi koeficienty bude potom obecné
vypadat takto

% - — (kZOz + Z k]z> Qi(t) + Z k:z-jqj(t — TZ‘j) -+ uz(t) (11)

JF JF

Pokud nedochazi ke zpozdéni v toku prislusné latky z kompartmentu j # i do
kompartmentu ¢, plati pro hodnotu diskrétniho ¢asového zpozdéni ve vysSe uve-
dené rovnici 7;; = 0.

Pii modelovani biologickych systémiti vétsinou nezname strukturu kompart-
mentového modelu a zakony tidici prenos latek v systému, tj. nemizeme gene-
rovat (simulovat) chovani systému — dopfedny problém, ale zabyvame se naopak
urcenim parametru systému (kinetickych koeficientit) na zékladé experimentalné
zjisténych dat — zpétna analyza (inverzni problém).

REALNY SYSTEM

Znalosti + predpoklady / \ Data

MODELOVANI STRUKTURY ODHAD PARAMETRU

\/

MODEL SYSTEMU

Obrazek 1.3: Schéma postupu tvorby modelu.
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Tvorba matematického modelu zahrnuje vzdy dva kroky. Prvnim krokem je
stanoveni hypotézy o struktufe systému na zakladé apriornich znalosti o sys-
tému a predpokladi o jeho chovani. Druhym krokem je pak stanoveni parametri
modelu na zakladé co nejlepsi aproximace namétrenych dat predpokladanym mo-
delem systému.

Dtive, nez zacneme odhadovat parametry systému, meéli bychom se zamérit
na identifikovatelnost téchto parametri, tj. zda jsou data ziskana experimentem
dostatecna pro jednoznacné urceni neznamych parametri.

k
q1 21 q2

k01 kOQ

Obrazek 1.4: Identifikovatelnost parametrii.

Predpokladejme, ze mame k dispozici bezchybna pozorovani a experiment
sestava z jednorazového vstupu latky do kompartmentu 1 systému v case ¢t = 0,
pricemz muiizeme pozorovat pouze tento kompartment, viz obr. 1.4. Experimentem
ziskdme naméfené hodnoty ¢; (t) v nékolika ¢asovych okamzicich ¢;,i = 1,2,...,n.
Meérenim ziskame tedy hodnoty

Y = q1(ti) — 6—(1%‘01+1€21)ti7 i=1,2,...,n.

Ackoliv mame v tomto modelu t¥i parametry, experimentem z namérenych dat
dokédZzeme urcit jen kombinaci kg + ko1 a nikoli samotné parametry kg, koy —
fikdme, Ze jsou tyto parametry experimentem neidentifikovatelné. Ptesto lze tyto
parametry odhadnout, nebudou vsak jednoznacné urcené.

Mezi zakladni problémy v biologii a mediciné patii kvantitativni popis kine-
tiky substanci existujicich v organismu. Zkoumame kinetiku latek za norméalnich
podminek, abychom mohli lépe porozumeét patofyziologickym jeviim, které mo-
hou byt disledkem abnormalni kinetiky. Pro modelovani a popis kinetiky latek se
nejcastéji pouzivaji tzv. tracery — substance dodané zvnéjsku systému za ticelem
ziskani dat pro kvantitativni odhad kinetickych vlastnosti zkoumané latky. Mezi
tracery patii napt. barviva nebo latky oznacené radioaktivnimi nebo stabilnimi
izotopy.

Idealni tracer ma tyto vlastnosti:

e je detekovatelny, tj. existuje pouzitelnd metoda detekce mnozstvi traceru
ve vzorku,
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e jeho vstup do studovaného systému, samotny systém nenarusi, tj. je pou-
zito dostatecné malé mnozstvi traceru, které nebude mit znatelny efekt na
metabolické procesy chrarakterizujici studovany systém,

e je nerozeznatelny (s ohledem na vlastnosti sledované latky), tj. tracer i
studovana latka podstupuji stejny proces, se stejnou pravdépodobnosti.

Mnoho metabolickych systémt je svou podstatou nelinearnich a vzniklé mate-
matické modely — soustavy diferencialnich rovnic jsou rovnéz nelinearni a obtizné
fesitelné. Z tohoto diivodu se nejcastéji predpoklada, ze studujeme kinetiku dané
latky v tzv. stabilnim stavu, tj. pfedpokladame, ze presuny latky probihaji v sys-
tému témeér za konstantnich podminek. Tento predpoklad vede potom k linearnim
modeliim biologickych systémii.

P1i modelovani kinetiky latek je zapottebi rozliSovat tracer a samotnou studo-
vanou latku, ktera ma byt tracerem ,oznacena“. Odlisnost lze ukazat na prikladu
systému s jednim kompartmentem. Strukturu modelu lze schematicky znazornit
tak, jak je uvedeno na obr. 1.5.

Obrazek 1.5: Model kinetiky studované latky.

Kruznice reprezentuje kompartment o objemu V', ve kterém je pritomno mnoz-
stvi latky M. Do tohoto kompartmentu vstupuje mnozstvi sledované latky o ve-
likosti U a naopak je z n€j transportovano mnozstvi latky F'. Pfedpokladame, ze
systém se nachazi ve stabilnim stavu, tj. mnozstvi latky vstupujici do kompart-
mentu a latky z kompartmentu uvolnéné se rovna a je konstantni. Z toho plyne,
ze mnozstvi latky v kompartmentu je konstantni, coz lze formalné zapsat

%t(t):U—F:O nebo M(t) = M = konst.
Obvykle je méftitelnd pouze koncentrace C' = M/V sledované latky v kompart-
mentu. Ve stabilnim stavu je koncentrace konstantni. Ze znalosti koncentrace
pritom nedokazeme odhadnout ani mnozstvi latky vstupujici do kompartmentu
ani mnozstvi kompartment opoustéjici. Pro stanoveni obou musi byt pouzit tra-
cer. Model kinetiky traceru je znazornén na obr. 1.6.
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f(t)
Obrazek 1.6: Model kinetiky traceru.

Dilezity rozdil je v tom, ze nékteré veli¢iny jsou v tomto pripadé zavislé
na Case. Vzhledem k nerozeznatelnosti traceru a sledované latky (viz vlastnosti
idealniho traceru), je objem kompartmentu pro sledovanou latku i tracer stejné.
Princip rovnovahy zlistava zachovan, tj.

dm(t) B
5 = u(t) — f(t), m(0)=0.

Pocateéni podminka m(0) = 0 znadi, Ze na poc¢atku experimentu, tj. v ¢ase t = 0,
neni v systému zadné mnozstvi traceru. Zpusob kvantifikace mnozstvi traceru
zalezi na druhu pouzitého traceru. Radioaktivni tracer je obvykle kvantifikovan
prostfednictvim koncentrace, tj.

zatimco pro stabilni izotopy se pouziva podil mnozstvi traceru vic¢i mnozstvi
sledované latky, které lze (vzhledem k ekvivalenci objemu kompartmentu V) vy-
jadrit i jako podil koncentraci, t;j.
m(t c(t
Ly =m0 )
M C
7 nerozeznatelnosti sledované latky a traceru dale plyne

[ m)
F+f(t) M+m(t)

z ¢ehoz po upravé dostavame
F

7(#) = +=m(t)

a po oznaceni k = F'/M tak miZeme psat

dm(t)
dt
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Tato rovnice je linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty, ktera
poskytuje spojeni mezi sledovanou latkou a tracerem, nebot parametr k reflektuje
chovéni sledované latky (podil F'/M). Neznamé parametry F' a M mizeme hledat
bud pomoci kompartmentové nebo nekompartmentové analyzy. Postup v prvnim
pripadé je zaloZen na feSeni vySe uvedené rovnice pro model kinetiky traceru.
Mnozstvi traceru m(t) je zde vyjadieno jako funkce parametru k a znamé funkce
vstupu traceru do systému u(t). Pro experiment, ve kterém do systému dopravime
v case t = 0 davku traceru o velikosti d, dostaneme feseni ve tvaru

m(t) = de.
Pouzijeme-li radioaktivni tracer a méfime koncentraci ¢(t), dostavame
m(t d
C(t) _ ( ) — —€kt,
Vv Vv
kde nezndmé parametry V' a k odhadneme na zakladé namérenych dat. Pomeér
d/V je roven koncentraci v ¢ase t = 0 a tak
_d
c(0)]

Na zékladé znalosti odhad® parametri k£, V' a pro znamou koncentraci sledované
latky C' mtzeme stanovit

M = C.V,
F=U = kM.

Podobny postup aplikujeme, pokud je pouzit stabilni izotop. V tomto pripadé
méfime pomér z(t) a mame

2(t) = mj\i;) = %ekt.

Parametry k& a M jsou odhadnuty na zakladé naméfenych dat (M = d/z(0)).
Pouzijeme-li nekompartmentovou analyzu, potom pro celkové mnozstvi tra-
ceru, ktery vstoupi do systému, plati

d= /0 " u(t)dt — /0 T pdt = /0 h %m(t)dt

a tak dostavame p
Jo Srdt
Pokud je tracer kvantifikovin pomoci poméru z(t), mame

REOIE
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pro kvantifikaci prostfednictvim koncentrace c(t), tj. radioaktivni tracer, pak

d d-C

D e

Rozdil mezi pristupem kompartmentové a nekompartmentové analyzy lze ilu-
strovat na prikladu systému se dvéma kompartmenty, z nichz pouze v jednom
lze provadét méreni. V kompartmentové analjze budeme pracovat se schematem,
které je na obr. 1.7, bez ohledu na to, ze levy kompartment je nemétitelny.

U

F

Obrazek 1.7: Schéma pro kompartmentovou analyzu.

Obrazek 1.8 predstavuje schéma pro nekompartmentovou analyzu, ktera ne-
zkouméa podrobné strukturu té casti systému, ktera je pro méfeni nedosazitelna.

recirkulace

F

Obrazek 1.8: Schéma pro nekompartmentovou analyzu.

Rozdil mezi pristupem kompartmentové a nekompartmentové analyzy lezi
v oblasti té casti systému, ktera je nepfistupna méreni. Zatimco kompartmentova
analyza se tuto oblast snazi na zakladé danych predpokladt o chovani systému
modelovat, nekompartmentova analyza na detailni strukturu neméfitelné oblasti
systému viibec nepohlizi.

7 hlediska kinetiky nas s ohledem na meéftitelny kompartment zajimaji tyto
parametry:



Motivace, soucasny stav poznani 17

e mnozstvi M latky v méritelném kompartmentu,
e distribucni prostor V', tj. objem méritelného kompartmentu,

e clearance C'R, tj. mnozstvi latky, kterd opusti (bez navratu) métitelny kom-
partment za jednotku casu,

e podilovd clearance FCR, tj. relativni podil mnozstvi latky, ktera nena-
vratné opousti méritelny kompartment, vzhledem k distribu¢nimu prostoru
(méfeno v jednotkach mnoZstvi - das™1),

o stredni rezidencni cas M RT, tj. pramérny Cas, ktery ,stravi® castice latky
v méfitelném kompartmentu (b&hem vSech priichodi), nez jej definitivné
opusti.

Mezi uvedenymi kinetickymi parametry plati tyto vztahy:

M=C-V,
CR
FCR = —
V,
1
MRT = ——.
i FCR

Vzhledem k modelu pouzitému pozdéji ve ¢tvrté kapitole této prace se budu
dale zabyvat jen modelovanim kinetiky tracerti pomoci kompartmentové ana-
Iyzy. Jak jiz bylo uvedeno vySe, lze na kompartmentovy systém pohlizet bud
z pohledu traceru nebo z pohledu sledované (tracerem oznacené) latky. Mame-li
dvoukompartmentovy model schematicky znazornény na obr. 1.9, pak jej mtizeme
z pohledu traceru zapsat jako soustavu

dw;;(t) = —for(t) = fa(t) + fra(t) +wa(t) =
= — (ko1 + ko1) m1(t) + kioma(t) + up (),
dmg(t)

= far(t) = fo2(t) — fra(t) =
= koymq(t) — (ko2 + k12) ma(t)

dt

s pocateénimi podminkami m;(0) = 0, my(0) = 0, kde m;(t), i = 1,2 je mnoz-
stvi traceru v i-tém kompartmentu, u(¢) mnozstvi traceru vstupujiciho do prv-
niho kompartmentu, f;;(t), i, j = 1,2 mnozstvi traceru transportovaného z kom-
partmentu j do kompartmentu i, fo;(¢), ¢ = 1,2 mnozstvi traceru vystupujiciho
z kompartmentu ¢ do okoli systému, ¢;(¢), je koncentrace traceru prvnim kom-
partmentu, V;, ¢, 7 = 1,2 je objem i-tého kompartmentu a k;;, 7 =0,1,2, 5 = 1,2
jsou kinetické konstanty.
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ko2

Obrazek 1.9: Kinetika traceru ve spec. pripadé dvoukompartmentovém systému.

Obecné 1ze linearni N-kompartmentovy model s konstantnimi koeficienty za-
psat pomoci soustavy diferencialnich rovnic

dt - _]Zokjlml(t)+jzlki]m](t)? ml(o) :07 1= 1727 ,n
J#i J#i

Pro velky model je snazsi pouzit maticovy zapis. Definujeme-li

kii:_zkji7 i:1,2,...,n,
j=0

i
pak miizeme psat
d“;ft):Km(t)m(t), m(t) = 0, (1.2)
kde
ki ki oo ki
. k.ﬂ k.m k%
knl kn2 knn

kompartmentova matice, a

(1) "o e
mo t U9 t m dma(t

m(t) = ( ) Cu(l) = ( ) 7 d dt(t) _ d:t
ma(t) U (1) dmn (t)

dt

Predpokladejme, Ze je v kompartmentovém systému jen [ kompartmenti meé-

fitelnych. Ozna¢me y(t) [-rozmérny vektor hodnot naméfenych v téchto kom-

partmentech, V;,,Vi,,...,V;, objem méfitelnych kompartmentt, kde 1 < ¢; <
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«o- < 4; < n. Matici V o rozméru [ x n definujeme tak, ze v j-tém fadku jsou
vSechny prvky nulové, az na prvek ve sloupci 7;, ktery je roven hodnoté 1/V;, pro
j=1,2,...,1,tj.

V%l e 0
V = :
0 7

Potom, méfime-li koncentraci (radioaktivni tracer), muzeme psét

y(t) = Vm(t).

Podobné, pouzivame-li stabilni izotop, mtizeme psat

y(t) = Dm(?),

kde )
M, 0
D= : o

Kompartmentova matice K méa nasledujici vlastnosti:
1. nediagonalni prvky jsou nezaporné, t;j.

kijZO, Z?éj, i,jzl,...,n,
2. diagonalni prvky nejsou kladné, tj.
]{JMZ—ZI{ZJZSO, izl,...,n,
g

3. absolutni hodnota diagonalniho prvku matice neni mensi nez soucet nedia-
gonalnich prvka prislusného sloupce, tj.

n
V{Z”‘ Z E kji7 Zzl,,n
j=1
J#i

Z teorie linearnich obycejnych diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty
plyne, zZe pro jednotkovou davku traceru vpravenou do urcitého kompartmentu,
ziskdme TeSeni soustavy (1.2) jako sumu exponencialnich funkei

n
mi(t) = Aye ™ i=12..n,
j=1
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kde \;, i = 1,2,...,n jsou vlastni ¢isla kompartmentové matice K. ReSeni pro
obecny vstup u(t) se ziskd pomoci konvoluce u(t) se sumou exponenciélnich funkci
ziskanou jako feseni pro jednotkovy vstup. Naptiklad pro kompartmentovy model,
jehoz schéma je na obr. 1.9 ziskdme TeSeni pro jednotkovou davku ve tvaru

ma (t) = Ane_)‘lt + A12€_>\2t,
ma(t) = Agre™ " 4 Agpe ",

Vysledek pro obecny vstup ug(t) bude potom vypadat takto
t
mq (t) = / Uy (t — T) [Aue_’\” + A126_)\2T} dT,
0

t
ma(t) = / uy (t—7) [Ame*)‘” + Agge’)‘”} dr.
0

Predpokladédme-li ¢asové nezavisly linedrni otevieny sytém (idedlni tracer,
systém ve stabilnim stavu), experiment s poCatkem v Case ¢ = 0, pak namé-
fend kiivka traceru y(t) — odpovéd na libovolny vstup wu(t) s poc¢atkem v ¢t = 0,
je uréena odpovédi systému h(t) na jednotkovou davku traceru prostiednictvim
konvolu¢niho integalu

y(t) = /O h(r)ult — 7)dr.

Vysledek pro rtzné typy vstupi traceru do systému je uveden v tabulce 1.1.

Vstup traceru Odpovéd (¢(t) nebo z(t))
Jednotkova davka h(t)

Dévka d h(t)

Jednotkova konstantni infaze f ( Ydr

Konstantni infaze u u- fo h(T)dr

Déavka d nasledovana konstantni infazi u | d - h(t) +u - [} h(r)dr
Obecny vstup u(t) f h(T)u(t — T)dT

Tabulka 1.1: Odpovéd systému na rtzné moznosti vstupu traceru.



Cilem védy neni otvirat dvere ne-
konecné moudrosti, nybrz vytknout
meze nekonecnému omylu.

Kapit()la 2 Bertolt Brecht

Zameéry a cile prace

Ve své dizertacni praci se zaméfuji na vyuziti linearnich modeld s podminkami
typu II na dva riazné problémy z medicinské praxe. V prvnim pripadé jde o zatim
nefeseny problém predpoveédi pritoku a tlaku krve pti operacich aortokoronarniho
bypassu po povoleni svorky na aorté na zakladé znamych hodnot prutoku a tlaku
krve pii nalozené svorce. Pokusim se srovnat vysledky ziskané pomoci klasického
linedrniho modelu a prislusného modelu s podminkami typu II. Druhy problém
je inspirovan ¢lankem Advanced Liver Fibrosis: Diagnosis with 3D Whole-Liver
Perfusion MR Imaging—Initial Experience [9], ve kterém autofi hledaji odpovéd
na otazku, jak odhadnout kinetické parametry pritoku krve jatry a zda je mozné
tyto parametry vyuzit pri diagnostice zavazného onemocnéni jater.

Klasicky linearni regresni model vztahu mezi pritokem a tlakem krve v ar-
teridlnim $tépu v dobé nalozené svorky na aorté (do srdce proudi krev pouze
nasitym s$tépem) a po povoleni svorky (srdce je zasobeno krvi z aorty — kompe-
titivni prutok) je tvaru

Vi1 o (03] 611 612 x; o
(I/i,l ) B ( 042)+(ﬁ21 Ba2 ) ( i )’ i=12...,n,

kde x; a y; jsou hodnoty pritoku a tlaku krve pacienta v case pfed povolenim
svorky na aorté a v; 1 a v; 2 jsou predikované hodnoty téchto parametrt po povo-
leni svorky. Nahodné chyby se v pripadé pouziti tohoto modelu vyskytuji pouze
v hodnotéch v;; a v; 9. Parametry oy ,aq, $11, (12, B21, P22 jsou odhadnuty me-
todou nejmensich ¢tverct.

Predpoklad o bezchybnosti hodnot z; a y; vSak neni v souladu s realitou.
Model adekvatnéjsi realité je model, ve kterém se predpoklada, ze i hodnoty x;
a y; jsou realizaci ndhodnych proménnych. Takovym je napriklad pro nahodny
vektor ¢ = (21, Y1, -+ Ty Yns €1, M1, Eny M) model

E(C) - (/’Ll,lnul,Q?"‘uun,laun,%yl,byl,%‘“7]/71717””72)/7
1 0
wie) - (T 10 )

21
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s podminkami

()= () (3 d) () v

kde z; je prutok krve bypassem pfed povolenim svorky, y; je stfedni arteridlni
tlak krve pred povolenim svorky, &; je pritok krve bypassem po povoleni svorky
a 7); je stfedni arteridlni tlak krve po povoleni svorky na aorté. Uvedeny model
je sice nelinearni, ale lze jej linearizaci rozvojem do Taylorovy rady pfevést na
linedrni model s podminkami typu II. Tento linearizovany model bude detalnéji
zkouman a srovnavan s klasickym linedrnim modelem uvedenym vyse.

kla

Obrazek 2.1: Jednokompartmentovy model se dvéma vstupy.

P1i Teseni problému stanoveni kinetickych parametrii pritoku krve jatry vy-
uziji jednokompartmentovy model se dvéma vstupy (viz obr. 2.1), uvedeny v do-
stupné literatufe [9], [10], [11], v nékolika podobach, lisicich se uvazovanym dis-
krétnim casovym zpozdénim:

a) model KMI bez ¢asového zpozdéni
dC(t)
dt

b) model KMII s diskrétnim ¢asovym zpozdénim uvazovanym na arteridlnim
pritoku krve do jater
dC(t)

dt

¢) model KMIII s diskrétnim ¢asovym zpozdénim na obou pfitocich (artérie i
portalni zila) do jater
dC'L(t)
dt

Pro odhad kinetickych parametri pro vSechny tii varianty jednokompartmen-
tového modelu se dvéma vstupy bude vyuzito linedrnich modelt s podminkami
typu II. Soucasné bude vyuzito linearizace a bude zkoumano, zda je nahrada
nelinearniho modelu jeho linearizaci pripustna.

= k1,Co(t) + k1,Cp(t) — k2CL(1),

= klaCa(t — 7') + klpCp(t) - kQCL(t),

= klaCa(t — Ta) —+ klpCp(t — Tp) — kQCL(t)



Kapitola 3

Metody pouzité k reseni

3.1 Vybrané partie z maticového poctu

Pro snazsi pochopeni metod pouzitych k feseni modeli uvedenych dale v této
praci povazuji za uzite¢né a nutné zminit nékolik pojmt a tvrzeni z oblasti matico-
vého poctu, jejichz rozsahlehsi pehled je uveden v [2]. Nékterd tvrzeni i s dikazy,
hlavné pro ptipad zobecnénych inverznich matic, lze nalézt v [3] a [4].

3.1.1 Zakladni pojmy

Definice 3.1 Ctvercovd matice A typu m x m se nazjvd

a) pozitivné definitni (p.d.), jestlize €’ Ax > 0 pro kaZdé * # o, x € R™
(znacime A > 0),

b) pozitivné semidefinitni (p.s.d.), jestlize €’ Ax > 0 pro kazdé x € R™ a
x'Ax = 0 pro alespon jedno x # o, x € R™ (znacime A > 0),

c¢) idempotentni, jestlize spliuje

A2=AA = A,

d) requldrni, jestlize je det(A) # 0.

Lemma 3.1 (Cauchy—Schwarzova nerovnost) Necht x, y jsou redlné vek-
tory stejnée dimenze, potom

(z'y)’ < (z'z) (y'y)

pricemz rovnost nastava jen v pripadé, Ze x a y jsou linedrné zavislé.

23
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Definice 3.2 Necht ai1, a9, ..., an, jsou prvky hlavni diagondly matice A =
= {ai;}},=1, potom definujeme stopu matice A jako

TI'(A) = i Qg -
1=1

Lemma 3.2 Necht A a B jsou ¢tvercové matice typu m x m a c,d € R, potom
plati

(1) Tr(cA £dB) = cTr(A) £ dTr(B),
(ii) Tr(A') = Tr(A),
(iii) Tr(AA") = Tr(A’A) = 3000, 3000 a,
(iv) ||v]|* = v'v =37, v? = Tr(vv') pro vektor v € R™,

(v) Tr(CD) = Tr(DC) pro obecné obdélnikové matice Coxpn @ Dyysern -

Definice 3.3 Necht A je matice typu m X n, potom

a) sloupcovym prostorem matice A nazyvame vektorovy prostor generovany
sloupci matice A, tj.

M(A)={Az:x € R"} CR™,
b) nulovgm prostorem (jadrem) matice A nazveme vektorovy prostor

Ker(A) ={xz:x € R",Ax = o} C R",

¢) hodnosti matice A nazveme ¢islo h(A), které odpovida poctu linedrné ne-
zavislych (LNZ) tddki, resp. sloupct matice A.

Lemma 3.3 Necht A je matice typu m X n, potom
(i) dim [M(A)] + dim [Ker(A)] = m,
(ii) M(AA') = M(A),
(iii) M(AB) C M(A) pro lib. matici B,
(iv) je-li B typun x k a h(B) =n < k, plati M(AB) = M(A),
(v) pro lib. p.s.d. matici B plati M(ABA') = M(AB),
(vi) je-li B p.s.d. matice a M(A') C M(B), plati M(ABA’) = M(A).
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Lemma 3.4 Nechf A, B jsou libovolné matice typu m x n, potom:
(i) h(A) = dim [M(A)],
(ii) 0 < h(A) < min(m, n),

(iii) h(AA") = h(A’A) = h(A) = h(A'),

(iv) h(A + B) < h(A) +h(B),

(v) h(AB) < min {h(A),h(B)},

(vi) h(CAD) = h(A) pro requldrni matice Coym @ Dysn.

Lemma 3.5 Necht A je ctvercovd matice typu m X m, potom:
(i) h(A) = m < A je reqgularni matice,

(i1) je-li A idempotentni, plati h(A) = Tr(A).

Lemma 3.6 Pro libovolnou p.s.d. matici A, «,, a libovolnou matici B plati
M(A,B) = M(A + BB').
Definice 3.4 Necht A je matice typu m x n a W je p.s.d. matice typu m X m,
pricem M(A) C M(W). Matici PY s vlastnostmi
2
(PY) =PX, WPY=(PY)W,  MPY)=M(A)
nazveme projekcni matici na prostor M(A) v seminormé W.

Poznamka 3.1 Je-li W =1, pak P o oznacuje projektor na prostor M(A) v Eu-
kleidovské normeé.

Lemma 3.7 Pro libovolné matice A, «r a B,y plati

M(A,B) = M(MgA,B), kde Mg =1 — Pg.

Lemma 3.8 Pro matice Ayy, a By, a Kg typu n x (n — h(B)) s viastnosti
Ker(B) = M(Kg) = M(Mg/) plati

h <‘§) — h(AKg) +h(B) = h (AMg/) + h(B).

Lemma 3.9 Jestlize Pp je projektor na prostor M(A) v Eukleidovské normé,
potom M = I—P4 je projektor na prostor [M(A)]" = Ker(A') v Eukleidovské
norme.
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3.1.2 Zobecnéna maticova inverze, g-inverze
Definice 3.5 Necht A je matice typu m X n. Matici G typu n X m s vlastnosti:

AGA=A

nazyvame zobecnénou inverzni matici (g-inverzi) k matici A a znacime ji A~.
Trida vsech takovych matic se znaci A~ .

Lemma 3.10 Zobecnéna inverzni matice vidy existuje, neni vsak dana jedno-
znacné. Trida vsech g-inverzi k matici A je ddna predpisem

A" ={A”+U—- A AUAA : U libovolné}
nebo ekvivalentné

A" ={A"+VI-AA")+(I- A A)W: V, W libovolné} .

Lemma 3.11 (zobecnéni Cauchyovy—Schwarzovy nerovnosti) Nechtx, y
jsou realne vektory stejné dimenze, potom

(z'y)’ < (¥'Z7z) (y'Zy),

kde Z je libovolnd p.s.d. matice a x € M(Z).

Lemma 3.12 Pro libovolnou matici A a jeji g-inverzi plati:

(i) A—A i AA™ jsou idempotentni matice,

(i) h(A) =h(A~A) =h(AA"),

(iii) h(A) < h(A"),

fiv) (A')" = (A7, [(A)] = A,

(v BATA=B < M(B') c M(A'), tj. 3D: B =DA,
(vi) AA"B=B < M(B) C M(A), tj. 3D: B = AD,
(vii) A = A(A'/A)"A’A = AA'(AA)A,

(viii) A~ = A~ je-li A reguldrn,

(ix) A~ = A, je-li A symetrickd a idempotentni.
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Lemma 3.13 Necht A je matice typu m X n, potom
(i) h(A) =n= A" = (A’A)'A’ a A~A =1, (levd g-inverze),
(ii) h(A)=m = A~ = A/(AA)"t a AA~ =1, (pravd g-inverze),
(iii) Brxn,Comxm reguldrni matice = (CAB)” = B"'A~C ",

Lemma 3.14 Necht A,,xn, Byxn, Chxq, potom BA™C je invariantni na volbu
A, jestlize M(B') ¢ M(A') a M(C) C M(A).

Lemma 3.15 Necht A, xn, Vixm- Matice A(A'VA)~A’ je invariantni na volbu
(A’'VA)™ a h(A(A'VA)~A’) = h(A), jestlize h(A’'VA) = h(A).

Definice 3.6 Necht A je typu mxn a N je p.s.d typu nxn. Matici G s vlastnosti

min 2l = [Gyly Yy € M(A)Kde ]y = Va'Na

se znaci A;(N). Trida vsech takovijch matic se oznacuje A;(N).

Lemma 3.16 Matice G je prvkem A;(N) prave tehdy, kdyz plati
AGA=A a NGA =A'G'N.
Lemma 3.17 Je-li N p.d. matice, pak jsou ndsledujici podminky ekvivalentni
(i) AGA =A a«a NGA = A'G'N,
(i) GANIA' = N"1A/
(i1i)) GA = Pn-14a+, kde P je projekéni operdtor.
Lemma 3.18 Je-li N p.s.d. matice, potom jedno z vyjadreni A;@(N) je
{N—A'(AN—A')— jestlize M(A') ¢ M(N),

" (N AYA)AY[A(N + A’A) AT jinak.

Lemma 3.19 Necht N je p.s.d. matice typu n X n, o kladné ¢islo a A libovolnd
matice typu m X n, potom plati

Ao = Aoz = Anmiara)-
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Definice 3.7 Necht A je matice typu m x n, M p.s.d. matice typu n X n. Matici
G s vlastnosti

inf |[Az — y||y; = |AGy —yly, Yy €R™ Vx cR"

oznacujeme Al’(M). Tridu vSech takovych matic znacime A;(M)'

Lemma 3.20 Pro matici A typu m X n a p.s.d. matici M typu n X n plati
(i) G € Ale) < MAGA = MA, (AG)M = MAG,
(1) Af(M) ={(A'MA)"A'M + I - A’'MA]JU : U libovolna},

(1) (A;n(M))i - (Al_(Mfl))/’

Definice 3.8 Necht A je typu m x n a M,,um, Npxn p.s.d. matice. Potom se
matice G s vlastnosti

1Gylx < HAZ_(M)yH vy € R™, vAl_(M) € ‘AZ_(M)

oznacuje Ajy - Je-li M =1, N =1, potom se G nazjvd Mooreova—Penroseova
g-inverze matice A a znaci se AT,

Lemma 3.21 Matice A" je ddna jednoznacné a spliuje tyto podminky

AATA = A, (AAT) = AAT,
ATAAT =AY, (ATA) = ATA.

Lemma 3.22 Mooreova—Penroseova matice AT md tyto vlastnosti
(i) (A*)" = A",
(ii) h(A) = h(A") = h(AA") = h(ATA),
(iii) A/AAT = A’ = ATAA/,
(iv) A/(AT)YAT =AT = AT(AT)A/,
(v) (A'A)" = A* (A)" a (AA)T = (A)T A,
(vi) At = (A’A)" A=A’ (AA)T,
(vii) A=0< AT =0,
(viii) AB=0< BTAt =0,
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(ir) AT B=0< A'B =0,
(x) M(A') = M(AT) = M(ATA),
(zi) M (A) = M (A1) = M (ATA), je-li A symetrickd.

Lemma 3.23 Necht matice A je typu m X n, matice B typu n x k a matice C
typu [ X m, potom

a) M(B)C M(A) = A*AB = B,
b) M(C') C M(A)= CAA' =C.

Lemma 3.24 JestliZe matice A, B jsou ctvercove, symetrické, stejného radu a
spliiuji AB = 0, potom plati (A +B)" = AT + B*.

Lemma 3.25 Necht A je matice typu m xn a W je p.s.d. matice typu m x m,
potom

a) (MAWM,a)" = (W + AA)" — (W + AA)T A [A’ (W+AA) A x
x A" (W + AA)T,
b) je-li M (A) C M (W), miZeme psdt
(MAWM,) " =W - WA (A'W-A)" AW,
c) je-li W p.d., lze psat dokonce

(MAWM,)" =W - WA (AWA)" AW

Lemma 3.26 Necht A je matice typu m x n a W je p.s.d. matice typu m X m,
potom

a) (MAWMZ)" = My (MAWMRA)T = (MAWM,A) My =
= Ma (MAWM,) " My,

b) (MAWMA)+ — (W + AA/)+ MA(W+AA,)+7
¢) MAWMA)T (W4 AA)T (MaAWM,)T = (MaAWM,)™ .
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Lemma 3.27 Necht A je matice typu m x n, W je p.s.d. matice typu m X m a
M (A) C M (W), potom

a) (MAWM,)" = WM AW,
b) (MAWMA)" W (MAWMA)" = (MAWM,)™.

Poznamka 3.2 V predchozim lemmatu neni v bodé b) predpoklad M (A) C
C M (W) nutny.

Lemma 3.28 Necht A je matice typu m x n, W a 'V jsou p.s.d matice typu
mxm anxn. Necht M(Ka) = Ker(A), M(A) C M(W) a M(A") C M(V),
potom explicitni vyjadreni projektori jsou

PY = A(A'WA) A'W,
Py, =I-V A’ (AV A') A

Vyjadreni pro Py A neni jednoznacné. Jednoznacny predpis pro tento projektor

je
PXA =I-VTA’ (AV*A/)_ A=1-VTA’ (AV*A’)_ A.

V pripade, Ze W =1, mame

Py = ATA.

Lemma 3.29 (Pandora-Box matice) Necht V je p.s.d. matice typu n X n a
X libovolna matice typu n X k, potom

VvV, X\ (C. G,
X, 0/ \C; —Cy)°

VC,X =0, X'C,V=0, VCX=0, XC/V-=0
XC,V = XC, X!, XC3V = XC, X', XC,X = XC, X/,
VC,VC,V = VC,V = VC,V, X'C,X-0 XCX-=0,
C; e (X,);q(v)a C; € (X,);L(V)

kde

/

(V,X)” = (g;) nebo  (V,X)™ = (8;) :
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Lemma 3.30 Jedno z moznych vyjadreni Pandora-Box matice
V7 X - _ Cl7 CQ
X/a 0 B C37 _C4 ’

C, = (MxVMx)",

je dano vztahy

Co = (X))
C; = [(X/)m(V)]/7
Cy= [(X/);L(V)] \4 (X/);(V) :

3.2 Linearni modely

Prestoze se v praci zabyvam modelovanim biologickych systémt s vyuzitim
linearnich modelt s podminkami, uvedu v této kapitole nejprve nékolik definic a
tvrzeni pro linedrni modely bez podminek a teprve poté zavedu linearni metody
s podminkami. Terminologie a znaceni je zCasti prevzato z [1] a [2], kde 1ze nalézt
i explicitné neuvedené ditkazy tvrzeni.

3.2.1 Linearni model bez podminek

Definice 3.9 Nechf Y = (Y1,Ys,...,Y,) je ndhodny vektor, X, xx je dand ma-
tice a B = (B1, Ba, . .., Br) nezndmy vektor parametri z parametrického prostoru
RF. Jestlize

a) EY = X8,
b) varY = FE [(Y - XB) (Y — Xﬁ)'] = X, nezdvislé na 3,

potom fekneme, Ze Y se 7idi linearnim modelem, coZ znacime Y ~, (X3,X).

Matice X mize byt zndma nebo predpoklddéme, Ze je tvaru X () = >0 9, V,,
kde 9 = (91,9,...,9,) je nezndmy vektor z prostoru ¥ C RP a matice V;,
1 =1,2,...,pjsou znamé, typu n x n, symetrické a p.s.d. Dale budeme predpo-
kladat, ze k < n.

Je-li h(X) = k a X je p.d., hovofime o reguldrnim linedrnim modelu, jinak se
jednéa o model singuldrni.

Definice 3.10 Rekneme, Ze B(Y), strucné B, je linearnim odhadem vektoru
B € R¥, existuje-li takovd matice Uy, e B = UY.
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Definice 3.11 Rikdme, Ze linedrni odhad B je nejlepsim nestrannym linedrnim
odhadem (BLUE) vektoru 3, plati-li

(i) B je nestranny linedrni odhad, tj. EB(/@) =B, VB € R¥,

(i) je-li B* jiny nestranny linedrni odhad B, potom [Varﬁ* — V&I"B je p.s.d.
matice.

~

Poznamka 3.3 Symbol Eg(B) chapeme ve smyslu

~

Fo(B) = [ uftu. Bo)iu,

kde f(-,By) je hustota pravdépodobnosti odhadu B pri dan€ hodnoté B, parame-
tru (3.

Definice 3.12 Linedrni funkce h(B) = h'B parametru B € RF je nestranné
linearné odhadnutelna prave tehdy, kdyZ existuje I € R™ takove, Ze pro kaZdé
B € R* plati Eg(l'Y) = h'B. Vyraz l'Y pak nazjvime nestranny linedrni odhad
funkce h(-).

Definice 3.13 f/L,,B je nejlepsi nestranny linedrni odhad (BLUE) funkce h(3) =
= h'B, § € R*, je-li nestranngm linedrnim odhadem a pro kaZdy jing nestranni
linedrni odhad U'Y funkce h(-) plati var(I'Y) > var(h'S3).

Lemma 3.31 Linedrni funkce h(B8) = h'B3, B € R* je nestranné odhadnutelnd
pravé tehdy, kdyz h € M (X').

Poznamka 3.4 Funkce h(B3) = X3 je nestranné odhadnutelnd. Navic v regu-
larnim linedrnim modelu je libovolnd linedrni funkce h'B (tedy i B3) nestranné
odhadnutelnd, protoZe v tomto pripadé prostor M (X') spljvd s celym RF.

Pro odhady nestranné odhadnutelnych funkci 1ze vyuzit Pandora-Box matici
(lemma 3.29), jak naznacuje nasledujici véta.

Véta 3.1 Jsou-li matice Cy, Cq, C3z, C4 ddny rovnosti (Pandora-Box matice)
¥, X\ [(C, G,
X, 0) \Cs; -Cy)°

potom BLUE nestranné odhadnutelné funkce h(3) = h'3, B € R*, h €¢ M (X')

v linearnim modelu je dan vztahem

WB=hCsY nebo hB=HhC,Y
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s variancni matict

—

var(h'3) = h'C,h,
pricemz

P{h'CY =h'C,Y} =1.
Dikaz. Viz [2] (Th. 1.1.6, str. 23).
Casto se vyuziva linedrni model, ve kterém ¥ = o%V.
Veéta 3.2 UvaZuyme model
Y ~, (XB,0°V), BeRF o*c(0,00), (3.1)
kde h(X,xx) = k <n a V,x, je zndmd p.d. matice. Potom BLUE vektoru 3 je
B=XV'X)'XV'Yy
a jeho kovariancni matice
var(8) = o*(X'V X)L, (3.2)
Nestranny a invariantni odhad parametru o? je
2= (Y -XB)V Y -XB)/(n—k). (3.3)
Md-li observacni vektor Y normdini rozdélent, pak je > BLUE o2, pricemz

52 ~ o2 Xifk(o)
n—k

Odhady B a 0% jsou stochasticky nezdvislé.
Dikaz. viz [1] (Véta IV.1.1, str. 81).

Véta 3.3 Necht Y ~, (X83,0%*V), kde V,x, je zndmd p.s.d. matice, o > 0
nezndmy parametr a (Pandora-Boz matice)

VvV, X\ [(C, G,
X,a 0 B C37 _C4 ’

potom nestranny odhad 62 je ddn vztahem

. YCY
0" = —— v

Tr(C, V)’

Dikaz. Viz [2] (Th. 1.2.2, str. 34).
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3.2.2 Linearni modely s podminkami
Definice 3.14 Méjme linedrni model Y ~,, (X3,%), kde b+ BB = 0, X, «x,

B« jsou dané matice a b € M(B), potom tikdme, Ze Y se Tidi linedrnim
modelem s podminkami typu I (LMI).

Poznamka 3.5 Linedrni model (LMI) lze prepsat do tvaru

() ~=[(5)e (o o)

a pouzit pro odhady vztahy z veét 3.1 a 3.3 s vyuZitim lemma 3.30 pro vyjadreni
matic Cl Cg, Cg a C4.

Definice 3.15 Méjme linedrni model Y ~,, (X3,,X), kdeb+B,3,+By3, = 0,
X, By, By jsou dané matice typu n x ki, ¢ x k1, ¢ x ks a b € M(By1,B3), potom
rikame, Ze Y se tidi linedrnim modelem s podminkami typu II (LMII).

Poznamka 3.6 Linedrni model (LMII) Ize prepsat do tvaru

(%)= l(a e ) (5): (5 0)]

Déle uz se budeme zabyvat jen modely s podminkami typu II, a to jen tako-
vymi modely, které jsou regularni.

Definice 3.16 M¢jme linedrni model (LMII)Y ~, (X3;,%), b+ B13;, + B2,
= 0. Model nazveme reqularni, jestlize je matice 3() pozitivné definitni pro
kazdé 9 € ¥ C RP a pro hodnosti jednotlivych matic plati: h(X,«x,) = k1 < n,
h(Bl,Bg) =q < ki1 + kg, h(Bg) =ky < q.

Véta 3.4 Necht je (LMII) reguldrni, potom BLUE parametru B, je ddno vzta-
hem

BA: = [I — C'B} (Mg,B,C™'B{Mg,)" Bl} CX'®ly -
— C'B) (Mg,B,C 'B,Mg,) b, (3.4)
kde C=X'E"'X a
(Mg,B:1C 'B{Mg,) " = (BiC 'Bj + B;B})

1

~ (B,C'B, + B,B})
1
x By [Bg (B,C™'B, + B,B}) " B2] B, (B,C'B; + B,B)) |

a BLUE parametru 3, je

—
—

3, =— [Bg (B,C'B| + B,B}) ' 32} "B, (B,C'B, + B,B}) "
x (B,CT'X'SY + b). (3.5)
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Variancéni matice téchto odhadi jsou

var (ﬁl) = C!' - C7'B} (Mp,B,C'B/Mg,)" B,C,

1

van (@) — [BY(B,C "B} + B,BY) 'By] "} — 1
a kovariancni matice je

cov (E@) — —C'B}(B,C'B, + B,B}))'B,
x [By(B1C "B} + B,B)) 'By] .
Diikaz. Vyuzijeme metodu nejmensich ctverci. Hleddme vazany extrém funkce

(Y — X31)EZ71(Y — X3;) za podminky b + B13; + B232 = 0. Lagrangeova
pomocnéa funkce je tedy tvaru

®(B1,B2) = (Y —XB1)'T (Y — XB1) — 2N (b + B1 31 + B232), A € R?

v v / / ’
Ponévadz 242 — q o 9ZAZ _ Al 4 Ag, plati

ox ox
2B — X'BTIXBy - 2X'BTY - 2B)A,
99(P1,B2) _
Ouba)l — 9B

Polozime-li obé parcialni derivace rovny nule ziskdme nejprve z prvni rovnice
pro A = 0 odhad parametru 3, ktery nerespektuje podminky, t;j.

B = (X'='X)'X's 'Y,
a po oznaceni C = X'Y"'X odhad, ktery respektuje podminky

B, =B+ C 'B)A. (3.6)

Dosadime-li toto feseni do rovnice podminek modelu, ziskame spolu s parcialni
derivaci Lagrangeovy funkce podle parametru B3 polozenou nule soustavu rovnic

B,C'B;, B AN [ —b+B.B)
( 1B,171 02)<§2)_( 011). (3.7)

S vyuzitim lemma 3.30 pak dostaneme

B,C'B|, B\ _ ([1]
B, 0 —\[3], ’
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kde
— (Mg,B,C 'B{Mg,)",
= (BY),@,c-1m)
= [(B/Z);z(Blc_lB/l)],u
= —[(BY,®,c-18)) B1C ' Bi(By),, 5,018y
Mame tedy

< A ) —[1] b+B13\1
B, [3](b + B3,

a pro odhady parametri B\l, B\Q vztahy
8, = B,-Cc'B(b+Big,),
8. = Bl(b+BiB,).
Dle lemma 3.18 vyjadiime
(By),m,c-1my = (BiCT'B] + ByB,) By [By(B,C™'B] + ByB)) By
a muzeme psat
B, = [1- C'B} (Mg, B,C B\ Mg,) "By B, -
~ C'B} (Mg,B;C™'B/Msg,) b,
B,=— B, (BiC 'B + B;B}) By| B, (B/C'B{+B,B)) (b+Big,).
Matici (B;C~'B] + By,B}) miiZeme zapsat jako soucin reguldrnich matic
_ c!t .0 B
B;C 'B] + B,B, = (B, B») ( 0 I ) ( B,: ) :
proto misto g-inverznich matic
(B,C'B} +B,B))  a [B; (B,C'B} + B,B})~ Bg} )

muZeme pouzit obyejné inverzni matice, ¢imz ziskdme vztahy (3.4) a (3.5).
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Kovarian¢ni matici odhadt 3, a 3, ziskame ze vztahu

3, I-C'B, (MB2B10‘1B’1/M32)+ B,
Zf)’; - [(Bé);(Blcle’l)] B,

x (I — B, (Mg,B;C'B,Mg,) B,C"!, —B(B)) .

) var(fﬁ'\l)

(B10*1B’1)> :
Jelikoz var(B\l) = C™ ! s vywZitim lemma 3.27 miizeme psat
var (Za\l) — [I _C'B, (MBzBlc*BgMBZYBl} o
x [I — B, (Mp,B:C 'B/Mg,)" Blcfl}
= C! - 2C'B} (Mg,B;C'B/Mg,) B,C!  C'B;
x (Mg, B;C™'B/Mg,) "  B,C'B] (Mg,B;C'B|Mg,) B,C!
= C™' — C™'B} (Mg,B:C'B|Mg,) B,C".
Podobné, oznacime-li
H =B, (B;C'B} + B;B)) B,

mame

- /
var (ﬁz) = [(Blz),;(Blcleg)} BlCilB/l(B/Z);z(Blcle’l)
— H B} (B,C'B, + B,B}) ' B,C'B (B,C'B + B,B,) ' B,H"
— H B, (B,C'B, + B,B,) ' (B;C'B} + B,B), — B,B})
x (B,C™'B} + ByB,)  B,H™
=H 'HH '-H 'HHH'

— [Bg (B;C'B} + B;B}) 32} Tl
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A konecné s vyuzitim lemma 3.26 a Mg,By = 0 (plyne z vlastnosti projekéni
matice) je

cov (BLB. ) =~ [[- B} (M, BaCBIMs, ) Bi] C B (BY) . om
— —C'B, (B,C'B} + B,B,) 'B,H +C !B,

x (Mg,B:1C'BMg,)" B,C'B} (B,C'B} + B,B}) ' B,H"
— —C'B (B,C'B/ + B,;B}) 'B,H"

+C 7B} (Mg,B;C™'B;Mg,) " (B,C !B + B,B), — B,B})

x (B;C™'B} + B,B}) " BH™
— —C !B} (B,C'B} + B,B}) 'B,H"

+C7'B| (Mp,B,C™'B{Mg,) " IB,H"

— C™'B} (Mg, B,C'B|Mg,)" B,B,B,H"
— —C'B} (B,C'B} + B,B,)  B,H~

+C™'B} (Mg,B;C'B|Mg,)" Mg,B,H"

— C™'B] (Mg,B,C'BMp,)" Mg,B,B,B,H"
— —C'B| (B,C'B} + B;B}) ' B,

x |B} (B.C™'B] + B:B}) B -

Tim je tvrzeni dokazano. m

Poznamka 3.7 Jestlize v modelu (LMII) je ¥ = 02V, kde 0% € (0,00) je ne-
zndamy parametr a 'V je dand p.d. matice, potom BLUE parametri 31 a B2 lze
urcit i bez znalosti o®. Staci odhad By urcit ze vztahu By, = (X'V'X)1X'V'Y
a C polozit rovno X'V X

Véta 3.5 Jestlize v modelu (LMII) pro kovariancni matici observacniho vektoru
plati ¥ = 02V, invariantni a nestranny odhad disperze je tvaru

L, (Y -XB)V(Y — XB)
7= n+q— (ki + k) ' (8:9)

Jestlize je v tomto modelu observacni vektor normdlnée rozdéleny, potom pro odhad
(3.9) plati
X (0)
~2 2 Antq—(kitks)
n+q— (k1 + k)
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Diikaz (dle [1], str. 134). Necht K; a Ky jsou matice typu ki X (ky + k2 — q)
a ko X (k1 + ko2 — q) s vlastnosti

K
Ker(B1,By) = M ( K: ) )

Uvazujeme-li B9 = B0 libovolny vektor, pro ktery plati
B
2,0

b+ B1B1,0 + B282,0 = 0,
Ize pak uvazovany model pfepsat do tvaru

Y — XB1,0 ~ N, (XK;y7v,0%V),
ﬁl) (Bm) (Kl) ot o
— 9 + , 6 R 1 2 q‘
( ﬁl 52,0 K A

Y - X/Bl - Y - XBI,O - XKl:)\/

Nyni stac¢i pouzit vétu 3.2 =

Potom také

Definice 3.17 Necht k n-rozmérnému observacnimu vektoruY je pritazena trida
rozdéleni pravdépodobnosti

F=A{F(.B):B e}

Necht zobrazeni
C():R" — B* (B" je trida borelovskych mnoZin v prostoru R¥)

(borelovskd mnoZina je prvkem takové tridy mnoZin, kterd je uzaviend na spo-
cetném sjednoceni mnozin a na operaci komplement; tato trida je generovdna
otevienymi mnozZinami prislusného prostoru) md vlastnost

V{B € B} PAB EC(Y)} =1—a.

Potom toto zobrazeni, tj. nahodnd mnozina C(Y), se nazyvd (1 — «)-konfidenc-
ni oblasti pro parametr 3. Ma-li konfidencni oblast konkretni geometricky tvar

(interval, elipsoid, apod.), pouzivd se toto oznaceni konfidencni oblasti; napt.
0.95-konfidencni elipsoid.

Nasledujici véta poskytuje navod, jak spocitat konfidencni elipsoid pro model
s podminkami typu II.
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Vé&ta 3.6 Necht Y ~ N,(XB1,0%V). Jestlize v = G131 + G232, kde
(G1, Go)var ?é o ( Ga )
G2
Ba

je pozitivné definitni matice, potom (1 — «) konfidencni elipsoid pro vektorovou
funkci v je

E1-a(y) =
oy / —1
_ . i B1 W1,1, W1,2 Gq
—_ {Z . [Z (Gl,Gz) Za/: (Gl,Gz) Wz,l, W272 Gz
2
B Br | 5 B
x |z—(G1,Gz2) | = <o TFr,nJrqf(lirkz)(l @) ¢,
Ba

kde r = h(Gy, Gz2), 02 je ddno vztahem (3.9) z véty 3.5 a

o Wi Wi\ | B
W1, Wao B;

Dikaz. Oznacme

_ (B _
ﬁ— < /32 ) a G= (Gl,Gz).

Potom ztfejmé plati

GBN NT(G,B,O'2G ( W1,17 W1,2 ) G/),

Wa1, Wa,

kde, podle predpokladu, je matice

\%% \%%
2G 1,1, 1,2 G/
7 ( W2,17 W2,2

pozitivné definitni. Nyni pouzijeme znamé Pearsonovo lemma:
Jestlize n ~ N(0, W), potom n'W™n ~ X7y, (0).
V nasem pripadé tedy plati

~ -1 ~
(GB - Gp) [G ( &jz ¥ ) G’} (GB — GB) ~ o*x2(0)

a dle véty (3.5) mame
~2 2 XiJrqf(lirk’g)(O)
n+q— (k1 +k2)’
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pricemz obé ndhodné proménné jsou stochasticky nezavislé. Dale vyuzijeme de-
finici Fisherovy—Snedecorovy nahodné veli¢iny a ziskdme tak ndhodnou veli¢inu

= Wii, Wi - >
GO -GE*) |G 7 ' G’ GB - G3*
( p p ) { ( Wa1, Wa, ) } ( P p )
ro2 ~ Lrntq—(k1+ka)-

Pro skutecnou hodnotu B* vektoru B pak musi s pravdépodobnosti 1 — «
platit

(@B-apy |G it W) ) (GB-Gp") < 15°F (1—a)
Wz,l, W272 S T0 Lrntq—(ki+kz) o).

~
~

Se stejnou pravdépodobnosti vSak &£ _,(GB) pokryva skutecnou hodnotu GB*.
|

3.2.3 Linearizace nelinearni struktury modelu

Pro linearizaci nelinearnich statistickych modeld se pouziva nékolik postupti.
Ptehled nékterych z nich lze nalézt napf. v [1].

Dale budeme uvazovat jen linearizaci rozvojem do Taylorovy fady, u niz se
predpoklada jista apriorni znalost ptiblizné hodnoty B9 odhadovaného parametru
B daného nelinearniho statistického modelu. Postup linearizace je zalozen na
rozvoji modelu do Taylorovy fady pravé v bodé By se soucasnym zanedbanim
¢lentt druhého a vyssich radi.

Uvazujme nejprve obecny model Y ~, [f(3),X], B € V C R* kde f: V —
R™ je znama funkce, kterda ma spojité druhé derivace, ¥ je znama pozitivné
definitn{ (p.d.) matice, V C R¥ je parametricky prostor a R* je k-dimenzionalni
eukleidovsky prostor.

Tento model nazveme modelem se slabou nelinearitou pro urcity statisticky
problém, jestlize v Taylorové fadé funkce f(-) v piiblizné hodnoté parametru 3o
muzeme ¢leny druhého a vyssiho radu zanedbat bez vyznamného poskozeni feseni
daného problému.

Parametricky prostor ¥V miize mit nékolik tvarti pro rtizné druhy modeli:

e model bez podminek, tzn. V = R¥,

e model s podminkami typu I, tzn.

kde g(-) je znaAméa g-dimenzionalni vektorova funkce se spojitymi druhymi
derivacemi a
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e model s podminkami typu II, tzn.

V:VU:{(Z: ):h(ﬁl,ﬁz)=0},

kde h(-) je zndmé g-dimenzionalni funkce se spojitymi druhymi derivacemi.

Definice 3.18 Batesovy a Wattsovy miry krivosti modelu

Y ~, [£(8), %], BeR, (3.10)
v bodé B jsou:
o vnitrni krivost
, MZ "k, |5
K(mt)(,B) = sup M ’z = cseRFY . (3.11)
[Fs|[5-

e parametrickad krivost

PE 'Kx-
K(par) (/3) = sup m: s € Rk , (312)
1Fs(l5

kde F = 0f(u)/0u |y=p, ks = (S'Fis,...,8'Fys), F; = 0?f;(u)/0ud’|,—p,
i=1,....n, Mg_l =1- Pfﬁ_l a Pg_l je projekéni matice na podprostor M(F)
v normé X1,

Lemma 3.32 Necht matice F = 0f(u) /00|, _z, kde B je libovolné vesent rovnice

Y £ DY — )] = 0, (3.13)

md plnou hodnost ve sloupcich. Potom nerovnost

~ 1
y —fB)ls < ———=
Iy =) < s
implikuje pozitivni definitnost matice

2

H pr—
ouou’

{Iy = £y — f)}|

Dikaz. Viz [1] (Lemma VI.2.1.2, str. 227).
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Reeni rovnice (3.13) je tzv. nelinedrni MNC odhad neznamého vektoru 3
v modelu (3.10). Uvedené lemma tik4, Ze pokud realizace y observa¢niho vektoru
Y lezi dostatecné blizko varieté stiednich hodnot {f(3): B € R*}, pak m4 rovnice
(3.13) pravé jedno Feseni.

Jestlize zname s ,dostatecné vysokou presnosti“ pribliznou hodnotu (B¢ ne-
znamého parametru B3, jehoZ skuteéna hodnota je 8%, tzn. zndme hodnotu By
leZici ,dostatetné blizko* k hodnoté 8%, mizeme funkci f(3) v modelu (3.10)
rozvinout do Taylorovy rady

£(8) = £(30) + F(B0)08 + 35(80) + ...
kde
F(00) = 06(8)/08 |g-s.  =(68) = (50F150,..... 64F,80).
Fi = 9°[(8) /0808 |p=py, i=1,...,n

a 03 = B—By. Jestlize zanedbame cleny druhého a vyssich fadi, misto obecného
modelu (3.10) dostaneme linearizovany model

Y~ ([£(Bo) + 0£(8)/08 |5-,08) . D). (3.14)

Obecna forma veli¢iny K (3y), K®¥)(By) a podobnych mér nelinearity je

/o= S .
C(Bo) :sup{M: 5u€Rk},

Ju'Rdu

kde
o5y = (Ou'Aj6u, ..., 0u'Adu),

Aq,..., A, jsou k X k symetrické matice, S je r X r p.s.d. matice a R je k X k
pozitivné definitni (p.d.) matice.
Algoritmus 3.1 Nasledujici kroky tvori iteracni proceduru pro uréeni C(3q).

Krok 1: Zwvolime libovolny vektor du; € R* takovy, Ze duy'du; = 1.

Krok 2: Urc¢ime vektor ds

5u1’A16u1
0s = Rfl(Aléul, cey Aréul)S
6u1/Ar5u1

a pouzijeme ho pro urceni vektoru dus

duy = ds/V ds/'ds.
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Krok 3: — Jestlize dug' duy > 1 — ¢, kde ¢ je dostatecné malé kladné cislo,
iteracni proces ukoncéime a C(Bo) je urceno hodnotou

JJols  Sag,
C _ 5112 2 ]
(ﬁO) 6u2’R6u2
— Jestlize duy’' duy < 1 — g, vrdtime se ke kroku 1 s vektorem dus,

ktery pouzijeme misto vektoru duy.

Déle se budeme zabyvat modelem s podminkami typu II. Uvazujme tedy
model Y ~, (f(31),2) s podminkami na parametr 3; € R* i na parametr
B2 € RF2 (vyskytuje se pouze v podmince) ve tvaru g(31,32) = 0. Déle tento
model i s podminkami vyjadiime v kvadratickém tvaru

s podminkami b + B1631 + B2682 + 3w(s8,,58,) = 0.
Zde

Jg(8)
061

=,307
/ / A, B 0
ﬁO - ( g::z ) a {w(‘s,@lﬁﬁz)}i - (dﬁl 76/82) B/, D ) ( 62: ) ;

_ 08(B)
B=Bo’ g 082

b = g(/BO)7 Bl =

5 B = (B4, B»),

kde
A = Pg()/0poBy|
B = 00/(8)/0p00| .
D = 06(8)/08:08: | .
i=1,...,q.

v/

pokladejme, Ze vektor 632 je spojita funkce vektoru d3; se spojitymi druhymi
derivacemi.

Lemma 3.33 V ramct linearizovaného modelu

Y fy o (Féﬁl,E),(gg: ) € {( ‘Vl) :b+B1u+B2v:0}, (3.15)

h(F) =k <n, h(B1,By) = ¢ < ki + ko, h(Bs2) = ko < q, BLUE parametru

93
(55 )
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je (viz véta 3.4)

561 = 661 — C'B1/[Mg, (B1C "By )Mg,]* (b + B15f), (3.16)
382 = —[(B2);, 5, 0-1,) (b + B13B1), (3.17)

kde (S/ﬁi\l = C'F'EX"YY —fy) je BLUE v rdamci modelu Y — fo ~,, (F8(31,%)
bez podminek a C = F'S'F; kovariancni matice je

w(2) (& B) 519
032 ’

kde
A = (Mg;ms, CMpjMp, )"
_C_lB]_/(le)_

B = m(B1C~'By’)’
D = [By(B;C'By' + B2By) !By ! - 1.
Diikaz. Analogicky dikazu véty 3.4.

Poznamka 3.8 Vztahy (5.16) a (3.17) lze dle lemma 3.18 a lemma 3.25 prepsat
ve tvaru:

861 = 841 — C'B{ [T~ TB, [B,TB,| 'ByT| (b+B.68:),  (3.19)
68> = — [BYTB,] ' B4T (b+B135: ) (3.20)

kde T = (B;C'B} + B,B}) .



Kapitola 4

Vlastni reseni

4.1 Predpovéd prutoku a tlaku krve
pri operacich aortokoronarniho bypassu

Revaskularizace myokardu patii mezi nejcastéjsi kardiochirurgické zakroky.
P1i operacich bypassu v mimotélnim obéhu chirurg méri pritok krve stépem
v dobé, kdy je na aorté nalozené svorka (do srdce nepfichazi krev prostfednic-
tvim koronarnich cév, ale pouze méfenym Stépem), a pozdé&ji méri na tomtéz misté
pritok po povoleni svorky na aorté. Namérené hemodynamické charakteristiky
pomahaji ovérit kvalitu anastomdzy, ktera ovliviiuje dlouhodobou tspésnost re-
vaskularizace koronarniho fecisté. Nalezeni modelu s jehoz pomoci by bylo mozné
spolehlivé predpovédét pritok krve stépem po povoleni svorky na aorté na za-
kladé prvniho méfeni pii nalozené svorce by vedlo ke sniZzeni poctu méfeni se
soucasnym zachovanim informace o objektu a tim i finanénim a casovym tspo-
ram. K predpovézeni pritoku a tlaku krve po povoleni svorky na aorté vyuziji
jednak klasicky regresni model, ale pokusim se odvodit pro tento ptipad i linearni
model s podminkami typu II. Numerické feseni bude v obou pripadech realizo-
vano na datech ziskanych mérenim pii operacich aortokoronarniho bypassu na
Kardiochirurgické klinice Fakultni nemocnice v Olomouci [14].

4.1.1 Klasicky linearni model

Klasicky linearni regresni model vztahu mezi priitokem a tlakem krve v arte-
rialnim stépu v dobé nalozené svorky na aorté a po povoleni svorky je tvaru

Vi1 _ (0%} + ﬂll ﬁlZ Z; : i = 1,2"“,717

Vi2 Qo Ba1 Paz Yi
kde z; a y; jsou hodnoty priutoku a tlaku krve pacienta v Case pfed povolenim
svorky na aorté a v;; a v; 9 jsou predikované hodnoty téchto parametrt po povo-

leni svorky. Nahodné chyby se v pripadé pouziti tohoto modelu vyskytuji pouze
v hodnotéach Vi1 aVia.

46
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Odhady parametrii a numerické vysledky

Parametry a; ,as, (11, Bi2, (21, (22 jsou odhadnuty metodou nejmensich
¢tvercli. Pro nase data ziskame nasledujici numerické vysledky:

ar\ [ —37.5357541 Bu P\ [ 0.8160014 0.04371230

az )\ 541508277 )7\ By [Ba ) \ 0.5149256 0.86231796 )

Na obr. 4.1 jsou znazornény jednak naméiené (Cerné) ale i odhadnuté (cer-
vené) hodnoty pritoku krve bypassem a tlaku krve po povoleni svorky na aorté.

V nésledujici tabulce jsou uvedena rezidua (&; a 7; jsou naméfené hodnoty

prutoku a tlaku krve po povoleni svorky na aorté u i-tého pacienta):

AVZ‘J :fi—VZ‘,l, Al/z‘,g :’T]Z‘—VZ‘72, Z = 1,2,...,71.

Pratok a tlak krve po povoleni svorky na aorté

17
4. 20 35
i4
R 2.
- 3&{."2’% 16
B 17
o 15
) 22
_ 6 1571y o313 21
F . : D5 BB A
— a3 1 1 - -
E° 2y Tl Sho29 2.
= 28 B3 54&1 L4
- R g
S y
g 6 19 26 21 31
~x 3 34 8 29 2
x ¥ 10
= 24 1228
S 3312 e
2 34 R
0 10
38 26
27
8 - 18 7
30 2
T T T T T I
0 20 40 60 80 100

pritok krve [ml/min]

Obrazek 4.1: Pfedpovézené a namérené hodnoty tlaku krve a pritoku krve bypas-
sem po povoleni svorky na aorté pomoci klasického linearniho regresniho modelu.
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i | Ay;p [ml/min]  Ap;, [mmHg] i | Ay;p [ml/min] Ay, [mmHg]
1 4.755632 -1.6873706 19 1.994299 12.8918760
2 -29.081885 -3.3589698 20 1.222446 3.9187773
3 -8.183313 -2.1616609 21 17.096106 6.1740059
4 17.847371 0.9421335 22 17.850910 1.4741677
) 7.014604 1.6611657 23 14.865490 -4.7441732
6 2.615402 5.9475165 24 -0.943813 -2.2032558
7 -12.678454 1.0480313 25 -14.017575 1.2630927
8 16.816167 1.1410596 26 -11.085708 -7.3266855
9 24.878433 -8.4746334 27 -16.367832 -6.8152281
10 -2.239855 -4.5583373 28 -3.124273 -0.6275093
11 -4.784632 4.8547088 29 1.105510 -4.0884886
12 5.344178 -1.5092420 30 -1.750268 -6.2916219
13 -28.324375 -1.9059321 31 22.371011 5.3806393
14 -15.586337 1.1569742 32 -4.502649 1.1254107
15 -13.885085 2.6490169 33 -4.310457 -6.0393933
16 -6.467764 -8.3236405 34 4.888954 4.0777119
17 12.780970 5.9082319 35 -1.686648 4.1691230
18 5.573440 4.3324992

4.1.2 Vyuziti linearniho modelu s podminkami typu II

Predpoklad o bezchybnosti hodnot x; a y;, ktery je soucasti klasického line-
arniho modelu, neni v souladu s realitou. Model adekvatnéjsi realité je model, ve
kterém se predpoklada, ze i hodnoty z; a y; jsou realizaci ndhodnych proménnych.

Takovym je napiiklad pro ndhodny vektor ¢ = (21, Y1, . -+, T, Yns E1, D15 - - -5 Eny )’
model
E(C) = (,Ul,b H1,25 -« o5 Bn,s Bny2, V1,15 V1,25 - -5 Vn Vn,Z)/ ) (4-1)
I 0
o 2 2n
var({) = o ( 0 L, ) (4.2)

s podminkami

(gg% ) :(g;>+(g§ gz)(ggz;> i=1,2,...,n,  (43)

kde x; je prutok krve bypassem pted povolenim svorky, y; je stfedni arterialni tlak
krve pred povolenim svorky, &; je pritok krve bypassem po povoleni svorky a n; je
stFedni arteridlni tlak krve po povoleni svorky na aorté. Model je nelinedrni, nebot
se v ném objevuji souciny parametri § a u, proto bude provedena linearizace.

Linearizace modelu

Linearizaci modelu provedeme rozvojem do Taylorovy fady. Cilem je zis-
kat vyjadfeni tvaru (3.15). Roli ndhodného vektoru Y zde hraje ndhodny vek-
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tor C, vektor parametrﬁ /61 = (:Ul,b /LLQ, Ce nun,b ,umg, 1/1’1, 1/1’2, ceey Vn,la I/n72)/,
By = (51, Ba, B3, Bs, B5, B6) . Kazdy z parametrit modelu lze rozepsat

pig = 1) 4+ 0pig, vy = v 4oy, i=12.m, j=1,2, (44)
B =p8"+68, i=1,2,...,6, (4.5)
kde pi”, 1%, i=1,2,.....n, j=1,2a 8%, i =1,2,...,6 tvoii bod, ve kterém

budeme provadét rozvoj do Taylorovy fady. V pribéhu itera¢niho procesu vypo-
¢tu odhadu parametrtt modelu to budou odhady parametri z predchozi iterace.
Prepiseme-li podminky (4.3) s vyuzitim (4.4) a (4.5), ziskAme proi =1,2,....n

(5 +080) + (857 + 085 ) () + dpia) +
+ <5§0) + 554) <M502) + 5%‘,2) - (Vi(,ol) + 5%‘,1) =0,

(87 +082) + (85 + 085 ) () + 0pia ) +
+ <ﬁé0) + 55()-) <,u§02) + 6,uz-,2> — (Vi(g) + 5VZ-,2> =0.
V maticovém vyjadieni pak po zanedbani kvadratickych ¢lent mtizeme psat
b +B108:1 +B2d3; =0,
kde

551 = (5M1,1, 5#1,2, ceey 5Mn,1, 5Mn,2, 5’/1,17 57/1,2, ceey 5Vn,1, 6Vn,2), )
5/62 = (6ﬁ17 652) 6537 6ﬂ4a 6557 5&6)/ )

prvky vektoru b
(0)

byi1 = +53 /%1"‘54 %2_’/11’
0
by = +55 /%1"‘56 Mz2_ 1(2)’
i=1,2,...,n, matice By je typu 2n x 4n (¢ara oddéluje prvnich 2n sloupct)

0 0 0 0 0

JC LS S B 0O 0|0 -1 0 0 0 0

0o o BY po 0 0|0 0 -1 0 0 0

B,=| 0o o g2 g o o0l0 0 0 -1 0 0
o 0 0 0 ...p8Y 8% 0 0o 0 0 ...-1 0

o 0 0 0 ... 8% 0 0o 0 0 ... 0 -1
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a matice By je typu 2n x 6

1o @) w00
01 0 0 u% pu
10 p) psh 0 0
Bo=[01 0 o0 4 u)

TL,]. )

01 0 0 ) u)

10wy pl) 00

Dostavame tedy linearizovany model

I
Z ~in (I4n6ﬂ1702 ( (2)n 1(2) )) ) b + B16/31 + B26/32 - 07

kde Z = ¢ —3:9. Jde o pripad regularniho linearniho modelu s podminkami typu
II. Pro odhady parametri 63;, d32 pak miZzeme pouzit vztahy (3.19), (3.20).
Vypocet probiha iteracné. Pro pocatecni iteraci volime

“2(11) = Ti, Mglz) =y, 1=12...,n.

l/i(}l) :52-’ V(712) :7’],“ Z = 1’27.”771/‘

1

Prvni iteraci parametri ﬂi(l), 1 = 1,2,...,6 ziskdAme TeSenim soustavy rovnic
podminek modelu pro d3; = 0 a §32 = 0 (= b = 0), tj. vlastné FeSenim
soustavy

BZﬁZ(l) = )

kde prvky matice By jsou tvofeny prvni iteraci vektoru BV,
Pro vypocet (k + 1)-ni iterace parametrt linearizovaného modelu pouZzijeme
vztahy (3.19) a (3.20), tj. v pfipadé naseho modelu

saUHY — z® _ B [T — TB,[B,TB,] B’QT} (b® + B,Z®M)
8By = —[BLTBy 'BLT (b® + B,ZW)
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kde T = (B;B, + B,B)) " a

b(k) - Blﬁl(k) + 2 ) Z(k) - C - IBI(k)?

vey v ’ . Ve ;. o k k
pricemz pro sestaveni matic By a Bg se pouziji k-té iterace vektorta ﬁl( ) a 62( ),
které ziskame ze vztaht

ﬁl(k) = ﬁl(k_1)+551(k),
BM = B, 4 53,0

Itera¢ni vypocet je ukoncen tehdy, jsou-li pro néjaké predem dané malé € > 0
splnény podminky

max { ’(5 ,ugi-)

,i:1,2,...,n,j:1,2}<6,

max { )(5 1/2-(7];-)

,i:1,2,...,n,j:1,2}<6,
max{)éﬁi(k)), i:1,2,...,6} < €,

Varianc¢ni matice pro vysledné odhady 6/[5'\1, 6/\52, resp. Zi': a ,Z')'; ziskame uzitim
vztahu (3.18) a lemma 3.25, v nasem piipadé (C™! = (F/E_lF)_1 = 0?)

var ((ﬁ) = var (B;) =0’ (I - B [MBzBlBllMBz]+ Bl) ’
== == 1
var ((Sﬂz) = var (ﬁz) = 02 ([B/Q (BlBll + BQBIZ)il B2:| — I) s
kde, dle (3.9), odhadujeme o takto

o (=3) (v-5)

02 =
4n+q—(k1+k2)
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Numerické vysledky v linearizovaném modelu

Pro tcely predpovédi pritoku a tlaku krve po povoleni svorky néas zajima

zejména odhad Zi'; Pro stejna data jako v pripadé klasického linearniho regresniho
modelu ziskame po 31 iteracich pro e = 0.001 tyto numerické vysledky

b1

5 —130.2692838

% —13.5633327

3| 0.9638320

54 B 1.8183163 (4.6)
A 0.0568606

G 1.1426065

e

—~

Kovarian¢éni matice odhadu vektoru parametri 32 je

939.2349 382.5698 —1.3439 —13.2179 —0.5474 —5.3839
382.5698 414.2096 —0.5474 —5.3839 —0.5927 —5.8292
var (B/Z) _ —1.3439 —0.5474 0.0124 0.0108  0.0050  0.0044
—13.2179 —5.3839  0.0108 0.1939  0.0044  0.0790
—0.5474  —0.5927  0.0050 0.0044  0.0055  0.0048
—5.3839 —5.8292  0.0044 0.0790  0.0048  0.0855
(4.7)
a pron =35, q¢=2n, ki = 4n a ky = 6 mame 02 = 45.6942.

Na obr. 4.2 jsou znazornény jednak naméiené (Cerné) ale i odhadnuté (cer-
vené) hodnoty priitoku krve bypassem a tlaku krve po povoleni svorky na aorté
pro linearizovany model.

V nasledujici tabulce jsou uvedena rezidua pro hodnoty po povoleni svorky na
aorté (druhé polovina hodnot vektoru Z). Pro kazdou hodnotu ¢ (oznacuje ¢islo
pacienta) jsou v tabulce dvé hodnoty — prvni odpovida reziduu prutoku krve
Av;; =& — 1;1 [ml/min| a drubd reziduu tlaku krve Av; o = 1, — 7,5 [mmHg].
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53

1 1 1 1
0.2087 8 7.0443 15| -5.8571 22 | 4.0270 29 | 1.2408
-1.2930 -5.2979 6.0740 -3.5866 -2.9295
-4.1558 9 6.8369 16 | -3.6606 23 | 5.0165 30 | 5.7542
4.3224 -11.3293 -1.5307 -6.7861 -6.5460
-4.5208 10 2.1562 17 1 -2.1200 24 | 3.1751 31| 5.3732
2.6686 -3.3430 3.3983 -3.0874 -2.1384
5.8752 11 | -2.2448 18 | 6.4376 25 | -8.0770 32 | -4.8046
-4.7482 4.4346 -2.0672 6.6286 3.6680
1.6859 12 4.6134 19 | -1.9560 26 | -0.4508 33| 1.1313
-0.8920 -4.1551 7.7932 -2.3827 -3.5367
0.7509 13 | -10.0668 20 | -3.5382 27 | -0.8253 34 | 3.8534
2.2835 8.0743 3.6722 -1.4700 -0.6691
-3.3525 14 | -9.0299 21 | 3.8369 28 | 0.4045 35 | -4.7616
3.6857 7.1611 -0.4119 -0.6161 4.9523
Pratok a tlak krve po povoleni svorky na aorté
17
14 20 3 9
0 2% 17
2032125 &
R 7 T
b 251’? 0w g A 3'1“--3.1
s 8, , & 8 w1
: I pm 3
g 8 o4 7 3%4 829 33
x L 10
f_‘g 18.24 3312 26 i3
B . 1o
307 18 26
27
2 2
2
2
T T T T T I
0 20 40 60 80 100

pritok krve [ml/min]

Obrazek 4.2: Predpovézené a namérené hodnoty tlaku krve a prutoku krve by-
passem po povoleni svorky na aorté pomoci linearizovaného modelu.
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Linearizaci i vypocet hodnot parametri v pocatecni iteraci lze fesit i jinym
zpisobem, jak je popsano v [14]. Pocate¢ni iterace se zde pocita ze soustavy
podminek pro tfi vybrané body reprezentujici priutok a tlak krve pfed povolenim
svorky na aorté, tj. nevyuziva se v tomto pripadé g-inverzni matice. Déle se pred-
poklada b = 0 a proto se kazda iterace parametri 63y, 632 pocita z upravenych
vztaht

68 = z® _ B! |T — TB, [B,TB,] ' B,T| B,Z®
6By = — [B,TB,] ' B,TB,Z"
kde T = (BB + ByB}) ™' a odhady parametrit v, ;, i = 1,2,...,n, j = 1,2 se
v kazdé iteraci koriguji dle
kor k k k k k .
Vi(,lo): §)+B§ ):U’z(,l)—i_ﬁi ):U’z(,Q)v ZZLZ?“‘?”
W57 — B 1 B0 4 80U, =12,
Iterac¢ni proces je pak ukoncen pii splnéni podminky

(kor) (k)
Vijg ~ —Vij

<e Vi=1,2....n Vji=12.

Timto postupem dojdeme k numericky ponékud odlisnym vysledktm, ale
plati, Ze linearizovany model vzhledem k reziduim poskytuje v obou ptipadech
numericky presnéjsi vysledky odhadu pritoku a tlaku krve po povoleni svorky na
aorté nez klasicky linearni regresni model.

Model s kvadratickymi ¢leny

Pti linearizaci ptivodniho modelu rozvojem do Taylorovy fady jsme zanedbali
kvadratické ¢leny. Pokud bychom tak neucinili, ziskali bychom podobny model
jako vyse, ktery se lisi jen ¢lenem b v podminkach modelu. Jeho (k+ 1)-ni iterace
se pocita dle vztahu

(k)

%k) [ k) (k) 02g1(81*),B2(M) dﬁl(k) |
2 (561 , 002 )—6 B o oo \ 53,

1 (32) (Bn.327) 2

(k) :

1
b(k+1) — Blﬁl(k)"‘ 5 +§

: 0%gn—1 (,31(1“)752(1“)) 6,61 (k)
56", 68,"")
§k) ( 6(5:)8(131/,,32') 562(k)

pricemz pro ¢ = 1,...,n jsou matice

a2921‘4 (517 52)
o5 )own.e)
2
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typu (4n + 6) x (4n + 6) a maji témér vSechny prvky nulové az na
3291‘ (ﬁlu ﬁz)

o5 )own.e)

2i—1,4n+3
9 gi (B, B2) 1
2
3(g1)3Wﬂﬁﬂ
2 2i,4n+4
a odpovidajici symetrické prvky. Podobné pro i = 1,...,n jsou matice

82921’ (B, ﬁz)
o(5e)ousy.e)
2

typu (4n + 6) x (4n + 6) a maji témét vsechny prvky nulové az na

gi (B, B2) _ 1

o( 5 )ousy.e) :
2 2i—1,4n+5

gi (B, B2) 1

2

o( 5 )osi.m)

21,4n+-6

95

a odpovidajici symetrické prvky. Vypocet odhadii parametri modelu pak v iterac-
nim procesu probiha stejné jako v pripadé linearizovaného modelu a pro odhady

i jejich variancéni matici se pouzivaji stejné vztahy.

Numerické vysledky v modelu s kvadratickymi ¢leny

o~

Pouzijeme-li model s kvadratickymi Cleny, ziskdme tento vysledny odhad B\z

po 31 iteracich pro e = 0.001

I3}

= ~130.2695003
% —13.5633438
B | 0.9638320
54 - 1.8183196
P, 0.0568606
ﬁ; 1.1426067
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—

Kovarianéni matice odhadu vektoru parametri 32 je

939.2386 382.5712 —1.3439 —13.2180 —0.5474 —5.3840

382.5712 414.2104 —0.5474 —5.3840 —0.5927 —5.8292

var (B/z) _ —1.3439 —0.5474  0.0124 0.0108  0.0050  0.0044
—13.2180 —5.3840  0.0108 0.1939  0.0044  0.0790

—0.5474 —0.5927  0.0050 0.0044  0.0055  0.0048

—5.3840 —5.8292  0.0044 0.0790  0.0048  0.0855

a 02 = 45.6942.

Je vidét, ze vysledné odhady a odpovidajici varianéni matice se témef nelisi
od linearizovaného modelu, ve kterém kvadratické ¢leny neuvazujeme. Zanedbani
kvadratickych c¢lenti v linearizovaném modelu nemélo na vysledné odhady para-
metri modelu a v disledku toho na pfesnost predpovédi pritoku a tlaku krve po
povolené svorky na aorté vyznamny vliv.

Otéazkou zlistava, zda je mozné linearni modely s podminkami typu II na tento
konkrétni redlny medicinsky problém viibec aplikovat, tj. provést linearizaci pod-
minek modelu rozvojem do Taylorovy fady, ¢leny vyssich radd zanedbat a prevést
ptivodné nelinearni problém timto zptsobem na linearni model. Odpovédét na
tuto otazku se pokusim v ¢asti této kapitoly vénované miram nelinearity.

4.2 Odhad parametrua prutoku krve jatry

Jatra jsou nejvétsim organem lidského téla. Tvori pfiblizné 1/50 celkové hmot-
nosti (asi 1,2-1,8 kg u dospélého ¢lovéka) a jsou centralnim orgdnem metabolismu
celého organismu. Zakladni funkéni jednotkou je jaterni lobulus (viz obr. 4.3).
Jatra maji dvoji krevni zasobeni: portalni, kterym je do jater ptrivadéna portalni
zilou krev z celé splanchnické oblasti (sleziny, zaludku, slinivky, stfev), a arte-
ridlni (prostiednictvim a. hepatica communis). Uvniti jater se obé krevni sité
déli na dalsi drobné terminalni vétve, které vylévaji krev do jaternich sinusoidi,
v nichz se misi; odtud proudi krev radialné do centralnich zil. Jejich postupnym
spojovanim se tvori velké jaterni zily, které se vlévaji do dolni duté zily v blizkosti
pravé srdecni siné. Jatra maji vysoky krevni priutok — 1050 ml/min z v. portae
(funkéni obéh), 300 ml/min z a. hepatica (nutri¢ni obéh).

Mezi jedno z velmi vaznych jaternich onemocnéni patii cirhéza. Udava se, ze
tmrtnost v CR je na toto onemocnéni 15/100 000 a do kone¢ného stadia dosp&je
kazdy rok 1500 az 2000 osob. [16] Dominantnimi pfi¢inami jsou v nasem regionu
zejména virové infekce jater a abuzus alkoholu (za nebezpeénou davku pro muze
je povazovano 60g ¢istého alkoholu denné, pro zenu 20g), ale pfi¢inami mohou
byt i obstrukce zlucovych cest nebo chronické srdecni méstnani. Onemocnénim
trpi zejména lidé produktivniho véku.

Vlivem virti, alkoholu nebo metaboloickych poruch dochazi k rozsahlym ja-
ternim nekrézam jaternich laliackid, nekrotické ¢asti jsou nahrazovany bezcennym
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interdobulami Audovod

-
w. hepaticae

o Aty
witew Hey - Ttemi
V. portas . 3. hepatica  sinusgoidy

w. centralis

. hepatica

w. portas w. interlobularis

a. interlabularis
.

= a. hepatica

e _—_

Obrazek 4.3: Jaterni lobulus. Volné upraveno dle [18] a [19].

vazivem a prestavuje se slozitd struktura cévniho zasobeni. Zbyvajici ostrivky
jaterni tkané regeneruji v podobé uzli, které nasledné stlacuji cévy, coz ma za na-
sledek dalsi omezeni krevniho zasobeni (zejména nové vytvorenych hepatocytii)
a rozvoj nekrozy.

Jaterni cirhéza miize probihat dlouhodobé asymptomaticky. Pro obtize pfi-
chézi k 1ékafi jen asi 60 % cirhotikt. Diagnostika se opira o biochemické vySetieni,
ultrasonografii a pro presnéjsi stanoveni diagnozy se pouziva histologické vyset-
feni materialu odebraného pri biopsii. Biopsie patii mezi invazivni vysetfovaci
metody a mé sva rizika (pneumotorax, krvaceni, sepse...). Ukazuje se, Ze jako
uc¢innou neinvazivni diagnostickou metodu lze pouzit stanoveni parametr pri-
toku krve jatry pomoci 3D magnetické rezonance a kompartmentové analyzy.
[9] Zdrava jatra vykazuji nizky vaskularni odpor, ktery v piipadé patologickych
zmén (steatdza ¢i cirhéza) nartsta a pratok krve jatry tak klesa.

Z hlediska funkcéni stavby jater se jevi jako vhodny model pritoku krve jatry
jednokompartmentovy model se dvéma vstupy. [9] [10] [11] Kompartment pfed-
stavuje jaterni krevni tfecisté a kazdy ze vstupi vySe zminéné dvé cesty krevniho
zasobeni jater (v. portae, a. hepatica communis). Daty pro kompartmentovou
analyzu jsou koncentrace traceru ziskané prepoctem intenzity signalu na snim-
cich 3D magnetické rezonance v nekolika oblastech.

Kinetika traceru pfti prichodu krve jatry se da zapsat pomoci obycejné dife-
rencialni rovnice

dC(t)
dt

kde Cp(t) je koncentrace traceru v jatrech, C,(t) koncentrace traceru v artérii
(a. hepatica), C,(t) koncentrace traceru v portalni zile (v. portae) v Case t a ki,

= k1aCo(t) + EyyCy(t) — kO (L), (4.8)



Vlastni reseni 58

k1, a ko jsou kinetické parametry, s jejichz pomoci lze vypocitat charakteristiky
pritoku vyuzitelné pro diagnostiku jaterniho onemocnéni. Odpovidajici schéma
modelu je na obr. 4.4.

kla

Obrazek 4.4: Jednokompartmentovy model se dvéma vstupy pro modelovani pri-
toku krve jatry.

Rovnici (4.8) mtzeme doplnit o zpozdéni, a to jak na pfitoku krve do jater
prostfednictvim artérie, tak prostfednictvim portalni zily. Ziskame tak celkem tii
varianty rovnice kompartmentového modelu (véetné modelu bez zpozdéni):

dCp(t
(KMI) st( ) = k1aCu(t) + k1,Cp(t) — k2CL(1),
dCp(t
(KMII) st( ) = klaCa(t - Ta) + klpCp(t) - kQCL(t),
dCp(t
(KMIII) ;t( ) = klaCa(t - Ta) + klpcp(t - Tp) — kQCL(t)

Bézné jsou kinetické parametry kiq, ki, a ko ve vySe uvedenych rovnicich
hledané na zakladé analytického FeSeni téchto rovnic (viz kap. 1.2), v naSem
pripadé tedy

e pro model (KMI) ve tvaru
¢
Colt) = | aaCalr) + by Gy 01D,
0
e pro model (KMII) ve tvaru

t
C(t) = / [k1aCo(T — 70) + k1,Cy(1)] e F2C ) .
0
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e pro model (KMIII) ve tvaru

t
CL(t) = / [k1aCa(T — 70) + k1, Co(T — 7)) e R g,
0

Parametry jsou stanovovany numericky, pomoci minimalizace funkce C7(t)
na zakladé nameérenych dat a zvolenych pocatecnich hodnot.

VSechny tii pripady jednokompartmentového modelu pritoku krve jatry bu-
dou v dalsich kapitolach jednotlivé feseny pomoci linedrniho modelu s podmin-
kami typu II, ktery umoznuje, na rozdil od postupu zalozeného na minimalizaci
funkce ziskané jako analytické feseni diferencialni rovnice kompartmentového mo-
delu, do vypoctu zahrnout i chyby méfeni a odhadnout jejich vliv na pfesnost
vyslednych odhadi kinetickych parametri. Numerické vysledky ziskdné pro jed-
notlivé modely budou na zavér porovnany.

4.2.1 Statisticky model pro KMI

Mérenim koncentraci traceru v casech ¢;, © = 1,2,...,n ziskdme hodnoty
CL(t;) pro jatra, C,(t;) pro artérii a C,(t;) pro portalni zilu.
Observac¢ni vektor koncentraci traceru pro (KMI) je tvaru

Y = (Cu(th), -, Caltn_1), Cp(ts), ..., Cptn-1),Cr(tr), ..., Cr(tn))
a statisticky model za predpokladu normality
Y ~ N3n72 (Iﬁla 0'21) 5 (49)

kde
181 - (lub“‘:un—lal/l?‘“7Vn—17C17“‘7Cn)/7

s podminkami

Mzkmurf‘hp%—kz@, 221,2,,71—1

liy1 — 1

Linearizace modelu a odhad parametru modelu
Oznac¢ime-li proi=1,2,...,n

pi= 4o vi=u" o, 6= 40

mame pro

/
Z=Y - (Mg())w”:ugzolhyp)v“' V(O) 1(0)""’C(0)) ’

y “m—1»

model
Z ~ N3, 5 (15/617 021) )
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kde
(Sﬁl = (5/11, .. .5/1,1,1,(5111, e ,6I/n,1,5C1, .. '75<n)/ .

Oznacime-li dale

ko = kO + 0kia,  kip = k) + Okiy, ko = kY + Oky

a

kla 6k1a

/82 = klp 5 6ﬁ2 - 6k1p s

kg 6k2

muzeme podminky modelu
1 1
Gi (51, B2) = —krapts — kpvs + | ko — G+ ———GC+1 =0,
tiy1 — 1 liy1 — L

1=1,2,...,n — 1, prepsat do tvaru

9i (B, B2) = — <k§2) + 5k1a> (MEO) + 5,ui> - <k£g) + 5k1p> <1/Z-(O) + 614) +

1 1
(4940 ) (46) e (50
ti—l—l —t; ti-l-l — 1
i=1,...,n—1. (4.10)

Zanedbame-li kvadratické cleny, mizeme pak v maticovém vyjadieni psat

g (B1,52) =b + (By,By) ( gg: ) ; (4.11)

kde pro At; =t;y1 —t;,i=1,...,n—1

0 0 0 0 0 1 0 1 0 .
b — KOO — 0,0 (k§ ' Ati) G RN

matice By je typu (n — 1) x (3n — 2) a d4 se rozdélit na tii bloky

Bl - [_klaIn—la _klpIn—17i| )

pricemz
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(0) 0) (0)

My _V%m L o)
- ) -V )
B,=| o
© © 0
_H51217 _Véjla Céjl

Vypocet odhadi parametrt 63, a 3, probiha iteracné. Pro pocatecni iteraci
volime

W=, vM=0,t), M=cut), i=1,....n—1

Ky~ =
a kﬁ), k%), kél) vypocteme jako feSeni soustavy
O
kY “an
kY ¢
At'n,fl

tj. z podminek modelu pro 63, =0 a 63, = 0.
Ze vztaht (3.19) a (3.20) vypocteme (k + 1)-ni iteraci odhadt parametri 63,

a 03,, tj. v nasem pripadé

68" = 2" - B{ |T - TB, [ByTB,] ' ByT| (b® + B,Z")

8BS = —[B,TB,) ' BLT (b® + B,Z®)

kde T = (BB} + ByB,) ' a

b*) =B,3,%, (4.12)

pricemz matice By, By jsou sestaveny pomoci k-tych iteraci parametri By, B2
ziskanych ze vztahi

B = B, " 1+ 68,"),

B = BtV 53,

Iterace je ukonéena v (k + 1)-nim kroku, jsou-li absolutni hodnoty ptiristkui
83,5 a §3,* Y mensi nez zvolené malé e > 0.

e

Varian¢ni matice vyslednych odhadu gﬁ\l, g\ﬁz vypocteme ze vztahu (3.18)
s vyuzitim lemma 3.25, tj. v naSem piipadé (C! = (F’Ele)fl = 0?)

var (5/5\1) =0’ <I - B, [MBzBlBllMBz]JrBl) ;

oy -1
var (dﬂz) = o2 ([Blg (B1B| + BzBlg)fl B2] — I) ;
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kde 0% odhadujeme

Numerické vysledky linearizovaného modelu

Pro data ziskand z [9] (hodnoty koncentraci traceru v jatrech, artérii a por-
talni Zile v celkem 23 casovych okamzicich), tj. pro n = 23 obdrzime itera¢nim
vypoctem po 4 iteracnich krocich (¢ = 0.001) tyto vysledky:

__ [ 0.002431219 -
B2 = | 0.009415307 |, o2 =0.001130238, (4.13)
0.039513110

— 3.237174e—07 —6.987298e—07 —2.102309¢—06
var (662) = | —6.987298¢—07  2.998791e—06  1.254268e—05 | . (4.14)
—2.102309e—06  1.254268e—05  5.820799e—05

Zajimaly nas vysledky pouze pro vektor kinetickych parametrii 32, protoze praveé
ty se jevi jako dilezity pomocnik pti diagnostikovani zavaznych jaternich onemoc-
néni.

Model s kvadratickymi ¢leny

Pokud pii linearizaci nezanedbame kvadratické ¢leny v (4.10), zméni se postup
vypoctu odhadu parametri jen v nékolika malo bodech. Vyraz (4.11) reprezen-
tujici podminky modelu v maticovém vyjadreni bude nyni

[ / / 2 6/61 -
- (561 , 002 ) 0291(B1,B2) ( )
g (01, 52) a( e )a(ﬁl,m) 5835
2
0 1
~reem () |
(6/81/7 6/82/) 8297171(51,:32) ( gﬁl )
6( g: )6([*1"32/) P
kde proz =1,...,n — 1 je matice

P gi (B1, B2)
o( 5 )owsy.p)
2
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Koncentrace traceru v jatrech

[ ]
g _ °
n
0]
s
o
3
£ [32]
E S . kia= 0.002431
0 kip= 0.009415
k; = 0.039513
N
3]
—
=g
o
o
T T T T
0 20 40 60
Cas [s]
Obrazek 4.5: Namétené koncentrace traceru v jatrech (body Cp(t;),i=1,...,n)

a spojnice vypoctenych koncentraci na zdkladé odhadt parametri ki,, kip, ko
linearizovaného modelu.

typu (3n + 1 3n + 1) a ma vSechny prvky nulové az na
gz /617ﬂ2) _ _l
2
ﬂl 7ﬂ2 )

3n—1,i
9%g: (81, B2) _ _}
/! !/ 2

o( 5 )or.m)

B2 3n,nti—1

»gi (B1, B2) _ +1

B ) 2
(’8 (181 /82) 3n+1,2n+i—2

a odpovidajici prvky symetrické. Zména nastane rovnéz ve vypoctu b, tj. vjraz
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(4.12) bude nyni

(o a0 el ( 56, )

(k)
a( P >8(51’,Bz/) 0032
B

/ N Pgn1(B1®,8®) [ 63,P
<5ﬁ1(k) 7552(k) ) gﬂ ( ) ( dgl(k)
a( ! >8(51l,:32/) 2
Ba

Pro stejna data jako v linearizovaném modelu bez kvadratickych ¢lenti ziskame
nasledujici vysledky

b® — B,g,® 1
2

- 0.002431475 ~
Ba= | 0.000413782 |, o2 =0.001130171,
0.039506253

—6.991068e—07  3.001722e—06  1.255561e—05
—2.103772e—06  1.255561e—05  5.826697e—05

Z numerickych vysledkt obou modeli je vidét, ze zanedbani kvadratickych
¢lentl nema zadny vyznamnéjsi vliv.

o 3.238255e—07 —6.991068e—07 —2.103772e—06
var (662) =

4.2.2 Statisticky model pro KMII

Observa¢ni vektor koncentraci traceru pro (KMII) je tvaru
Y = (Cu(t), ., Caltn), Cp(t1), - -, Coltn1), Crts), ..., Cr(tn)) .

Pokud rozvojem do Taylorovy fady v bodé t; se zanedbanim ¢lenti vyssich radi
a prislusnym numerickym vyjadfenim prvnich a druhych derivaci pfepiseme pro
1=1,...,n—2

Ca(tiv1) — Ca(ts)

Co(ti — 74) = Cu(t;) + (—7a) +

Liv1 — 1
1 ( Caltiv2) — Caltiv1) Coltiz1) — Ca(ti)) 2
2 \ (tige — tiv1)(tiva — t5) (tiv1 — ;)2

aproi=n—1

Ca(tn) - Oa(tn—l)
tn - tnfl

Ca(tnfl - Ta) == Ca(tnfl) + (_Ta)>

ziskame za predpokladu normality statisticky model

~ IV3p— s 2 ) .
Y ~ N3,_1 (181, 0°1) (4.15)
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kde B1 = (1, - fins Vi, -+ s Un-1,C1s - -+, Ga) 5 8 podminkami

Giv1— G g1 — [
Lam S U S VN ala S aly
liv1 — t; ta | Hi ¥ liv1 — t; (=7a) +
1 Mit2 = i+l Fit1 — Hi ) 2}
+ = — Ta +k1 Vi_k2Ci7
2 ((ti+2 —tiy1)(tig1 — ;) (L — t)? P
prot=1,2,....n—2aprot=n—1
M = kia [Mn—l + M(_Ta)] + kiptn_1 — kaCpy.
tn - tn—l tn - tn—l

Linearizace modelu a odhad parametru modelu
Oznac¢ime-li proi=1,2,...,n
o= + o, v =0 +ou, G ="+,
mame pro
Z=Y = (W@, 0,0

model
Z ~ N3, 4 (15/617 021) )

kde 631 = (Opt1, - - - Opty, OV, oo, OV, _1,0C1, - - ., (5Cn)/. Oznacime-li déle
ko = kO 4 0kiay  kip =k + 0kipy ke = kS + 0k, 7, =70 + 07,

kla é‘kla
_ klp _ 5k1p
/82 - kg ) dﬁZ - (Sk'g )
Ta 0T,
muzeme podminky modelu
gi (517 52) =
Mit1 — i 1 Mit2 — Hit1 Hit1 — Mi \ 2
e (e )
' [u tiv1 — i (=72) 2 \(tive = tig1)(tiva — ti) (i — 1)?
1 1
— i+ (e = ——— ) G+ G =0,
¥ ( ’ Liy1 — ti) Gt Liy1 — tiC+1

1=1,2,...,n—2a

Gn—1 (B1, B2) = —kia {an + %(_Ta)} — kipVp—1+
n ~— n-—1
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prepsat po zanedbani kvadratickych ¢lenti do tvaru

b + (B, By) ( ggz ) =0, (4.16)

kde pro At; =ty —t;,i=1,...,n—1

b = —k\ |19 4+ M(_T(O)) 1 1 (“E% - Mz('i)l _ :U’z(?r)l - Mz('o)> (T(O))2]
' At; o 2\ At At INZ a
0+ () - ) 0 g =L
a
© _ (0
bios = K |1, + M<_T;o>>] UN

Atn—l

1 1
1) 0 ©
( 2 Atn—l Cnil Atn—l Cn 7

matice By je typu (n—1) x (3n—1) a da se rozdélit na tfi bloky (prvni a posledni
o n sloupcich, prostiedni o n — 1 sloupcich)

B, = | [[| 0L [[2] ],

pricemz
0 9 3
992 Og2 992 e
_ 0 o O O 0 0
: : : S
o o o0 --- 0 6/%_1 —6%1
kde jednotlivé derivace jsou prot=1,2,...,n—1
0)_(0 0)/_(0
09; _ 0 _ Ko’ ki (n”)?
O te At, 2A2
d9; K070 N O (78002 1 N 1
8Mi+1 B Atl 2 Atl+1Atl At? ’
0),_(0
09 _ k(")
Oftis2 20t 1 AL
ké()) - ﬁ? Altl’ 07 07 ’ 07 0
0, O — L Lo, ., 0,

2]
I

&

&

M\'
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matice B je typu (n — 1) x 4

991 991 91 g1
Okia  Okip  Oko 074
B, = : : : : )
897171 ag'n,fl ag'n,fl 897171
Okia  Okip Ok OTa
kde jednotlivé derivace jsou prot =1,2,...,n — 2
0 0 0 0 0 0 0
d9; _ 1O 4 70 e A W G R Rl A T R T T
Ok1, E @ At; 2 At AL, At? '
0 0 0 0 0 0
0g; _ 1 Hz(+)1 - /’L'E ) RO H§+)2 - Mz(‘+)1 B H§+)1 - Hz( )
aTa la Atl la "a Ati—i—l Atl At? ’

(0) (0)

OGn—1 © [ Hn — Haoy
akla = THp1 + Ta Atn,1 )

09n—1 _ 1O uglo) - Mgzo_)1
aTa la Atn,1 ’

09 _ 0 9% _0 o

Oky, 7 Ok

Vipocet odhadt parametri 63, a 03, probiha itera¢né. Pro pocatecni iteraci
volime

p = Caty), vV =Cpt), ¢V =Cults), i=1,...n-1,

(2

W =0arl kél) vypocteme jako feSeni soustavy

la > V1p >
1 1
0 Sukc il
kla Aty
(1) — :
B2 klp - .
1 1 1
Ol A
Atn—l

Ze vztahi (3.19) a (3.20) vypocteme (k + 1)-ni iteraci odhadt parametri 63, a
03,, podobné jako v pfipadé kompartmentového modelu (KMI), t;.

08" = 2 — B} |T - TB,[ByTB,| ' ByT| (b + B,Z%)
88y = — [BLTB,] ' ByT (b® + B,Z2")
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kde T = (BB} + ByB,) ' a
b® = B,3,", (4.17)

pricemz matice By, By jsou sestaveny pomoci k-tych iteraci parametri By, G2
ziskanych ze vztaht

B = B,V 68,
B = BV 53,0

Iterace je ukonéena v (k + 1)-nim kroku, jsou-li absolutni hodnoty ptiristki
661 a §3,% V) mensi nez zvolené malé e > 0.

Varian¢éni matice vyslednych odhadu 6/[5'\1, 6/\[32 vypocteme ze vztahu (3.18)

s vyuzitim lemma 3.25, tj. v naSem piipadé (C! = (F’E_lF)f1 = 0?)
var (5/5\1) =0’ <I - B, [MBzBlBllMBz]+B1) ;

— -1
var (552) = o2 ([Bg (BB + B,B)) BQ] - 1) ,

)R
2 .

7 n—>y5

kde 0% odhadujeme

Numerické vysledky linearizovaného modelu

Pro data ziskana z [9] (hodnoty koncentraci traceru v jatrech, artérii a por-
talni zile v celkem 23 Casovych okamzicich), tj. pro n = 23 obdrzime itera¢nim
vypoctem po 7 iteracnich krocich tyto vysledky:

0.002460336
BA\ | 0.009316704
271 0.039181197 |~

0.7478828
(57;) _

3.588884e—07 —7.965420e—07 —2.420606e—06  0.0002435991
—7.965420e—07  3.342302e—06  1.381090e—05 —0.0008227007
—2.420606e—06  1.381090e—05  6.323320e—05 —0.0026195341
2.435991e—04 —8.227007e—04 —2.619534e—03  6.7667722323
(4.19)

o2 = 0.001189545, (4.18)

Zajimaly nas vysledky pouze pro vektor kinetickych parametri 3.
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Koncentrace traceru v jatrech
[ ]
g °
n
o
< |
o
2
E 2 4 o kia= 0.00246
o kip= 0.009317
k, = 0.039181
Ta = 0.747883
N
8
—
pag
o |
o
T T T I
0 20 40 60
Cas [s]
Obrazek 4.6: Namétené koncentrace traceru v jatrech (body Cp(t;),i=1,...,n)

a spojnice vypoctenych koncentraci na zakladé odhadt parametri k14, k1p, k2, 7,

linearizovaného modelu.

Model s kvadratickymi ¢leny

Pokud pfi linearizaci nezanedbame kvadratické cleny, zméni se postup vypo-
¢tu odhadu parametrii. Vyraz (4.16) reprezentujici podminky modelu v matico-

vém vyjadifeni bude nyni

g (31, B2) = b+(By, By) ( ggl )%

9291(B1,82)

(084,082)
d

g: >3(ﬁ1'ﬁ2/)

82977.—1(,817B2)

(6ﬁ1/7 5/82/)
|

g: )a(ﬁl'ﬂz’)

(
(

93
e

93
032

)
)
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kde pro7 =1,...,n — 1 je matice
d?g; (B1, B2)
8<gl)8Wﬂﬁﬁ
2

typu (3n + 3) x (3n + 3) a mé vSechny prvky nulové az na

9?g; (B1, B2) _ 1 (1 n 7\ . (7—50))2)
/ / 2 At; QAtZZ ’
o( B )ouwre
B2 i3n
9%g; (81, B2) 1 (k{? n /{3%?7}50))
., -2\ Ay A2 |
a(ﬁl)a(ﬁljﬁz) ¢
B2 i,3n+3
9?g; (B1, B2) 1 70 N (Téo))2 < 1 N 1 )
a( B1 )8(51’ 8y) 2 | At; 2 At Aty A2) |7
B2 i+1,3n
82g; (B1, B2) 1|k 1 1
gi 1, M2 _ 1la + k(O)T(O) I
8( ﬁl )8(ﬁ1/ /82/) 2 Atz la ta Atl+1Atl At? ’
B2 i+1,3n+3
g; (B1, B2) _ (Téo))Z
a < /61 ) 8(61/7ﬁ2/) 4At2+1Atz
B2 i+2,3n
9%9; (81, B2) _ k%?réo)
a ( ﬁl ) 8(61,7/32,) 2Atz+1Atz
B2 i4+2,3n+3
3291 (517 52) _ _}
/ / 2’
0(§1)8whﬁg
2 n+i,3n+1
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32%‘ (51, 52) _ 1
27
0 ( 5 ) 0 (8y'.5)
2 2n+i—1,3n+2
9?9 (B1,B2) _ /ﬁz(‘% - MEO)
2At;
8 ( gl ) a(ﬁllaﬁ2/)
2 3n,3n+3
B Téo) /%@2 - /ﬁz(‘% _ /%@1 - MEO)
2 At 1At At? '
#gi (B1, B2) _ _kg?z) (NE% ~ /%('3)1 _ /%('3)1 ~ MEO))
2 At At; At? ’
0 ( o ) 0(8y.57) + Z
B2 3n+3,3n+3

a odpovidajici prvky symetrické. Zména nastane rovnéz ve vypoctu b, tj. vjraz
(4.17) bude nyni

i / / 82g1(B1(F), By (F) ) (k) T
AL (gﬂ(l | ( gt
0 (B’ ,B2")
B )

b® — B,g,® 1
2

/ N 82gn_1(BL™® Bz ™ 53, ®
o) 280 (30
a( ! >8(51’,32/) 2
B2

Pro stejna data jako v linearizovaném modelu bez kvadratickych ¢lent ziskame
v 7. iteraci nasledujici vysledky

0.002460339
[/32 | 0.009316684
271 0.039181095 |~

0.7478668
(55) _

3.588929e—07 —7.965547e—07 —2.420651e—06  0.0002435997
—7.965547e—07  3.342352e—06  1.381110e—05 —0.0008226983
—2.420651e—06  1.381110e—05  6.323402e—05 —0.0026195376
2.435997e—04 —8.226983e—04 —2.619538e—03  6.7666155140

o2 = 0.001189546,
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Z numerickych vysledki obou modeli je vidét, ze zanedbani kvadratickych
¢lent nema na vysledné odhady zadny vyznamnéjsi vliv.

4.2.3 Statisticky model pro KMIII

Observa¢ni vektor koncentraci traceru pro kompartmentovy model (KMIII)
je tvaru

Y = (Co(t1), .., Coltn), Cp(tr), .., Cp(tn), Cr(ts), ..., Cr(tn)) .
Pokud rozvojem do Taylorovy rady v bodé t; se zanedbanim cleni vyssich rada

a prislusnym numerickym vyjadfenim prvnich a druhych derivaci pfepiSeme pro
i=1,...,n—2

Calti = 7a) = Calts) + Caltivs) = Ca(t)

liv1 — 1 (=ma) +
L1 ( Coltiva) = Caltiv1)  Caltiva) — Ca(tz‘)) 2
2 \ (tixz — tiga) (tis1 — i) (tis1 —t;)? “
Cy(tiz1) — Cy(t;
Cp(ti - Tp) Cp(ti) + p( +1) p( )(_ p) +
liv1 — 1
L Cyltivz) = Cplti1)  Cpltivr) — Cp(ti)\ o
+ 2 Tp
2 \(tiy2 — tiy1)(tiv1 — t) (tiv1 — ;)
aproi=n—1
Co(t,) — Cult,—
Caltr — 72) = Calty1) + Celt) = Callnmi) oy
tn - tn—l
C,(t,) — C,(t,—
Cyltan = 7) = Gyl + 2L =Gl oy
tn - tn—l
ziskame za predpokladu normality statisticky model
Y ~ N3, (I81,0°0), (4.20)
kde
/61 = (,ulw",Unaylw"7Vn7Cla"'7Cn),a
s podminkami
Gi+1 — Gi [ fhis1 — i | Te ( Hit2 = fit1 i1 — )}
—— =k a i S— + - -
liy1 — t; o | tipn —ti 2 \(tipe —tipn) (tign — ) (tipn — )2
2
Vie1r — Vi Ty ( Vit2 — Vit1 Vig1 — Vi )]
P [ Plivi—ti 2 \(tiga —tig1)(tig1 — ;) (tign — )2 2
prot=1,2... n—2aproi=n—1
Cn - Cnfl Hn — Hn—1 VUn — Vp—1
= ki 1 —Ta—— | + & =Ty | — kol
tn - tnfl ' fin—t ! tn - tnfl | Vnt » tn - tnfl QC '



Vlastni reseni 73

Linearizace modelu a odhad parametri modelu

Oznac¢ime-li proi =1,2,...,n

Hi = MZ(O) +0pi, vi= VZ(O) +ov, G= CZ‘(O) +0G,

mame pro
/
Z=Y — <:u§0)7"'MS))vV%O)?”‘er(LO)u 1(0)7"'7C1(10)) ’
model
Z ~ N3n (Idﬁla 021) )
kde

6,61 = ((5[1/1, .. .(5,LLn,5V1, e 76Vn75C17 . '75@1)/ .

Oznacime-li dale
ko = kY + 0kia,  kip = k) + 0kp, ko = kY + Gka,

Ta = Téo) +071,, T, = 7'150) + 07,

a
kla 6k1a
klp 5k1p
/82 - k2 ) dﬁZ - 6k2 )
Ta 0T,
Tp 0T,
muzeme podminky modelu
gi (517 52) =
2
Hivr — i T, Hit2 — Hit1 Hiv1 — i
bl R
' [ tiy1— 1 2\ (tige —tigr)(tign — 1) (tign — )2
2
LT
— k1 [VZ Tp I:H Vi 4+ £

p ( Vivo — Vip Vi1 )]
i1 — 1 2 \(tige —tiq1)(tin — i) (tix1 — 1)
1 1
hy— —— G+ ———¢ =0, i=12... . n—2
* ( ’ Liv1 _ti) Gt Liv1 —tz‘CH

n — Mp— Vp — Vp—
In—1 (,31, ,32) = —kiq Hn—1+ w(—%) - klp Up—1+ 71(_7}))
tn — tnfl tn - tnfl

1 1
kg — ——— n— 77120
+( ? tn—tn_l)C I ——
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prepsat po zanedbani kvadratickych ¢lenti do tvaru

b + (B, B,) ( ggz ) =0, (4.21)

kde pro At; =ty —t;,i=1,...,n—1

0 0 0 0 0 0 0
b = — k@ [,© _ ;0 High — N (i)? (= i —
' Lo (1 @ At; 2 At At At?
0 0 0 0 0 0 0
_ O 0 (0 Vz‘(+)1 - Vi( ) 4 (7'1g ))2 Vz‘(+)2 — Vz‘(+)1 - Vi(—i—)l — Vi( )
| P At; 2 At; 1AL At?

o 1IN0, 1 o ._

’u1(10) _ M(O)
I —kﬁ? M(O) () n-1| _ (0

matice B je typu (n — 1) X 3n a d& se rozdélit na tii bloky

B = [[L[[2]][8]].

pricemz
0 9 B
fnofwogmog 0 0
0 992 992 992 o ... 0
: Opz Ous  Opa
: : : L
o o o --- 0 —6/%_1 —6%1
kde jednotlivé derivace jsou prot=1,2,...,n—1
99 _ o _ ke kg (m”)
O to At 2At2
Ogi _ kam” |k (r”) L1
3,ui+1 n AtZ 2 AtH_lAtZ At? ’
dg; KO (72
Oftis2 B C2AL AL
92 g2 g2
: 0 52 g2 %2 o ... 0
6 0 0 0 397;71 397;71

al/n71 al/n
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kde jednotlivé derivace jsou prot=1,2,...,n—1
0) (0 0), (0
99i 0 _ Mom ki ()’
014 1p Atl 2At22 '
0) (0 0), (0
Ogi _ ki’ Ry@V? (11
alji+1 Atl 2 AtlJrlAtZ At? '
0), (0
dgi ki (m)
OVita 20t 1 AL
(0) 1 1
k2 At (O)A_tl> Oa Oa ) 07 0
1 1
_ 0, ky' — x5 agr U . 0, 0
| ' g ©_ 1 .
0, 0, 0, O, vk o m
matice B je typu (n —1) x5
091 991 991 dg1 dg1
0kiq Ok1p Oko 0Ta OTp
B, = : : : : : )
8g'n,fl ag'n,fl 897171 897171 ag'n,fl
0kiq Ok1p Oko 0Ta OTp
kde jednotlivé derivace jsou prot =1,2,...,n — 2
0 0 0 0 0 0 0
9gi _ _M(O) + 70 Nz(+)1 - /%( ) _ (Té ))2 Mz(‘+)2 - N§+)1 B H§+)1 - Mz( )
k14 ' ¢ At; 2 At At At?
0 0 0 0 0 0 0
9gi -, + 70 Vz‘(+)1 - Vi( : _ (7'15 ))2 Vz‘(+)2 - Vi(—l—)l _ Vi(—i-)l - Vi( )
Ok, ’ P At; 2 At AL, At?
0 0 0 0 0 0
0y _ 1O Hz(+)1 - /%(‘ ) RO H§+)2 - Mz(‘+)1 B H§+)1 - Hz( )
aTa la Atl la Ta Atl+1Atl At? ’
0 0 0 0 0 0
g — 1O Vz‘(+)1 ~ Vz‘( ) _ 10 Vi(+)2 - Vz‘(+)1 B Vz‘(+)1 - Vi( :
an 1p Atl Ipp Atl+1Atl At? '

)
)

75
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a
0 0
Ogn—1 _ —M(O) I () Hn) - Mle1
aklcz e ¢ Atnfl 7
(0) (0)
R O RO N (it
k1, nelor At, ., )’
OGn—1 :(0) Mgzo) ,uS)_
aTa la Atn,1 ’
agnfl _ 1.0 VT(LO) - Vfl(gl
an 1p Atn,1 ’
99 ©0)
- s - 1a 27 , L — 1
ak2 g’b

Vypocet odhadi parametrti 3, a 3, probiha itera¢né. Pro pocatecni iteraci
volime

,Uz(l) = Ca(ti)> V'(l) = Cp(ti)> C(l) = CL(ti)? L= 1’ N 17

K3 7

Tél) =0, T,§1) —0akY W kél) vypocteme jako feSeni soustavy

la > V1p >
(1) _ (1)
1 (S H(
kga) : At12
1 .
B, kgp) = :
kY ¢y~
At'n,fl

Ze vztahi (3.19) a (3.20) vypocteme (k + 1)-ni iteraci odhadt parametri 63, a
d3,, podobné jako v piipadé kompartmentového modelu (KMI) a (KMII), t;j.

68" = 2 — B} [T —TB, [B,TB, ' B4T| (b + B,Z")
8By = —[B,TBy 'B,T (b® + B,ZV)
kde T = (BB} + B,B}) ' a
b =B5 ", (4.22)

pricemz matice By, By jsou sestaveny pomoci k-tych iteraci parametri By, B2
ziskanych ze vztahi

" = B¢ 4 668,W,
BaM = B, 4 53,1
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Varian¢ni matice vyslednych odhadu 6/[5'\1, 6/\62 vypocteme ze vztahu (3.18),
tj. v nasem pripadé

var (5/5\1) = o’ <I — B; [Mg,B:B|Mg,|" B1) ;
- -1
var (552) — o2 ([Bg (BB + B,B))™ BQ] - 1) :

o (r3) (v5)
2

o
n—=~6

kde 0% odhadujeme

Numerické vysledky linearizovaného modelu

Pro data ziskana z [9] (hodnoty koncentraci traceru v jatrech, artérii a por-
talni zile v celkem 23 Casovych okamzicich), tj. pro n = 23, obdrzime itera¢nim
vypoctem po 64 iteracnich krocich tyto vysledky:

0.002881358
_ | 0.009200455 ~
Bz = | 0.039863777 |, o2 =0.001303656, (4.23)
1.198764
1.224571

var (352 =

2.383404¢—06 2.720100e—08 9.194400e—06 0.0025036057 0.006221015
2.720100c—08 3.951100e—06 1.985227¢—05 0.0003198317  0.002249439
9.194400e—06 1.985227e—05 1.363936e—04 0.0113326463 0.034179217
2.503606c—03 3.198317e—04 1.133265¢—02 7.4802188861 7.120241689
6.221015e—03 2.249439e—03 3.417922e—02 7.1202416889 18.810113388
(4.24)

Opét nés zajimaly vysledky pouze pro vektor kinetickych parametri 3,.

Model s kvadratickymi ¢leny

Pokud pfi linearizaci nezanedbame kvadratické cleny, zméni se postup vypo-
¢tu odhadu parametri. Vyraz (4.21) reprezentujici podminky modelu v matico-
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Koncentrace traceru v jatrech

78

© [ ]
©
[Te}
0
< |
o
E
E 3
3) Kia = 0.002881
kip = 0.0092
ke = 0.039864
S Ta = 1.198764
T = 1224571
—
o
2 e
T T T I
0 20 40 60
Cas [s]
Obrazek 4.7: Namétené koncentrace traceru v jatrech (body Cp(t;),i=1,...,n)

a spojnice vypoctenych koncentraci na zakladé odhadt parametrt ki,, kip, ko,

Ta, Tp linearizovaného modelu.

vém vyjadfeni bude nyni

_ 661\ 1
g (500 = b (8.8 (501 )43
kde proi =1,...,n — 1 je matice

9%91(B1,82)

(6ﬁ1/7 5/82/) ﬂ
a( ! >a(ﬁlcﬁz'
B2

{

(6B1,682") 9%gn-1(B1.B2)
d

g: >3(ﬁ1/ﬁz'

8291‘ (ﬁlu ﬂz)

B1
B2

d

)oii.8)

typu (3n +5) x (3n + 5) a mé vSechny prvky nulové az na

{

01
032

93
e

)
)
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a2gi (ﬁl? /32) - 1 . 7_0(40) (7—50))2
0 ( ; ) 0(B1', B2) i ;
Pz i3n+1
0%gi (B, B2) _1<k9 %?ém>
. 2 ’
0 < /31 ) 9 (/Blla ﬁ2/) 2 Atl Atz
/32 2,3n+4
azgi (ﬁlaﬁZ) _ 1 7150) . (7150))2 ( 1 . 1 )
/ / 2 | At; 2 At 1 AL At? )
a(gl)a(ﬂl,ﬂz) 41
2 i+1,3n+1
82g; (B1, B2) 1 1@ . .
9i (P1, P2 _ = i—i-k:gO)T(o) < n )
/ / 2 Atl a-a Atz Atl At? )
0(21)0«31,62) H
2 i+1,3n+4

8292' (/817 /82)

&

P LIRS

8292' (/817 /82)

i

B )oes.m

9%9; (81, B2)

B1
B2

d

) 9(B1,B2)

82% (517 ﬂz)

B1
B2

g

Joisr.ad)

)

Vs

(")

CAALLAL

i+2,3n+1

10)_(0)

la Ta

T T 2A6 Al
i+2,3n+4
(0) (

Tp
_l’_
At;

0
T}g ))2
2A¢2

L 1+
2
1
2

)
)

n+1,3n+2

]{(O)

1p

At

10)0)

1p 'Pp

INE

n+1,3n+5
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4 3\
9%g; (B, B2) 1 ngo) n (ngo))2 1 n 1
51 ) . 2 | At; 2 At; (At A2 )|
0 ( (B, B2) '
. B2 7/ ntit1,3n42
( )
02g: 1 %9 1 1
9i (B, B2) _ 15 00 n
B1 ) Py 2| At PP\ AL AL A2 )|
o( 5 )ousi.p) :
. B2 7 ntit1,3n45
( )
) &g (B, B2) _ (7'150))2
ANt 4 AL
0 ( 5 ) 2(8y. ) +
\ 2 7 n+i+2,3n+2
3
9?9 (B1,B2) _ kg(;);)ﬂgo)
20t AL
o( 5 )osi.e) -
\ 2 J ntit2,3n+5
%g; (81, Bo) _ 1
27
0 ( 5 ) 2(8y'. )
2 2n+4,3n+3
8291’ (B, ﬁz) _ /h(‘?& - Ky
2At;
8 ( gl ) a(ﬁllaﬁ2/)
2 3n+1,3n+4
B 7_(50) ME% - Mz(‘?& _ :uz(?i-)l - MEO)
2 Aty 1 AL At? ’
%9; (B, B2) Vi(g)l - Y
O 2A
o ( 5 ) 2(8y. )
2 3n+2,3n45
B ﬁ Vz‘(?r)2 - Vi(—(l)—)l B Vi(-(l)-)l - Vz‘(o)
2 At AL, At? ’
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0 0 0 0
gi (B, B2) _ _kﬁ? <M5+)2 - /h(‘+)1 _ /h(‘+)1 - /%( )>
2 At; AL INE ’
0 ( /31 ) a(ﬁllaﬁ2/) +1 i
Ba 3n-+4,3n+4
0 0 0 0 0
9*g; (B1, B2) _ _k§p) (Vz‘(+)2 - Vz‘(+)1 _ Vz‘(+)1 ~ ’/z‘( )>
0 ( /31 ) a(ﬁllaﬁ2/) +1 i
B2 3n+5,3n+5

a odpovidajici prvky symetrické. Zména nastane rovnéz ve vypocétu b, tj.
vyraz (4.22) bude nyni
_ (6[5'1(’@)/ 552<k>’> o1 (819,82 ( ) ]
3( g: >3(31',ﬁ2/)
92g,-1(B1*) B2 ) ( )
3( g: >3(ﬁ1’,ﬁ2')
Pro stejna data jako v linearizovaném modelu bez kvadratickych ¢lent ziskame
v 67. iteraci nésledujici vysledky

5ﬁ1(k’)
dﬁz(k‘)

b — B, 3, 4
2

63 1(k)
68,

<551<k)’, 552<k>’>

0.002881353

0.009200444

0.039863695 |,
1.198758
1.224555

Ba = o2 = 0.001303657,

var (95

2.383391e—06
2.720342e—08
9.194363e—06
2.503591e—03
6.220971e—03

2.720342e—08
3.951112e—06
1.985234e—05
3.198371e—04
2.249441e—03

9.194363e—06
1.985234e—05
1.363938e—04
1.133262e—02
3.417905e—02

0.0025035912
0.0003198371
0.0113326157
7.4801846425
7.1201932162

0.006220971
0.002249441
0.034179055
7.120193216
18.809958152

Z numerickych vysledki obou modeli je vidét, ze zanedbani kvadratickych
¢lent nema na vysledné odhady zadny vyznamnéjsi vliv.
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4.2.4 Parametry pritoku a srovnani modelt

Pro diagnostiku onemocnéni jater se nepouzivaji kinetické parametry ki,,
k1p a ko kompartmentového modelu piimo. Jsou pouZity pro vypocet parametri
perfize jater [9]:

e absolutni arterialni pritok krve

F, = 6,103 - k1,

e absolutni portalni pritok krve

F, =6,103 - kqp,
e absolutni totalni pritok krve
F,=F,+ F,
e arterialni frakce 7
ART = 100FaTan,

e frakce portalni zily

PV =100 — ART,
e distribuc¢ni prostor

V= 100@7

ks

e stfedni ¢as pritoku (stfedni reziden¢ni c¢as)

MRT = 100i.
ka

Pokud u jednotlivych modelt vypocteme vySe uvedené parametry perfaze ja-
ter pro odhadnutou stfedni hodnotu parametrt k., k1,, k2 a krajni body jejich
95%-konfidencnich intervali (viz obr. 4.8), ziskdme vysledky uvedené na obraz-
cich 4.9, 4.10 a 4.11.

Z tohoto grafického vyjadreni odhadi parametri jednotlivych modelu a jejich
vlivu na vypoc¢tené hodnoty parametru perfaze jater je vidét, ze pridani diskrét-
niho zpozdéni na pfitoku krve do jater prostfednictvim a. hepatica (7, v modelu
KMII) vysledky neovlivni tak, jako zpozdéni uvazované na obou piitocich (7, a
7, v modelu KMIII). Parametry 7, i 7, jsou navic ureny pomérné nejisté, jak je
vidét z numerickych vysledk (4.19) a (4.24) (varianéni matice odhadu parametru
532).

Zatim jsme neuvazovali, zda je mozné linearizaci rozvojem do Taylorovy rady
vitbec provést, tj. zda mizeme nelinedrni model pratoku krve jatry (4.9), (4.15) ¢
(4.20) timto zpusobem pfevést na model linearni aniz bychom obdrzeli nesmyslné
vysledky (viz napt. parametr M RT'). Odpovéd na tento problém budeme hledat
v nasledujicim textu.
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Kia Kip ka
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Obrézek 4.8: Srovnani odhadnutych parametr k14, k1p, k2 modeli (KMI), (KMII)
a (KMIII) prostfednictvim hodnot odhadt a jejich 95%-konfidenénich intervalii.

Fa Fo Fu
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KMl KMIL - KMIll KM KMIL - KMIll KM KMIL KMl

Obrazek 4.9: Srovnani absolutniho arterialniho pritoku krve F,, [ml/100g/min],
absolutniho portélntho pritoku krve F,, [ml/100g/min| a absolutniho totalniho
pritoku krve F} [ml/100g/min| modelt (KMI), (KMII) a (KMIII).



Vlastni reseni 84

ART PV

30
|
100
|

25
|

95

20
1
—
—e—
90
1

10 15
|
85

80
|

b

75

T T T T T T
KMl KMIl  KMIII KMl KMIl  KMII

Obrézek 4.10: Srovnéani arteridlni frakce ART [%] a frakce portalni zily PV [%]
modelt (KMI), (KMII) a (KMIII).
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Obréazek 4.11: Srovnéni distribuéniho prostoru V' [%] a stfedniho ¢asu pritoku
(stfedniho reziden¢niho ¢asu) M RT [s] modelt (KMI), (KMII) a (KMIII).
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4.3 Miry nelinearity a vhodnost linearizace

V pripadé vyuziti linearizace nelinedrniho modelu rozvojem do Taylorovy rady
bychom meéli néjakym zptisobem ovérit, zda je takovy postup z hlediska spolehli-
vosti odhadu parametrii modelu viibec mozny. V obou diive uvedenych praktic-
kych prikladech jsme nejprve uvazovali nelinearni model, ktery lze obecné zapsat
ve tvaru

YNn (f(61)72)7 ﬂl GRkla /82 eRk27

pfi¢emz parametr 3, se vyskytuje pouze v podmince g (3;,3,) = 0, funkce

£:V — R, V:{(g: ) :g(ﬂl,ﬂz):O}

ma spojité druhé derivace a g(-) je ¢-dimenzionalni funkce se spojitymi druhymi
derivacemi.

Zmame-li priblizné hodnoty B(l), 53 parametri 3, 3, mizeme f i g rozvinout
do Taylorovy tady:

F(3) = £ (8Y) + F (8) 961 + 55(68,) + ..
kde

F (B1) = 0£(B1)/0B|p,—z: K(0B)) = (681F10B,, ..., 0B,Fudp,)’
Fi:a2fi(/61)/aﬁla/6/1|ﬁ1=ﬁ‘1)? t=1,...,n

a
1
g (ﬁlv ﬂQ) =b -+ Bl(s/Bl -+ B26/32 + 5(4-’(5517552) + ... ,
kde
ag (/Blaﬁ2) ag (ﬁ17/82)
b - v 5 B = s = —_
g(8) ' 08, =g ’ 08y, =y
a

/ / A, B o
{w(‘sﬁh‘sﬁz)}i = (6ﬁ175/62) ( B/, D ) ( dg; ) )

A = 0% (B,,B,) /0B,08]

Y

B1=037.8,=089
B = 32gi(ﬁ1,52)/5ﬂ155,2

81=87,8,=8Y
D = 3291(ﬁ1752)/8528ﬁl2

B1=3,8,=83
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izla"'a‘]? 6ﬁ1:ﬁ1_ﬁ(1)7 6ﬁ2:ﬁ2_ﬁ(1)

Po zanedbéani ¢lenti 2. a vyssich fadi dostaneme linearizovany model

Y —f(8Y) ~n (F(ﬁ?)dﬁl,z),(ggi ) e{(g) :b+B1u—i—B2v:0},

Jelih (F(8])) = ki <n,h(B1,By) = ¢ < ki+ks, h(By) = ks < ga X p.d., pak
oznacujeme tento model jako regularni. Jedna se o linearni model s podminkami
typu II. BLUE parametri takového modelu potom ziskdme na zakladé vztaht
(3.19) a (3.20), jejich kovarian¢ni matici potom ze (3.18).

Oznacime-li pro jednoduchost f (ﬁ?) =f,aF (6(1)) = F, jsou odhady tvaru
(viz lemma 3.33)

08, = 8B, C'B{ (Mg,B,C'B{Mg,)" <b + B15/ﬁ\1> , (4.25)

50, = —|(Bnmc | (b+B:55,). (1.26)

a jejich variance

— +
var (6,81) = <MB’1M32 CMB’IMB,z) s (427)
var (53\2) - [Bg (B,C'B} + B,B)) " BQ} . (4.28)

kde 63, = C"'F'S~1(Y — f,) a C = F'S'F.

P1i praktickych vypoctech pouzivame nasledujici formu odhadi parametri
03, a 83, (viz poznamka 3.8)

98, = B, C'B{|T - TB, (B,TB,) 'B{T| (b+ B33, ), (429)
08, = —(B,TBy) 'BiT (b+BidB,). (4.30)
kde T = (B;C'B + B,B),) .

Nyni uvazujme model i s kvadratickymi ¢leny a prozkoumejme vlastnosti od-
hadu (4.25) az (4.28).

Lemma 4.1 Jestlize

1 1
Y —f; ~, (Fé3, + 5"3(‘%31)7 2)7 b+ B1d3; +B2d3; + 5‘-" (5517 552) =0,
(4.31)
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pak vychylenost odhadi (4.25) a (4.26)

b = © (5/7;\) - 56,

1
_ §(:*113’1 [Mg,B,C™'B\Mg,] " w (88,,53,)

kde C = F'X'F.

Diikaz: S vyuzitim lemma 3.25, lemma 3.26 a vlastnosti Mpg,B2 = 0 mutzeme
psat

(5)-
-y (a/ﬁ\l — C'B| [Mg,B,C'B\Mg,] " [b + BI(S/B\l])
= —C7'B| [Mg,B,C"'B{Mg,] " b
+ [1- ¢ B} M5, B.C "B\ Ms,] " B.| £ (55,)
= —C™'B{ [Mg,B,C'B{Mz,] b
+ [I — C'B) [Mp,B,C'B/Mg,] Bl} ClF'x! (Féﬁl + %&(561))
— 88, — C'B) [Mg,B,C 'B/Mg,|" (b + B,4g3,)
+y [T C7'B; [Mn,B,C B M, ] "B O 'F'Sk(58))
= 683, + C'B| Mg, [MBzBlcilBllMBz}—i_ Mg, (325[32 + %w (08, 552))
+% [C*l — C™'B|Mg, [Mg,B,C 'B|Mg,] " MB2B10*1] F'YX'k(683)

]‘ / — /
= 603, + 5c—lBl [Mg,B,C™'B/Mg,] " w (68,,90,)

1 + _
"‘5 |:MB/1MB2 CMBllMBzi| F/E 1&((5ﬁ1)
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Potom
_ 1
b,=F (dﬁl) — 03, = §(3—1B’1 [Mg,B,C™'B\Mg,]| " w (68,90,

1 + _
+§ |:MB/1MBZCMB/1MB2:| F’E 1&((5ﬁ1)

Podobné pri pouziti lemma 3.12, lemma 3.13 a rovnice podminek modelu
ziskame

() -
— B (— [(Bé);mlc—lBo]/ <b * Blgﬁ\l))

1/

- /
== _(Blz)m(Blcle/l)_ b — |:(B,2)m(B10*1B’1)i| B,.CT'F'ETE(Y — )

T/

- B B ’ B B 1
=~ |(B2)m,co1my| b [(B’z)m(slcle/l)} B,CT'F'X (Ffwl +§"~(551))

r - 97/ 1 / _ _
- = _(Bl2)m(B10*1B’l)_ (b +B160;) — 2 |:(B/2)m(B10*1B’1):| B,CT'F'E 1"5(55'1)

_ ! 1
= |:(B,2)m(B10*1B’1):| (B26ﬂ2+§w (5517552))

1 I\ — ! — /N —
) |:(B2)m(B10—1B/1)i| B,.CT'F'E'k(d8,)

1r, . / g
= 86y + 5 [(BY)m,cmy| [ (681,68, — B.CTF'Ek(68,)]
odtud

b2=E(5//:ﬁ2)_552:
1

5 [(Bmmicimy| [0 (88:,68,) - B.CF'S w(36,)]

Bias odhadu parametru 63, mtizeme rozepsat na slozky, tj.

b2 =F (6/[3\2) - dﬁg - b2,0 + b2,17

kde by y € M <Var((5//,§2)> abyy € M <M
4.12.

Oznacme déle symbolem A, nejvétsi vlastni ¢islo matice Var(g\BQ). S vyu-
zitim Theoremu 9.2.1 z [3] lze dokézat, Ze za predpokladu normélniho rozdéleni,
tj.

( gAﬁ\)) , jak je nazorné vidét na obrazku
var 2

—

885 ~ Ni, (88, + by, var(63,)),
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M(var(ﬁ))

R »5ﬁ2

E(562))
b . b
2.-" |bapo

Obrazek 4.12: Slozky biasu odhadu 88,.

ma ndhodné veli¢ina
— — ! — +
<08, - £ (38,) + b

necentralni x? rozdéléni s f = h(Var(g\@)) stupni volnosti a parametrem necen-

trality
—_— +
5= 88.) + duxM = | by
2,0 (var( By) + var(552)) 2.0

Néahodnou veli¢inu

—\/ — + —
T= (552 - 5/5\2) (Var(d/\ﬂZ) + Amwmvar@)) (552 - 5/5\2)

pak muzeme prepsat do tvaru
by 1b2

>\max

T=T+

protoze dle lemma 3.12 a 3.24

var(88y)

— + — +
var(63,) +)\maXMvar((5j\B\2):| = [var(éﬁQ)} —

Amax

—

+
b,271 |:Val‘((s,82):| b271 =0.
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Jako urcitou analogii Batesovy—Watsovy kfivosti nyni nadefinujeme miru ne-
linearity pro konfiden¢ni elipsoid pro parametr 63,.

Definice 4.1 Pro linedrni model s podminkami typu II ve tvaru (4.31) definu-
jeme miru nelinearity konfidencniho elipsoidu parametru 63, jako

Am ax

b, { [var@)T .

M — $b,
var(83,)

1 _
Cell,5,32 = Sup

Kmax

—— 1+
5S’K’1{{var(ﬁ)} + 2

M == } K158
var(38,)

. Kk —
:ds € RFh2—a %

\

- (4.32)

kde Fmax j€ nejuetsi vlastni ¢islo matice Var(gﬁ\l) a Ky je matice typu ki x (k1 +
ks — q) pro kterou plati M(K;) = M(Mpjmp, )-

Je ziejmé, Ze

P{T < X?(O;l —a)}

a urcité lze nalézt oy tak, aby 0 > dy a platilo

P{x7(00) + 0o < x5(0;1—a)} =1—a—¢ (4.33)
pro zvolené ¢ > 0, malé ¢islo. Nyni pro takové dy definujme lineariza¢ni oblast
parametru 63,.

Definice 4.2 Linearizacni oblast parametru 83, pro model (4.31)

—_— +
Lsg, = {Klés: ds'’K] { {V&I‘((Sﬁl)} + }Klés <

var(88;)

Vo

Hmax

k1+ko—
,68€R1+2 Q}’

pricemz matice Ky md vlastnosti uwvedené v definici 4.1.
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Poznamka 4.1 Jako modifikovany konfidencni elipsoid pro parametr 35 v mo-
delu (4.31) budeme oznacovat

) —\'/ e 1

x (u—ﬁ) §x§<o;1—a>},

kde f = h(Var((ﬁ)).

Lemma 4.2 Jestlize K10s € Lsg,, potom plati
P{(SﬁQ 65_552} >1—a—ce

Diikaz. Na zékladé definice Lsg, a Cgfl,w? mame

o+
, sy 1
b, { {V&I‘((S,BQ)] + . Mvar(ﬁ)} b, <

1+
<l 55 05K, { [varwﬁl)] + L A)} K65 < \/30.

max  var(éB;

Jelikoz M B by = 0, potom
va

r(0/35)
P {dﬁz € 5652} =P {T < X?(O; 1— a)} —
b, .b
=P {x?(a) + 22 <2051 - a)} >
>P{30) 0 < 301 -a)l =1-a—cm
Poznamka 4.2 Poneévadz je parametr §3, funkci parametru 6(3,, musime pro

overent vlastnosti 63, ~ K0s € Lsg, sestrojit modifikovany konfidencni elipsoid
pro parametr 63, modelu (4.51), tj.

B —\'/ _— 1" 1
_ k1 . _ =
Esp, = {’u, e R™ : (u 5[31) { [Vaf(5ﬁ1)] + Hmavaar(gﬁ\l)

X (u—(s//ﬁtl) Sxil(ﬂ;l—&)},

—

kde f; = h(Var(gﬁ\l)) a4 Kmax j€ nejuétsi vlastni ¢islo matice V&f((ﬁ).



Vlastni reseni 92

Podobné jako pro d3, lze definovat také miru nelinearity.

Definice 4.3 Pro linedrni model ve tvaru (4.31) definujeme miru nelinearity
konfidencniho elipsoidu parametru 63, jako

— 1+
b'1 { |:va1"(651):| + niavaar(lsj\ﬁ\l)} b

—
274 Y 1 -
0s'K/ { [Var(dﬂl)} + Mvar(afﬁ\l)} K,ds

1 0s € Rhitka—a

IT _
Cell,&ﬁl = sup

Kmax

(4.34)

Postacujici podminka pro linearizaci vzhledem ke konfiden¢nimu elipsoidu pro
parametr 63, je (viz obr. 4.13)

)
Esp, CC Lsp, = Hﬂ >> x7,(0;1— ). (4.35)
Cell,652
R

Obrazek 4.13: Konfidenc¢ni elipsoid £sg, a linearizacni oblast Lsg, .

4.3.1 Miry nelinearity a linearizovatelnost modelu pro
piredpovéd’ prutoku a tlaku krve

V modelu (4.1)—(4.3) jsme po linearizaci ziskali pro data z [14] vysledné od-
hady (4.6) a (4.7). Pro f =6, € = 0,04 a a = 0,05 nalezneme &, = 1.957520,
které spliiuje podminku (4.33). Poté dle predpisu (4.32) vypocteme miru nelinea-
rity Clj 55, Pomoci algoritmu (3.1). Vysledna hodnota poméru

Vo  V/1.957520

= = 15.45522
Clliss,  0.09052697 ’

coz je ¢islo které nespliuje podminku (4.35), nebot x7 (0;1—a) = x74(0;0,95) =
= 97.35097.
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V pripadé, ze pouzijeme odhady z modelu s kvadratickymi ¢leny, ziskdme

pomér
Vo V/1.957520
Cliss,  0.09052706

= 15.4552,

ktery rovnéz nesplituje (4.35).

Teprve, jestlize snizime hodnotu parametru o sedmkrat, obdrzime pro model
bez kvadratickych c¢len hodnotu poméru 108.1865 a pro model s kvadratickymi
¢leny hodnotu 108.1864. V obou pripadech by pak podminka linearizace byla
splnéna a mohli bychom fict, Ze konfiden¢ni oblast sestrojena pro vysledné odhady
parametri modelu linearizovaného rozvojem do Taylorovy fady pokryva skutecné
hodnoty téchto parametri.

Ke snizeni hodnoty ¢ by mohlo dojit prostfednictvim vyssi presnosti méreni
a peclivosti pri zaznamenavani hodnot odectenych z pristroje. V praxi bézné za-
znamenava udaje o aktualnim tlaku a pritoku krve sestra na pokyn operujiciho
lékare, ktery urci okamzik odectu ve chvili, kdy se dle jeho subjektivniho nazoru
yustali krivka hodnot priitoku krve méfend sondou pritokoméru. Sestra pfitom
odecita tlak z jiného pristroje nez z toho, ze kterého odecitd hodnotu pritoku
krve. Je tedy zfejmé, ze kromé biologické variability jednotlivych pacienti podstu-
pujicich operaci aortokoronarniho bypassu miize svou roli, zptisobujici nepresnost
meéreni, a tak nepouzitelnost linearizace, hrat lidsky faktor.

4.3.2 Miry nelinearity a linearizovatelnost modelu pro
prutok krve jatry
V kompartmentovém modelu (KMI) jsme po jeho linearizaci obdrzeli pro data
ziskana z [9] numerické vysledky (4.13) a (4.14). Pro f =3,¢=0,04 a a = 0,05
nalezneme §p = 1.570312, které splituje podminku (4.33). Poté dle predpisu (4.32)
vypocteme miru nelinearity CJj 55 pomoci algoritmu (3.1). Vysledna hodnota

poméru
Vo V/1.570312
Cliss, 0.04512208

= 27.77179,

coz je ¢islo které nespliuje podminku (4.35), nebot x7 (0;1—a) = x75(0;0,95) =
= 65.17077.
Obdobny vysledek ziskdme pro model s uvazovanymi kvadratickymi c¢leny

Vo  V/1.570312
Cliss, 0.04511495

= 27.77618.

Pokud by se nam podafilo provést méreni tak, abychom trojnasobné snizili
hodnotu parametru o, potom bychom pro model bez kvadratickych ¢lenti obdrzeli
hodnotu pomeéru 83.31538 a pro model s kvadratickymi ¢leny hodnotu 83.32855.
Obé hodnoty vedou ke splnéni podminky linearizace (4.35).
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V kompartmentovém modelu (KMII), po jeho linearizaci, pro numerické vy-
sledky (4.18) a (4.19), f =4, ¢ = 0,04 a a = 0,05 nalezneme Jy = 1.605225 a
vypoc¢teme miru nelinearity Cifl’éﬁz = 0.1072736. Podminka linearizace modelu
opét nebude splnéna, protoze

V8  V/1.605225

- — 11.81068
Clhsp,  0.1072736

a X3 (0,1 — a) = x%(0;0,95) = 67.5048.
Pro model s kvadratickymi ¢leny ziskadme podobné

Vo) /1605225
Cllsp, 01072724

= 11.81081.

Pokud bychom opét snizili hodnotu parametru o, tentokrat Sestinasobné, do-
staneme hodnotu poméru 70.8641 pro model bez kvadratickyjch clenti a 70.86487
a podminka linearizace bude v obou pripadech splnéna.

V linearizovaném kompartmentovém modelu (KMIII) dostaneme pro vysledky
(4.23) a (4.24), f =5,€=10,04 a o = 0,05 hodnotu dy = 1.631348 a vypocteme
miru nelinearity CJj 55 = 0.1072736. Podminka linearizace modelu opét nebude

splnéna, protoze
V3 V/1.631348
Clhss,  0.2591086

a x7,(0; 1 — a) = x2,(0;0,95) = 69.83216.
Pro model s kvadratickymi cleny ziskame podobné

V0 /1631348
Cliss,  0.2591072

= 4.92937

= 4.929398.

Pfi uplatnéni stejného postupu jako u modelis (KMI) a (KMII), bychom pro
splnéni podminky linearizace museli snizit hodnotu parametru ¢ nejméné osm-
nactkrat. Dostali bychom hodnoty poméru 70.30784 pro model bez kvadratickych
¢lenti a 70.30839.
minku linearizace splnit. Ve svétle tohoto srovnani se pak jevi jako nejvyhodnéjsi
(s ohledem na moZnosti linearizace modelu) volba modelu pritoku bez diskrét-
niho casového zpozdéni jak na pritoku krve z jaterni tepny, tak na pritoku krve
cestou portalni zily, tj. modelu oznaceného jako (KMI).

K trojnasobnému snizeni parametru o by mohlo vést jednak opakované meé-
feni u daného pacienta, které bude provadéno ve stejnych casovych intervalech a
poté zprimérovano, volba jemnéjsi stupnice pii méfeni koncentraci traceru nebo
zjemnéni intervalti ode¢tu hodnot koncentraci (zkréceni ¢asu mezi jednotlivymi
méfenimi). Pokud by ani tyto postupy nevedly ke splnéni podminek linearizace,
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potom by bylo nespravné linearizaci rozvojem do Taylorovy rady provadét a pou-
Zivat linearni model s podminkami typu II, nebot bychom mohli ziskat zkreslené
vysledné odhady, které se neshoduji s realitou (nemohli bychom zaruéit, Ze konfi-
denéni oblast pokryva s danou pravdépodobnosti skute¢nou hodnotu parametru).



Kapitola 5

Prehled puvodnich vysledku

V praci jsem se zabyvala pouzitim linedrnich modelt s podminkami typu II
na problémy v mediciné. Jako motivacni ptiklad poslouzily dva problémy z 1é-
karské praxe: predpovézeni pritoku a tlaku krve po povoleni svorky na aorté pri
operacich aortokoronarniho bypassu a modelovani pritoku krve jatry. Oba dva
problémy (ani jim podobné) nebyly dosud pomoci linedrnich model s podmin-
kami typu II reseny. Za ptivodni l1ze tedy povazovat celou kapitolu 5.

Kromé odvozeni prislusnych linearizovanych modeli a modela s kvadratic-
kymi cleny jsem se zameértila na hledani podminky pouzitelnosti linearizace neli-
nearniho modelu prostfednictvim rozvoje do Taylorovy rady. Byly odvozeny miry
nelinearity Clj 55 a Clj 55, jako analogie Battesovych-Watsovych mér kfivosti,
dale linearizacni oblasti Lsg, a Lsg, a konecne byla nalezena samotna podminka
linearizace (4.35).
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Kapitola 6
Zaver

Mnoho realnych systémt je svou podstatou nelinearnich. Zejména v biologii
a mediciné se setkdvame s nelinearnimi problémy velmi casto. Pokud se snazime
ze vsech sil povazovat je za linearni, dopoustime se v nékterych pripadech velmi
hrubé a omezené aproximace realného stavu véci, [13]. Existuji sice metody, které
umoznuji fesit i nelinedrni problémy, zejména metody numerické. Tyto ale vét-
sinou predpokladaji, Ze mame k dispozici pfesnd méfeni a neuvazuji tak jejich
nejistotu a nepresnost, kterd je, zejména v biologii a medicing, zfejmé, at uz jde
o subjektivni posouzeni stavu ¢i biologickou variabilitu jedince i mezi jedinci.
Neni tedy divu, Ze se mnozi snahy nelinearni problémy linearizovat a vyuzit tak
dobfte probadanou rozsahlou teorii linearnich modelt. Jednou z cest je linearizace
rozvojem do Taylorovy fady. Vime, jak ve vzniklych linearizovanych modelech od-
hadnout jednotlivé parametry a uréit i variabilitu téchto odhadi. [1] Cim bychom
se ale v tomto ptripadé méli zabyvat je, zda si, vzhledem k povaze problému a
pouzitym metodam, mizeme takovou linearizaci dovolit.

Cilem této prace bylo ve dvou konkrétnich pfipadech z medicinské praxe —
odhad pritoku a tlaku krve po povoleni svorky na aorté pii operacich aortoko-
ronarniho bypassu a modelovani pritoku krve (nalezeni kinetickych parametri
pouzitelnych pii diagnostice jaterniho onemocnéni), vyuzit linedrni model s pod-
minkami typu II, tj. odvodit dany model a ziskat odhady jeho parametri, které
souviseji s podstatou problému (v obou pfipadech se jedné o vektor parametrii
B2, ktery se vyskytuje pouze v podmince modelu). Pro porovnani byl v obou
pripadech odvozen jak linearizovany model, tak model s kvadratickymi cleny.
V pripadé modelovani pritoku krve jatry byly navic uvazovany tii modifikace
jednokompartmentového modelu se dvéma vstupy, které se lisi uvazovanym dis-
krétnim c¢asovym zpozdénim.

Ponévadz linearizovani modelu vede k jeho zjednoduSeni (zanedbéni ¢lentt
vyssich ¥adi), zabyvala jsem se rovnéz otdzkou vhodnosti linearizace nelinearniho
modelu rozvojem do Taylorovy rady. Prostfednictvim odvozeni meér nelinearity a
linearizacnich oblasti jak pro vektor parametri 3;, ktery se vyskytuje jak v mo-
delu tak v podminkach, tak pro vektor parametri Bs, ktery se vyskytuje pouze
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v podminkach modelu a zajima nas z praktického hlediska nejvic, jsem dospéla
k podmince, ktera zarudi, ze skute¢nd hodnota hledanych parametri lezi s uréitou
pravdépodobnosti (o malé € > 0 mensi nez 1 — «) v dané oblasti modifikovaného
konfidenc¢niho elipsoidu. Pokud je tato podminka splnéna, je mozno linearizaci
bez jmy na obecnosti pouzit. Jak je ovSem vidét v konkrétnich numerickych
prikladech, neni viibec lehké v nékterych pripadech tuto podminku splnit.

Pokud se tedy setkdme s nelinedrnim modelem a pokusime se jej linearizo-
vat, méli bychom odtivodnénost linearizace provérit. V pripadé linearnich modelt
s podminkami typu II je v praci uveden postup, kterym to lze provést.



Kapitola 7

Anglické resumé

Many real-life systems are basicaly nonlinear. Particularly in biology and me-
dicine we meet nonlinear problems very often. By treating them as linear we
employ a very rough and limited approximation. [13] There are many methods
that solve nonlinear problems, mostly numerical methods, but these usualy sup-
pose accurate measurements, and they do not take into consideration inaccuracy
and uncertainty inherent in biology and medicine settings (subjective exami-
nation, inter- or intraobjective variability and so on). One way out is to apply
linearization of nonlinear problems, for example the linearization via Taylor se-
ries, to use the well-known and well-explored theory of linear models. We know
how to estimate parameters and their variability in the linearized models [1].
However, we should check whether the type of problem and measured data allow
for treating the nonlinear problem in this way.

The aim of this work is to try to use linear models with type II constraints for
solving two real problems—a prediction of blood flow through an aortocoronary
bypass graft and tracer analysis with a dual-input one compartmental model
of liver perfusion. Both are nonlinear in principle. With usage of linearization
via Taylor series the linearized models, particularly the linear models with type
IT constraints, are derived. There are two types of models—Ilinearized models
without quadratic terms and lineraized models with considering of quadratic
terms. These two types of models are numericaly solved and results are compaired,
in the first example (prediction of blood flow and blood pressure) also with an
ordinary linear model.

Also a condition which would guarantee for linear models with type II constra-
ints that true values of estimated parameters are covered by modified confidence
ellipsoid (with probability no less than 1 —a —e€ for a preset small € > 0) is found.
Satisfaction of this condition certify that the usage of linearization is correct.

The two real numerical examples show that it is not easy to satisfy this condi-
tion, although calculated estimations (and its variability) in the linearized model
looks very good.

I've found that the two real medical problems which have been considered
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could be solved with usage of linear models with type II constraints only if the
accuracy and variation of measured data would improved.
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