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Anotace

Cilem této préce je zjiSténi moznosti provadéni vypoclti na GPU v MATLABu a jejich otesto-
véani v oblasti geometrického modelovani a aplikace metody kone¢nych prvkil. Prace se nejdfi-
ve zabyva srovndnim testovacich prostiedi, které jsou poté pouZité pro rychlostni testy. Déle
popisuje sestaveni trojuhelnikové sit€¢ na CPU a vypoctu matice hmotnosti a tuhosti za pouZiti
CPU a GPU. Jsou porovndny Casy sestaveni a je ukdzdno mozné vyuziti pti vypoctu rovnice
linedrni elasticity.
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This thesis aims to investigate the possibilities of GPU computing in MATLAB with appli-
cations to geometric modeling and computations of the finite element method. First, we deal
with test environments that are later used for the speed comparison. Furthermore, a triangu-
lar mesh is generated on CPU and mass and stiffness matrices are assembled on CPU and
GPU. Evaluation times are compared and a the application in calculations of linear elasticity
is demonstrated.
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1. Uvod

V dnesni uspéchané dobé hleddme, kde uSetfime Cas. VSechny zdleZitosti chceme mit co nej-
rychleji vyfeSené, véci co nejrychleji k dispozici a procesy s nejkratsi prodlevou. K zdleZitos-
tem patii napfiklad stani ve fronté. U véci je v dnesni dobé dulezité napfiklad doruceni on-line
objednévky, kde doba a misto doruceni je Casto rozhodujicim kritériem pfi vybéru sluzby. A k
procestim patii naptiklad zrychleni linky o pocet kusti za minutu.

Vyvoj dnesni techniky dospél do stddia, kde neni jiZ mnoho divodi pro zvySeni vypocet-
niho vykonu pocitace pro domdci nebo kanceldiské vyuziti. Vyvoj se tedy v poslednich letech
vice zaméfil na zvySovani vykonu GPU (grafic processing unit). To souvisi i s ¢im dél Castéjsi
potiebou zpracovavat rychle velké mnozstvi dat. K tomu se dnes jiz béZné vyuzivaji grafické
karty. Pod pojmem grafické karty si zajisté mnoho lidi vybavi hlavné herni a graficky prumysl,
ale to uz dlouho neni pravda. Grafické karty se zejména vyuzivaji pro distribuované vypocty
nebo pro v dnesni dobé populdrni téZeni krypto mén. To, aby se grafické karty mohly vyuZivat
pro jiné véci nezZ filmy a hry, umoznila technologie CUDA (Compute Unified Device Archi-
tecture) vyvinutd spole¢nosti NVIDIA. CUDA podporuje rizné jazyky a API, jako Fortran,
OpenCL, C nebo MATLAB.

Moznosti, jak urychlovat vypocty, je v dnesni dobé nékolik. Kromé hardwarové akcele-
race lze vypocCty urychlovat pomoci matematické algoritmické optimalizace, paralelismem i
vektorizaci. Tedy upravit zpisob matematického vypoctu tak, abychom provadeéli vypocet op-
timalizovany pro pocita¢ a ne ¢lovéka nebo upravit algoritmus, aby provadél méné kroki a
kazdy krok byl atomicky. VSechny tyto metody 1ze pouZit v interaktivnim programovém pro-
stiedi a skriptovacim jazyku MATLAB. Je optimalizovany pro analyzu dat, tvorbu algoritmii a
modelu. Pouziva se predevsim pro védecké a védeckotechnické ticely. MATLAB také umoz-
nuje bez hlubsich znalosti jazyka CUDA vyuzivat grafické karty NVIDIA pro své vypocty.

V tom piipadé je MATLAB idedlnim prostiedi pro kombinaci téchto metod a hardwarové
akcelerace. Na jednoduchych skriptech porovndme ¢asové narocnosti jednotlivych matema-
tickych vypocta naptiklad z oblasti geometrického modelovani ¢i vypoctu metody konecnych
prvka.

Cim piesnéjii vystup z metody koneénych prvkd poZadujeme, tim vice Gasu a paméti je
treba k vypoctu. Metoda kone¢nych prvka funguje na principu rozdéleni objektu na konecny
pocet bodd, se kterymi se déle pracuje. Pro rozdé€leni 2D, ale i 3D objektu na body se vyuziva
takzvané meshovani. Tedy vytvofeni sit& bodd, jenZ popisuje dany objekt. Cim hust&j3i sit’ je
(¢im vice bodd ma), tim presnéjsi popis objektu dostaneme a poté i presné;jsi vysledek vypoctu.

V této prici se tedy budu zabyvat tim, jak vyuZzit moZnosti GPU computingu v MATLABu
ke zrychleni sestaveni matic tuhosti a hmotnosti. Tyto matice nasledné vyuZijeme v metodé
kone¢nych prvkl. Vytvoreny framework v MATLABu s kédy je k nalezeni na:
Matlab-optimalization-with-GPU.



2. Testovaci prostredi

Jelikoz je cilem vytvofit univerzalni framework pro rychlé sestaveni matice tuhosti a hmotnosti
za pomoci grafickych karet NVIDIA, otestujeme vysledky na vice zafizenich, tim ziskdme co
nejobecnéjsi data.

2.1 Hardware (GPU, CPU)

Nejen software, ale i hardware je dulezity pro rychlej$i vypocty. V této kapitole si povime
o néco hardwaru, na kterém se testovaly vystupy a zdsadni rozdily mezi praci GPU a CPU.

CPU

Centrélni procesorové jednotka je hlavni vypocetni prvek pocitace. Operacni systém, ovladace,
aplikace nebo vlastni programy béZzi za pomoci CPU, neni-li feceno jinak. Proto si vysvétlime
zdkladni parametry procesoru, abychom si mohli Iépe predstavit jeho vypocetni silu.

Jadra: Kazdé procesorové jadro mize vykondvat operace samostatné nebo jadra mohou spo-
lupracovat paralelné [1].

Vlakna: Vlikno je mald sada instrukci, kterd ma byt naplanovana a provedena procesorem
nezdvisle na nadfazeném procesu [2].

Frekvence: Procesor zpracovavd kazdou sekundu mnoho instrukci z riznych programi. Frek-
vence méfi pocet cykll, ktery procesor vykona za sekundu [3].

Posilena frekvence: Frekvence méfi optimalni pocet cykld, posilend frekvence (boost) méfi
maximalni pocet cykll, kterou miZze CPU dosdhnou pfi velkém zatiZeni [3].

Mezipamét’: Je mnozZstvi paméti, kterou disponuje CPU. VyuZiva se ke sniZeni Casu piistupu
do operaéni paméti PC, pomoci uklddani mezi vypocti a opakované vyuzivanych dat

[4].

Testovani se uskutecnilo na dvou rozdilnych procesorech. Jeden procesor urcen pro notebooky
a jeden pro servery.

Intel(R) Core(TM) AMD EPYC 7313
17-8565U
Platforma Notebook Server
Jadra 4 16
Vlakna 8 32
Frekvence 1.80 GHz 3.00 GHz
Posilena frekvence az 4.60 GHz 3.70 GHz
Mezipamét’ 8 MB 128 MB

Tabulka 2.1: Procesory uzité k testovani.



GPU

Graficky procesor je jednim z kli¢ovych typt vypocetni techniky jak pro osobni a firemni po-
¢itace, tak pro herni konzole nebo vypocetni clustery. GPU je urcen pro paralelni zpracovéni.
Vyuzivd se v fadé oblasti, mezi které patii grafika a vykreslovani videa. Ackoliv jsou pro-
slaveny pro své schopnosti v hernim primyslu, stdvaji se popularnéjsi ve spojeni s umélou
inteligenci.

Na pocatku byly grafické procesory navrzeny k urychleni vykreslovani 3D grafiky. Postu-
pem Casu se staly flexibilngj$imi a programovatelnéjSimi, coz rozsifilo jejich moZnosti. Napfi-
klad jsou zajimavé;jsi vizudlni efekty, nebo vytvéii realistické scény s pokrocilymi technikami
osvétleni, stinovani ¢i odrazu. Vykon grafickych procesorti se zacal také vyuzivat v oborech
vysoce vykonych vypocti (HPC), hlubokého uceni a téZeni krypto mén [5].

CUDA jadra: Jedno CUDA jadro je podobné CPU jadru, ale neni tak rozvinuté. Misto to-
ho jsou implementovdna ve velkém poctu a navrZena tak, aby zvladalo vice vypoctl
najednou [6].

Frekvence: GPU zpracovava kaZzdou sekundu mnoho instrukei z riiznych programu. Frek-
vence méfi pocet cykll, ktery GPU vykona za sekundu [3].

Posilena frekvence: Frekvence méfi optimdlni pocet cykld, posilend frekvence (boost) tedy
méii maximalni pocet cykld, kterou mize dosdhnou pfi velkém zatiZen{ [3].

RAM: Operacni pamét’ grafické karty v nasem piipadé znacni, kolik paméti mize vyuzit

k vypoctim na GPU.

NVIDIA GeForce GTX NVIDIA A30 PCle
1650 Max-Q

Architektura Ampere (2020-2022) Turing (2018-2021)

Platforma Notebook Server

CUDA jadra 1024 3584

Frekvence 1020 MHz 930 MHz

Posilena frekvence 1245 MHz 1440 MHz

RAM 4 GB 24 GB

Tabulka 2.2: Grafické karty uzité k testovani.

Rozdil mezi CPU a GPU

Graficky procesor obsahuje mnoho jader a vyuZiva je k paralelnim vypoctim. GPU rozdéli
slozity problém na tisice nebo milibny mensich samostatnych tloh, které pak najednou vyfte-
$i. Naproti tomu CPU je rychly, vSestranny a provadi velkou fadu dloh vyzadujici znacnou
soucinnost. Z architektonického hlediska se procesor sklddd jen z né€kolika jader s velkym
mnoZzstvim mezipaméti, kterd dokdZe zpracovat nékolik softwarovych vldken najednou. Opro-
ti tomu GPU se sklad4 ze stovek jader, kterd mohou zpracovavat tisice vldken soucasné [7].



CPU GPU

Nékolik jader Mnoho jader

Nizk4 latence Vysok4 propustnost

Optimalizovano pro sériové zpracovdani ~ Optimalizovano pro paralelni zpracovani
Muize provadét nékolik operaci najednou Miize provadeét tisice operaci najednou

Tabulka 2.3: CPU vs GPU [7].

2.2 Software (CUDA, MATLAB)

Pod pojmem software rozumime veskeré pocitacové programy a soubory. I sebelepsi hardware
(fyzicky pocitac) nemiiZe provést operaci bez pfislusného software, ale i sebelepsi hardware
nepomiize, kdyz je software Spatné napsany. Pro zjisténi zrychleni za pomoci GPU potiebuje-
me mit na vSech testovacich stanicich jednotnou verzi softwaru. Kromé stejného kédu musime
mit i stejnou verzi MATLAB a ovladac¢ti CUDA. V nasem piipadé se vSechny testy odehravaly
v MATLAB verze 9.12.0.1956245 (R2022a) Update 2 s ovladaci CUDA 11.4.

CUDA

Je paralelni vypocetni platforma a programovaci model vytvofeny spole¢nosti NVIDIA. Po-

mahd vyvojaiim urychlit jejich aplikace vyuZzitim vykonu GPU. Kromé zrychlovani vyso-

ce vykonych vypocti (HPC) se CUDA velice rozsifila ve spotfebitelskych a primyslovych
ekosystémech. Naptiklad farmaceutické spolec¢nosti vyuZzivaji CUDA pfi objevovani novych
slibnych 1écebnych postupil a automobilky ji vyuzZivaji k vylepseni autonomniho fizeni. [8]
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Obrézek 2.1: Technologie CUDA. Pfevzato z [9].

Z Obrazku 2.1 je patrné, Ze CUDA podporuje rizné jazyky a API, jako Fortran, OpenCL,
C, DirectX Compute, ale i MATLAB. O droven vySe lze vidét, Ze CUDA je podporovand na
vSech béznych operacnich systémech [9].

IDE MATLAB

Neboli vyvojové prostiedi, je uréeno pro praci s maticovou matematikou a jazykem MATLAB.
Velkou vyhodou prostiedi MATLAB je velké mnozstvim profesiondlné vytvofenych, testova-



nych a dokumentovanych knihoven tzv. toolbox, z riznych matematickych a informatickych
odvétvi. Toolboxy se jednodusSe daji doinstalovat pfimo v prostiedi.

Seznam nékterych toolboxu [10]:

* Deep learning toolbox obsahuje framework pro ndvrh a implementaci hlubokych neu-
ronovych siti s algoritmy a pfed-trénovanymi modely. D4 se vyuZit na konvolu¢ni neu-
ronové sité a sité s dlouhou kratkodobou paméti k provadéni klasifikace a regrese a dalsi
funkce.

» Image Processing Toolbox poskytuje rozsdhlou sadu standardnich algoritmil a aplika-
ci na zpracovani, analyzu, vyvoj a vizualizaci algoritmi. MiZe provadét segmentaci a
vylepSeni obrazu, redukci Sumu, geometrickou transformaci.

* Mapping Toolbox nabizi algoritmy a funkce pro transformaci geografickych dat a vy-
tvafeni mapovych zobrazeni. Umoziluje vizualizovat data v geografickém kontextu a
transformovat data z riznych zdrojii do konzistentniho geografického souradnicového
systému.

/////

financnich dat. MlzZete analyzovat, zpétné testovat a optimalizovat investi¢ni portfolia s
ohledem na obrat a dalsi.

Seznam vyuZitych toolboxu:

* Parallel computing toolbox umoziiuje fesit vypocetné ndrocné problémy pomoci vice-
jadrovych a grafickych procesorti. Obsahuje vysokodroviiové konstrukce jako jsou pa-
ralelni smycky for,specidlni typy poli a paralelizovat aplikace s vyuZitim GPU bez
CUDA programovani. Tento toolbox je zdkladem pro GPU programovéani v MATLAB.

* Partial Differential Equation Toolbox poskytuje funkce pro feSeni stavebni mechani-
ky, prenosu tepla a obecnych parcidlnich diferencidlnich rovnic (PDE). Tento toolbox
byl vyuZzit pro vytvafeni tetrahedrélnich sit{ viz. Obrdzek 6.1 (vpravo).

Profiler

Profiler je velmi uZiteCny ndstroj pro ¢asovou optimalizaci kédu. Tento ndstroj umoziuje vy-
vojari lokalizovat mista v kédu, kde program pfi béhu stravi nejvice ¢asu. Poté, co zjistite,
které funkce spotfebovavaji nejvice Casu, je mizete vyhodnotit z hlediska mozného zlepSeni
vykonu [11]. P¥iklad vystupu je uveden v Obrazku 2.2. Cervend mista oznaduji podle inten-
zity nejvice ndrocné Casti programu. Odpovidajici asy v sekundich jsou uvedeny v prvnim
cerveném sloupci vlevo a pocet voldni v druhém modrém sloupci. Vyhodou je, Ze je rovnou
integrovan ve vyvojovém prostredi MATLAB.



Time Calls Line

= 0.001 340 78 if nargin==1 % global energv onlv

4181 170 79 v elems = v(mesh.elemsZnodes): % values on elements
2.609 170 80 F elems = evaluate F 2D scalar (mesh,v elems); % all gradients
2176 170 81 densities elems = densities(v elems,F elems);

0.361 170 82 e = sum(mesh.ar=as.*densities elems):;

=0.001 170 83 else % local gradient enerqgies using the epsilon perturkbaticn wvector
0.006 170 B4 e = zeros(numel (dofsMinim),size(eps,2)):

11.220 170 85 v patches = v(patches.elems2nodes):;

=0.001 170 86 for comp=l:size(eps,2)

2772 340 87 v patches eps = v patches + eps(comp) *patches.logical;

15.213 340 88 F patches = evaluate F 2D scalar(patches.w patches eps):

12.610 340 89 densities patches = densities(wv patches eps.F patches):

0.995 340 90 e patches = patches.areas.*densities patches;

2.489 340 91 cumsum &ll & = cumsum{e patches):

2.629 340 92 e(:,comp) = [cumsum &ll e(indx(1)); diff (cumsum a1l e(indx)}1:
0.001 340 93 end

= 0.001 340 94 end

3.326 340 95 end

Obrazek 2.2: Ptiklad vystupu MATLAB profileru. Pfevzato z [12].

Jazyk MATLAB

Patfi k programovacim jazykim, ktery umoziluji bez véts$i pfipravy numericky feSit mate-
matické dlohy, podobny jazyk je naptiklad Octave. Vyhodou je velkd fada preddefinovanych
matematickych a programatorskych funkei, které mtize programétor ihned vyuzit k feSeni da-
né dlohy. Na rozdil od klasickych programovacich jazyki, jako jsou C/C++, Java, C# a dalsi,
programator nemusi deklarovat datovy typ proménné. Chceme-li za uZziti béZného programo-
vaciho jazyka do redlné proménné (napt. double) ulozit druhou odmocninu ze zédporného Cisla,
pak dostaneme chybu, za to MATLAB spocita spravny vysledek a ulozi komplexni ¢islo [13].
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3. GPU programovani v MATLABu

V predchozi sekci jsme si povédéli néco mdlo o MATLABu v této sekci si vysvétlime jak
pracovat s GPU pfi vypoctech. MATLAB poskytuje moznost GPU programovéni na grafic-
kych kartdich NVIDIA, vyuzitim Parallel Computing Toolbox. Umoziiuje vytvaret pole pfimo
na grafické karté. Pokud se jiZ pracuje s takovymi poli, pak v MATLABu jiZ existuje mnoho
nativné implementovanych funkci, které pfi zavolani automaticky pracuji na GPU. Kdykoli
zavoldme nékterou z téchto funkci s alespoil jedenim vstupnim argumentem gpuArray, vy-
pocet funkce poté pobézi na GPU. Pokud ma funkce vystupni argument pole, pak toto pole
bude gpuArray. Ve stejném volani funkce mizeme kombinovat vstupni argumenty, které jsou
klasické proménné, pole vyuzivajici jak gpuArray a pole uloZend v operacni paméti [14].

gpuDevice

Nez zaéneme s urychlovanim vypoctli za pomoci GPU, je tfeba ovéfit, Ze tuto moZnost mame.
K tomu ndm slouzi funkce gpuDevice , kterou miZeme pouzit ke kontrole vlastnosti zafizeni
GPU. Pokud mame pfistup k vice GPU, pouZijeme funkci gpuDevice pro vybér konkrétniho
zatizeni GPU, na kterém chceme provadét kod [15].

CUDADevice with properties:

Mame :

Index:
ComputeCapability:
SupportsDouble:
DriverVersion:
ToolkitVersion:
MaxThreadsPerBlock:
MaxShmemPerElock:
MaxThreadBlockSize:
MaxGridSize:
SIMDW1dth:
TotalMemory:
fvailableMemary:
MultiprocessorCount:
ClockRatekHz:
ComputeMode:
GPUOverlapsTransfers:
KernelExecutionTimeout:
CanMapHostMemory:
DeviceSupported:
DeviceAvallable:
DeviceSelected:

"NVIDIA A30'
1

2.0

1

11.4000

11.2000

1024

49152

[1024 1024 54]
[2.1475e+09 65535 65535]
32

2.5437e+10

2.4855e+10

56

1440000

'Default!

1

H - H O

Obrézek 3.1: Vystup funkce gpuDevice.

gpuArray

Objekt gpuArray predstavuje pole uloZené v paméti GPU. Takové pole se d4 vytvofit napfi-

klad nasledovné:

t % example_1_gpuArrayDeclaration.m
2 X [1 2 3 4 5];
3 X_GPU = gpuArray (X);




X je klasické pole uloZené v operacni paméti pocitace. Pokud bude pole X metodé€ gpuArray
preddno v argumentu metoda pole vezme a vytvoii ho na GPU. Nové vytvorené pole na GPU
je poté vraceno vystupnim parametrem metody.

Moznosti vytvoreni objektu gpuArray

Jak jiz bylo ukédzéano v sekci gpuArray, jednou z moznosti jak vytvofit pole na GPU je volani
metody gpuArray. Existuji, ale i dal$i moZnosti jak gpuArray vytvofit. V seznamu niZe jsou
zvyraznéné funkce, které umoznuji vytvaret pole s daty piimo na GPU. Témto funkcim staci
pridat argument v této podobé: 'gpuArray'.

Seznam nékterych funkci, které generuji data primo na GPU:
* zeros Funkce generuje matici naplnénou nulami o zadanych rozmérech.
* ones Funkce generuje matici naplnénou jedni¢kami o zadanych rozmérech.

* eye Funkce generuje jednotkovou (identickou) matici o zadanych rozmérech

Funkce gather

Tato funkce umoziuje prevést gpulrray zpét do operacni paméti pocitace. Ne vSechny funkce
jsou schopné vyuzit gpuArray, proto je Cas od asu vhodné vyuZit funkci gather na ziskani
zpét do operacni paméti a vykonani dané funkce [16, 17].

% example_1_ gpuArrayDeclaration.m
= [1 2 3 4 5];

PU = gpuArray (X) ;

= gather (X_GPU) ;

@

1
2 X
3 X
4 Z

Pre-alokace

Zména velikosti pole je ndkladnd, protoZe zahrnuje dealokaci nebo alokaci paméti a kopiro-
vani hodnot pfi kazdé zméné velikosti. Pfed alokovdnim matic, miZeme dosdhnout pomérné
vyrazného zrychleni [16].

[

% example_2_ memoryAlocation.m

[

tic % zmena velikosti

1

2

3 a = 1; a(2) = 2;

4 a(3) = 3; a(4) = 4;

5 toc

6 tic % pred-alokace

7 b = zeros(4,1);

8 b(l) = 1; Db(2) = 2; b(3) = 3; b(4) = 4;
9 toc

Vysledek urychleni je pak ziejmy:

Elapsed time is 0.006489 seconds.
Elapsed time is 0.004104 seconds.

To samé plati i pro GPU pole.




% example_3_memoryAlocationGPU.m
tic % zmena velikosti

a = 1; a = gpuArray(a);

a(2) = 2; a(3) = 3; a(4) = 4;
toc

tic % pred-alokace

b = zeros (4,1, 'gpuArray');
b(l) =1; b(2) = 2; b(3) =
toc

=T R Y T N o e

Elapsed time is 0.035863 seconds.
Elapsed time is 0.007357 seconds.

Proto budeme Casto nejprve alokovat pole, které bude dostatecné velké pro uloZeni dat, a tim
bude program zrychlen, jelikoZ bude bez realokace paméti [16].

Rezie pri pouziti GPU

Pii pouziti GPU nesmime zapomenout na reZii pfenosu dat. Za béZnych podminek MATLAB
vyuzivéa k vypoctim CPU a operacni pamét’ pocitace. Ale jelikoz je GPU pfipojeno k CPU
pomoci PCI sbérnice, pak se data musi z operaéni paméti presunout po sbérnici do paméti
GPU [16].

% example_4_ resourcesCosts.m
n = 100; % pocet prvku
X = linspace(l, 10, n);

tic; Y = sin(X); toc;
tic;
X_GPU = gpuArray (X) ;

Y _GPU = sin (X_GPU);
toc; % ziskani dat z GPU zpet na operacni pamet PC

® N L R W N =

>> resourcesCosts
Elapsed time is 0.000474 seconds.
Elapsed time is 0.000551 seconds.

Z prikladu je vidét, Ze je GPU pomalejsi nebo jsou rychlosti s CPU srovnatelné. Pokud bude
pocet prvkil n vétsi napiiklad n = 100 000 000, pak jsou Casy nasledujici:

>> resourcesCosts
Elapsed time is 1.091723 seconds.
Elapsed time is 0.560803 seconds.

Z toho plyne, Ze pro mensi poCty n pouziti GPU nepomuze s rychlosti a dost moznd rychlost
vypoctu snizi, ale pro velké pocty prvki GPU razantné sniZi ¢as vypoctu, pokud se pocita
primo v paméti GPU. U téchto Cast také musime uvazit naro¢nost operace. Vypocet sin neni

tolik sloZity proto jsou Casy vétSinou shodné, ale nebyt tam reZie prenosu pak se GPU rychlejsi.

Ridk4 matice

Vétsina vyslednych struktur jako matice tuhosti a hmotnosti jsou znacné velké (v zavislosti
na poctu elementli). Pro dalsi préci s nimi je zmensime. Na zmenseni vyuZijeme fidké matice




(sparse matrix). O pfevod do tvaru fidké matice se postard piikaz sparse, tomuto piikazu v
argumentu preddme matici, kterou chceme prevést [18].

Pro préci s fidkymi maticemi (velké matice, jejichZ vétSina prvkd jsou nuly), je dobré zva-
zit pouziti "fidkého maticového tvaru"v aplikaci MATLAB. Pro velmi velké matice vyzaduje
fidka forma matice méné paméti, protoze uklada pouze nenulové prvky, a je rychlejsi, protoze
eliminuje operace s nulovymi prvky. Na fidkou matici 1ze aplikovat vSechny vestavéné opera-
ce MATLABu. Operace s fidkou matici se provadéji automaticky a vraceji vysledky ve tvaru
fidké matice [16, 18].

Name Size Bytes Class Attributes
K 14739x14739 7290748  gpulArray sparse
Name Size Bytes Class Attributes
K 14739x14739 1737904968  gpuArray

V ptikladu vySe jsou uvedeny vypisy pfikazu whos pro proménou K predstavujici matici tu-
hosti v elasticité, kterd bude probirdna pozdéji. V prvnim fddku je uloZena jako fidkd matice,
kterd zabird ptiblizn€ 6.95 MB. V druhém fadku je stejnd matice prevedend pfikazem full
na plnou matici s mnohem vétsi pamét’ovou ndrocnosti a to priblizné 1657 MB. Pro matice
se kterymi budeme pozdéji pracovat, je vyuziti struktur fidkych matic pfimo podminéné, bez
nich by ndm velice rychle dosla pamét’.
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4. Struktura ukliadani trojahelnikovych
siti

V této sekci definujeme pouZité struktury pro ukladdni trojihelnikovych siti, se kterou budeme
v prubéhu zbytku prace pracovat [19, 20]. Jednotlivé struktury 1ze pomérné jednoduse zobecnit
1 pro Ctyfsténné sité ve tiech dimenzich.

Pro uloZeni soufadnic trojihelniki byl vyuzit zjednoduseny systém poli se snadnym vyhle-
davanim a dsporou paméti. Podobny systém, ale s vice informacemi, vyuziva i PDE Toolbox.
Na jednoduché trojuhelnikové siti na Obrdzku 4.1 si vysvétlime princip tohoto systému a jak
se s takovym systémem pracuje.

2,1}

09

0.8

0.7

0.6 -

0.4

031

021

2,0)|

L | L L | L | L | L |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Obrazek 4.1: Jednoducha trojihelnikova sit’ se tfemi trojuhelniky.

4.1 Struktura pole coordinates

Pole coordinates méa dvé dimenze (matice). V prvni dimenzi je uloZena dvojice soufadnic [X,y].
Pomoci druhé dimenze pak pfistupujeme k jednotlivym slozkdm dvojice. Timto zplisobem
jsou uloZeny vSechny body sité. Zdznam na prvnim indexu v Tabulce 4.1 mdme bod [1,0],
ktery mizeme vidét na Obrazku 4.1.

| Index X Y |
1 1 0
2 11
30 1
4 20
5 2 1

Tabulka 4.1: Vizualizace pole coordinates pro sit’ na Obrdzku 4.1.
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4.2 Struktura elements

Je také pole s dvéma dimenzemi (matice), ve kterém jsou uchovany informace o vrcholech
jednotlivych trojihelniki. Na kazdém indexu jsou uloZeny vrcholy jednoho trojihelniku. Sou-
fadnice vrcholl jsou uloZeny ve formdtu indexia fadek z Tabulky 4.1. Napiiklad na prvnim
indexu v 4.2 mdme hodnoty 1, 2, 3, které odkazuji na indexy 1, 2, 3 v Tabulce 4.1. TudiZ zis-
kame trojici bodu tvotici trojihelnik, ktery je spolu s ostatnimi dvéma trojihelniky zndzornény
na Obrédzku 4.1.

|Index a b c|
1 1 2 3
2 1 2 5
3 1 4 5

Tabulka 4.2: Vizualizace pole elements pro sit’ na Obrazku 4.1.

4.3 Struktura coord

Tuto strukturu budeme vyuZzivat hlavné pfi sestavovani matic tuhosti a hmostnosti. Struktura
coord je trojrozmérnd matice a vznikne spojenim struktur coordinates a elements. Nejdiive do
dvourozmérného pole uloZime konkrétni soufadnice vSech vrcholi trojihelniku, které mizeme
vidét v Tabulce 4.3 pro trojihelnik oznaceny indexem 1 z Tabulky 4.2.

‘ Vrchol x 'y ‘
1 1 0
2 1 1
3 0 1

Tabulka 4.3: Vizualizace 2D pole, které se soucdsti coord pro sit’ na Obrazku 4.1.

Takto vzniklé pole poté uloZime do pole coord na prvni index (tim ndm vznikne 3D pole)
a pokraCujeme na dalsi trojihelnik. Vzniklé 3D pole poté vidime na Obrédzku 4.2.

-

/

x1 |yl 2 3
X2 | y2 |
X3 |vy3 -

Obrézek 4.2: Vizualizace 3D pole coord.
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4.4 Uniformni zjemnéni sité

Trojuhelnikové sité je mozno snadno déle zjemriovat. Na Obrdzku 4.3 mizZzeme vidét dvojna-
sobné zjemnéni sité z Obrazku 4.1. Sit’ m4 stejné rozméry a plochu, ale tvofi ji vice trojihel-
niki a jejich bodl. V urcitych pripadech muze takové zjemnéni zvysit presnost vypoctu, nebo
usnadnit praci pti testovani kédu na rychlost podle poctu prvkii.

1 61 <251y 5.1 -75:1) 11y 1.25,1) 15,1 1.75,1) 2,1) |

09— .

0.8 — -

-25,0:75) 5;0:75) 75,0:75) 1,6:75) +.25,0:75) 1:5,0:75) +.75;0:75) 2,0.75)

0.6 — -

1,6:5) -25; +:5:0:5) 1:75;0:5) 2,0.5)

04—

03—

-25;0:!

02—

01—

g
b

g
2
&
)
ey
2
5
e

|

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

Obrazek 4.3: Priklad zjemnén sité.
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5. Vypocet plochy rovinného obrazce

Abychom mohli pfiblizné vypocitat plochu rovinného obrazce, musime si aproximovat pomo-
ci hranice o poctu prvkd n. Potem prvka se urcuje jemnost hranice pro ndsledné vypocty.
Existuje vice metod na vypocet plochy, které se daji porovnat v rychlosti vypoctu.

5.1 Gaussova metoda (shoelace method)

Gaussova metoda je matematicky algoritmus vypoctu plochy jednoduchého mnohouhelniku.
Vrcholy mnohouhelniku jsou popsany kartézskymi soufadnicemi v roviné. Hlavni mySlenkou
metody je kiiZové ndsobeni odpovidajicich soufadnic pro nalezeni oblasti obklopujici mnoho-
thelnik a odecteni okolnich lichobéZznikl pro zjisténi oblasti uvnitf.

28 =) (xi(yi-1 —vit1)) (5.1)

-

1

1

V MATLABu lze zapsat napiiklad takto:

% example_5_gaussMethod.m

1

2 fx = @(x)2*%(cos(x).*x(1l+sin(x))); fy=Q@(y)sin(y); % hranice

3 t = (linspace(0,n-1,n)* (2xpi/n));

4 x = fx(t); v = fy(t); % body hranice
5 S = sum(x.*(([y(2:end), y(1)]) - ([y(end), y(l:end-1)1)))/2

Pole x a y obsahuji soufadnice na osdch X a Y ziskané z dané funkce.

5.2 Heronuv vzorec

V dalsi ¢asti budeme vytvafet trojuhelnikovou sit’. Tak trochu pfedbéhneme a vyuZijeme ji na
dalsi tfi mozné vypocty plochy. Jeden typ je s pouZzitim Heronova vzorce spocitime obsahy
trojihelnika.

S=+/s(s—a)(s—b)(s—c) (5.2)
kde
_a+b+tc
T2

je polovicni obvod trojihelniku. Tyto plochy poté seCteme a dostaneme plochu obrazce.
NiZe naleznete jednoduchou implementaci v MATLAB. Napfed se ziskaji soufadnice vr-
cholt kazdého trojihelniku zvI4sté a poté se spocitd

[

1 % example_6_heron.m
2 plocha = 0;
3 for i = 1l:size(elements,1)

4 nl=elements (i, 1);

5 n2=elements (i, 2);

6 n3=elements (i, 3);

7 verl = coordinates(nl, :);

8 ver2 = coordinates(n2, :);

9 ver3 = coordinates (n3, :);

10 vecA = ver2-verl; vecB = ver3-verl; vecC = ver2-ver3;
11 a = norm(vecA); b = norm(vecB); ¢ = norm(vecC);

12 s = (atb+tc)/2;

13 %$Heronuv vzorec

14




14 plocha = plocha + sgrt(s.*(s—-a).*(s-b).*x(s—c));
15 end

5.3 Pomoci determinantu 2x2 nebo 3x3 matice

Matice 2x2

Z bodi vzniklé sité vytvofime vektory. Spoditime determinant matice 2x2, kterd vznikne slo-
Zenim dvou libovolnych vektorti z bodi trojihelniku. Obdélnik ktery je tvofen dvéma vektory,
nasledné vypocitdme determinant vektord a tim ziskdme plochu daného obdélniku. Vzniklou
plochu vydélime dvéma, abychom dostali potfebnou polovicni plochu, kterd odpovida plose

daného trojuhelniku.
_ ay az
S—det(b1 bz)/Z

Tento postup opakujeme pro vSechny trojihelniky a ndsledné tyto plochy secteme. Timto vy-
poctem ziskdme plochu celého obrazce.

% example_7_det2x2.m

1

2 plocha = 0;

3 for i = 1l:size(elements,1)

4 nl=elements(i,1); n2=elements(i,2); n3=elements (i, 3);
5 verl = coordinates(nl, :);

6 ver2 = coordinates(n2, :);

7 ver3 = coordinates (n3, :);

8 a = ver2-verl; b = ver3-verl;

9 plocha = plocha + (det([a;bl)/2);
10 end

Matice 3x3

JelikoZ zname vSechny tfi vrcholy trojihelniku, miZeme vypocitat obsah metodou, kterd vyu-
Ziva 3x3 matici. Matici sestavime nésledovné.

x1 y1 1
S=det|{x, y» 1]/2
x3 y3 1

V prvnim sloupci jsou soufadnice vrcholl trojuhelniku na ose x, v druhém sloupci jsou sou-
fadnice osy y a posledni sloupec je doplnény jednickami. Po ziskdni matice spocitime jeji
determinant, ktery vydélime dvéma, tim dostaneme plochu jednoho trojihelniku. Po secteni
ploch vsech trojihelnikii ziskdme plochu celého obrazce.

% example_8_det3x3.m

1 _

2 plocha = 0;

3 for i = 1l:size(elements,1)

4 plocha = plocha + det ([coordinates (elements (i, :),:),[1;1;1;11)/2;
5 end
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6. Vytvoreni trojihelnikové/tetrahedralni
sité
Po vytvoreni hranice obrazce je tieba vytvofit trojuhelnikovou sit’ se kterou budeme nadéle

pracovat. Vytvoreni sit€ je pomérné slozity problém. S tim ndim pomtze MATLAB, ktery ma
vestavéné funkce pro tvorbu takovychto siti.

6.1 Delaunayho triangulace ve 2D

Jedna z moZnosti, jak vytvorit trojuhelnikovou sit’ je pomoci Delaunayho triangulace. Funkce
delaunayTriangulationpo zaddni hranice vytvofi trojihelnikovou sit’ daného obrazce, jejiz
priklad je ukdzdn na Obrazku 6.1 (vlevo). K vygenerovani sité slouzi ndsledujici kod:

% example_9_meshDelaunay.m

n=20; % Pocet uzlu

% Funkce, ktera definuje hranici oblasti

fx = @(x)2*(cos(x).x(1l + sin(x))); fy = @(y)sin(y);
(linspace (0, n-1, n)=*(2xpi/n));

£x(T); y = £y (T);

T = delaunayTriangulation (reshape(x,n,1), reshape(y,n,1));
triplot (DT);

1
2
3
4
5 T
6 X
7 D
8

Ackoliv takova Delaunayho triangulace staci na vypocet plochy, pro vyuziti sestaveni matice
tuhosti a ndsledného zobrazeni je nevyuZitelna. Trojihelniky v ni obsahuji totiZ velmi malé
uhly, které zptsobuji Spatné numerické vlastnosti vysledné matice tuhosti.

1 ' 1
0.8 1 0.8
06 1 06
041 1 041
021 1 021
0 0
021 1 021
-04r1 1 -04r1
-0.6 1 -0.6
-0.8r 1 -0.8r
1 . ‘ . . . 1 . ‘ . . .
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Obrazek 6.1: Delaunayho triangulace (vlevo) a PDE triangulace (vpravo).

6.2 Triangulace pomoci PDE (Partial Differential Equation)
Toolbox ve 2D

Triangulace pomoci PDE je pro sestaveni matice tuhosti a ndsledné zobrazeni vhodnéjsi. PDE
totiZ doplni body na hranici o body uvnitf obrazce. Na Obrazku 6.1 (vpravo) je priklad takové
triangulace.
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Vytvoreni sité pomoci z triangulace

Pro jednoduché vytvoreni trojihelnikové sité, se kterou budeme dile pracovat, bude vyuzita
ndsledujici funkce:

[

1 % meshGenerator.m

2> function [coordinates, elements, dirichlets] = meshGenerator (x,y)
3 model = createpde; n = length(x);

4 geometryDescription = [2, n, x, y]'; % Popis obrazce body hranice
5 sf = 'object'; ns = char('object'); ns = ns';

6 geometry = decsg(geometryDescription, sf, ns);

7 geometryFromEdges (model, geometry) ;

8 P = [x; y]'; [minDist,maxDist]=minAndMaxDist (P);

9 mesh = generateMesh (model, 'Hmax',maxDist, 'Hmin',minDist);

10 elements = mesh.Elements(1:3,:)'; % ulozeni elementu z mesh
1 coordinates = mesh.Nodes';

12 dirichlets = convhull (coordinates);

13 dirichlets = intersect (dirichlets,elements);

14 end

Funkce ma jako vstupni parametry soufadnice na osich x a'y. Vystupni parametry pak jsou
coordinates (body na hranici), elements (jednotlivé vrcholy trojihelniki) a dirichlets (vrcholy
trojuhelnikd, které leZi na hranici) pro pozdéjsi upevnéni membrény k hranici obrazce.

Pro vytvoreni sité je tfeba inicializovat PDE model a vytvofil popis geometrického obraz-
ce. Popis geometrického obrazce (proménnd geometryDescription) je pole, kde se na prvnim
fadku nachdézi identifikdtor, o jaky objekt se jednd, pro nds je to Cislo 2, které znamend, Ze
popisujeme mnohouhelnik. Druhd fddka obsahuje ¢islo n pocet soufadnic popisujici mnoho-
thelnik. Od treti fadky do fadky n+3 po sobé jdouci souradnice na ose x a od fadky n+4 do
2n+4 jsou po sobé jdouci soufadnice na ose y. JelikoZ funkce pro vytvoreni matice dekom-
ponované geometrie decsg, dokdZe pracovat s vice mnoZinami je tieba do parametru sf (set
formula) zadat vycet vS§ech mnoZin a vztahy mezi jednotlivymi mnoZinami. V tomto piipadé
se jednd o ndzev object pro pojmenovani obecného vstupniho objektu. Pod parametrem ns
(name-space matrix) se skryva matice ¢isel s dvojndsobnou presnosti. Pocet sloupcti odpovida
poctu tvart pouZzitych ke konstrukci geometrie. Po vygenerovani matice dekomponované ge-
ometrie bude moZzno s jeji pomoci vytvorit 2D geometrii. Pfi pfeddni matice dekomponované
geometrie v parametru funkce geometryFromEdges spole¢né s na zacatku inicializovanym
modelem do kterého pak funkce ulozi vysledky bude vysledkem model zadaného objektu po-
trebny pro vytvoreni sité. Pro vytvoreni sité pomoci generateMesh je tieba dodat minimalni a
maximdlni délku hrany jednoho trojtihelniku (Hmin a Hmax). Pokud se Hmin a Hmax nezada
pak je mozné, Ze funkce vyhodi vyjimku pro uréité hranice. Z toho ditvodu je jist€js$i si Hmin
a Hmax zadat, pokud ale vSak neni zndmo jaké jsou minimaln{i ¢i maximélni délky hran troj-
thelniki lze vyuzit funkci minAndMaxDist, kterd nalezne minimdlni a maximalni délku hran
trojuhelniku.

[

1 % minAndMaxDist.m

2 function [minDist, maxDist] = minAndMaxDist (points)
3 minDist = intmax;

4 maxDist = 0;

5 for i = 1 : length(points)

6 A = points (i, :);

7 for j = i+l : length(points)
8 B = points(j, :);

9 dist = norm(A-B);

10 if minDist > dist

11 minDist = dist;

12 end
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13 if maxDist < dist
14 maxDist = dist;
15 end

16 end

17 end

18 end

Vzdalenost mezi body dvéma body v roviné lze spocitat pomoci MATLAB funkce norm,
ktera vraci Eukleidovskou vzdédlenost vektoru.

6.3 Nahrani sité z 3D modelu

Dalsi moZnosti jak ziskat trojihelnikovou sit’ je nahrani z jiZ existujiciho 3D modelu. V tomto
textu budeme vyuzivat modely ve formatu STL. Takové modely se daji vytvofit v CAD pro-
gramech jako je napiiklad onshape. Jednim z takto vytvofenych modeld, je napfiiklad tento
hrnek, se kterym budeme nadéle pracovat.
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Obrazek 6.2: Model hrnku zobrazen ve dvou prostredich.

Format STL
Casto vyuzivan v 3D tisku a po&itatovém projektovani (CAD). STL je zkratkou pro stereo-
litografii, ale ma i dal$i vysvétleni, které je pro nase pouziti vystihuji 1épe a to je "Standard
Triangle Language".

Kazdy soubor se sklada ze série propojenych trojihelnikil, jez popisuji geometrii povrchu
3D modelu. Cim vice trojuhelnikd tim slozitéj$i model a vétsi rozliSeni [21].

Ziskani sité z STL do MATLABu

Pro ziskéni sité ve tvaru, se kterym budeme nadéle pracovat (elements, coordinates), byla vy-
tvorena funkce v MATLABu. Funkce ma jeden vstupni parametr jméno souboru. Pro nacteni
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dat do PDE objektu ze souboru uréeného vstupnim parametrem, vyuZzijeme PDE toolbox. Na-
sledné pomoci PDE objektu vygenerujeme sit’, ze které ziskdme potiebné udaje.

1
2

3

% meshFromSTL.m
%% Vraci pole coordinates a elements ziskane z STL modelu
function [coordinates, elements] = getDataFromSTL_simple (name)

end

model = createpde;

importGeometry (model, name);

mesh = generateMesh (model) ;
pdemesh (mesh)

elements = mesh.Elements(l:4,:)"';
coordinates = mesh.Nodes';

Vystupem funkce jsou tedy pole elements, coordinates a vykresleni trojihelnikové 3D sité
pomoci PDE z Obrazku 6.2 b.
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7. Vektorizace

Vektorizace je slouc¢enim dvou typli matematickych aritmetickych operaci. Maticové operace
definované zdkony linearni algebry a operace s poli provadéné prvek po prvku. Prici s polem
o prvcich rozsifime na prici s polem o matice, kde prvky pole jsou matice a operace jsou
definovany pravidly linearni algebry [20].

Vzhledem k tomu, Ze MATLAB m4 vektorovou/maticovou reprezentaci svych dat, vek-
torizace miize pomoci zrychlit béh k6di MATLABu. Kli¢em k vektorizaci je minimalizovat

pouziti smycek (napr. for) [16].
7.1 Implementace uloZeni trojihelniki ve 2D

Trojuhelniky, které ziskame z triangulace ve formatu elements, coordinates vektorizujeme néa-
sledovné. Napfed je tfeba ziskat indexy jednotlivych vrcholil z elements. Na druhé fadce skrip-
tu ziskdme indexy kazdé vrcholu zvlast€. Kazdy vrchol pak bude mit svoje pole, kde budou
tyto indexy.

Na radkach Ctyfi az Sest z indext obdrzenych v predchozim kroku, ziskdme stejnym zpi-
sobem soufadnice jednotlivych vrcholi.

Dale ze souradnic ziskdme dva vektory u a v. A pfed-pfipravime si 3D matici 2x2xn, kde
n je pocet trojuhelnikda.

Jednotlivé slozky vzniklych vektorti pak ulozime do nové vzniklého pole uv po slozkach.

o)
°

example_10_vectorization.m

u

O ® 9 W R W =

nl=elements(:,1); n2=elements(:,2); n3=elements(:,3);
verl = coordinates (nl, :);
ver2 = coordinates (n2, :);
ver3 = coordinates (n3, :);

ver2-verl; v ver3-verl;

ne = size(elements,l); %pocet elementu
0 uv = zeros(2,2,ne);
11
2 uv(l,1,:) = u(:,1); %a
B3 uv(l,2,:) = u(:,2); %b
4 uv(2,1,:) = v(:,1); %c
5 uv(2,2,:) = v(:,2); %d
16
7 a =uv(l,1,:); b uv (1,2, :);
8 ¢ =uv(2,1,:); d=uv(2,2,:);
19 matrix3D = [a, b; ¢, dl;

Obrazek 7.1: Vektorizace 2D trojihelniki

Na Obrézku 7.2 je zndzornéna grafickd vizualizace vzniklého pole uv. S takovou 3D matici
muZeme naddle pracovat rychleji, jelikoZ MATLAB pracuje efektivnéji s maticemi nez s cykly.
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Obrazek 7.2: Vizualizace vzniklé 3D matice.

Vyuziti vektorizace pro vypocet plochy

S takto vzniklou 3D matici miZzeme snadno a rychle déle pracovat. V této sekci si ukdZeme
jak vektorizovanou matici vyuZit pro vypocet obsahu obrazce pomoci metod uvedené v sekci
5.

Vektorizace vypoctu obsahu pomoci 2x2 determinantu

Pro vypocet obsahu pomoci 2x2 determinantu krasné vyuzijeme 3D matici vzniklou v pred-
chozi sekci. JelikoZ dvodni kroky pro vektorizaci vypoctu obsahu pomoci determinantu 2x2
jsou identické tém, které jsme délali ve skriptu vectorization.m neni tfeba znovu ukazovat
stejny kod. Zavoldme skript vectorization.m, aby ndm sestavil 3D matici a nasledné pouze
vyuzijeme vzniklé dlouhé vektory a, b, ¢, d k vypoctu determinantu 2x2 matice. Determinant
se spocte pro kazdy trojihelnik zvlasté, poté pouze vzniklé determinanty seCteme a ziskame
obsah obrazce.

[)

% example_11_vectorize_det2x2.m

vectorization.m

plocha = sum(((a.*d)-(c.*b))/2);

fprintf ("Plocha pomoci vektorizace a determinantu 2x2: %f \n", plocha)

N N

Takto jednoduse vypocteme obsah trojihelnikové sité za pouZiti determinantu 2x2 bez smycky
for.

Vektorizace vypoctu obsahu pomoci 3x3 determinantu

Pro vypocet obsahu pomoci determinantu 3x3 nejprve vytvofime 3x3xn matici s jednickami
ve tfetim sloupci jak bylo jiz vysvétleno. Nasledné pro kaZzdou matici vypocteme determinant
pomoci Sarrusova pravidla. Nakonec seCteme determinanty vSech matic vysledek vydélime
dvéma a dostaneme plochu obrazce.

[)

% example_12_ vectorize_det3x3.m

1

2 nl=elements(:,1); n2=elements(:,2); n3=elements(:,3);
3 verl = coordinates(nl, :);

4 ver2 = coordinates (n2,:);

5 ver3 = coordinates (n3, :);

6

7 Xy = ones(3,3,ne);

8 xy(l,:,:) = [verl(:,1),verl(:,2), ones(ne,1)]1"';

9 Xy (2,:,1) [ver2(:,1),ver2(:,2), ones(ne,1)]"';

0o xy(3,:,:) = [ver3(:,1),ver3(:,2), ones(ne,1)]1"';
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[

12 % Vypocet determinantu pomoci Sarrusova pravidla

13 plocha = sum(xy(1l,1,:).*xy(2,2,:).*xy(3,3,:)...
14 +xy(1,2,:) .xxy(2,3,:).xxy (3,1, :)

15 +xy(1,3,:) .xxy(2,1,:) .xxy(3,2,:)...
16 -xy(3,1,:) .xxy(2,2,:) .xxy(1,3,:)...
17 -xy(3,2,:) .*xxy(2,3,:) .*xy (1,1,:)...
18 -xy(3,3,:) .%xy (2,1,:) .*xy(1,2,:))/2;

19 fprintf ("Plocha pomoci vektorizace a determinantu 3x3: $f \n", plocha)

Takto jednoduSe vypocteme obsah trojihelnikové sité za pouziti determinantu 3x3 bez smycky
for.

Vektorizace Heronova vzorce

Pfi ukdzce vektorizace a sestaveni 3D matice jsme pracovali pouze s vektory a a b, ale pro He-
ronllv vzorec budeme potrebovat jeste vektor ¢. Nase 3D matice je tedy pro vypocet Heronova
vzorce nedostacujici, ale to neznamend, Ze se nedd vektorizovat.

Jak bylo popsano vyse, nejdiive ziskdme soufadnice vrcholll verX, kde X je ¢iselné oznace-
ni vrcholu trojdhelniku. Poté na faddku osm vypocitidme vektory a, b, ¢ pro vSechny trojihelni-
ky najednou. Na fadcich jedendct aZ tfindct spocitdme velikosti téchto vektort. Déle dosadime
jednotlivé pole do Heronova vzorce a spocitime obsahy vSech trojuhelnikt zv1asté. Poslednim
krokem je soucet obsahti vSech trojihelnikii.

[

1 % example_13_vectorize_heron.m
2 nl=elements(:,1); n2=elements(:,2); n3=elements(:,3);

3 verl = coordinates (nl, :);
4 ver2 = coordinates(n2,:);
5 ver3 = coordinates(n3, :);

<
o\

ziskani vektoru a, b, c
= ver2-verl; b = ver3-verl; c = ver2-ver3;

=3
4]

3
o\

vypocet velikosti vektoru a, b, c

n a = sqgrt(a(:,1l)."2+a(:,2).7%2);

2 b = sgrt(b(:,1).%"2+b(:,2).%2);

13 ¢ = sqgrt(c(:,1l)."2+c(:,2).72);

14

15 s = (atb+c)/2;

16 $ Heronuv vzorec

17 plocha = sum(sqgrt(s.x(s—-a).x(s-b).x(s-c)));

18 fprintf ("Plocha pomoci vektorizace a Heronova v: %$f\n", plocha)

Takto jednoduse vypocteme obsah trojihelnikové sité za pouziti Heronova vzorce bez smycky
for.

22




8. Metoda konec¢nych prvku a jeji vyuziti

V této kapitole nahlédneme do problematiky metody konec¢nych prvkii a jeji vektorizace. De-
finujeme si zdkladni pojmy spjaté s metodou a jeji implementaci v MATLABu.

Zékladem této kapitoly je &lanek [20]. Clének se zabyv4 efektivnim, flexibilnim a rychlym
sestavenim matic tuhosti a hmotnosti v MATLABu. Hlavni myslenkou je odstranéni cykld pres
elementy, které zabiraji nejvice casu. Cykly jsou poté nahrazeny vektorizaci. Na tento ¢lanek
navdZzeme a pokusime se ho zrychlit pomoci GPU.

8.1 Sestaveni matice tuhosti

Lokalni matice tuhosti je urena soufadnicemi vrcholi matice odpovidajiciho trojihelniku.
Sestaveni globdlni matice tuhosti se budeme vénovat v této sérii skripti. Matici rovnéz budeme
sestavovat za vyuziti GPU a na konci sekce srovndme jednotlivé casy sestaveni CPU a GPU.

8.1.1 Spolecna cast sestaveni matice tuhosti

Pfestoze budeme sestavovat matici tuhosti pro dvé vyuziti (elasticita a Poissonova rovnice),
obé maji spolecny zdklad. Prakticky je tfeba ziskat soutradnice trojuhelnikili do struktury, se
kterou se bude snize pracovat a sestavit matici gradientd jednotlivych bazovych funkci. Timto
se budeme zabyvat v ndsledujicich podkapitoléach.

Ziskani souradnic trojihelniki

V této Casti skriptu ziskdme z jizZ zndmé struktury soufadnice trojihelniki a uloZime je do
nové struktury coords. Struktura coords ma uloZeny dimenziondlni slozky soufadnic (parcidlni
souradnice danné dimenze) pro kazdou basickou funkci.

% stiffness_matrixP1l_3D_gpu.m

for d=1:DIM
for i=1:NLB

1

2 elements = gpuArray(elements);

3 coordinates = gpuArray (coordinates);

4 NE=size (elements,1l); %pocet prvku

5 DIM=size (coordinates, 2); $dimenze

6 NLB=4; $pocet lokalnich funkci
7 coord=zeros (DIM,NLB,NE, 'gpuArray'); %definice GPU pole

8

9

10 coord(d, i, :)=coordinates (elements(:,1),d); %souradnice
11 end

12 end

13 IP=gpuArray([1/4 1/4 1/41");

14 [dphi, jac] = phider_gpu(coord, IP, 'P1");

Funkce phider

Funkce phider pocitd gradienty vSech bazovych funkci definovanych na elementech. Funguje
v dimenzich 2 a 3 amy ji zrychlime pomoci GPU. Tato funkce m4d jako vstup coords, které jsou
uz z predchozi sekce uloZeny na GPU, IP neboli (Gaussovy) integracni body a typ elementu
(u nés tzv. po ¢astech linedrni funkce, neboli P1 bazové funkce). Funkce poté vrati jako vystup
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gradienty bazovych funkci vzhledem k lokdlnim soufadnicim, Jacobiho matici zobrazeni z
referen¢niho do aktudlniho elementu a jeji determinant.

[

% phider_gpu.m

1

2 dshape = gpuArray (shapeder (point,etype));

3 nod = size(coord,1l); % dimenze elementu

4 nop = size(point,2); % pocet integracnich bodu
5 nos = size(coord,2); % pocet tvarovych funkci
6 noe = size(coord,3); % pocet elementu

7 dphi = zeros(nod,nos,nop,noe, 'gpuArray');

8 jac = zeros(nod,nod,nop,noe, 'gpuArray');

9 detj = zeros(l,nop,noe, 'gpuArray');

V prvni fadé je tfeba ziskat dshape (derivaci referencniho elementu) pomoci funkce
shapeder, tato funkce byla dodand v balicku library_vectorization_faster. Vrati matici kde
pro nas pripad P/ bazovych funkci v prvnim sloupci budou 1 a v druhém -1, pocet fadka
je pak pocet integracnich bodii. Tuto matici si pfevedeme na GPU, abychom v dalSich cas-
ti pracovali v jednotném prostiedi (GPU). Nadale si preddefinujeme Ctyf-dimenziondlni pole
(matici) pomoci MATLAB funkce zeros. Pokud jako posledni argument funkce zeros pfe-
dame fetézec 'gpuArray',pak se pole vytvori pfimo na GPU. Stejnou logiku vyuZijeme i pti
preddefinovani poli jac pro Jacobiho matici a detj jeji determinant.

phider_gpu.m

Linearni tvarove funkce - P1.
dshape = [1 -1];

dshape = reshape (dshape,2,1);
dshape = dshapexones (1, nop);
dshape = reshape (dshape, 1, 2,nop);

o)
°
o)

°

R - T T N S R

poi = 1; % pro nas pripad

tjac = smamt_gpu (dshape (:, :,po0i),coord);
10 [tjacinv,tjacdet] = aminv_gpu(tjac);
n dphi(:, :,poi, :) = amsm_gpu (t jacinv, dshape(:, :,poi));
12 jac(:, :,po0i,:) = tjac;
13 detj(l,poi,:) = abs(tjacdet);

Tato ¢ast cykli pres pocet integracnich bodl a postupné ziskdvame Castecné fesent, které se
ukladé do preddefinovanych poli na spravnou pozici pole aktudlniho béhu cyklu. Po ukonceni
cyklu dostaneme naplnénd pole dphi, jac, detj, kterd funkce vrati jako vystup.

Formatovani vystupu phider

Jelikoz je funkce phider univerzdlni, je tfeba formdatovat vystup, ktery bude pfipraven pro
ndsledujici vyuZiti pro specifické ¢dsti. VyuZzitim funkce squeeze odstranime piebytecnou
dimenzi. Pole tedy bude za béhu potfebovat méné paméti a se bude sndze iterovat.

[

1 volumes=abs (squeeze (jac)) /factorial (DIM); % vypocet objemu
2 dphi = squeeze(dphi); % odstraneni prebytecne dimenze

8.1.2 Cast specificka pro Poissonovu rovnici

Funkce astam a amtam provadéji operace s maticemi. GPU verze amtam_gpu vyuZiva pred-
definovani pole pomoci funkce zeros pfimo na GPU, jelikoz jsou pak vSechny pole na GPU,
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operace s nimi se nadale déji na GPU. Do proménné Z dostaneme vSechny lokalni 3D matice
tuhosti.

(S N

% stiffness_matrixP1l_3D_gpu.m
Z=astam(volumes', amtam_gpu (dphi,dphi)); $%$lokalni matice tuhosti
Y=reshape (repmat (elements, 1,NLB) ',NLB,NLB,NE); %sd
X=permute (Y, gpuhArray ([2 1 31)); %sd

K=sparse(X(:),Y(:),2Z2(:)); % vysledna matice tuhosti pro objekt

Vystupem jsou pak proménné matice K a vektor volumes z predchozi sekce. Kde K je

fidk4d matice tuhosti pro zadané parametry. Takovd matice figuruje v numerickych feSenich
Poissonovy rovnice.

8.1.3 Cast specificka pro elasticitu

Napred preddefinujeme pole R, které reprezentuje operator tenzoru malych deformaci na gra-
fické karté a poté do jej na konkrétnich indexech naplnime gradienty. JelikoZ je sestaveni elasti-
city narocnéjsi na pamét’ nez sestaveni matice Poissonovy rovnice, uvolnime proménné (pole)
pomoci piikazu clear a jméno proménné. Uvolnéni proménné sice zabere néjaky Cas, ale
v tomto piipadé¢ je to akceptovatelné, nebot” budeme moci provadét sestaveni pro sité s vice
elementy.

® N U R W =

% stiffness_matrixPl_3D_elasticity_gpu.m
R=zeros (6,12,NE, 'gpuArray');
R([1,4,5],1:3:10, :)=dphi;
R([4,2,6],2:3:11, :)=dphi;
R([5,6,31,3:3:12, :)=dphi;

clear dphi

clear coord

clear jac

Timto obdrZzime najednou bazové funkce pro tenzory malych deformaci pro vSechny ele-

menty v siti.

Dalsi fadky vygeneruji materidlové matice v zavislosti na tzv. Lammého parametrech A4, u

v ptipadé homogenniho materiald.

N o LM R W =

% stiffness_matrixPl_3D_elasticity_gpu.m

C=muxgpuArray (diag([2 2 2 1 1 1]))+lambda...
*gpulArray (kron([1 0; 0 0],ones(3)));

Elem=3*elements (:,gpulArray(kron(l:4,[1 1 11)))...
—gpuArray (kron (ones (NE, 1) , gpuArray (...
kron([1 1 1 11,12 1 01))));

clear elements

Na zavér vhodnou kombinaci vySe uvedenych objektl sestavim vyslednou matici tuhosti

pro ulohu elasticity.
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% stiffness_matrixPl_3D_elasticity_gpu.m
Z=astam(areas',amtam_gpu (R, smamt_gpu(C, ...
permute (R, gpulhArray ([2 1 31)))));

Y=reshape (repmat (Elements,1,12)"',12,12,NE);
X=permute (Y, gpuArray ([2 1 31));

K=sparse (X (:),Y(:),2Z2(:)); % vysledna matice tuhosti pro objekt

[= Y N SO O

Vystupem je matice tuhosti K odpovidajici rovnici elasticity. Tato matice je v fidkém tvaru
a vyuziva se pro vypocty v linedrni elasticité.

8.1.4 Zrychleni sestaveni matice tuhosti

Pro otestovani je tfeba mit k dispozici sit’ s velkym pocet elementd, aby byl procesor co nejvice
zatiZen a projevily se vyhody grafickych karet. Toto bohuzel model hrnku neumoziiuje, protoze
onshape vytvori model s omezenym poctem elementl (v aktudlni verzi programil je mozné
sestavit pouze sit’ s 8541 elementy). My vyuZijeme model kostky z Obrédzku 8.1, ktery je sndze
Skalovatelny na pocet elementi a umoziiuje sestavit prakticky libovolné jemnou sit’ (omezeni
je dano jen paméti pocitace).

Obrazek 8.1: Modely kostky rizné hrubosti: zleva v prvnim fadku level 3.5, 4, 4.5 a druhém
level 5, 5.5, 6. Nejjemnéjsi sit” obsahuje 1572864 tetrahedrd.

Testovat budeme na Sesti riizné€ hrubych kostkach z Obrazku 8.1. Parametry modelt kostek
jsou popsdny v Tabulce 8.1. Na tuto tabulku budeme v nésledujicich sekci odkazovat pomoci
sloupce Level, abychom védéli pro jakou kostku s jakymi parametry jsme dostali vysledek.
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Level Pocet elements Pocet coordinates Velikost matice tuhosti
3.5 7986 1728 1728 x 1728
4 24576 4913 4913 x 4913
4.5 73002 13824 13824 x 13824
5 196608 35937 35937 x 13824
5.5 546750 97336 97336 x 97336
6 1572864 274625 274625 x 274625

Tabulka 8.1: Parametry testovacich modeli.

Matice tuhosti pro Poissonovu rovnici

V Tabulce 8.2 jsou srovndny Casy na jednotlivych zafizeni. Z tabulky je patrné, Ze se u¢innost
grafické karty se zvySuje s potem poctu elementi. Zrychleni sestaveni matice tuhosti pro
Poissonovu rovnici az dvaceti ndsobnd v zdvislosti na poctu prvkil a vyuZitém zarizeni.

Level Velikost | GPU GPU A30 CPU Intel CPU AMD
matice tuhosti | GTX1650 17-8565U EPYC 7313
Max-Q
4 4913 | 0.105 0.012 0.042 0.028
4.5 13824 | 0.259 0.016 0.182 0.074
5 35937 | 0.153 0.039 0.466 0.196
5.5 97336 | 0.428 0.105 1.257 0.558
6 274625 | 1.463 0.242 4.838 2.086

Tabulka 8.2: Srovnani Casi sestaveni matice tuhosti pro Poissonovu rovnici v sekundéch.

Matice tuhosti pro tlohu elasticity

vvvvvv

Poissonovu rovnici. Zaroven vyplyva, Ze je tteba mnohem vice paméti pro sestaveni. Na grafic-
ké kart¢ GTX1650 Max-Q program nedobéhl jiz pro 546750 elementt (Level=5.5) z divodu
nedostatku paméti. Jak bylo srovnano v Tabulce 2.2, grafickd karta GTX1650 Max-Q ma k
dispozici pouze 4GB paméti, kterd byla nedostacujici pro dokonceni vypoctu. Z Tabulky 8.3
také plyne, Ze ¢im VEtsi je spotfeba paméti pro danou tlohu tim vice se projevi sila GPU.

Level Velikost | GPU GPU A30 CPU Intel CPU AMD
matice tuhosti | GTX1650 17-8565U EPYC 7313
Max-Q
4 14739 | 0.323 0.207 0.399 0.201
4.5 41472 | 0.456 0.067 1.645 0.495
5 107811 | 1.144 0.236 4.524 1.803
5.5 292008 | out of 0412 15.054 5.592
memory
6 823875 | out of 1.095 95.216 17.530
memory

Tabulka 8.3: Srovnani Casu sestaveni matice tuhosti pro elasticitu v sekundach.
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8.2 Sestaveni matice hmotnosti

Pro sestaveni matice hmotnosti budeme potfebovat struktury elements a volumes (ziskané pti
sestavovani matice hmotnosti), toto budou vstupni parametry nasi funkce. Vystupem pak bude
matice hmotnosti M. Vstupni parametry si presuneme na GPU. Nasledné pomoci funkce kron
a na poli alokovanych na paméti GPU pomoci funkce ones, ziskdme z elements X a'Y skaldry.

[

% mass_matrixPl_3D_gpu.m

elements = gpuArray (elements);

volumes = gpuArray (volumes) ;
Xscalar=kron (ones (1,4, '"gpuArray') ,elements);

Yscalar=kron (elements,ones (1,4, "gpulArray'));

Z=kron (volumes, gpuArray (reshape ( (ones (4) +eye (4))/20,1,16)));

M=sparse (Xscalar,Yscalar,Z);

Nésledné z volumes za pouZziti funkce kron ziskdme prvky matice hmotnosti, které pomoci

funkce sparse pretvofime na klasickou dvou-dimenziondlni matici hmotnosti.

8.3 Vypocet elasticity

NezZ za¢neme s vypoctem je tfeba si definovat vstupni parametry, jako jsou tuhost materidlu
a sila force, ktera bude na objekt pusobit. Poté si rozdélime objekt na pravou a levou stranu.
Podle pravé vzniklého rozdéleni objektu na strany do pole f uloZime kladnou hodnotu sily pro
levou stranu a zdpornou pro pravou.

[

% solve_elasticity_3D_gpu.m

material.E = 1e9; % material

material.nu = 0.25;

nbfn = 3;

force = 10e6; % sila

% mesh.nn dostaneme pri sestaveni site a je to pocet uzlu

f = zeros(nbfnxmesh.nn, 1, 'gpuArray'); % definice gpu pole
nodes_L = find(coordinates(:,1)<0); % elementy na leve strane
nodes_R = find(coordinates(:,1)>0); % elementy na prace strane
f (3*nodes_L-2) = +force; sila pusobici zleva

f (3xnodes_R-2) = —-force; % sila pusobici zprava

V tomto kroku spocitdme linedrni elasticitu nasi sité. Pro vypocet vyuzijeme funkci
solve_elasticityLinear_gpu. Nejdfive si pfipravime na GPU vystupni pole u_init a pole
z. Nésledné sestavime matice tuhosti a hmotnosti z pfedchozi kapitoly.

% solve_elasticityLinearu_simple_gpu.m

u_init = zeros(params.nbfnxmesh.nn, 1, "'gpuArray');

z = ones (mesh.nn, 1, "gpuArray');
stiffness_matrixP1l_3D_elasticity_gpu

(mesh.elems2nodes, mesh.nodes2coord, .
params.material.lambda, params.material.mu) ;

M = mass_matrixPl_3D_vector_gpu(mesh.elems2nodes, mesh.volumes);

Nez se dostaneme k naplnéni vystupnich parametrl u_init a eElastic ziskame vektor b z funkce
evaluate_loading_vector, ktery bude jiZ na GPU jelikoZ méa funkce jako vstupni parame-
try GPU pole. Kviili ndsledujicimu kroku kde budeme indexovat matici tuhosti K, musime tuto
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matici pfesunout zpét na operacni paméti pocitace pomoci funkce gather , jelikoz MATLAB
v této verzi nepodporuje indexaci fidké matice na GPU jak je vidét na Obrdzku 8.2.

35 u_init(dofsMinim) = u_init(dofsMinim)+K(dofsMinim,dofsMinim)\bModif(dofsMinim);
Error using indexing

Sparse gpuArrays do not support indexing.

Error in solve elasticityLinear gpu (line 35)
u init (dofsMinim) = u_init(dofsMinim)+K(dofsMinim,dofsMinim)\bModif(dofsMinim);

Error in solve elasticity 3D gpu (line 70)
u = solve elasticityLinear gpu(mesh,params, f);

Obrazek 8.2: Error pii indexaci fidké matice na GPU.

Po presunuti matice tuhosti miZeme dopocitat vektor u_init. Pro nas ptipad je vektor u_init
naplnén nulami, takZe ho nepotfebujeme pficitat, ale v rdmci univerzalnosti ho v kédu pone-
chdme.

1 % solve_elasticitylLinear gpu_simple.m
2 b evaluate_loading_vector (mesh, f_v,params.nbfn, M, z);
3 bModif = b-Kxu_init;
4 dofsMinim = gpuArray (mesh.dofs.Minim);
5 clear mesh M z % uvolneni pameti pro pametove narocne operace
6 K = gather (K);
7 K_dofs = gpuArray (K(dofsMinim,dofsMinim)) ;
8 clear K % uvolneni pameti pro pametove narocne operace
9 u_init (dofsMinim) = .
u_init (dofsMinim) +K_dofs\bModif (dofsMinim) ; lambda, mu) ;

Poslednim krokem je vytvoreni kopie coordinates, ke které pricteme vektor u. Pro kazdou
dimenzi zvlasté pricteme kazdy tfeti prvek, kde zacatek iterace je index dimenze. Nésledné
staci pouze vykreslit ptivodni a novy elasticitou deformovany hrnek jak je vidét na Obrazku
8.3.

[

% solve_elasticity_3D_gpu.m

2 coordinates_new = coordinates;
3 coordinates_new(:,1l) = coordinates_new(:,1) +u(l:3:end);
4 coordinates_new(:,2) = coordinates_new(:,2) +u(2:3:end);

5 coordinates_new(:, 3) coordinates_new(:,3) +u(3:3:end);
¢ figure;
7 figure_mesh (coordinates_new, coordinates);

8 highlight_Dirichlet_3D (mesh,params);

Vypocet elasticity ma velké pozadavky na ¢as a pamét’, z toho divodu se pro kostky z
Obrazku 8.1 testoval pouze na serveru a omezeném poctu elementii maximalné do levelu Ctyfi,
poté by ndm doSla pamét’ na GPU. Kostku levelu 3.5, kterd vznikla pti vypoctu tlohy elasticity
muZeme vidét na Obrdzku 8.4. Z Tabulky 8.4 vyéteme, Ze vétsi rychlost vypoctu elasticity na
GPU projevuje s vétsim poctem prvki. Stejné tomu bylo i v pfipadé sestaveni matice tuhosti.
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Obrazek 8.3: Vlevo pivodni a vpravo elasticitou deformovany hrnek.

Obrazek 8.4: Vlevo plvodni a vpravo elasticitou deformovana kostka (level 3.5).

Level Velikost | GPU GPU A30 CPU Intel CPU AMD
matice | GTX1650 17-8565U EPYC 7313
tuhosti | Max-Q

1.5 1029 | 0.513 0.316 0.872 0.486

2 5616 | 0.587 0.292 0.419 0.280

2.5 14739 | 1.533 0.642 0.742 0.476

3 39744 | 10.925 2.655 1.174 0.982

3.5 107811 | out of 14.246 22.210 10.895

memory

4 3234333 | out of 13.393 52.455 51.565

memory

Tabulka 8.4: Srovnani Casii vypoctu elasticity mezi GPU a CPU v sekundéch.
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8.3.1 Zrychleni vypoctu ilohy elasticity

Vypocet dlohy elasticity se podafilo razantné zrychlit. V této podsekci si povime kde nejvice
vypocet urychlil. Pomoci néstroje profiler si rozebereme program za béhu a podivime se na
¢asy béhti jednotlivych fadek. Toto zrychleni bylo testovdno pouze na serveru, proto budeme
srovnévat serverové GPU a CPU. Tento test se odehrdval na kostce level 4.

Nejdfive si pomoci pfikazil niZe resetujeme profiler, spustime skript pro vypocet elasticity
a vygenerujeme report z profileru. To samé si poté udélame i pro GPU verzi
example_15_solve_elasticity_3D.

profile off

profile on
example_15_solve_elasticity_3D
profile report

Vystup profileru si sefadime podle sloupce "Self Time (s)", abychom vidéli, jaka ¢ast skriptu
trva nejdéle. Na Obrazku 8.5 vidime, Ze nejvice Casu pfi béhu programu potiebuje funkce
solve_elasticityLinear_simple kliknutim na ndzev funkce se do ni podivame a zjistime
co tam tak dlouho trv4.

Function Name Calls | Total Time (s) | Self Time* (s) * | Total Time Plot
(dark band = self time)
solve_elasticityLinear_simple 1 50.770 49.416 .|
stiffness_matrixP1_30_elasticity |1 1.234 0.765 L}
amtam 1 0.311 0.311 L}

Obrazek 8.5: Profiler funkce solve_elasticity_3D_simple.

To samé vycteme i u GPU verze skriptu z Obrazku 8.6, ale tady ndm jiZ nezabird tolik Casu
sestaveni matice tuhosti ani funkce amtam, jelikoZ jsme obé funkce zrychlili pomoci GPU.

Function Name Calls |Total Time (s) | Self Time* (s) * |Total Time Plot
(dark band = self time)
solve_elasticityLinear_simple_gpu |1 12.664 12.361 .|
entrylnWhichRows 6 0.256 0.220 u
unique=uniqueR2012a 11 0.130 0.130 L}

Obrézek 8.6: Profiler funkce solve_elasticity_3D_simple_gpu.

Presuneme se tedy v profileru do funkce solve_elasticityLinear_simple respektive
solve_elasticityLinear_simple_gpu. Vystupy profileru pro tyto skripty vidime na Ob-
rdzcich 8.7 a 8.8. Prvni zajimavy rozdil najdeme v obou funkcich na fadku ¢islo 5. Mlizeme
vidét, Ze zrychleni sestaveni matice tuhosti je Sestindsobné. V tomto pripadé je zrychleni pou-
ze jedna sekunda, v poméru celkového Casu je to pouze zlomek. Ale kvili tomuto zrychleni
funkce pro sestaveni matice tuhosti jiZ neni v top 3 ¢asové nejnarocnéjsich casti programu pro
GPU verzi, jak miZeme vidét na Obrazku 8.6.
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Time Calls Line

<0.001 1 2 u_init = zeros(params.nbfn*mesh.nn,1});
< 0.001 1 3 z = ones(mesh.nn,1);
1.235 1 5 K = stiffness matrixP1 3D elasticity(mesh.elemsZnodes,mesh.nodes2coord, params.material.lambda, params.material.mu);
0.119 1 [ M = mass matrixPl 3D \ ir (mesh.elems2nodes, mesh.volumes);
0.004 1 8 b = evaluate loading vector(mesh,f_v,params.nbfn,M,z);
0.004 1 18 bModif = b-K*u_init;
= 0.001 1 11 dofsMinim = mesh.dofs.Minim;
49 408 1 12 u_init(dofsMinim) = u_init(dofsMinim)+K(dofsMinim,dofsMinim)\bModif(dofsMinim);
= 0.001 1 13 end

Obrazek 8.7: Profiler solve_elasticityLinear_simple.

Nejvétsi zrychleni se poté odehravd na fadku 15 pro z Obrédzku 8.8. Zrychleni oproti fadku
12 z Obrazku 8.7 je skoro ctyfndsobné. Tohoto zrychleni jsme dosdhli tim, Ze jsme si pfipravili
pole u_init na GPU. JelikoZ i pole bModif je na GPU bude se tedy soustava rovnic feSit na
GPU. Toto se moznd zda ponékud zvlastni, kdyz jsme museli v predchozi sekci prevést matici
K z paméti GPU do operacni paméti pocitace kvili indexaci. Pouze to znamend, Ze indexace
se provede na CPU pak vzniklou matice prevede do paméti GPU. JelikoZ mdme tedy vSechny
Cleny operace v paméti GPU vyfeSime i soustavu rovni rychleji.

Time Calls Line

<0.001 1 3 u_init = zeros(params.nbfn*mesh.nn,1, 'gpuArray’);
<0.001 1 4 z = ones(mesh.nn,1, 'gpuArray");
0.202 1 & K = st
0.106 1 7 M=mn
0.002 1 9 b = evaluate loading_vector(mesh,f_v,params.nbfn,M,z);
<0.001 1 11 bModif = b-K*u_init;
<0001 1 12 dofsMinim = gpuArray(mesh.dofs.Minim);
<0.001 1 13 clear mesh M z % Clear memory for memory heavy operation
0.040 1 14 K = gather(K);
12.758 1 15 u_init(dofsMinim) = u_init(dofsMinim)+K{dofsMinim, dofsMinim)\bModif(dofsMinim);
< 0.001 1 16 end

Obrézek 8.8: Profiler solve_elasticityLinear_simple_gpu.
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9. Prace s vytvorenym frameworkem

V této kapitole si vysvétlime jak pracovat se vzniklymi kédy. Na odkazu
Matlab-optimalization-with-GPU

najdeme vSechny vytvofené kody nebo kddy, které jsou soucasti dodaného frameworku [20],
aby bylo mozné nékteré funkcionality otestovat.

Prace s examples

Ve sloZce examples najdeme jednoduché zdrojové kédy prezentované v prubéhu prace. Vsech-
ny soubory s pfiklady jsou popsany v seznamu niZe.

* start_examples.m skript, ktery podle parametrti automatizuje spousténi vSech ostatnich
piikladt. Skript je rozdélen do deviti sekci. Kazda sekce ma svij spoustéci parametr
ve tvaru run_<ndzev sekce>, ktery je tieba nastavit na 1 pro spusténi a O pro vypnu-
ti, podle toho se poté pfi spusSténi rozhodne zda mé dand sekce béZet. Pokud sekce
pottebuje vstupni parametry jako napfiklad coordinates, elements budou mu skriptem
dodany. V ¢asti parametry skriptu Ize nastavit moznosti béhu funkci jako je naptiklad
stl_file_name kterému miZeme napsat jméno dodaného stl souboru pro sestaveni site.

* Sekce run_basics_GPU
— example_1_gpuArrayDeclaration.m je jednoduchy skript na ukdzku deklarace
pole, jeho prevodu do GPU paméti a zpét.

— example_2_memoryAlocation.m je skript na ukdzku ¢asové vyhody pred aloko-
vanim pole.

— example_3_memoryAlocationGPU.m je obdobny skript jako memoryAlocati-
on.m, ale pro GPU pamét’.

— example_4_resourcesCosts.m ukazuje rychlosti GPU vs CPU pro vypocet funkce
sinus pro mnoho argumentd.

e Sekce run_areas

— example_5_gaussMethod.m je skript pro vypocet obsahu obrazce definovaného z
bodi na hranici pomoci Gaussovy metody.

— example_6_heron.m slouZi pro vypocet obsahu obrazce pomoci Heronova vzorce.
Pro spusténi tohoto skriptu je tfeba dodat sit’ v strukturdch coordinates, elements
generované napiiklad pomoci funkce meshGenerator.m.

— example_7_det2x2.m slouZi pro vypocet obsahu obrazce pomoci determinantu
matice 2x2. Pro spusténi tohoto skriptu je tfeba dodat sit’ v strukturdch coordinates,
elements generované napriklad pomoci funkce meshGenerator.m.

— example_8_det3x3.m slouZi pro vypocet obsahu obrazce pomoci determinantu
matice 3x3. Pro spusténi tohoto skriptu je tfeba dodat sit’ v strukturach coordinates,
elements generované napriklad pomoci funkce meshGenerator.m.

* Sekce run_dalauney_mesh obsahuje pouze skript example_9_meshDelaunay.m, ktery
vytvori trojihelnikovou sit’” pomoci Delaunayho triangulace.
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* Sekce run_yectorize obsahuje pouze skript example_10_vectorization.m, ktery slouZzi
jako ukdzka implementace vektorizace pro struktury coordinates, elements.

* Sekce run_areas_vectorize vektorizace kédu pro vypocet obsahu pomoci:

— determinantu 2x2 example_11_vectorize_det2x2.m.
— determinantu 3x3 example_12_vectorize_det3x3.m.
— Heronova vzorce example_13_vectorize_heron.m.
» Sekce run_compare_stiffness obsahuje pouze example_14_compare_stiffness.m skript

na otestovani rychlosti sestaveni matice tuhosti pro rizné husté sité. Hustota sité¢ zavisi
na obsahu pole v/ a pocet testl zavisi na poctu prvki tohoto pole.

» Sekce run_compare_elasticity obsahuje pouze example_15_compare_elasticity_3D.m
skript na otestovani rychlosti vypoctu ulohy elasticity pro rizné husté sité. Hustota sité
zavisi na obsahu pole /vl a poCet testil zavisi na poctu prvkil tohoto pole.

Slozka examples ostatni soubory

Nésledujici soubory ve sloZce jsou funkce vyuZité ve skriptu start_examples, které nebyly
pojmenovany stylem example, aby byly sndze prenositelné/pouZzitelné.

* meshGenerator.m funkce vytvofi trojihelnikovou sit' pomoci PDE toolboxu ze zada-
nych soufadnic na hranici a vrati struktury coordinates, elements a pole Dirichletovych
bodu dirichlets.

* meshFromSTL.m funkce pro nahrani tetrahedralni sité ze STL souboru, jehoZ ndzev je
jejim vstupnim parametrem. Vréti struktury coordinates, elements.

* hrnek.stl STL soubor se siti ukdzkového hrnku. Potfebny pro funkci meshFromSTL.m.

» getDependenciesAdvanced.m skript, ktery v soucasné verzi nalezne soubory z projektu
nutné ke spusténi skriptu v dané sloZce a prekopiruje je do nové slozky zadané parame-
trem dep_dir_name, soubory se poté budou nachézet ve slozkdch pojmenovanych podle
jejich kotenového adresare. Skript je uziteCny pro nalezeni a sestaveni Casti projektu
nutnych k jeho spusténi.

Podslozka Dependencies

Slozka vytvorend pomoci getDependenciesAdvanced.m, kterd obsahuje skripty a funkce po-
trebné pro spusténi skriptu start_examples.m. Nékteré funkce byly vytvoreny v pribéhu této
prace (soubory s pfiponou _gpu) a jiné dodany ve frameworku [20].

* phider_gpu.m zjednodusend implementace funkce pro ziskani derivace bazovych funk-
ci.

* stiffness_matrixP1_3D_elasticity_gpu.m zjednodu$end implementace funkce pro
sestaveni matice tuhosti pro vypocet ulohy elasticity.

* mass_matrixP1_3D_gpu.m zjednoduSend implementace sestaveni matice hmotnosti.
* solve_elasticity_3D_simple_gpu.m vypocet tlohy elasticity vyuzivajici GPU.

2N Vv

* solve_elasticityLinear_simple_gpu.m linedrni fesic pro tlohu elasticity na GPU.
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* minAndMaxDist.m funkce pro nalezeni nejkratsi a nejdelsi vzddlenosti mezi body. Vy-
uzita pro generovani parametrii funkce meshGenerator.m.

35



10. Zaveér

Dnesni technologie jsou na takové drovni, Ze vypolty s vyuzitim grafickych karet jsou mno-
hondsobné rychlejsi néz klasické pocitani na procesoru pocitace. Existuje mnoho technologii,
které umoziuji vyuzit grafické karty. Neni to vSak pouze o technologiich, ale i zkuSenostech
a znalostech programdtora, ktery program urychluje.

V priibéhu této prace jsem popsal parametry testovaciho prostfedi. Vysvétlil jsem jak pro-
vadét vypoclty s vyuzitim grafické karty NVIDIA v MATLABu. Popsal jsem strukturu ukladani
trojihelnikové sité a mozZnosti vypoctu plochy rovinného obrazce, pii kterém se tato struktura
vyuziva. TaktéZ jsem zminil moZnosti vytvoreni trojihelnikové sité rovinného obrazce a vekto-
rizované implementace vypoctu jeho plochy. Na zavér jsem vyuZil a aplikoval tyto znalosti na
vypocty pomoci metody konecnych prvki. Pro ni se mi povedlo jiZ vektorizované operace na
GPU dale zrychlit, napt. sestaveni matice tuhosti tlohy linedrni elasticity a feSeni odpovidajici
soustavy linedrnich rovnic.

Pfi prici jsem se prakticky presvédcil o vysoké rychlosti vypocti na grafickych kartach.
Zrychleni sestaveni matice tuhosti v MATLABu bylo aZ devadeséti nasobné (CPU Intel i7-
8565U vs. GPU A30). Z danych testl vyplyva, Ze pti vyuZiti grafické karty k vypoctu vétsich
uloh je v priméru pétkrat rychlej$i néz klasické pocitdni na procesoru. Vzhledem k velkému
poctu jednotlivych kroki a jejich ndroCnosti jsem se soustiedil pouze na technologii MATLAB,

s N2

ackoliv moji ¢asteCnou ambici bylo to samé otestovat i v jazyce Python.
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