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1 Uvod

Od nepaméti sa ludia snaZili pochopit preco a ako sa Siria rézne ochorenia.
Uz grécky lekar Hippokratés, ktory je niekedy povazovany za zakladatela epi-
demiologie, skumal vztahy medzi vyskytom ochorenia a vplyvom prostredia.
Na vznik ochoreni vS8ak bolo zo zaciatku pozerané ako na trest za prilisné
bohatstvo. Tento nazor sa objavil v dielach filozofov Platéna a Rousseaua.

V' priebehu storo¢i sa Stadium Sirenia ochoreni stalo neoddelitelnou su-
castou lekarskeho odvetvia, z ktorého v roku 1854 vznikol vedny odbor
epidemiologia. Od zaciatku 20. storocia sa v epidemiologii zacali uplathovat
matematické postupy, presadzované najmé Ronaldom Rossom, Andersonom
Grayom McKendrickom a dalsimi. V roku 1927 publikovali A. G. McKendrick
a W. O. Kermack teoriu, ktord je povazovana ze vSeobecnil tedriu prenosu
infekénych chorob.

K pochopeniu a simulacii roznych ochoreni existuje mnozstvo druhov
epidemiologickych modelov. Pri pisani mojej prace som si za ciel dala
porozumenie jednému zo zékladnych epidemiologickych modelov, modelu SIR,
implementovanie numerického rieSenia v programe MatLab a jeho pouzitie
na nasimulovanie ochorenia chripky. V prvej casti prace sa budem zaoberat
teoretickou strankou epidemiologického modelu SIR a jeho rieSenim v prog-
rame MatLab. V druhej casti sa budem zaoberat vyvojom ochorenia chripky v
Zilinskom samospravnom kraji v sezéone rokov 2016-2017 a pokisim sa ziskané
data implementovat na model SIR. Dufam, Ze pri pasni mojej prace budem
schopné nadobudnuté poznatky vyuzit k splneniu mojho ciela.
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2 Epidemiologické modely

2.1 Epidemiologia

Epidemiolégia je medicinsky vedny odbor, ktory sa zaobera teoretickymi a
praktickymi otazkami ochrany obyvatelstva, predovSetkym pred prenosnymi
ochoreniami. Cielom epidemiologie je zdravie ochranovat, podporovat a ob-
novovat. Zakladom je epidemiologickd metoda prace pozostavajica zo zberu
udajov, deskripcie, analyzy, interpreticie vysledkov, navrhovania opatreni a
vyhodnocovania efektivnosti opatreni. Spolu s hygienou tvori stubor zékladnych
disciplin preventivnej mediciny a v spolupréaci s prislusnymi klinickymi odbormi
sa podielaju na tvorbe studii problémov vyskytu a prevencie prenosnych i
neprenosnych chorob.

Epidemiolégovia vo svojej praci pouzivaju Siroka skalu studif - od pozorovani
az po riadené experimenty. Ich ¢innost je charakterizovana ako deskriptivna,
analytickd a experimentéalna. Epidemiologické studie sa zameriavaji, pokial je
to mozné, na objektivne posudzovanie dopadu vonkajsich vplyvov, biologickych
¢initelov, stresu alebo chemikélii na chorobnost a tmrtnost. Rozpoznéavanie
pricinnych vztahov medzi tymito vplyvmi a ich désledkami je délezitou napl-
nou epidemiologickej praxe. Osobitné postavenie v epidemiologii mé studium
pri¢in vzniku ochoreni. Epidemioldgia sa zaobera odvodzovanim hypotéz, ktoré
vysvetluju znaky rozlozenia ochoreni v zmysle $pecifickych charakteristik alebo
skiisenosti. Tieto overuje na zaklade tcelovo navrhnutych studii a zozbiera-
nych tdajov. V uréitom zmysle takto napomaha klasifikacii chorych osob [5], [7].

Epidémia je rychle Sirenie infekénych ochoreni u velkého poctu Tudi v
danej populéacii v kratkom ¢asovom obdobi. Epidémia moze byt obmedzené na
jedno miesto, ak sa vSak rozsiri do inych krajin alebo kontinentov a postihuje
znacny pocet Iudi, moze sa to oznacif za pandémiu. Epidémie niektorych cho-
rob, ako je napriklad chripka, si definované tak, ze dosahuju ur¢ité definované
zvysenie vyskytu nad zakladnt mieru [9], [10].

Ako priklad vypuknutia epidémie si modZeme uviest prepuknutie ochore-
nia eboly v roku 2014 v zéapadnej Afrike, ktora trvala az do marca 2016. Pocas
celého tohto obdobia sa ochorenim nakazilo 28 646 Tudi a vyziadalo si 11 323
zivotov [12].
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Obr. 1: Celkovy pocet pripadov eboly v rokoch 2014 - 2016
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Prikladom, kedy k prepuknutiu epidémie nedoslo je chripkova sezéna v
rokoch 2007-2008 v Slovenskej republike, kedy aktivitu chripky mozeme
charakterizovat ako nizku. V celej krajine nebola zaznamenana typicka zimna
epidémia, ochorenia sa vyskytovali len sporadicky. Celkovo sa ochorenim
chripky v tejto sezone nakazilo 238 764 obyvatelov Slovenskej republiky [17].

2.2 Zakladny koncept

Tato sekcia vychadza z [2], [6]. Najpouzivanejsim modelom v problematike
epidémii je Kermackov-McKendrikov model [11]. Napriek tomu, Ze niektoré
skuto¢nosti zjednodusuje, je jeho analyza uzito¢na, pretoze pomaha predvidat
dynamiku Sirenia infekénych chorob. Medzi faktory, ktoré neuvazuje, patria
niektoré elementarne skutoc¢nosti spojené s existenciou a funkciou akejkolvek
spolo¢nosti. Jednéd sa najmd o poérodnost a tmrtnost zdravych jedincov,
pripadne o dlzku choroby, ¢i je vobec porovnatelnd s dobou jednotlivych
zivotnych etap c¢loveka. Dalej nezohladnuje vekova Struktiru v sledovanej
populacii, inkuba¢ni dobu ochorenia a dalSie kritéria.
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Epidemiologické modely st navrhnuté ako sistava diferencialnych rovnic,
kde sledovanu populéciu povazujeme za dostato¢ne velkd na to, aby sme s
poc¢tom Tudi v sledovanej populacii mohli pracovat ako so spojitou veli¢inou.
Ich podstatou je rozdelenie celkovej populacie do disjunktnych skupin, kde
jedinec patri do danej skupiny na zaklade toho, v akom zdravotnom stave sa
vzhladom na $iriacu sa infekénu chorobu nachédza. Prechod medzi jednotli-
vymi skupinami je podmieneny tzv. koeficientmi prechodu, ktoré vplyvaji na
priebeh choroby.

Velkost populacie povazujeme za nemennu. Takéto zjednoduSenie je pri-
pustné, ak zmena velkosti populacie je bezvyznamna vzhladom k rychlosti
priebehu choroby alebo ak zavedieme predpoklad, Ze pocet narodenych a
zomretych je v rovnovahe.

Teraz si tento model zostavime. Vychadzame z dolezitého predpokladu,
ze v uzavretej populéacii o NV jedincoch sa v ¢asovom okamziku ¢ nachadzaju
nasledujice skupiny:

S(t) - pocet zdravych, chorobou ohrozenych jedincov,
I(t) - pocet infikovanych, respektive osob, ktoré aktivne chorobu prenasaja
R(t) - pocet rezistentnych osob, ktori uz ochorenie nemaju (vylie¢eni, zomreti).

Dalej vychadzame z tychto predpokladov:

1. Choroba sa &iri kontaktom medzi infikovanymi, zdravymi a ohrozenymi
jedincami.

2. Choroba nemé latentné obdobie, ¢o znamena, Ze sa choroba za¢ne vyvyjat
bezprostredne po nakazeni infikovanym.

3. Populécia je homogénna. Vsetci ohrozeni jedinci su teda rovnako ohrozeni a
vSetci infikovani st rovnako infekéni. Pravdepodobnost stretnutia akychkol vek
dvoch jedincov je v populacii rovnaké.

4. Populacia je autonémna, mé teda konStantnu velkost. Neberieme do tvahy
ani narodenie novych jedincov, ani migraciu. V8etci zomreti su zahrnuti do
skupiny oso6b R(t), ktori uz chorobu absolvovali.

Posledny predpoklad mézeme napisat v tvare:

S(t)+ I(t)+ R(t) = N = konst. (1)

Vysgie uvedené predpoklady si sice istym sposobom obmedzujuce, ale v
mnohom sa prilis neliSia od skuto¢nosti. Prikladom je podmienka konstantnej
velkosti populacie - pri priebehu mnoha ochoreni je realna, pretoze velké
mnozstvo choréb méa natolko rychly priebeh, Ze prirastok aj ubytok jedincov v
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populécii za dany ¢asovy tusek je tplne zanedbatelny.

Neuvazovanie latentného obdobia umoznuje pocitat priebeh bez meska-
nia, ¢o je zna¢nym ulah¢enim pri vypoctoch. ZjednoduSenim je aj predpoklad,
ze stretnutie jedincov navzajom je u vSetkych rovnako pravdepodobné.

2.3 Model SIR

Model zalozeny na existencii troch vyssie uvedenych kategorii osob v populécii
nazyvame modelom SIR. Matematickd konstrukcia vychadza z nasledujicich
predpokladov:

e Prirastok infikovanych jedincov je imerny poc¢tu ohrozenych a infikova-
nych jedincov, tj. oc aS(t)I(t), kde « je priemrny pocet jedincov, ktorych
infikuje jeden infikovany jedinec za c¢asovu jednotku. Ohrozenych osob
rovnakou rychlostou ubuda.

e Rychlost, s akou ubuda infikovanych jedincov, ¢ uz vylieCenim alebo
umrtim, je tmerna poc¢tu infikovanych osob, t.j. oc 51(t), teda B je miera
zotavenia.

’ . . > i P ~ ’ AV v b
e Populédcia je natolko velka, Ze vyvolané zmeny mozeme povazovat za
spojité.

Pre zjednodusenie si oznacime s(t) = S(t)/N, ¢o je pomer ohrozenych jedincov
v ¢ase t k celkovej sledovanej populacii. Dalej si oznac¢ime i(t) = I(t)/N, ¢o
je pomer infikovanych jedincov v ¢ase t k celkovej sledovanej populacii. A
nakoniec si oznac¢ime r(t) = R(t)/N, ¢o je pomer rezistentnych jedincov v ¢ase
t k celkovej sledovanej populacii.

Za tychto podmienok je matematicky model definovany troma diferen-
cidlnymi rovnicami popisujicimi dynamiku jednotlivych kategorii osob.

S(t) = —as()i(t) (2)
I(t) = ast)i(t) — Bi(t) (3)
r'(t) = Bi(t) (4)

14



Tieto rovnice dalej dopliaji pociatoéné podmienky v tvare:

s(0) = s0>0 (5)
i(0) = g >0 (6)
7“(0) = To = 0 (7)

Tento systém je nelinearny a nema analytické rieSenie. Aj napriek tomu vSak
mozu byt analyticky odvodené vyznamné vysledky.
Vsimnime si, Ze:

ds di dr
o + o + o 0, (8)
z toho vyplyva, Ze:
s(t) +i(t) +r(t) = 1. (9)

Vyssie uvedena rovnica ndm naznacuje, ze sa staci zaoberat len dvomi z troch
premennych rovnice a tretiu vieme dopoditat z rovnice (9).

Obr. 2: Schéma modelu SIR

v | > (D —>

Pre tuplni Specifikiciu modelu by mali byt Sipky na Obr. 2 oznacené
prechodovymi rychlostami. Medzi s a ¢ je prechodova rychlost ai, kde «a je
miera rychlosti prenosu. Medzi i a r je prechodova rychlost .

Dynamika infekénej triedy je zavisla od nasledujiceho pomeru:

a @
B, kde o= N, (10)
nazyvany aj zdkladné reprodukcné cislo, ktoré je interpretované nasledovne:
berieme do uvahy rychlost ochorenia ked prave zacina, ked sa vyskytuje

iba niekolko pripadov ochorenia a zvySok sledovanej populacie je v skupine
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zdravych, chorobou ohrozenych jedincov - ¢o sa v epidémilogii nazyva naivnd
populdcia - a berieme do uvahy zdravych jedincov, ktori sa nakazia v rannom
stadiu prepuknutia ochorenia. Zékladné reprodukéné éislo je definované ako
priemerny pocet dalsich jedincov, ktori prejda ochorenim, predtym ako sa
zotavia. V nasom modeli vieme vypocitat Ry priamo.

Vyjadrenim ¢ z 3. diferencialnej rovnice modelu (rovnica (4)) a dosadenim
do 1. diferencialnej rovnice modelu (rovnica (2)), separovanim premennych a
integrovanim dostaneme:

s'(t) = —s(t)r'(t)
t) = —Ros(t)r
O R

= @l &

)

vieme, Ze plati

/3/(” dt = Inls(t)], (11)

potom

g = R0 = r(0)
s R
5(0)
s(t) = S(0)efRo(r(t)*?"(O)) (12)

Veta 2.3.1. Nech (s(t),i(t)) je riesenie rovnic (2), (3) vT ={(s,i) | s >0, i >
0, s+i<1}. Ak Roso <1, potom i(t) klesd k 0 pre t — oo. Ak Ryso > 1,
potom i(t) najskor rastie na maximdlnu hodnotu rovni 1 — RL — % a

0
potom klesd k 0 pre t — oo. s(t) je klesajica funkcia a limitnd hodnota s je
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koren (0, 5-) rovnice

1
’ Ro

[16].

Na zaklade vyssie uvedenej vety mozeme v pripade limity pre ¢ — oo oznacit
iso = 0 a podla rovnice (9) moZeme napisat

A teda v pripade limity ¢ — +o00, podiel rezistentnych jedincov sa riadi touto
transcendentélnou rovnicou !

oo = 1 — 5(0)eflolre=r(0) (14)

Rovnica (14) ukazuje, Ze na konci epidémie, pokial s(0) = 0, nie vSetci
jedinci z populacie st rezistentni, takze niektori musia zostat v skupine ohro-
zenych. To znamené, Ze koniec epidémie je spdsobeny skor poklesom poctu
infikovanych jedincov nez absolitnym nedostatkom ohrozenych jedincov. Uloha
zakladného reprodukéného ¢isla je teda velmi dolezita.

Hlavnou otazkou pri vypuknuti akejkolvek epidémie je, ¢ sa pre dané
parametre modelu a pociatocné podmienky bude nékaza $irit a nasledne, ako
bude Sirenie prebiehat. Dalej nas zaujima, ako vézna epidémia bude, teda
aké maximélne hodnoty nadobudne stav skupiny infikovanych a ako sa bude
vyvyjat stav skupiny rezistentnych voci chorobe.

Po prepisani rovnice (4) pre infikovanych dostaneme:

di

o = (Ros(t) — 1i(0), (15)

to znamena, ze ak:
(16)

potom:

ITranscendentalna rovnica je rovnica obsahujtca transcendentalnu funkciu premennej. Takéto rovnice
Casto nemaji uzavreté rieSenie.
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di

=(0)>0, (17)

teda, Ze hned na zaciatku narastie pocet infikovanych. Naopak, ak

1
— 1
R() < S(O)’ ( 8)
potom
di
%(0) <0, (19)

to znamena, ze nezavisle od pociatocnej velkosti nachylnej populacie ochorenie
nemoze nikdy sposobit epidémiu [1], [2].

Teraz si ukazeme priklad na nasledujicich obrézkoch znéazornujicich fa-
zové portréty v jednotlivych pripadoch. Na ich vykreslenie opat pouzijeme
program MatLab:

Algoritmus ndm numericky vyriesi model a pre rozne pociatoéné pod-
mienky vykresli fazovy portrét a v pripade, ak alf < bet vykresli aj "hrani¢ni"
hodnotu.

alf = 1;
bet = 9;
close all

Tmax = 100;
for i0 = 0:.1:1
[T Y] = oded45(@Q(t,y) SIR(t,y,alf bet),[0 Tmax|, [i0 1-i0]);
figure (1)
plot (Y(:,2),Y(:,1), ’b")
hold on

end

axis ([0 1 0 1])
ylabel (’infected fraction ’)
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xlabel (’susceptible fraction ’)
title (| ’Phase diagram for \alpha = ’ num2str(alf)

" and \beta = ’ num2str(bet)]|)
if alf<bet
pom = alf/bet;
xx = |[pom; pom]|;
vy = [0;1];
plot (xx,yy, )

end

Obr. 3 nam znézornuje fazovy diagram dynamiky vyvoja v Case pre rdzne
podiato¢né podmienky s(0) a ¢(0) v pripade, ked sy > g Vidime, Ze najskor
pocet infikovanych rastie, infekcia sa $iri, a po dosiahnuti "hrani¢nej" hodnoty
zacCina klesat.

O™
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Naopak, na Obr. 4 vidime, Ze v pripade ak sy < g (v tomto pripade alf = 9,
bet = 1), k $ireniu infekcie ned6jde, epidémia neprepukne.

ol ke

Obr. 4: Fazovy diagram pre sg <
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2.3.2 RieSenie v programe MatLab

Pomocou programu MatLab si vykreslime zakladné rieSenie modelu SIR pri
zadanych parametroch & a 8 a pri zadanych vstupnych hodnotach.

function dy = F(t,y)
dy = [0; 0; 0];

alf = 0.02;

bet = 0.6;

dy (1) = — alfxy(1)*y(2);

dy(2) = alfxy(1)*y(2)— betxy(2);
dy(3) = betxy(2);

end
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options = odeset (’RelTol’, le—4, 'NonNegative’,

[t,y] = ode45(’F’", [0 10], [999 1 0], options);
plot (t,y);

xlabel ("Cas’);
ylabel (7 Jedinci 7);
legend ('S, 'I", 'R’);

[1 2 3]);

Funkcia F' ndm reprezentuje model SIR. Model je vyrieSeny pomocou riesica

oded5, pri zadanej tolerancii relativnej chyby a zadanej podmienke nezapornych

hodnét jednotlivych skupin jedincov, spolu so zadanym ¢asom a pociatocnymi
hodnotami S(0), 1(0) a R(0) [8].

Riesi¢ ode4b je zalozeny na explicitnej metdéde Runge-Kutta, pare Dormand-

Prince. Je to jednostuphovy riesi¢, pri vypocte y(tn) potrebuje len rieSenie v
bezprostredne predchadzajicom ¢asovom bode y(tn — 1) [15].

Obr. 5: Vyvoj ochorenia
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Na Obr. 5 teda vidime priebeh ochorenia v sledovanej populécii o velkosti
N = 1000, kde v ¢ase t = 0 je jeden jedinec infikovany a ostatni jedinci st
v skupine ohrozenych, a pri zadanych parametroch & = 0.005 [1/tyzden| a
f = 1.3 [1/tyzden].

Pomocou Obr. 5 si moézeme vSimnut mnozstvo vyznamnych informécii.
Skupina ohrozenych jedincov klesd monoténne (¢o je vidiet aj z rovnice (2)),
ako su ohrozeni jedinci infikovani a zaroven skupina rezistentnych jedincov
rastie monoténne. Skupina infikovanych vSak najskor rastie, ako sa jedinci
nainfikuja, ako sa dostant do skupiny rezistentnych klesa a eventualne ide k
nule pre t — oo. VSimnime si, Ze pocet ohrozenych jedincov nejde taplne k nule,
ale krivka pre s(¢) konéi nad osou. Je to preto, Ze ked ¢ — 0 nie st Ziadny dalsi
infikovani jedinci, ktori by nakazili zvysSnych ohrozenych jedincov. Rovnako
skupina rezistentnych jedincov nikdy nebude mat velkost 1 ked ¢ — oo.

Asymptotickd hodnota 7(t) ma doélezita prakticka interpretéciu: je to cel-
kovy zlomok jedincov, ktori sa nakazili ochorenim pocas celého priebehu
epidémie.

Poc¢iatoéné podmienky pre model SIR moézeme vybrat réznymi spdsobmi,
ale najbeznejsi je predpoklad, Ze ochorenie zacina iba s jednym infikovanym
jedincom alebo s malym poc¢tom jedoncov c. Inymi slovami, poc¢iatocné hod-

noty premennych st s(0) =1 — £, i(0) =  ar(0) = 0.
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3 Realne data

3.1 Chripka

Chripka je infekéné ochorenia, ktoré spdsobuje virus chripky. Symptomy
mozu byt mierne a7z zévazné. Medzi najcastejSie symptomy patria vysoké
horacka, bolest v krku, bolesti hlavy, kaSel, pocit tnavy a svalové bolesti.
Tieto symptémy sa zvycajne za¢nu dva dni po vystaveni virusu a vicsinou
trvaju menej ako tyzden.

Virus sa zvycCajne 8iri vzduchom kasfom alebo kychnutim. MoZze sa tiez
sirit dotknutim sa povrchov kontaminovanych virusom a néslednym dotykom
st alebo o¢i. Jedinec moze byt infekény voci ostatnym jedincom tak pred, ako
aj v Case, ked sa prejavuju priznaky ochorenia. Odporuca sa proti chripke ocko-
vat. Kedze sa virus chripky kazdy rok meni, je potrebné sa oc¢kovat kazdoroc¢ne.

Chripka sa opakuje kazdoroc¢ne, ¢o ma kazdy rok za nasledok 3 az 5 mi-
libnov ochoreni a priblizne 250 000 az 500 000 amrti. V 20. storoci sa vyskytli
tri pandémie chripky: Spanielska chripka v roku 1918 (priblizne 50 miliénov
umrti), azijska chripka v roku 1957 (priblizne dva miliony dmrti) a Hong-
Kongska chripka v roku 1968 (priblizne jeden milién tmrti)|[3].

3.2 Fitovanie realnych dat na model SIR

Pre svoju pracu som si vybrala ochorenie chripky a to v sezéne rokov 2016
- 2017 (40. tyzden roku 2016 az 18. tyzden roku 2017) v Zilinskom samo-
spravnom kraji. Udaje uvedené v tabulke 1 som ziskala z epidemiologického
informacného systému regionalneho tradu verejného zdravotnictva Slovenskej
republiky [4].

Velkost sledovanej populacie (pocet obyvatelov Zilinského samospravneho
kraja) je N = 690 778. Treti stipec nam vyjadruje pocet novo nakazenych
jedincov. Je délezité poukazat na to, ze pocet novo nakazenych jedincov sa
nerovna poctu infikovanych.

Nie je jasné, ako z po¢tu novo nakazenych jedincov ziskat hodnoty i(t)
pretoze nevieme, kolko z nakazenych sa uzdravi. Vieme vsak, Ze pocet ohroze-
nych jedincov je definovany rovnicou (2). Je teda jasné, ze skupina ohrozenych
jedincov v Case t sa znizi o pocCet novo nakazenych jedincov v case t. Teda
plati:
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690778,
S(0) — 1081, 76,
S(1) — 1183, 99,

S(0)
S(1)
5(2)

$(31) = S(30) — 823, 41.

Tymto spdsobom si vieme vypocitat hodnoty S(t) a nasledne aj hodnoty s(t).
Tieto hodnoty st uvedené v tabulke 1.

Na obr. 6 sme si vykreslili vyvoj poc¢tu ohrozenych jedincov v case t. Aj

v tomto pripade je vidno, Zze skupina ohrozenych jedincov klesd monoténne
(rovnica (2)).

Obr. 6: Vykreslenie dat
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T
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Tabulka 1: Realne data

Tyzden chripkovej sezony | t | Pocet novo nakazenych S(t) s(t)
40 1 1081.76 689696.24 | 0.9984
41 2 1183.99 688512.25 | 0.9967
42 3 1192.97 687319.28 | 0.9949
43 4 1067.25 686252.03 | 0.9934
44 5} 989.88 685262.15 | 0.9920
45 6 1041.69 684220.46 | 0.9905
46 7 1066.56 683153.9 | 0.9889
47 8 1141.86 682012.04 | 0.9873
48 9 1457.54 680554.5 | 0.9852
49 10 1156.32 679398.18 | 0.9835
50 11 2077.86 677320.32 | 0.9805
ol 12 2597.33 674722.99 | 0.9767
52 13 1630.24 673092.75 | 0.9743
1 14 1427.15 671665.6 | 0.9723
2 15 1972.17 669693.43 | 0.9694
3 16 2311.34 667382.09 | 0.9661
4 17 3487.05 663895.04 | 0.9610
5 18 3319.88 660575.16 | 0.9562
6 19 2711.99 657863.17 | 0.9523
7 20 2247.10 655616.07 | 0.9490
8 21 2110.33 653505.74 | 0.9460
9 22 1286.92 652218.82 | 0.9441
10 23 1141.17 651077.65 | 0.9425
11 24 1058.96 650018.69 | 0.9409
12 25 1092.12 648926.57 | 0.9394
13 26 861.4 648065.17 | 0.9381
14 27 889.72 647175.45 | 0.9368
15 28 885.58 646289.87 | 0.9355
16 29 625.79 645664.08 | 0.9346
17 30 872.45 644791.63 | 0.9334
18 31 823.41 643968.22 | 0.9322
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Ako sme si ukazali v ¢asti 2.3.2, na vyriesenie modelu SIR potrebujeme vstupné
hodnoty a hodnoty parametrov & a .

Kedze vieme, ze r(1) = 0, N = 1 a z tabulky 1 pozname s(1), mdzeme
si pomocou rovnice (9) dopocitat aj i(1). K vyrieSeniu modelu vSak potrebu-
jeme poznat aj hodnoty parametrov.

K néjdeniu parametrov sme zvolili postup, v ktorom si v programe Mat-
Lab najskor zadefinujeme model SIR s globalnymi hodnotami parametrov & a
B, nasledne pomocou funkcie odel5s a zadanych vstupnych hodnot vypocitame
rieSenie.

Dalej pouzijeme funkciu nelinearnej regresie nlinfit na néjdenie hodnot
parametrov & a [ a funkciu odelbs na vyriesenie modelu SIR s tymito
najdenymi parametrami. Tymto postupom si najdeme simulované data s
rovnakymi vstupnymi hodnotami ako maji realne data a zaroven najdeme
hl'adané hodnoty parametrov & a (.

Na overenie spravnosti postupu néjdenia hodndét parametrov vyuzijeme
program MatLab. Zadefinujeme si rieSenie modelu SIR pri parametroch
& = 0.7 a f = 0.3 a vstupnych hodnotéch s(1) = 0.99844, i(1) = 0.00156 a
r(1) = 0.

function dy = F2(t,y)
alf = 0.7;
bet = 0.3;

dy (1) = —alf x

y (1
dy(2) = alf % y(1) x y(2
dy(3) = bet * y(2)

— bet *x y(2);

I

options = odeset ('RelTol’, le—4, 'NonNegative’, [1 2 3]);
[t,y] = odelbs(’F2’, [1:1:31], [0.99844 0.00156 0|, options);
xlabel ("Cas’);

ylabel (7 Jedinci 7);

plot (t,y)

y

V tabulke 2 st uvedené najdené hodnoty s(t), i(t) a r(t).
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Tabulka 2: Tabulka

O R T (N R )
0.9984 | 0.0015 0

0.9970 | 0.0023 | 0.0005
0.9950 | 0.0034 | 0.0014
0.9921 | 0.0051 | 0.0027
0.9877 | 0.0076 | 0.0046
0.9813 | 0.0112 | 0.0074
0.9719 | 0.0165 | 0.0115
0.9583 | 0.0240 | 0.0175
0.9390 | 0.0346 | 0.0262
10 0.9120 | 0.0491 | 0.0387
11 0.8756 | 0.0680 | 0.0562
12 0.8282 | 0.0916 | 0.0800
13 0.7696 | 0.1188 | 0.1115
14 0.7011 | 0.1473 | 0.1514
15 | 0.6264 | 0.1738 | 0.1997
16 0.5503 | 0.1944 | 0.2551
17 0.4780 | 0.2063 | 0.3155
18 0.4132 | 0.2087 | 0.3780
19 0.3576 | 0.2023 | 0.4399
20 0.3117 | 0.1893 | 0.4988
21 0.2746 | 0.1721 | 0.5531
22 0.2450 | 0.1529 | 0.6019
23 0.2217 | 0.1333 | 0.6448
24 0.2033 | 0.1146 | 0.6820
25 | 0.1887 | 0.0074 | 0.7138
26 0.1773 | 0.0820 | 0.74067
27 0.1682 | 0.0685 | 0.7632
28 0.1610 | 0.0569 | 0.7819
29 0.1552 | 0.0471 | 0.7975
30 0.1506 | 0.0388 | 0.8104
31 0.1469 | 0.0319 | 0.8210
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Vysledkom st syntetické data, pomocu ktorych overime spravnost fungovania
algoritmu a najdenych hodnot.
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week = xlsread (’jana—birova—data—2.xlsx’, 'B2:B327);

susceptible = y(:,1);

options = statset (’Display’, ’iter ’);

format long;

[values| = nlinfit (week, susceptible, ’SIRsim2’, [.00000001 .00000001],
global alf bet;

alf = values(1)

bet = values(2)

[t, x| = odel5s(’SIRsim’, [1:1:31], [0.99844 0.00156 0]);

plot(t, x(:,1), —bs’, week, susceptible, '—rs’)
xlabel ("Cas’) ,

ylabel (’Pocet ohrozenych jedincov’),

legend (’Simulovane’, ’Realne’)

title (’Simulovane a realne data’)

Pre tuplnost je potrebné uviest, ¢o znamenaju jednotlivé prikazy pouzité v
nasom algoritme.

alf a bet nam reprezentuju parametre & a 3, funkcia F'2 nam predstavuje model
SIR, teda dy(1) je s'(t), dy(2) je i'(t) a dy(3) je r'(t). options reprezentuji
nase nastavenia a to RelTol, ¢o je relativna chyba a NonNegative, ¢o je
podmienka nezapornosti. Na vyrieSenie pouzijeme riesi¢ odelbs so zadanymi
vstupnymi hodnotami, funkciou F'2, ¢asovym intervalom ¢ (1:31), ktory nam
reprezentuje sezéonu rokov 2016-2017 a pociatoéné podmienky pre s(1), i(1) a
r(1) a s nasimi nastavenymi moznostami.

V casti 2.3.1 sme na vyrieSenie modelu SIR pouzili rieSi¢ odedb, teraz
sme vSak zvolili riesi¢ odelbs pretoze sa ho odporica pouzit ak nevieme,
¢ optimizér "nedotlaci" systém niekde, kde uz je to zle podmienené. RiesSi¢
odelbs je zalozeny na numerickych diferencidlnych vzorcoch. Pripadne sa moézu
pouzit vzorce spétnej diferenciacie (BDFs, tiez zname ako Gearova metoda),
ktoré st ale zvy¢ajne menej ucinné [13].

Dalej sme si nacitali data, kde week predstavuje sledované tyzdne, susceptible
st hodnoty s(t) vypocitané v predchadzajicom kroku. V moznostiach sme si
nastavili zobrazenie iteracii. Na néjdenie hodnot parametrov alf a bet sme
pouzili funkciu nlin fit so zadanymi vstupnymi hodnotami, funkciou ST Rsim2,
ktora vyriesi model SIR s globédlnymi alf a bet a zvolenymi poc¢iatoénymi hod-
notami pre hladané parametre. nlinfit je funkcia nelinearnej regresie, ktora
vyuziva Levenberg-Marquardt nelinearny algoritmus najmensich Stvorcov [14].
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Nakoniec sme opat pouzili rieSi¢ odel5s na vyrieSenie modelu s rovnakymi
vstupnymi hodnotami s tym rozdielom, ze model SIR je definovany funkciou
STRsim, v ktorej mame zadané globalne alf a bet. Vysledok si vykreslime.

Algoritmus ur¢il hodnoty @ = 0.699 a g = 0.3000, na obr. 7 mame vy-
kreslené simulované a syntetické data. Vidime, Ze néas algoritmus funguje
spravne, pretoze simulované a syntetické data sa zhoduju a rovnako sa zhoduju
aj hodnoty parametrov & a 3.

Simulovane a synteticke data
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Obr. 7: Simulované a syntetické data
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Kedze algoritmus funguje, tak rovnaky postup aplikujeme na naSe data
chripky. V tomto pripade mdme zadany model SIR s globélnymi hodnotami
alf a bet a jeho rieSenie so zadanymi vstupnymi hodnotami. Dalej si nac¢itame
zo suboru jana — birova — data — 2.xlsx jednotlivé sledované tyzdne (week)
a vypoc¢itané hodnoty ohrozenych jedincov v tychto tyzdihoch (susceptible).
Pomocou funkcie nlin fit ndjdeme hodnoty parametrov al f a bet. So vstupnymi
hodnotami z naSich dat a s najdenymi parametrami alf a bet vypocitame
hodnoty s(t), i(t) a r(t) a vysledok si vykreslime.

function dy = F(t,y)
global alf bet;

dy (1) = —alf *x y(1 ;
dy(2) = alf % y(1) x y(2) — bet x y(2);
dy(3) = bet * y(2)

function x = susceptible(a, y)
global alf bet;

alf = a(1);

bet = a(2);

[t, x| = odel5s(’SIRsim’, [1:1:31], [0.9984339976, 0.0015660024, 0]);
x = interpl (t, x(:,1), y);

week = xlsread (’jana—birova—data—2.xlsx’, 'B2:B327);
susceptible = xlsread (’jana—birova—data—2.xlsx’, 'E2:E32");
options = statset ('Display’, ’iter ’);

format long;

[values| = nlinfit (week, susceptible, ’SIRsim2’, [.00000001 .00000001],
options);

global alf bet;

alf = values(1)

bet = values (2)

[t, x| — odel5s(’SIRsim’, [1:1:31], [0.9984339976 0.0015660024 0]);

plot(t, x(:,1), ’—bs’, week, susceptible, '—rs’)
xlabel ("Cas’) ,

ylabel ("Pocet ohrozenych jedincov’),

legend (’Simulovane ’, ’Realne’)

title (’Simulovane a realne data’)
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Hladané hodnoty & a 3 su:

a=1.146 a f = 1.098

Simulovane a realne data
1 T T T T T T

a99

08s

a8y

08as

Pocet chrozenych jedincow
o
[=5]
T

094 |

093 |

092 L L

Cas

Obr. 8: Simulované a realne data

Na obr. 8 méame vykreslené simulované a redlne data, vidime, Ze naSe
redlne data st blizke simulovanému modelu.

Podla predchadzajuceho mozeme povedat, Ze pomocou modelu SIR, aj
ked pozname len velkost sledovanej populécie, sledované ¢asové obdobie a
pocet novo nakazenych jedincov v tomto obdobi, dokdzeme vypocitat hodnoty
parametrov & a [ ako aj pocet ohrozenych, infikovanych a rezistentnych
jedincov v ¢ase t. Rovnako vieme urcit, ¢ sa sledované ochorenie bude alebo
nebude §irit, ¢i prepukne v epidémiu, a teda urcit priebeh Sirenia sledovaného
ochorenia.
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<107 Infikovani jedinci
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Obr. 9: Infikovani jedinci

Na obr. 9 mame zobrazeny priebeh skupiny infikovanych jedincov v sle-
dovanom ¢asovom obdobi. Priebeh krivky mal typicky charakter, najskor
pocet infikovanych réastol, az do 18. sledovaného tyzdna (5. tyzden roku 2017),
kedy pocet infikovanych dosiahol vrchol a nasledne pocet infikovanych klesal.

3.3 Vyhody a nevyhody modelu SIR

Ako kazdy model aj model SIR ma svoje vyhody a nevyhody. Medzi vyhody
moZeme zaradit jeho jednoduchost. Dalej to, Ze nezohladhuje mmnoZstvo
faktorov ako porodnost a tmrtnost v sledovanej populacii, dlzku ochorenia,
vekovu $truktaru, inkuba¢nt dobu ochorenia. Rovnako nezohladnuje, ¢ proti
sledovanému ochoreniu existuje ockovanie a v pripade ak ano, aky podiel
sledovanej populacie je zaockovany. Medzi dalsie vyhody parti neuvazovanie
latentného obdobia a teda moZznost pocitat priebeh ochorenia bez mesSkania,
¢o znacne zjednodusuje pracu s modelom. Jednou z najvacsich vyhod modelu
je jednoznacne to, Ze aj ked nepozname vsetky vstupné hodnoty modelu ako
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parametre & a (3, ako aj mnozstvo infikovanych jedincov, vieme nasimulovat
priebeh sledovaného ochorenia.

Medzi nevyhody patri napriklad to, Ze tym, Ze nezohladhuje mmnoZstvo
vysSie spomenutych faktorov ovplynujtcich Sirenie ochorenia nemusi simulacia
zodpovedat skutotnému stavu. A ako je uz z predpokladov tohto modelu
zrejmé, nemoze sa pouzit na vSetky ochorenia.
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4 Zaver

Cielom mojej diplomovej prace bolo popisat a pochopit SIR model Sirenia
epidémif, implementovat numerické rieSenie v prostredi MatLab a pokiisit sa
nafitovat model na redlne data chripkovej epidémie v Zilinskom samospravnom
kraji v rokoch 2016-2017.

V prvej casti som sa snazila popisat SIR model Sirenia choréb a nacrt-
nut numerické rieSenie tohto modelu v programe MatLab. V druhej ¢asti som
sa pomocou ziskanych poznatkov pokusila nafitovat model SIR na reélne déta
chripkovej epidémie v Zilinskom samospravnom kraji.

Pre mna osobne bola tato praca velkym prinosom, pretoZe mi rozsirila
znalosti a prax v préaci s programom MatLab a rovnako mi rozsirila moje
znalosti v oblasti epidemiologickych modelov a vyuzitia matematiky pri ich
rieSeni, pretoze pocas mojho doterajsieho Stidia som nemala moZnost sa s
touto ¢astou matematiky stretnat.

Diplomovu priacu som sa snazila napisat vecne, ale pre Citatela zrozumi-
telne. Ciel prace povazujem za splneny. Samozrejme, v mojej diplomovej préci
som sa venovala len jednému druhu epidemiologickych modelov a len jednému
ochoreniu, av8ak tato oblast matematiky ma ovela 8irSie vyuZzitie. Dufam vsak,
ze moja diplomova praca bude aspon malym podnetom pre vzbudenie zaujmu
o danu oblast matematiky.
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