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Anotace

ZAVRELOVA, Michaela. Metoda nejmengich ¢tvercu. Hradec Kralové, 2016. Bakalaiskd prace
na Piirodovédecké fakulté Univerzity Hradec Kralové. Vedouci bakalarské priace Mgr. Jitka
Kiithnova, Ph.D., 43 s.

Tématem této bakalaiské prace je metoda nejmensich ¢tverci a jeji vyuziti. Metoda nejmen-
§ich ¢tvercu je jednou ze zékladnich metod aproximace funkci ve statistice. Tato metoda
je zékladni technikou pouzivanou k vyrovnani naméfenych dat, odhadu parametri apro-
ximaénich funkei napiiklad v regresni analyze. V praci budou popsany zakladni matematické
vlastnosti, které jsou vyuzity v definicich a vypoctech. Cilem této prace je zaméfeni na sa-
motnou metodu nejmensich ¢tvercu a jeji pouziti na konkrétnich piikladech.
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Ortogondlni polynomy, regresni modely, metoda nejmensich ctverci, rezidua, soustava
normdlnich rovnic

Annotation ZAVRELOVA, Michaela. The least squares method. Hradec Krélové,

2016. Bachelor Thesis at Faculty of Science University of Hradec Kralové. Thesis Supervisor
Mgr. Jitka Kithnova, Ph.D., 43 p.

The theme of this thesis is the least squares method and its application. The least squa-
res method is one of the basic approximation methods in statistics. This method is a basic
technique used to offset the measured data, parameter estimation approximation of functions,
for example, in regression analysis. This thesis will describe the basic mathematical properties
that are used in the definitions and calculations. The aim of this thesis is focused on the least
squares method and its application to concrete examples.
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Orthogonal polynomials, regression models, the least squares method, residues, system of
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Uvod

Tato bakaldiskd prace popisuje téma metody nejmensich ¢tvercu a jeji aplikace na soucasnych
ekonomickych ulohdch. Prvni kapitola se vénuje zavedeni souvisejicich pojmu, které v této
praci budeme déle vyuzivat, je vypracovana na zakladé zdroju: [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8]-
Druha kapitola se podrobnéji zabyva uzitim metody nejmensich ¢tvercl v regresni analyze,
tato kapitola je vytvofena na zdkladé zdroju: [1], [9], [10], [11], [12], [13]. Tfeti kapitola je
vénovana metodé nejmensich ¢tverc, kterd vyuzivd ortogondlni polynomy k odhadu apro-
ximujici funkce, je vypracovana na zdkladeé zdroju: [1], [6], [7], [10], [12], [14], [15]. Posledni
ctvrta kapitola je zaméfena na aplikace metody nejmensich ¢tverci na soucasnych ekono-
mickych tlohach a déle také na konstrukce aproximujicich funkei pomoci ortogondlnich po-
lynomu. K sestaveni posledni kapitoly byly vyuzity zdroje: [10], [16], [17]. V této bakalaiské
praci jsou vyuzivany programy: Octave, R a ke konstrukci obrdazku pak program Geogebra.

Metoda nejmensich ¢tverci je univerzalni metodou, jak aproximovat namétrena data. Tim
rozumime, jak prolozit naméfend data kiivkou, nebo jak feSit preurcené soustavy rovnic. Au-
torstvi metody nejmensich ¢tvercu je sporné. Datuje se k roku 1805 a nejcastéji se prisuzuje
neméckému matematikovi Carlu Fridrichu Gaussovi (1777-1855). OvSem nezavisle na ném
tuto metodu objevil a nédsledné publikoval jeji pouziti francouzsky matematik Adrien Marie
Legendre (1752-1833).

Metodu nejmensich ¢tvercu vyuziva jednoduchd regresni analyza, coz vedlo k vybéru sa-
motného tématu této bakalaiské prace. Diky regresni analyze muzeme vyrovnavat vztahy
zejména v oblasti ekonomickych, spolecenskych véd. Mnohdy totiz v ekonomickych védach,
které se zabyvaji popisovanim vztahu poptavkovych, produkénich funkei, nejsme schopni za-
jistit dlouhodobou tspésnost jinych nez linedrnich regresnich modeli, které sestavujeme v
souladu s metodou nejmensich ¢tvercu.



Kapitola 1

Zakladni pojmy

1.1 Vektorovy prostor

Definice 1.1. M¢jme pole P jehoz prvky budeme oznacovat jako skalary. Vytvofime mnozinu
V' s operacemi:

1. s¢itdani VxV = V; (u,v) mu+v;uveV
2. nésobeni skalarem P x V — V; (p,u) —»p-u;pe€ PueV.

Tak, ze pro kazdé u,v,w € V a p,q € P plati:

ut+v=v+u d1€eP, 1-u= u

u+ (v+w)=(u+v)+w p-(g-u)=(p-q)-u
30€V, u+0=0 (p+q)-u=(p-u+(qg-u)
d—ueV, u+(—u)=0 p-(ut+v)=(p-u)+(p-v)

Prvek 0 nazyvame nulovy vektor a prvek —u nazyvame opacny k prvku u. Mnozinu s témito
vlastnostmi nazveme vektorovy prostor nad polem P a jeji prvky vektory.

Linearni zavislost

Definice 1.2. Necht V je vektorovy prostor nad polem P a uy,...,u, € V. Pak fekneme,
ze vektory uq,...,u, jsou linedrné nezavislé, jestlize existuji prvky cq,cs,...,c, € P tak, ze
pouze pro ¢ = ¢y = ... = ¢, = 0 plati:

ciuy + coug + ...+ cpu, = 0.
Poznamka 1.1. Pokud nejsou linearné nezavislé iikame, ze jsou linedrné zavislé.

Podprostor vektorového prostoru V
Rekneme, ze M C V je podprostor vektorového prostoru V, pokud pro Vu,v € M a
p € P plati:

u+veM a p-ueM.
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Linearni obal mnoziny
Necht V' je vektorovy prostor nad polem P. Linedrnim obalem podmnoZiny M prostoru
V rozumime prinik v8ech podprostort prostoru V, které mnozinu M obsahuji, zna¢ime
[M].

Poznamka 1.2. Pro kazdy vektor v € [M] plati: uy,...,u, € M tak, ze v=aju; +
+ asus + ...+ ayuy,.

Generator vektorového prostoru
Systém generdtoru prostoru V je kazda podmnozina M prostoru V, jejiz linedrni obal
je cely prostor V([M] = V). Rikdme, ze M generuje V.

Baze vektorového prostoru
Vektory up,ug,...,u, € V tvoifi bazi vektorového prostoru V, pokud jsou linearné
nezavislé a plati:

[ug,ug,...,u,] =V.
Vektory uj, uo, ..., u, generuji vektorovy prostor V.

Dimenze vektorového prostoru
Dimenze je rovna poc¢tu prvku béze vektorového prostoru.
Skalarni souéin

Definice 1.3. Necht V je vektorovy prostor nad polem P. Skaldrnim soucinem ro-
zumime zobrazeni (-,-) : V x V — R, ktera ke kazdé dvojici vektoru u, v € V pfifazuje
redlné ¢islo (skaldr) tak, ze plati nésledujici vztahy:

(u,v) =(v,u),
(u,v+w)=(u,v)+ (u,w),
Vke P, (k-u,v)=k-(u,v),
(u,v) 20A[(u,u)=0<u=0|.

Vybrané piiklady skalarnich soucinu

1. Euklidovsky skaldarni soucin
Necht V = R", pak

T
(u,v) =ujvy + ugva + ... + upv, = ' v,

kde u = (u1,ua,...,un)’ av=(vy,ve,...,0,)7.

2. Skaldrni soucin spojityjch funkci
Necht je ddn prostor spojitych redlnych funkci na uzavieném intervalu (a,b) a
véhové funkce w(x), pak

b
(f(2) . g(x) = / w(z) - f(z) - g(z)d(x), (L1)

je skalarni soucin.
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Poznamka 1.3. Dukazy toho, zZe se jednd o skaldrni sou¢iny nalezneme v [7].

Euklidovsky prostor
Vektorovy prostor ve kterém je definovany skalarni souc¢in se nazyvéa Euklidovsky pro-
stor.

Ortogonalita
Necht je ddn Euklidovsky prostor V se skaldarnim souc¢inem (u,v). Pak, pokud pro
vektory u, v € V plati:

(u ’ V) =0,
fekneme, ze vektory u a v jsou ortogonélni (kolmé). Zna¢ime u L v.

Norma vektoru
Necht je ddn Euklidovsky prostor V, pak vyraz

[ull = v/ (u, ),
nazveme normou (velikosti) vektoru u.

Poznamka 1.4. Tzv. Euklidovskd norma je uréend vztahem:

||uH:\/u%+u§+...+u%.

1.2 Ortogonalni polynomy

Polynomem stupné n budeme chépat vyraz:
P, =P,(z) = ao + a1z + asx® + asx® + ...+ anz”, ag,ai,...,an € R.

Mnozina I1,, polynomu stupné nejvyse n se skaldrnim sou¢inem na mnoziné bodu x1, ...,y

n

(Pi(z), Pa(w)) = Y w(wi) - Pr(wi) - Poli), (1.2)

i=1
tvotfi Euklidovsky prostor.

Poznamka 1.5. V této praci uvazujeme jen diskrétni metodu nejmensich ¢tverca. Teorie
ortogondlnich polynomu je podrobnéji popsana v [6]. Ortogonaln{ systémy polynomu muzeme
sestrojit pro kazdou vahovou funkci w a kazdou tabulku n bodt.

Systém ortogonalnich polynomu miizeme konstruovat pomoci Gram-Schmidtova ortogo-
naliza¢niho procesu, nebo pomoci t¥iclenného rekurentniho vzorce:

P]+1(x):(x_ﬁj)]Dj(l‘)_vjpjfl('r% J=0,1,...,
kde klademe v9 = 0, P_1(z) =0 a Py(z) = 1. Koeficienty jsou dany vztahy:

(zP;, Pj)
ﬁ’ = T 10 ] = O? 17 9
’ [P 1|2
|1 P;]?
| = ’ = 1727
A2 g

Pii uziti diskrétni metody nejmensich ¢tverci muzeme pouzit zejména dva systémy orto-
gondlnich polynomu: Cebysevovy polynomy a Gramouvy polynomy, které maji vyznamné mi-
nimalizaéni vlastnosti.
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1.2.1 Cebysevovy polynomy

Cebysevovy polynomy T}, jsou ortogondlni polynomy na uzavieném intervalu (—1, 1) s vahovou

funkef w(z) = ¢1£7 Ortogonalita je urcend vztahem:

——=————=d(z) =0, n,m e Ny.

/1 T ()T ()
1 V1 —22?

Plati zde rekurentni vztah:
Tht1(z) = 22T, (z) — Th—1(z), n € Ny,
tedy
To(z) =1, Ty(x)==z Th(x)=22>—1.

1.2.2 Gramovy polynomy

Tvoii soustavu diskrétné ortogondlnich polynomu Gj(x),j = 0,1,...,m na ekvidistantni
mnoziné bodu z; = j— %m, J=0,1,...,m s vahovou funkci w; = 1. Tyto Gramovy polynomy
jsou dany rekurentnim vztahem:

7°[(m +1)* — 57|
4(452 — 1)

Gj-1(z) = zG;(z) —

v
vl—‘

Gja(z), J (1.3)

kde Go(z) =1, Gi(z) = x.

Poznamka 1.6. Gramovy polynomy G, spliujici vztah (1.3) maji u nejvyssi mocniny koe-
ficient 1. Teorie Gramovych polynomu je podrobnéji popsana v [1].

Metoda nejmensich ¢tverci pouziva i dalsf ortogonalni polynomy mezi nimi jsou naptiklad
Hermitovy polynomy nebo Legendrovy polynomy, tyto polynomy jsou podrobnéji popsany
napf. v [1], [7]. V této praci se jimi uz nebudeme zabyvat, protoze tato problematika by
presahovala ramec této prace.



Kapitola 2

Jednoducha regrese

2.1 Obecny linearni regresni model

2.1.1 Cile regresni analyzy

Motivaci pro zavadéni regresni analyzy je popséni charakteristickych vztahu mezi veli¢ina-
mi pomoci konstrukce vhodné zvolenych regresnich modelia. Vhodny regresni model chapeme
jako optimalné zvolené matematické vyjadieni zmén hodnot popisované proménné pomoci re-
gresni analyzy. Snahou pii hledani optimélni regresni funkce, ktera by co nejlépe zachycovala
vysvétlovanou proménnou, je dosdhnout maximalni shody mezi skuteénymi a vyrovnanymi
hodnotami. Kvalita regresni funkce se hodnoti stupném shody naméfenych hodnot s mode-
lovymi odhady. Regresni model je velmi citlivy na zmény dat, ¢asto mald zména naméfenych
hodnot ma velky dopad na zmény hodnot odhadnutych. Tyto zmény odhadnutych hodnot
mohou vést az k samotné zméné zvolené regresni funkce. Méjme X1, X, ..., Xp nezavislé
vysveétlujici proménné, Y vysvétlovanou zavislou veli¢inu, pak vyse uvedeny vztah lze zapsat:

Y = gO(Xl,XQ, e ,Xk),
kde ¢ je hledana regresni funkce.

Poznamka 2.1. Regresi se rozumi jednostranné zavislosti, které pozorujeme u konkrétnich
dat v systematickych zménach podminénych prumeéru (nejjednodussi zpusob vyjadieni prubé-
hu zavislosti) hodnot popisované zavislé proménné Y pii systematickych zméndch kombinaci
hodnot vysvétlujicich, nezavislych proménnych X7, Xo,..., X}.

V idedlnim piipadé, by méla regresni funkce vérné zobrazovat vztahy mezi jednotlivymi
veli¢inami na zadkladé zatimniho poznéani. Pfekdzkami pfesnosti zobrazovani se zde stavaji
chyby v méfeni veli¢in a samozfejmé i volba piislusné regresni funkce. V tlohéch, kde pra-
cujeme s regresnimi modely, byvaji ¢asto pouzivané linedrni regresni funkce, jako funkce,
kterymi popisujeme zavislosti mezi velicinami X; a Y. Duvodem je nejen snazsi interpretace
parametru, ale predev§im okolnost, Zze v oblasti nedostateéné zduvodnénych teorii je linedrni
zobrazeni ¢asto rozumnym a uzite¢nym zjednodusSenim.

2.1.2 Klasifikace regresnich modela

Pod pojmem regresni funkce si tedy predstavujeme funkci, kterda zohlediiuje systematické
zmény jinych ndhodnych velicin. Odhad typu regresni funkce, specidlné jejich jednotlivych

12
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parametrt, je zakladnim tkolem regresni analyzy. Odhadovani regresni funkce je déle zti-
zeno skutecnosti, ze na veli¢inu Y pusobi kromé Xi, Xs,..., X i dals{ veli¢iny, které mu-
zeme oznacit napt. Xgi1, Xgyo,.... Teoreticky jich mtze byt az nekoneéné mnoho a nejde
zajistit, aby mély tyto hodnoty na velicinu Y jen drobny dopad. Proto vSechny ostatni,
neuvazované, rusivé slozky souhrnné oznac¢ujeme . Musime si udélat predstavu o pravdépo-
dobnostnim chovani rusivé slozky, abychom spravné odhadli regresni funkci. Pro jednoduchost
predpokladejme, ze stfedni hodnota ¢ je nulova. Takto definovand stfedni hodnota vyjadiuje
pozadavek, aby otekdvany dopad pusobeni rusivé slozky na regresni model byl nulovy. To
si muzeme dovolit, protoze predpokldddme, ze celkové (o¢ekdvané) pusobeni rusivé slozky v
regresnim modelu je zachyceno v parametru posunuti regresni funkce. Odchylky od u¢inénych
predpokladu rusivé slozky maji negativni dopad na uzite¢nost regresniho modelu. Ukazme si
zapis obecného regresniho modelu:

Y =n+e¢, (2.1)

kde n = n(X1, Xo,...,Xg) a e = &(Xg41, Xp42,-..). Pro jednotlivd pozorovéni plati:
Yi=nm+e, 1=12,... n.
Zv1astni postaveni mezi regresnimi modely maji modely linedrni:

Y=06o+081f1+...4+ B fr +¢, (2.2)

kde jednotlivé funkce fl = fl(Xl,XQ, oo ,Xk), fQ = fQ(Xl,XQ, ces ,Xk), oo fr(Xh XQ, ceey
X)) nazyvame regresory. V linedrnim regresnim modelu predpokldddme, Ze mezi slozkami 7 a
e plati souctovy vztah plynouci ze zépisu (2.1). Nespornou vyhodou linedrniho modelu je, ze
vysledku. Vysvétleni, pro¢ se nejcastéji v praxi setkdme s linedrnim regresnim modelem jsou
nasledujici:

e Zejména v oblasti spolecenskych véd, kde se zabyvame vétsim pocétem vysvétlujicich
proménnych X;, pouzivame linedrni regresni model z divodu zjednoduseni. Jeho vyho-
dou je, ze se s nim dobfe pocetné pracuje.

e V ekonomickych védach, které se zabyvaji popisovanim vztaht poptavkovych, pro-
dukénich funkei, nejsme schopni zajistit dlouhodobou tspésnost jinych nez linedrnich
regresnich modelt.

e Pri predpokladu normalniho rozdéleni vSech proménnych a podminéné stiedni hodnoté,
ktera je ke vS8em kombinacim ndhodnych hodnot X, linedrni funkci, je vhodné pouzit
linearni regresni model.

e V nékterych piipadech je vhodné nelinearni model prevést transformaci na linearni
regresni model. Ovsem toto feSeni nemusi vzdy vést k pozadovanym vysledkam. Uspo-
kojiva shoda linearizovanych hodnot, totiz nemusi znamenat dobrou shodu s hodnotami
puvodnimi.

e Zavedeni linedrniho modelu je mnohdy jedinym rozumnym feSenim nelinearnich loh.

Pti konstrukci kvalitniho regresniho modelu musime zohledniovat vlastnosti vysvétlujicich
proménnych X; a pravdépodobnostni chovani ndhodné slozky €. K odhadu neznamych para-
metru v regresnim modelu lze pouzit tzv. metodu nejmensich ctverci.
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Mezi nejpouzivanéjsi regresni modely se zaméfenim na linearni modely patii:

Model linearni v parametrech

Jde o zdkladni model, ktery je linedrni z hlediska vSech parametri, odpovidajici vztahu
(2.2). Parametr fy je absolutni ¢len a parametry (1, (o, ..., 5y jsou diléi regresni koefi-
cienty. Funkce f1,... f, predstavuji libovolné zndmé funkce puvodnich proménnych X1,
Xo, ..., X, pro které plati, ze neobsahuji zddné dalsi nezndmé parametry. Predpokldda
se, ze kazda z k vysvétlujicich proménnych je v regresnim modelu zastoupend alespon
jednim z r regresort fj,j = 1,2,...,r. Pojem regresor uzivame z divodu odliSeni sou-
boru puvodnich hodnot proménnych od nové vytvorenych hodnot regresoru. Napiiklad
pro zcela linedrni model plati = k£ a pro raciondlni celistvou nebo lomenou funkci
stupné s, kde k = 1, plati » = s. Zafazenim absolutniho ¢lenu do rovnice je numericky
vyhodné a symbolizuje existenci neuvazovanych vlivii.

Ukazme si to na konkrétnim zadani

Y = Bo+ /1 X1 + 82X +63X12 +,84X22 + €.

Vidime, ze pfedpis rovnice obsahuje k = 2 puvodnich proménnych X;, Xo a r = 4
regresory fi,..., f4. Pfi znalosti hodnot X;, X5 neni tézké dopocitat hodnoty novych
kvadratickych proménnych.

Zcela linearni model
Ve zcela linedrnim modelu se predpoklddd souctovy vliv v8ech ¢initeld, je zcela spravné
pouzit ho v ulohéch s vétsim poctem vysvétlujicich proménnych a v piipadech vice-
rozmérného normalniho rozdéleni uvazovanych nahodnych veli¢in. Regresni funkce je
tvaru:

Y =00+ 51 X1+ FeXo+ ...+ BpXi +e. (2.3)

Tento linearni model obsahuje k proménnych, popisovanou proménnou Y, ndhodné
slozky chyb e a nezndmé parametry ;. Zafazeni dil¢ich hodnot §;,j = 1,2,...,k
predstavuje otekavanou zménu Y pfi rustu proménné X;. Vyjadiuje o kolik se zméni Y,
kdyz hodnota proménné X; vzroste o jednotku. Tento vliv na veli¢inu Y je splnén za
podminky, ze jednotlivé proménné X; jsou vzajemné nezavislé.

Ukéazeme si zakladni zcela linearni modely.

1. Model konstanty:
Y =p5o+e,

je takovy model, kde neuvazujeme zadnou z proménnych Xy, Xs, ..., Xj. Popiso-
vana veli¢ina Y tedy ndhodné kolisé okolo konstanty 3y. Tato situace byva uvadéna

vétsiné piipadu predpokladame, ze regresni model obsahuje alespon jednu veli¢inu.
2. Model regresni primky:

Model s k = 1 vysvétlujici proménnou:

Y:60+,31X+6.



KAPITOLA 2. JEDNODUCHA REGRESE 15

3. Model regresni roviny:
Model s k = 2 vysvétlujicimi proménnymi zapiSeme ve tvaru:

Y = Bo+ 1 X1+ [ X2 + €.

Zde muzeme interpretovat 81 jako o¢ekdvanou zménu proménné X za predpokladu,
ze hodnota X9 zustdava nezménéna, muzeme sledovat o kolik se zméni veli¢ina Y
v zavislosti na jednotkové zméné X;. Kdybychom piedpokladali, Ze nezménénou
zustane hodnota X7, mohli bychom povazovat 52 za otekdvanou zménu, ktera bude
mit dopad na veli¢inu Y.

Modely racionalni celistvé a lomené
Nejznaméjsi v této skupiné je model regresniho polynomu s-tého stupné, ktery je linearni
z hlediska parametru, ale nelinedrni z hlediska proménné X

Y =B+ X+BX?+... +B: X5 +e.

Castym modelem regresniho polynomu je tzv. regresni parabola, kterd je polynomem
druhého stupné s = 2.

Modely pievoditelné transformaci na linearni model
Nékdy je vyhodné piredpokladat souc¢inovy typ regresniho modelu.
Obecny ptedpis regresniho modelu pro exponencialni, mocninné a dalsi regresni funkce
je ve tvaru:
Y =ne,

kde 7 zastupuje regresni funkei a ¢ je slozka rusivych hodnot. Casté je pouziti obecného
linearné-exponencialniho regresniho modelu s X1, Xo, ..., X, ktery lze zapsat ve tvaru:

n= exp(ﬁo +ﬁ1X1 +... +5ka +€).

Modely nelinearni vzhledem k parametrim
Ve skutecnosti vztahy mezi veli¢inami byvaji vétsinou nelinearni, proto musime uvazovat
regresni modely, které jsou nelinedrni z hlediska parametri. V rtiznych védnich oborech
lze tyto modely t¥idit podle odlisnych kritérii, napiiklad podle stupné a formy nelinea-
rity. S nelinedrnimi modely se nejcastéji setkavame v oblasti ekonomickych procest, kde
uvazujeme prubéh spotieby, poptavky a nebo investic.

2.1.3 Sestavovani odhadu

V této ¢asti se budeme zabyvat sestavovanim odhadu regresnich modelu ve dvou i vicerozmér-
ném prostoru, to znamend, ze budeme nahrazovat hodnoty Y; nélezici ndhodnému vektoru
Y = (Y1,Y,...,Y,)T odhadnutymi (teoretickymi, vypocitanymi) hodnotami Y;. Ty ziskdme
vyuzitim realizaci regresoru proménnych X;, i = 1,2,...,n do odhadované regresni funkce.

Konstrukce odhadu regresniho modelu vychdzi z podstaty stochastickych vztaht mezi
veli¢inami a z existence rusivé slozky e, ale také ze vsech ostatnich chyb, kterych jsme se dopus-
tili. Tudiz nejlep$im moznym odhadem je odhad, pii kterém je celkové chybovost ta nejmensi.
Obtiznost vSak spocCiva v uréeni nejmensi chybovosti. Pro nazornost popiSeme vztahy na
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funkci regresni piimky. Oznac¢me odhad regresni piimky Y = bo+ 01X, kde bg, by jsou odhady
parametru (g, 81. Pro jednotlivd méfeni by predpis vypadal takto: Y; = by + b1 X Chyby od-
hadu, t6Z nazjvana jako rezidua (na obrazku 2.1), mizeme vyjadiit jako rozdil e; = Y; — Y.
Rezidua déle povazujeme za odhad rusivé slozky . Nasi snahou je sestavit kvalitni odhad
regresniho modelu, k tomu ndm muze pomoci, Ze jsme schopni zajistit, aby soucet rezidui byl

nulovy:
n
Z €; = 0.
i=1

To plati, pokud realizace odhadnuté pifmky prochdzi bodem [X,Y] aritmetickych priméri
X,Y, které odpovidaji priamérim velicin X; a Y;, i = 1,...,n. Tento vztah odvodili na
konkrétnich piikladech v [9, s.31]. OvSem nulovy soucet rezidui k sestaveni kvalitni regresni
funkce nestaci, proto bereme v tvahu i kritérium rezidualniho sou¢tu Ctvercu pro urceni
regresnich parametra 8,5 =1,...,k,

n n
Qe) =32 =Y (v - 1)

i=1 i=1
K tomuto se pouzivaji ruzné postupy zalozené na metodé nejmensich ctvercu. Metoda nej-
mensich ¢tvercu piifazuje véem pozorovanim stejnou véhu. Abychom se vyhli problémtum
s rozdélenim ndhodné slozky e, je vyhodnéjsi davat vétsim reziduim mensi vahu, a tim
znevyhodiovat vyjimeénd pozorovani. Toto vede k pouziti ruznych dalsich metod pouzivanych
k minimalizaci €, naptiklad metoda minimdlni hodnoty rezidua, nebo metoda souctu abso-
lutnich hodnot rezidui. Tyto metody jsou podrobnéji popsany v [11], ale my je zde déle fesit
nebudeme, protoze tato problematika je slozita a pfesahovala by rdmec této prace.

2.1.4 Formulace klasického linearniho regresniho modelu

Pro namérené hodnoty proménnych Xi, Xo,..., X, je velicina Y ndhodnou veli¢inou, kterou
lze popsat linedrni funkci k£ + 1 nezndmych parametru. Nahodnou veli¢inu Y déle popisujeme
nahodnym vybérem Y, kde Y = (Y71,Y>,... ,Yn)T. Jednotlivé slozky Y; maji stejné rozlozeni
jako puvodni ndhodnd veli¢ina Y a plati:

E(Y;) = Bo+ Brzin + -+ + BTik,

kde z;; jsou ndm zndmé realizace veli¢in X1, Xo, ..., X}. Ddle, az na vyjimky, pfedpokladdme
pro kazdé i rozptyl var(Y;) = o2, kde o > 0. Rozepsani celého linedrniho modelu se zapisuje
ve formé linedrnich rovnic:

Y1 = Bo + Bixin + Poriz 4+ - + Brrik + €1
Yo = Bo + Bixor + Boxon + - - + Brror + €2

Yo = Bo + Bixn1 + Bong + -+ + BrZnk + En,
nebo v maticovém vyjadieni:

Y1 Iz ...z, Bo €1
Y, 1 o1 ... o b1 €2

Y, L % W 21y Br En
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Y
nameétené hodnoty
yl .....................................................
reziduum
Yi
vyrovnavaci regresni piimka
°
xX; xr

Obrazek 2.1: Sestaveni odhadu pomoci regresni piimky

Y = XB +¢,

X je nendhodnd matice o n fadcich a k41 sloupcich (dalsi pfipustné oznaceni: regresni matice,
matice pldnu, matice modelu), B je (k + 1)¢lenny vektor neznamych parametri modelu a € je
vektor o n ¢lenech vyjadiujici odchylky od modelu. Pro matici planu:

1 r11 ... L1k

1 21 ... Tk
X =

1 zp1 ...z

predpokldddme, ze n > k a o hodnosti matice X predpokladame h(X) = k + 1. Bude-li
tento predpoklad splnén, iikdme, ze jde o linedrni regresni model plné hodnosti. V této praci
predpokldadame modely plné hodnosti a ddle s nimi pracujeme. V takovém piipadé jsou sloupce
matice X nezavislé.

Ze zéapisu (2.4) je vidét, ze v n linedrnich rovnicich je p = k + 1 nezndmych regresnich
parametru a n hodnot vektoru €. V piipadé linedrni regresni funkce ve tvaru (2.2) dostdvame
obdobnou situaci jen rovnic mame p = r + 1. Jediny rozdil oproti modelu Y = XB +¢
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je, ze matici planu X o rozmérech n x (k + 1), nahrazuje matice F o rozmérech n x (r + 1),
kde r je pocet zndmych funkei (regresoru) puvodnich k vysvétlujicich proménnych. Obecny
tvar modelu Y = Ff + € obsahuje p = r + 1 nezndmych parametri a n hodnot ndhodné
rusivé slozky. Zcela linedarni regresni model Y = X8 + &, nebo obecny linedrni regresni model
Y = FB +¢& muzeme za ur¢itych podminek povazovat za klasicky linedrni regresni model. Pro
jednoduchost uvazujeme déle jen model Y = X8 + €.

Vlastnosti klasického linearniho modelu
Sloupce matice planu X jsou linedrné nezavislé, h(X) = k + 1 = p < n, kde n predstavuje
pocet pozorovani, p je pocet regresnich parametru:

h(X) = p.
Matice X7X je ¢tvercové, symetrickd, s hodnosti
MXTX)=k+1=p.

Je tedy reguldrni a existuje k nf inverznf matice (X7 X)™1.

Odvozent 1.

e Matice je symetrickd, pokud plati A7 = A. Pro matici XX plati:
(XTx)T = xT(x)T = XTX,
je tedy symetricka.
e Ditkaz h(XTX) = h(X) = p je napt. v [10, s. 62].

Pii odhadovani hodnot parametru vychazime ze zkuSenosti, nebo z predpokladi o hod-
notdch jednotlivych slozek vektoru 8. Pro zlepSovani regresnich modelu se doporucuje pouziti
dalsich dopliikovych informaci. Budeme uvazovat hodnoty rusivé slozky € :

které jsou navzdjem nezavislé, maji normalni rozdéleni a jsou rozptyleny okolo nulové stiedni
hodnoty:

E(e) =0, i=1,2,...,n.

Protoze jsou hodnoty €; a ¢; navzédjem nezdvislé (nekorelované), je zajisténa nulova kovariance
cov(gj,e5) = 0, pro i # j = 1,2,...,n. Pro viechna ¢; pfedpokladdme rozptyl D(e;) = o2
Obecné mé vektor € n-rozmérné normalni rozdéleni N, (0, 0%I). Tyto piedpoklady umoziiujf

zapis kovarian¢ni matice ndhodného vektoru € ve tvaru:

o2 0 ... 0

0 o* ... 0
cov(e) = ) i .| =%
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Nahodné veli¢iny Y;,2 = 1,2,...,n, jsou nezavislé a maji normalni rozdéleni se stfedni hod-
notou 7; a rozptylem o2. Kovarianéni matice je tedy ve tvaru:

cov(Y) = cov(e) = o’L

Stredni hodnotu vektoru Y lze jednoduse odvodit:

Odvozent 2.

E(Y) = E(XB) + E(e) = E(XB) = XB =1.
Kovarianéni matici vektoru Y také jednoduse odvodime:

Odvozeni 3.
cov(Y) = cov(XB +¢€) = cov(e) = o°L.

Z vyse uvedeného plyne, Ze vektor Y mé n-rozmérné normalni rozdéleni N, (XS, o%I).

2.2 Pouziti metody nejmensich ¢tverci k odhadu regresni fun-
kce
Méjme regresni model:
Y =XB +e.

Vektor b odhadu parametru 8 uréujeme tak, aby byla co nejmensi délka vektoru rezidui
e =Y — Xb. Tedy nasi snahou je minimalizovat délku vSech odchylek e =Y — X8. Ukazuje
se jako vyhodnéjsi misto urc¢ovani minima normy vektoru &, minimalizovat druhou mocninu

normy, tedy vyraz:
n

Q)= =Te=|le |*=| Y ~XB |
i=1
minimalizujeme v bodé b = b(Y). Funkce Q(¢), kterou nazyvame rezidudlni soucet ctvercu,
nabyva svého minima pro:

|'Y ~XbP= min | Y- XB[?.
ﬂeRk+1

Ukézku rezidualniho souc¢tu ¢tvercu vidime na obrazku (2.2).

Véta 2.1. Najit minimum funkce Q(g) znamend fesit soustavu tzv. normélnich rovnic
X'y = XTX8,

kde
b= (XTX)" XY, (2.5)

je odhad (konkrétni jedno feseni) B pofizeny metodou nejmensich ¢tvercu.

Poznamka 2.2. Pro feSeni b soustavy normélnich rovnic:
XTXb = XTY,
plati
XT(Xb—-Y)=0 resp. (Y-Xb)IX=0. (2.6)

Této vlastnosti vyuzijeme v dukazu véty (2.1).
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Obréazek 2.2: Ukéazka rezidudlniho souc¢tu étverci ve dvourozmérném prostoru

Dukaz.

1. Ditkaz implikace (b = (X'X)"'XTY) = (b = argminQ(e)): , Pokud ziskdme odhad
b jako tesent normdlnich rovnic, pak je minimem metody nejmensich ctvercu.“

Qe) =| Y = XB |*= (Y = XB)" (Y — XB) = (Y — Xb + Xb — XB)"
(Y - Xb+Xb—-XB) = (Y- Xb)T(Y - Xb) + (Y — Xb)T(Xb - XB) +
+ (Xb - XB)T(Y — Xb) + (Xb — XB)T)(Xb — XB).
Je ndm zndmo, Ze b je FeSenim normélnich rovnic a spliuje (2.6), pak kdyz vyraz:

(Y — Xb)T(Xb — XB)

upravime na:

(Y —Xb)"X(b - B)
vidime, Ze je roven nule. Stejné pro vyraz:
(Xb—XB)"(Y — Xb),

plati:
(b—B)TXT(Y — Xb) = 0.

Po upraveni pro zbyly s¢itanec plati:

(b-B)"X"X(b-B) = 2"z = > 2 =20



KAPITOLA 2. JEDNODUCHA REGRESE 21

Pro funkci Q(g) plati:

Qle) =Il'Y - XB ||>=
= (Y - Xb")(Y -Xb)+ (b-B)'X"X(b-B) =
> (Y - XbT)(Y - Xb) = Q).
A tim je tedy dokdzéno, ze Q(¢) nabyva svého minima pro odhad b,

Q) 2 Q(e).

2. Nynf musfme dokézat opacnou implikaci (b = argmin Q(e)) = (b = (XTX)"'X1Y):
sNecht Q(€) nabyvd svého minima v bodé b, pak je b Fesenim mormdlnich rovnic.“
Vychézime ze skute¢nosti, ze b je minimem funkce Q(g), pak musi platit:

9Q(e) .y " Y_k+1 P
9o |, ;( ¢ ;mw i) - (—xi1) =0,
0Q(e) n k+1

= Y — RN
By |, 2;( ¢ j:lwwbj) (—xi) = 0,

kde z;; znaci prvek v i-tém radku a j-tém sloupci matice X. VySe uvedeny systém k+1
rovnic muzeme zapsat maticové:

(Y - Xb)"[X].1 =0,
(Y = Xb)" [X] 441 =0,

kde [X] ; znaci j-ty sloupec matice X. Pak

(Y - Xb)'X =0,
XTXb = XTY.

O

Pii sestavovani regresnich modela nas déle zajimé, jak velkou ¢ast variability zavislé
(vysvétlované) proménné objasrnuje regresni model.
Oznacme:

S(Y) = Z:(Yz —Y)? = Z Y2 - ny> celkovy soucet Etverct,
; i—1

pak vyraz:

R*=1-
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nazyvame koeficient determinace a udava, kolik procent rozptylu vysvétlované proménné je
vysvétleno modelem a kolik zustalo nevysvétleno (jak tésnd je regresni zavislost). Nabyva
hodnot od nuly do jedné (teoreticky i véetné téchto krajnich mez{), pficemz ¢im blize je
hodnota R? rovna jedné, tim je regresni model kvalitnéjsi. Je ziejmé, ze pii snaze sestavit
kvalitni regresni model dbame na to, aby hodnota S(Y) nabyvala vétsich hodnot nez hodnota
Q(e), kterou se snazime minimalizovat.

2.3 Odhad regresni funkce metodou nejmensich ¢tvercu

2.3.1 Jednoduché ukazky priklada v Octave

1. Pouziti metody nejmensSich ¢tvercli na poiizeni odhadu linearni regresni
funkce v programu Octave.

Budeme vySetrovat linedrni zavislost mezi velicinou Y a X, kde y; a x; jsou naméfené
realizace ndhodného vybéru z téchto dvou ndhodnych veli¢in. Snazime se tedy naméfend
data prolozit tak, aby rezidudlni soucet ¢tvercu Q(€) byl minimélni. Experimentalnim
méfenim jsme naméfili data z; = 1,...,5 a jejich funkéni hodnoty y; = 0,3,4,2,
2,5. Zac¢indme pfikazem m = 1, ktery predstavuje pozadavek aproximace dat regresni
piimkou a dale nacteme data x;,y;. Pro zjednoduseni pouzijeme piikaz: p = polyfit
(x,y,m), ktery najde koeficienty polynomu p(z) stupné m, ktery odpovidd nameéfenym
hodnotam z;,y; ve smyslu metody nejmensich étverci. Vzhledem k naméfenym hod-
notam x; pouzijeme méritko pro vykreslovani grafu ptikazem: xi = 0:.1:6, je vyhodné
pouzit hodnoty 1 az 6 pro samotné vykresleni grafu, ktery nebude zalomen za patou
hodnotou. Pro vykresleni linearni regresni funkce zaddame ptikaz:

plot(xi,polyval(p,xi),x,y,’0’), ktery vykresli graf na zakladé namétenych hod-
not a vypocteného polynomu p(z).

octave:> m = 1

octave:> x=[1 2 3 4 5]

octave:> y=[0 3 4 2 2.5]

octave:> p=polyfit(x,y,m)

p = 0.40000 1.10000

octave:> xi=0:.1:6

octave:> plot(xi,polyval(p,xi),x,y,’0’)

Timto postupem jsme nasli predpis regresni ptimky y = 0,4z + 1, 1, kterd je znazornéna
na grafu (2.3).

2. Pouziti metody nejmensich ¢tverci na porizeni odhadu kvadratické regresni
funkce v programu Octave.

Budeme vysetiovat kvadratickou zavislost mezi veli¢inou Y a X z piedchoziho ptikladu.
Tentokrat zacneme pitkazem m = 2, ktery predstavuje pozadavek aproximace dat re-
gresni parabolou a déale nacteme data z;,y;. Dalsi postup je shodny s postupem vyse-
tfovani vyse uvedené linedrni zavislosti.
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Obrézek 2.3: Ukézka linearni regrese metodou nejmensich ¢tvercu v Octave

octave:> m=2

octave:> p=polyfit(x,y,m)
p = -0.57143  3.82857 -2.90000

octave:> plot(xi,polyval(p,xi),x,y,’0’)

Nagli jsme pfedpis kvadratické regresni funkce y = —0,572% + 3,83z — 2,90, kterd je
zndzornéna na grafu (2.4).

; o
; O
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Obrazek 2.4: Ukazka kvadratické regrese metodou nejmensich ¢tvercu v Octave
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2.3.2 Priklad programovani regresni analyzy v R

Nyni si uvedeme piiklad linedrniho regresniho modelu v ekonomickych védéach, kdy je vyhodné
predpokladat linedrni zavislost (y = bix + bp) mezi velicinami X a Y. V tabulce 2.1 jsou
vychozi data dostupnd z [13], kterd vyuzijeme pro aplikovani regresni analyzy v programu
R. Zajimame se o to, jestli existuje zavislost mezi prumérnou vysi urokovych mér a po¢tem
uzavienych smluv o hypoteénich tvérech v Ceské republice v letech 2009-2012. Nacteme
si tudiz tabulku 2.1 do programu R a zkusime vySetfit zavislost uzaviranych smluv o hy-
potecénich dvérech na zméné prumérné irokové miry. Predpoklddali jsme linedrni zavislost
mezi poCtem uzavienych smluv a primérnou urokovou mirou v jednotlivych letech. Hodnoty
Intercept a Coefficients vyjadiuji odhady parametrubg,b;. Pitkazem summary(model)
dostaneme podrobnéjsi informace o regresni zavislosti. Hodnota Pr(>|t|) predstavuje po-
rovnani s hladinou statistické vyznamnosti bg, b;. Hodnota Multiple R-squared vyjadiuje
koeficient determinace (¢im blize je ¢islu 1, tim je efektivnost linedrni regrese vétsi). Hodnota
Adjusted R-squared je upravend hodnota testového kritéria a hodnota p-value: 0.007258
predstavuje porovnani s hladinou statistické vyznamnosti, v tomto piipadé zamitame hy-
potézu, ze koeficient determinace je roven nule, tudiz koeficient determinace je rtizny od nuly
a je tedy dokédzdna zdvislost mezi prumérnou vysi irokovych mér a poctem uzavienych smluv
o hypoteénich tvérech v Ceské republice za obdobi 2009-2012

Rok Prim. sazba ‘ Pocet uzav. hypoték ‘ Objem h. v mld. K¢
Prosinec 2012 3,17 % 7 637 13,079
Prosinec 2011 3,56 % 7293 12,847
Prosinec 2010 4,23 % 6 106 10,289
Prosinec 2009 5,61 % 3 575 5,953

Tabulka 2.1: Tabulka vyvoje hypotec¢nich ivéria v obdobi 2009 az 2012

> hypoteky

Prumer.ur.mira Objemhyp.uveruvmld. Pocetuzavrenychhypotek

1 3.17 7637 13.079
2 3.56 7293 12.847
3 4.23 6106 10.289
4 5.61 3575 5.953
> 1m(Pocetuzavrenychhypotek ~ Prumer.ur.mira)

Call:

Im(formula = Pocetuzavrenychhypotek ~ Prumer.ur.mira)
Coefficients:

(Intercept) Prumer.ur.mira

23.243 -3.066

> model <-1m(Pocetuzavrenychhypotek ~ Prumer.ur.mira)
> summary (model)

Call:

lm(formula = Pocetuzavrenychhypotek ~ Prumer.ur.mira)
Residuals:

1 2 3 4

-0.44472 0.51904 0.01528 -0.08960
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Coefficients: Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 23.2430 1.1149 20.85 0.00229 *x*
Prumer.ur.mira -3.0660 0.2626 -11.67 0.00726 *x*
Signif. codes: 0O ‘*%xx’ 0.001 ‘*%’ 0.01 ‘x’ 0.05 ‘.” 0.1 ‘2
Residual standard error: 0.4876 on 2 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9855, Adjusted R-squared: 0.9783

F-statistic: 136.3 on 1 and 2 DF, p-value: 0.007258

1
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Kapitola 3

Obecna metoda nejmensich ¢tvercu

V névaznosti na piedeslou kapitolu budeme uvazovat vztah:

Yi = Bowo(wi) + Brpr(xi) + - + Brpr(wi), i1=1,...,n, (3.1)
kde {gpj(x)};?zo predstavuji bdzové vektory prostoru V. Nasim cilem je uré¢it koeficienty
{BJ ?:0-

3.1 Motivace zavadéni

Metoda nejmensich ¢tvercu je statistickd (numerickd) metoda, ktera se pouziva v piipadech,
kdy mame naméfeny hodnoty (x;,;),7 = 0,1,...,n, které chceme aproximovat polynomem
stupné nejvyse n.

Obrézek 3.1: Ukazka aproximace dat metodou nejmensich ¢tverct

26
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V ptipadé, ze hledame polynom:
P.(z) =ap+ a1z + asz® + ... + apa™,
ktery prochdzi body (x;,y;),i =0,1,...,n, plati:

Yo =ap + a1zo + CLQI% + ... Fapzy

y1 =ag + a1x1 + agx% + ...+ apzy

Yn =ag + a1xn + QQCC% + ...t apx).

Dostavame n 4+ 1 linedrnich rovnic o n + 1 nezndmych. Pokud budou jednotlivd méfeni
nezavisld, pak ma tato soustava reSeni. Jsme tedy schopni urcit koeficienty ag, ..., a,. Obecné
ale vzdy nepotfebujeme, aby hledany polynom naméfenymi hodnotami prochéazel, sta¢i ndm
pouze aproximace polynomem nizsiho stupné (k < n) odpovidajici vztahu (3.1), (viz obrézek
3.1). Chceme tedy data pouze pfiblizné aproximovat (z duvodu zjednoduseni, vime, ze jsou
zatizeny chybou, atd.), proto obdrzime soustavu n+1 rovnic o k+1 nezndmych. Pak ziskdvame
tzv. preurcenou soustavu rovnic. PTi uré¢ovani koeficient 5; musime dbét na to, abychom co
nejlépe potlacili chyby v méfeni, které predstavuje soubor ndhodnych, rusivych slozek €, proto
dodrzujeme zasadu, ze pocet méfeni (x;,y;);, musi byt vétsi nez pocet {3; }§:0 koeficientu,
plati:
n>k+ 1.

Abychom mohli vztah (3.1) zapsat maticové, zavedeme oznacent:

P; = (900(1:)7901(1:)7'” v@k(aj))T7 Jj= 0,1,... 7k7
A:(Somtpl""vspk)a :B:(B(]v/Blv"'aBk)Tv y:(ylay27-~~ayn>T-

Piiblizné splnéni rovnic (3.1) lze zapsat ve tvaru y ~ Af. Miru nesplnéni rovnic (3.1)
vyjadiime pomoci rezidua. Definujeme nové oznaceni pro vektor rezidui:

r=r(B):=y— AB.
Nasim cilem je minimalizovat délku vektoru rezidua. Tedy minimalizovat normu:
ly — AB,

coz je ekvivalentn{ s minimalizaci ||y — AB|*.

Vyraz |y — AB||? je miniméalni, pokud je AB ortogonalni projekci vektoru y do prostoru
generovaného sloupci matice A, tedy do prostoru [@g, ¥, ..., ¢x]. Plati (y — AB) L [A], kde
[A] znaci [§007(p17 ce 79016]

Odvozeni 4. Oznacime y, kolmou projekei vektoru y do [A] a u libovolnou projekei y do
prostoru [A]. Pak vektor y —y,, je ortogondlni na libovolny vektor v prostoru [A], specialné
na vektor y, — u (viz obrdzek 3.2), tedy (y —y,,y, — u) = 0. Pak plati:

ly—ul?’=lly-y,+y,—ulP =y -y, " +ly,—ull>’+2(y —y,.y, —u) =

ly = y,|I> + [ly, — ul/®.
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Obrézek 3.2: Projekce vektoru do prostoru [A]

Pro libovolné u je vyraz ||y — u/|? miniméln{, pokud [ly, — ul|* = 0:

ly, —ul* =0
y,—u=0
U =Yy

tedy v piipadé, ze libovolnd projekce je kolmou projekei.
Pokud je tedy AB kolmou projekci y do [A], pak je vektor (y — AB) ortogondlni na kazdy
sloupec matice A, tedy dél postupujeme takto:

(y —AB,¢po) =0

(y —AB,pi) = 0.
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Postupné tento vztah upravime pro j =0,1,...,k

(y,(Pj) - (Aﬁ"pj) =0
(AB,pj) = (

k
(Z somﬁm,wj) = (v, ;)
m=0

k
Z Bm(ﬂoma‘toj) = (‘Pj)Y)-

m=0

;)

7 téchto vztaht muzeme soustavu rovnic prepsat v maticovém tvaru:

B0 (0,y)
(po:0) -+ (o, %)
E 5 5:1 _ (‘Pl‘;}’) 7 (3.2)
(rsp0) - (Prr) Bk (wk',y)
G- d. (3.3)

Definice 3.1. Maticovy zédpis (3.2) predstavuje soustavu normdlnich rovnic. Determinant
matice G se nazyva Gramuv determinant (gramidn) pifslusny k funkcim ¢;(z), j =0,...,k.

Poznamka 3.1. V piipadé, ze je vektorovy prostor V = R" s klasickym euklidovskym
skalarnim souc¢inem, pak plati:

G=ATA, d=ATy,
dostavame stejny systém jako v kapitole o linedrni regresi.

Odvozent 5.

(Pm-05) = Or, - @5 -

oleo ... oter @)
G = ST = | (o ,....0o0) = AT - A,
Yieo .. PLox P
(pj,y) =9 'y
Py @5
d=| : [=] @ |'y=A"vy
Ly or

Reseni soustavy normalnich rovnic GB = d je b = G~!d, protoze matice G je obecné
regularni.
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V praxi ale muze byt tato matice Spatné podminénd, a tedy téméf singularni, coz zptsobuje
problémy pii vypoétu inverze G~1. Pokud ale misto obecné baze prostoru V volime bazi or-
togonalni, ziskavame diagonédln{ Gramovu matici:

(¢0,%0) 0 0
0 (p1,01) .. 0
0 0 oo (Prs 1)

Pokud tedy odhadujeme polynom ve tvaru:
y = Py(x) = Bo + Pra + fox® + ... + Brat,

pak misto bézné (kanonické baze) 1, 2,22, ..., 2%, volime jako bézi systém ortogonalnich po-
lynom.



Kapitola 4

Aplikace metody nejmensich

ctvercu

4.1 Reseni ulohy regresni analyzy pomoci matic

1. Metodou nejmensich ¢tvercu nalezneme polynom prvniho stupné, ktery aproximuje
vztah mezi velicinami X a Y dany tabulkou 4.1

i [1]2]3 |
T | 2 6| 8
yi | 21510 14

Tabulka 4.1: Tabulka naméfenych hodnot

Resent

Hledame tedy rovnici vyrovnavaci primky ve tvaru: y = byx+by. Predpokladame model:

Y =XB+e¢

Y1
Y
Y3
Yy

Najdeme feseni b = <

X1
Xo
X3

o O = N

1 &1
1 B1 ) €2
+ + ,
1 < Bo €3
1 €4
1 2
1 5
1 Y 10
1 14
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=N
—
= 3

= o0
~_

_ (120 20
L2 4 )

0,0083 0,05 )

o O = N
S —t

TY—1 —
(X" X) 1‘( 0,05 0,25

7~ _ (246 8\ | 5 |_ /198
XY_<1111 10 |~ \ 31 )

T —lw T~ _  0,0083 0,05 \ (198 \ [ 3,1934
b=(X"X) XY_( 0,05 0,25 31 )\ 17,65 )°

Tudiz dostavame feSeni, urcené zaokrouhlenym odhadem:

(b [ 3,19
b= ()= (7 )
Takto uréenou pirimku zapisujeme ve tvaru y = 3,19z + 17, 65.

4.2 Reseni soucasnych ekonomickych tloh

1. Urcete vyrovnavaci funkei popisujici dlouhodoby vyvoj cen akcii CEZu na RM-Systému.
deaje podle oficidlnich stranek RM-Systému, ¢eské burzy cennych papira [16] ve dnech,
kdy se akcie obchodovaly. Tyto tidaje jsou zaznamenany v tabulce 4.4. Rozhodnéte, jestli
se na toto obdobi hodi aproximace piimkou, nebo kvadratickou funkei.

Resent

bo
b1
spliiuje rovnici (4.1). Maticové vypocty provadime pro zjednoduseni v programu
Octave.

(a) Hleddni vyrovnéavaci piimky: y = by + byx. Najdeme feseni b = < ) , kde b
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Datum Cena za jednu akcii v K¢
31.12.2015 449,00
4.1.2016 431,70
5.1.2016 426,80
6.1.2016 422,60
7.1.2016 410,00
8.1.2016 415,30
11.1.2016 414,70
12.1.2016 409,80
13.1.2016 410,90
14.1.2016 406,90
15.1.2016 392,70
18.1.2016 385,90
19.1.2016 386,10
21.1.2016 375,00
22.1.2016 385,90
25.1.2016 383,00
26.1.2016 382,40
27.1.2016 395,00
28.1.2016 407,50
29.1.2016 416,00
1.2.2016 402,60
2.2.2016 398,00
3.2.2016 390,10
4.2.2016 400,00
5.2.2016 397,10
8.2.2016 386,20
9.2.2016 378,60
10.2.2016 377,00
11.2.2016 375,00
12.2.2016 372,00
15.2.2016 380,20
17.2.2016 372,60
18.2.2016 377,00
19.2.2016 375,00
22.2.2016 378,90
23.2.2016 376,00
24.2.2016 367,00
25.2.2016 366,00
26.2.2016 368,60
29.2.2016 368,70
1.3.2016 365,00

Tabulka 4.2: Tabulka vyvoje akcii CEZu
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octave:> Y=[449;431.10;426.80; 422.60; 410; 415.30;
414.70; 409.80; 410.90; 406.90; 392.70; 385.90; 386.10;
375; 385.90; 383; 382.40; 395; 407.50; 416; 402.60; 398;
390.10; 400; 397.10; 386.20; 378.60; 377; 375; 372;
380.20; 372.60; 377; 375; 378.90; 376; 367; 366; 368.60;
368.70; 365]

octave:> X= (1:41)°
octave:> X=[ones(41,1) X]

octave:> b=((X’ * X)"-1D)*(X’ * Y)
b =

422.2328

-1.4325

Tudiz dostavame reSeni:

b 422,2328
T\ —1,4325 )

Ptedpis vyrovnavaci piimky je tedy: y = 422,2328 — 1,4325x.
Rezidudlni soucet ¢tvercu:

octave:> Y’*xY - Y’ * X x b
ans = 4768.4

rozhoduje o vhodnosti pouzitého modelu, zna¢ime Q(e) = 4768, 4. Tuto hodnotu
dostavame pro pripad, kdy popisujeme zavislost pfimkou.

(b) Hledani kvadratické vyrovnavaci funkce y = boa? + by + by.
bo
Najdeme FeSeni b = b1 |, kde b spliuje rovnici (4.1). Maticové vypocty
bo
provadime pro zjednoduseni v programu Octave.

octave:> X= (1:41)°
octave:> X=[ones(41,1) X X." 2]

octave:> b=((X’ * X)"-1)*(X’ * Y)

b =
2.5750e-02
-2.5140e+00
4 ,.2998e+02
Dostavame feSeni:
0,02575
b= —2,5140

429, 98
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Rezidudlni soucet ¢tvercu:

octave:> Y’*xY - Y’ x X *x b
ans = 4342.9,

tedy Q(e) = 4342,9 pro piipad, kdy aproximujeme vychozi data z tabulky 4.4 kvadra-
tickou funkci.

K posouzeni vhodnosti modelu vyrovnavaci funkce pouzivame kritéria metody nejmen-
sich ¢tvercn, kterd stanovuji kvalitu modelu podle velikosti rezidudlniho sou¢tu ¢tvercu
Q(e). Tudiz vhodnéjsim modelem je v nasi situaci odhad, ze vyrovnavaci kiivkou je
kvadraticka funkce. Udaje o akciich jsou velmi nestabilni, méni se velmi c¢asto, proto
nemuzeme dobie odhadovat budouci vyvoj. Pfesvédéime se o nasem zdvéru z obrazku
méfeni vyvoje cen akcii.

460 — | _ i -

440

420 . _ =

400

380 — ) ' sk A -

360 | | | |
0 10 20 30 40 50

Obrézek 4.1: Aproximace vyvoje ceny akcii CEZu za delsi obdobi

2. Urcete kiivku, kterd by vyrovnala rust (pokles) indexu spotfebitelskych cen (zivotnich
nakladi). Data cerpame z oficidlnich stranek Ceského statistického tfadu [17]. Cenové
indexy poméfuji uroven cen vybraného spotiebniho kose reprezentativnich vyrobku a
sluzeb. Do spotrebniho koSe je zafazeno potravinairské zbozi, nepotravinaiské zbozi
(odivéni, ndbytek, potieby pro domécnost, atd.) a sluzby (zdravotnictvi, socidlni péce,
vzdélavani, stravovani, ubytovéani, atd.). Tyto ukazatele jsou dulezité pro vypocet in-
flace, kterd vychdazi z méfeni ¢istych cenovych zmén pomoci indext spotiebitelskych cen.
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V letech | Uhrn indexu spotfeb. cen

1994 59,1
1995 64,5
1996 70,2
1997 76,2
1998 84,4
1999 86,2
2000 89,4
2001 93,6
2002 95,4
2003 95,5
2004 98,1
2005 100,0
2006 102,5
2007 105,4
2008 112,1
2009 113,3
2010 114,9
2011 117,1
2012 121,0
2013 122,7
2014 123,2
2015 123,6

Tabulka 4.3: Tabulka vyvoje indexu spotieb. cen v letech 1994 az 2015

Resent
bo

) . Maticové
b1

Hledani vyrovnavaci pfimky: y = bg 4+ bix. Najdeme feSeni b = <

vypocty provadime pro zjednoduseni v programu Octave.
octave:> X= (1:22)’
octave:> X=[ones(22,1) X]

octave:> Y = [69.1; 64.5; 70.2; 76.2; 84.4; 86.2; 89.4;
93.6; 95.4; 95.5; 98.1; 100.0; 102.5; 105.4; 112.1;
113.3; 114.9; 117.1; 121.0; 122.7; 123.2; 123.6]

octave:> b=((X’ * X)"-1)*(X’ * Y)
b =

64.8455

2.9320

Dostavame feSent:

L [ 648455
—\ 29320 )
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Ptedpis vyrovnavaci piimky je tedy: y = 64, 8455 + 2,9320x.
Rezidudlni soucet ¢tvercu:

octave:> Y’*Y - Y’ x*x X * b
ans = 286.52

rozhoduje o vhodnosti pouzitého modelu, tedy Q(e) = 286,52. Diky této hodnoté
muzeme piredpoklddat, ze budouci vyvoj spotiebitelskych cen lze popsat pomoci ros-
touci vyrovnavaci piimky.

140 — | . ' 1

120 -
160 — - —
86

60 |- ]

Obrézek 4.2: Aproximace vyvoje indexu spotiebitelskych cen

3. Na prikladu 2 z kapitoly ,,Jednoducha regrese” si nyni ukazeme, jak lze zadané hodnoty
(x1,91),- .., (Tn,yn) aproximovat polynomem druhého stupné za pouziti védomosti z
ptredchozi kapitoly o ortogondlnich polynomech:

n

(Pj(x), Pe(x)) = > w(w:) Pj(as) Pe(as).

i=1

K sestaveni aproximaéni funkce potfebujeme vytvorit systém ortogondlnich polynomu
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ve tvaru:

Pj1(z) =(z — B;) Pj(x) — v Pj-1(z),

(zPj(z), Pj(z))

= Pya), Py(a))
b= (Pj(x), Pj())
" (Piaa(x), Pia(x)

Pti zadanych:
P_i(x)=0, Py(z)=1.

Hledany predpis aproximujici funkce je feSenim obecného vztahu:

Y=> o) B

Q.
i M?r
o

Resent

38

(4.2)

7 tabulky namérenych hodnot sestavime postupné ortogonalni polynom prvniho stupné

P, a nésledné ortogondlni polynom druhého stupné Ps.

Ty

| 1
vi || 0

2[3]4] 5
BIOEIE:

Tabulka 4.4: Tabulka naméfenych hodnot

3
4

Volime vahovou funkci:
w(z) =1,
P_i(z) a Py(x) je dané, budeme urcovat Pj(x).

e Konstrukce P;:

Pi(x) = (z — Bo)Po(z) — o P-1(7) = (x — Bo) Po(x),

gy = @), Po(@)) _ Dimy wlwi) - @ilo(ws) - Polwi) _
(Po(@), Po(z)) D2 wlws) - Polai) - Polwi)

1-1-1-141-2-1-141-3-1-141-4-1-141-5-1-1

1-1-1+1-1-141-1-1+1-1-141-1-1
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o Konstrukce Ps:

Py(z) =(z = fr) Pr(x) — m Po().

Dopocitame koeficienty (51, 1:

g, = @), (@) _ Yicywl@i) @iPi(w) - Pulw) _
(Pi(z), Pr(x)) doimyw(ws) - Pr(ai) - Pr(w)

—_

(=2) (-2)+1-(=2)-(-1)+1-0-04+1-4-141-2-10 _

)
1 (=2)-(=2)+1- (=) (=1)+1-0-0+1-1-1+1-2-2

_4+2+4+20_@_3
4414144 10 7

Nyni muzeme dopocitat P; :

Py(z) = (x — B1)Pi(z) —Po(z) =(x=3)- (. —3)-2-1=
=22 —6rx+9-2=2>—62+7T.

Dalsfm krokem je sestaveni soustavy normélnich rovnic a nalezenf jejiho fesenib = G~1d.
Abychom mohli urc¢it Gramovu matici:

(Po(x), Po(z)) 0 0
G = 0 (Pi(z), Pi(x)) 0 ,
0 0 (P2(2), P2(x))

musime jesté dopocitat (Py(z), Pa(z)) :

n

(Pa(x), Pa(w)) = > w(wi) - Pa(wi) - Pafwi) =

i=1

=1-22+1- (1) +1- (=2 +1-(-1)* +1-2° = 14,

Diagonalni Gramova matice je tedy ve tvaru:

5 0 0
G=|0 10 O
0 0 14

Dsle potiebujeme uréit vektor b = G~ d :

G =

o ooy
ogl=o
Ao o

[}

Il

—
I
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Pro jednotlivé slozky dostavame:

(Po(z),y) =Y w(@) Polx:) - yi=1-1-0+1-1-34+1-1-4+1-1-2+
=1
+1-1-2,5=34+4+2+25=11,5
(Pi(z),y) = w(@) Pi(zi) yi=1-(-2)-0+1-(=1)-3+1-0-4+1-1-2+
=1

~

+1-2-25=0-3+0+2+5=4

3

(Pa(z),y) =D w(@) - Polw:) - yi=1-2-0+1-(=1)-3+1-(-2) -4+
=1

~

+1-(=1)-241-2-25=-3-8—-2+5=-8

a vysledny vektor d je tedy:
11,5
d= 4
-8

Resen{ soustavy normélnich rovnic je tedy:

0 0 11,5 2,3
b=[0 & 0 |- 4 = 0,4
0o 0 L -8 —0,57143

14

Nyni dosadime do aproximacni funkce, kterd je uréend vztahem (3):

y=2,3-Py(z)+0,4- P () + (—0,57143) - Py(z) =
=2,3-140,4-(x—3)—0,57143 - (> — 62+ 7) =
= —0,5714322 + 3,82857z — 2, 9.
Dostavame predpis y = —0,571432% + 3,82857x — 2,9, ktery je shodny s odhadem v

ptikladu 2 z kapitoly ,,Jednoducha regrese”. Tentokrat jsme tento pfedpis urcili pomoci
ortogonalnich polynomu v souladu s obecnou metodou nejmensich ctverci.



Z.aver

Ve vypracované bakalaiské préci jsme se zabyvali aproximaci dat metodou nejmensich ¢tvercu.
Ukazali jsme pouziti metody nejmensich Ctverci v regresni analyze a déale jsme uk&zali,
jak tato metoda vyuzivd ortogondlnich polynomu k sestaveni odhadu aproximujici funkce.
Vénovali jsme se feSitelnosti soustav ortogonalnich rovnic a dokazali jsme jejich feSeni po-
moci této metody. V posledni kapitole této bakalaiské prace jsme ukazali aplikace metody
nejmensich ¢tverci na vybranych pifkladech ze soucasné ekonomické situace. Reseni téchto
piikladu jsme podrobné popsali a dolozili jsme je odpovidajicimi grafy. Nalezli bychom i dalsi
obory pro aplikace této metody, ale takové ivahy by prevySovaly ramec této bakalarské prace.
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