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UVvOD

Bakalatskou praci na téma Optimalizace (Glohy na extrémy) jsem si vybral, protoze
svym obsahem spadd do matematické analyzy, kterou povazuji za velice atraktivni

matematickou disciplinu, zejména potom diferencialni pocet.

Pribéh funkce a vySetiovani extrémt funkci jsou povazovadny za jedny

muzeme vyuzit i v béZném zivote.

Samotné téma optimalizace je velice rozséhlé, proto jsem se ve své praci zaméfil
pouze na optimalizani extremalni slovni ulohy. Z hlediska charakteru se rozliSuji
problémy statické a dynamické optimalizace. Optimalizacnich metod a problému
existuje nepfeberné mnozstvi, at’ uz se jednd o problémy kombinatorické, diskrétni,
line4rni nebo celociselné optimalizace. Ovladani a uméni fesit optimalizacni problém,
patii dnes mezi schopnosti uspésného pocitacového programétora. Optimalizacni
metody Vv soucasnosti hojné vyuzivaji velké finan¢ni korporace za uc¢elem minimalizace

nakladu a maximalizace vlastnich zisku.

Cilem mé bakalarské prace bylo seznamit ¢tenaie se zakladnimi pojmy a postupy
k Gspésnému feSeni uloh, vnichz se vyuziva vySetfovani extrému funkci jedné
proménné. Déle jsem se pokusil sestavit sbirku vzorové vyfeSenych Uloh v rdmci
daného tématu. Sbirka také obsahuje rtzné typy piikladi k samostatnému feSeni.
U nékterych uloh je uveden spravny vysledek pro kontrolu feSeni. Od ¢tenate této prace
se oCekavaji zékladni znalosti z diferencialniho poctu, jde zejména o pojmy derivace,

limita a dalsi, které nebudou blize vysvétleny.

V prvni kapitole se Ctenaf seznami s pojmem spojité funkce a také s tzv. vétami
0 spojitych funkcich, tzn. 1. a 2. Weierstrassova véta a Bolzanova mezihodnotova véta,

které maji vyznam pro vySetfovani extrému funkei.

Druhd kapitola se vénuje pojmu monoténnost. Jsou zde zminény podminky,
za kterych je funkce monotdnni. Vlastnosti monotonnich funkei se vyuZziva pii hledani

extrému funkci.



Ttreti a Ctvrtd kapitola se vénuji pojmim jako lokalni extrém, globalni (absolutni)
extrém, stacionarni bod, nutnd podminka existence lokalniho extrému a postacujici

podminka existence lokalniho extrému.

Posledni kapitola je vénovana aplikaci vySetfovani extrémi v praktickych slovnich
ulohach (zejména v geometrickych, ale také ve fyzikalnich a ostatnich druzich uloh).
Tato kapitola ma Ctyfi stézejni Casti: navod, jak postupovat pii feSeni téchto slovnich
uloh, sbirku feSenych slovnich uloh, sbirku nefeSenych slovnich tloh s uvedenym

vysledkem a sbirku nefesenych slovnich tloh bez uvedeného vysledku.



1 SPOJITOST FUNKCE

1.1 Definice spojité funkce

DEFINICE 1.1: Funkce f je vbodé aeR spojitd, pravé kdyz existuje lim f (x) a

X—a

plati: lim f (x)= f (a)(Vosicky, 2007, s. 169).

X—a

DEFINICE 1.2: Funkci f nazyvame spojitou zprava, resp. zleva, v bodé¢ a, jestlize

lim f (x)=f(a), resp. lim f (x)= f(a)(Laitochovd, 2007, s. 29).

x—a*

Geometricky spojitost funkce f vbodé a€R mj. znamena, Ze graf funkce f je
vbodé x=a ,nepieruseny®, tzn. obsahuje bod [a; f (a)]. Lze dokéazat, Zze vSechny

elementarni funkce (napf. polynomicka, logaritmickd, exponencidlni, mocninna,
goniometrickd) jsou spojité v bodech, které patii s ptisluSnym okolim do jejich

defini¢niho oboru (Vosicky, 2007, s. 169).
Plati:

1) Je-li funkce f vbodé a spojitaa f (a) je jeji funkéni hodnota v tom bodé, pak

limf (x)=f(a).

2) Je-li funkce u=g(x) spojitd v bod¢ a, tj. IXingg(x)zg(a) a funkce y=f (u)

spojitd vbodé g(a), tj. limf(u)="f[g(a)] pak existuje limf[g(x)] a

platiz lim £ [g(x)]= f | limg(x) | = f [g(a)]

X—a

DEFINICE 1.3: Funkce se nazyva nespojita v bodé a, neni-li v ném definovana, nebo
vV tom bodé¢ nema limitu, nebo se Vtom bod¢ jeji limita nerovna funkéni hodnoté

(Laitochova, 2007, s. 30).




1.2 Véty o spojitych funkcich

VETA 1.1: 1. Weierstrassova véta

Je-li funkce f(X) spojita na uzavieném intervalu (a,b), pak je na ném ohrani¢ena

(Laitochova, 2007, s. 31).

VETA 1.2: 2. Weierstrassova véta

Je-li funkce f(x) spojitd na uzavieném intervalu (a,b), pak v ném nabyva (alespon

V jednom bod¢€) své nejmensi a nejvetsi hodnoty (Laitochova, 2007, s. 32).
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Obr. 1.1 (Laitochova, 2007, s. 31)

VETA 1.3: Bolzanova mezihodnotova véta
Funkce f(X) spojitd na uzavieném intervalu (a,b) nabyva viech hodnot mezi f(a) a
f(b), kde f(a)# f(b). Specialng, je-li f(a)f(b)O0, pak existuje alespoti jedno ¢islo

£e(a,b) tak, ze f(£)=0 (Laitochova, 2007, s. 32).
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Obr. 1.2 (Laitochova, 2007, s. 32)

VETA 1.4: Necht funkce f(X) je spojitd v uzavfeném intervalu (a,b). Pak nabyvé

kazdé hodnoty mezi svym absolutnim minimem a absolutnim maximem

(Laitochova, 2007, s. 32).




2 MONOTONNOST

Monotdnnost je vlastnost funkce, metodami matematické analyzy lze urcit intervaly,
Vv nichZ je funkce konstantni, rostouci, resp. klesajici pfip. nerostouci resp. neklesajici a
stanovit jeji extrémy. Nejlépe jde tato vlastnost vyc€ist z grafu, jestlize mate pocit, Ze

graf klesa, jedna se o funkci klesajici, roste-1i funkce, je to funkce rostouci.

2.1 Podminky monotéonnosti

Postacujici podminku ryzi monotonnosti funkce na intervalu udava véta:

VETA 2.1: Necht ma funkce f na otevieném intervalu (a;b) vlastni derivaci. Pak

plati:

1. Funkce f je neklesajici na (@;b) pravé tehdy, kdyz f'(x)>0 na (a;b).

2. Funkce f je rostouci na (a;b) pravé tehdy, kdyz f'(x)>0 na (a;b), pficemz
rovnost f'(x)=0 neplati na Zzadném podintervalu intervalu (a,b)

(Vosicky, 2007, s. 172).
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Funkce f roste naintervalech: (X, X,), (X;,X,), (X, X;) aklesa na intervalech

(a,x1>, <X2’X3>’ <X4’X5>1 <X6,b>-

POZNAMKA 2.1: Platnost predchozi véty lze rozsifit na interval (a; b> libovolného
typu. Staci piedpokladat, ze f je spojita na (a;b) a f' existuje uvnitf (a;b). Véta
dokonce plati, i kdyz f ma nékde nevlastni derivaci, pokud se predpoklada, ze je f

spojita.

PRIKLAD 2.1: Uréete intervaly monotonnosti funkce f :y=x®+3x?—9x.

RESENI:

Nejprve vypocitame prvni derivaci zadané funkce:
f'(x)=3x"+6x-9.

Potom funkci upravime a zjednodusime:
f'(x)=x"+2x-3.

Nyni zjistime intervaly, ve kterych je tato derivace kladna resp. zaporna. Resime

nerovnici pomoci metody nulovych bodii (jedna se o spojitou funkci).

Zjistime kofeny rovnice:

x?+2x—3=0.
—2+4+12
X1,2=f
_2+4
2 2
x =1
X, =—3

11




Nulovymi body jsou 1 a -3, ztoho nam vzniknou tfi intervaly
(—oo;—3), (—3;1), (:L'oo).

Vintervalu (—o0;-3) je derivace kladna, to ovéfime dosazenim napf. Xx=-5 do prvni

derivace.
f'(-5)=36>0
Funkce f je tedy v intervalu (—oo;—3) rostouci.

Vintervalu (-3;1) je derivace je zdporna, to ovéfime dosazenim Xx=0 do prvni

derivace.
f'(0)=-9<0

Funkce f je tedy v intervalu (—3;1) klesajici.

V intervalu (1; oo) je derivace kladna, to ovéfime dosazenim X =3 do prvni derivace.
f'(3)=36>0

Funkce f je tedy v intervalu (1;00) rostouci.

ZAVER: Funkce f:y=x*+3x’-9x je rostouci vintervalech (—0;-3) a (L),

klesajici v intervalu (-3;1).

fostonc] Flesajiel

L L L L L L L L
-4 -3 -1 -1 1 2 3 4

Obr. 2.2 (vlastni zpracovani, 2014)
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Z véty 2.1 vyplyva jednoduché postacujici podminka pro monoténnost funkce na

intervalu (a,b).

VETA 2.2: Necht’ funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a; b) a ma v kazdém

bod& x e(a;b) derivaci f'(x). Pak plati:
Je-li f (X) >0 pro kazdé X e (a;b) , Je funkce f rostoucina (a;b).
Je-li f'(x)<0 pro kazdé xe(a;b), je funkce f Kklesajici na (a;b)

(Vosicky, 2007, s. 172).

POZNAMKA 2.2: Obracena véta k vété 2.2 neplati. Je-li funkce v bodé X rostouci a

existuje-li v tomto bod¢ derivace f'(x), pak nemusi jest& platit nerovnost f'(x)>0

(Jirasek a kolektiv, 1981, s. 473).

CVICENI 2.1: Uréete intervaly monotonnosti funkei:

a) y=3x*-8x>-48x’
[rostouci v (=2;0), <4;oo), Klesajici v (—oo; —2>, (0; 4)]
b) y=5x®-6x>-15x*

[rostouciv (~1;0), (2;00), klesajici (—oo;—1), <O;2>]
c) y=x+1
X

[rostouciv (—o01—1), (L;00), Klesajici (—1;0), (0;1)]

13




9 y= 1—x?
[ rostouci v (—o0;-1), (-11), (Lo)]
6 y=-X
Jx
[rostouci % (O; e2> , klesajici v <e2 ; oo)}
f) y=cos 2x,xe —%%)

rostouci v (—%;0>, Klesajici <O%J v bodé 0 lokalni maximum 1}

14



3 LOKALNI EXTREMY

Rozlisujeme lokalni extrémy, kdy vySetiujeme nejvétsi a nejmensi hodnoty funkce v
,malém® (pfedem neurCeném) okoli posuzovaného bodu, a globalni extrémy, kdy

hledame extremalni hodnoty na pfedem dané mnozing.

3.1 Definice lokalnich extrému

Dusledkem véty 2.1 je nutna podminka pro lokalni extrémy spojité funkce na

otevieném intervalu (a; b). Lokalni extrém muze nastat jen v téch bodech, kde je te¢na
rovnobézna s osou X (tedy f (X) =0, nebo v bodech, pro které graf funkce te¢nu nema

(f'(x) neexistuje). Druh extrému urduje postadujici podminka existence lokalniho

extrému.

VETA 3.1: Necht funkce f je v bodé X, spojitd a ma v okoli X, derivaci (pfi¢emz v

X, derivace existovat miize, ale nemusi). Pak:

1. Funkce f mav X, ostré lokdlni maximum, je-li pro x<x, f'(x)<0 apro x>x,
f'(x)>0.

2. Funkce f mév X, ostré lokdlni minimum, je-li pro x<x, f'(x)>0 apro x> x,
f'(x)<0.

3. Jestlize funkce f(X) neméniv X, znaménko, nema funkce f v X, extrém.

POZNAMKA 3.1: Vyraz ostry lokalni extrém jesté nutné neznamena, e funkce f (X)
ma v daném bod¢€ jakysi ,,hrot*. Vyrazu ostry lokélni extrém vyuzivame k rozliseni od
piipadii, kdy Vv jakkoli malém okoli bodu x, plati f(x)=f(x,) také pro n&ktera

X # X, (Knichal a kolektiv, 1965, s. 431).
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3.2 Nutna podminka existence lokalniho extrému

VETA 3.2: (Nutnd podminka existence lokalniho extrému). Ma-li funkce f (x) v bod&

X, lokdlni extrém a existuje-li Vtomto bod¢ derivace f'(x,), plati f'(x,)=0

(Knichal a kolektiv, 1965, s. 431).

DUKAZ: viz Knichal a kolektiv, 1965, s. 431

3.2.1 Stacionarni bod

Pfi vySetfovani lokalnich extrémt budeme postupovat nasledujicim zplisobem. Ze
zjisténi, ze f'(X)=0 nutn& nevyplyva, ze funkce ma v bod¢ X, lokélni extrém. Ov§em

urceni prvni derivace je prvnim krokem k nalezeni lokalnich extrémi.

Ma-li funkce y = f (X) vbod¢ x, derivaci aje-li f'(x)=0, pak bod X, nazyvame
nulovym bodem prvni derivace nebo také staciondrnim bodem funkce f. Ty to
stacionarni body jsou feSenim rovnice f (X) =0. V téchto bodech mize, ale nemusi

mit funkce lokalni extrémy. Tyto body jsou pouze ,,podezielé z extrémi*.

DEFINICE 3.1: Necht funkce f md vbodé x, eR derivaci f'(x). Body, pro které

plati f'(x)=0 nazveme stacionarni body.

Bylo by jist¢ nepraktické, kdybychom lokalni extrémy vySetfovali pomoci
funkénich hodnot v jejich ryzim okoli. Ptesto je to moZné, pokud si uvédomime vazbu

na rast a klesani funkce a tim padem i na znaménko prvni derivace (tj. sgn f (X))

Velky pozor si ovSem musime dat na body, ve kterych prvni derivace neexistuje. I to

jsou potencialni adepti na extrém (Ustav matematiky FSI VUT Brno, 2014, [online]).

16




PRIKLAD 3.1: Uréete lokalni extrémy funkce:

a) f:y=
Prvni derivace funkce f :

2X(1-x)+x*  2x—2x* + X? _ xt-2x

(L-x)’ (L-x)’ (x-1)°

f'(x)=

Nutna podminka pro extrém je splnéna pro:

f'(x)=0

Odtud dostaneme:

—Xx*+2x=0
—Xx(x-2)=0
X, =0
X, =2

Jelikoz pro x<0 je f'(x)>0 (funkce klesd) a pro x>0 je f'(x)<0 (funkce
roste), méni prvni derivace v bodé¢ X =0 znaménko a funkce ma v bodé¢ Xx=0 ostré
lokalni minimum.

Jelikoz pro x<2 je f'(x)<O0 (funkce klesd) a pro x>2 je f'(x)>0 (funkce

roste), méni prvni derivace v bodé¢ X =2 znaménko a funkce ma v bodé X =2 ostré

lokalni maximum.

17
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-4 -1 2 4
lokilni ofinimum

lokilni maximum

TS

Obr. 3.1 (vlastni zpracovani, 2014)

b) f:y=3x’-1
Prvni derivace funkce f :
f'(x)=9x*

Nutna podminka pro extrém je splnéna pro:

Odtud dostaneme:

Jelikoz funkce ma pro Xx<O0 i pro x>0 stejnou hodnotu, prvni derivace
f (X) >0, neni splnéna postacujici podminka pro extrém a funkce v bod¢ x=0

extrém nema.

18
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Obr. 3.2 (vlastni pracovani, 2014)

3.3 Postacujici podminka existence lokdlniho extrému

V praxi se cCasto vyuziva kuréeni extrému tzv. druhd véta o postacujicich

podminkach pro lokalni extrémy.

VETA 3.3: (Postatujici podminka existence lokalniho extrému). Ma-li funkce f (x)

v bodé& X, hodnotu derivace f'(x,)=0 a existuje-li druha derivace f "(X,), pak:

1. Je-li f"(x,)>0, mafunkce f vbod& X, lokalni minimum.
2. Je-li f"(x,)<0, méfunkce f vbod& X, lokdlni minimum.

3. Je-li f"(x,)=0, nelze o existenci extrému rozhodnout pomoci druhé derivace

(Knichal a kolektiv, 1965, s. 436).

DUKAZ: viz (Knichal a kolektiv, 1965, s. 436).

PRIKLAD 3.2: Uréete lokalni extrémy funkce f:y= (X2 —1)2

Prvni derivace funkce f :
f'(x) =4x-(x2 —1)

19




Nutna podminka pro extrém je splnéna pro:

f'(x)=0
4x-(x2—1):0

Odtud dostaneme:

Druhé derivace funkce f :

Plati:

f"(x)=12x*-4

f (O) =12-0—-4=-4<0...funkce ma v bodé¢ Xx=0 lokdlni maximum
f "(—1) =12-1-4=8>0...funkce ma v bodé X =-1 lokdlni minimum

f" (1) =12-1-4=8>0...funkce ma v bodé X=-1 lokalni minimum

lokilnt ofaximum

AN

-1 L1
lokilnd minimum lokilnd minimum

-1}

Obr. 3.3 (vlastni zpracovani, 2014)

20



CVICENI 3.1: Uréete lokalni extrémy funkci:

a) y=2x"-x’
[loké&Ini minimum y =0 v bod& x = 0, lokalni maximumy =1 v bodech x = +1]
b) y=(x —1)3

[nemé lokalni extrémy |

[Iokélni minimum y =0 v bodé x =1, lokalni maximumy = iz =0,541v bod¢
e

x=g’= 7,389]

21




4 GLOBALNI EXTREMY

Kromé¢ lokélnich extrémii jsou dulezité pfi studiu pribehu funkce extrémy funkce
Vjejim definicnim oboru, popf. néjaké jeho podmnoziné. Lokalni maximum, resp.
lokalni minimum, kterych funkce nabyva Vv jistém uzavieném intervalu, nemusi byt

vzdy nejvetsi, resp. nejmensi hodnotu funkce v tomto intervalu.

4.1 Definice globalnich extrémiu

DEFINICE 4.1: Funkce f ma vbodé¢ X,eM c D(f) minimum na mnoziné M ,
jestlize pro vSechna xeM je f(x)>f(x,). Funkce f mé vbodé x, €M < D(f)
maximum na mnoziné M, jestlize pro viechna xe M je f(x)< f(x,). Mé-li funkce
f vbodé x, minimum, resp. maximum na mnoziné D( f ), fikame téz, Ze ma v bodé

X, globalni maximum, resp. globalni minimum (Riecan, 1987, s. 48).

VETA 4.1: Necht funkce f md na intervalu (a,b) spojitou derivaci a x, €(a,b) je
jediny bod ve kterém f'(x,)=0. Ma-li f vbod& X, lokdlni minimum, pak méa v bod¢
X, minimum na mnozin& (a,b). Ma-li f vbod¢ X, lokalni maximum, pak ma v bod&

X, maximum na mnoziné (a,b) (Riecan, 1987, s. 49).

DUKAZ: viz Rietan, 1987, s. 49

VETA 4.2: Spojitd funkce f ma v intervalu (a;b) globalni (absolutni) extrém v bodg
X, prave tehdy, je-li x, bodem, v némz nastava lokalni extrém nebo krajnim bodem
intervalu (a; b). Globalni extrémy uré¢ime porovnanim hodnot f (a), f (b) a funkenich
hodnot  f(x,) vbodech x,, ve kterych ma funkce lokalni extrémy

(Vosicky, 2007, s. 174).
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PRIKLAD 4.1: Najdéte globalni a lokalni extrémy funkce f:y=x*-3x+20 v

intervalu(-3;3).

Vypocitame prvni derivaci funkce f :
f'(x)=3x*-3

Zjistime stacionarni body tak, ze polozime prvni derivaci rovnu nule:

Zjistime, ze v bodé¢ X =-1 nabyva funkce lokalniho maxima,
f(-1)=22
aVvbod¢ x=1 nabyva funkce lokalniho minima,
f(1)=18

Dale zjistime, jakych hodnot nabyva funkce v krajnich bodech intervalu:

Porovnanim funkénich hodnot nalezneme globalni maximum a minimum funkce:
f (—3):2< f (1):18< f (—1):22< f (3):38

Funkce f nabyva v bodé¢ X =-3 globalniho minima, v bodé¢ X =3 globalniho maxima,

VvV bodé X =-1 lokalniho maxima a v bodé X =1 lokdlniho minima.
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Elobalnd manimem

lokilni maximum

loddlnd minimum

globéln minimum

L 1 L
-3 -1 1

Obr. 4.1 (vlastni zpracovani, 2014)

CVICENI 4.1: Najdéte globalni extrémy funkci:

a) y=x’—3x+4 naintervalu (0,2)
s 7 .. 3 o . y
globalni minimumy = 2 v bodé x = > globalni maximumy =4 v bodé x =0

b) y=2x*-3x*-12x naintervalu (0,3)
[globélni minimum y =—20 v bodg x = 2, globalni maximumy =0 v bod& x = 0]
c) y=x’-3x+4 naintervalu (2,3)

[nemé globalni extrémy |
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5 OPTIMALIZACNI ULOHY

~Matematickda uloha optimalizace je snahou o nalezeni takovych hodnot

proménnych, pro které danda cilova ci ucelova funkce nabyva minimalni nebo maximalni

hodnoty. Mnoho teoretickych uloh i uloh z realného svéta vede na resSeni ulohy

optimalizace. Casto se vyskytuje pri modelovani fyzikalnich jevii, kde ctlova funkce f

ma vyznam energie fyzikdalniho systému, ktera md v rovnovazném stavu systému byt

minimalni® (Wikipedia: the free encyclopedia, 2013, [online]).

5.1 Slovni ulohy na extrémy

Slovni ulohy na extrémy se zabyvaji problémy urcit absolutni extrém funkce jedné

proménné na ur¢itém intervalu, na kterém je funkce spojitd a ma uvnitf celého intervalu

derivaci (Vosicky, 2007, s. 176).

Pii fe$eni slovnich uloh:

1. Nejprve pteformulujeme na ulohu hledani globalniho extrému néjaké funkce

na urcéité mnoziné.

2. Dale vyfeSime matematickou tlohu.

a.
b.
C.
d.

Volba proménné a urceni jejiho oboru.
Vyjadieni extremalizované veliiny jako funkce zvolené proménné.
VySetteni extrému funkce v daném oboru.

Kontrola, zda se jedna o poZadovany extrém.

3. Nakonec vysledek interpretujeme v plivodni tiloze.
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5.2 Shirka reSenych uloh

5.2.1 Ulohy z geometrie

5.2.1.1 Ulohy s rovinnymi utvary

PRIKLAD 5.1: Najdéte pravouhelnik, ktery ma pii daném obvodu maximalni obsah
(Riecan, 1987, s. 51).

RESENI:

Ay a E
Obr. 5.1 (tahaky.lam.cz, 2014, [online])

Vzorec pro vypocet obsahu pravotuhelnika:
S=a-b
Vzorec pro vypocet obvodu pravothelnika:
o=2a+2b
Ze vzorce pro obvod pravouhelnika si vyjadiime vztah pro vypocet napf. strany a:

a=0_2b=9—b
2 2

Tento vztah dosadime do vzorce pro obsah:

S=(9—bj-b=°—b—b2
2 2

Ziskanou funkci zderivujeme:

S'(b)=%—2b

Vysledek poloZime roven nule, abychom ziskali bod (y) podezielé z extrému:
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5'(b)=0

9 2p=0
2
2h="2
2
h=2
4

Pomoci druhé derivace zkontrolujeme, zda se opravdu jedna o maximum:
$"(b)=-2 < 0= maximum

Na zavér dosadime hodnotu b do vzorce a ur¢ime velikost strany a:

ZAVER: Maximalni obsah pii daném obvodu ma pravouhelnik o rozmérech a=— a

o
4

0 y
b= Z tzn. étverec.

PRIKLAD 5.2: Do kruhu o poloméru r vepiste pravothelnik maximalniho obsahu
(Hruby a Kubat, 2001, s. 141).

RESENI:

Obr. 5.2 (vlastni zpracovani, 2014)

Vzorec pro vypocet obsahu pravotuhelnika:

S=a-b
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Za pomoci Pythagorovy véty si ur¢ime vztah pro vypocet uhlopticky pravouhelnika:
4r* =a’ +b?

Z daného vztahu si vyjadiime stranu a:
a=+/4r’ —p?

Tu dosadime do vzorce pro vypocet obsahu pravouhelnika:

S=a-h=b\4r?—b? = \/4r’? —b*
Ziskali jsme funkci S, kterou derivujeme podle proménné b :

S'(b):%(4r2b2—b4) 2.(8br® —4b*)

1
Ziskanou funkci derivujeme a nasledné pokladdme rovnu nule a feSime ziskanou rovnici
s cilem ur¢it stacionarni body funkce S .

5'(b)=0

%(4r2b2 —b“)_; -(80or* —4b®) =0

8br® —4b* o

4r?b? —b*

8br® —4b* =0
4b°® =8br?
b*=2r

b=r\/§

Na zavér je potieba ovéfit, zdali funkce S (b) nabyva v tomto bod¢ svého maxima.

Pro 0<b<r2 plati:

(4r?p? —b“); (80r*—4b*)>0=5"(b)>0

N |

apro V2 <b<2r plati:

%-(4r2b2 —b“); (80r* —4p®)<0=>5"(b) <0

Funkce S(b) nabyva v bodé b=r«2 svého maxima.

Dosadime hodnotu b do vztahu pro stranu a pravouthelnika:
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a=+/4r2 —p? =J4r2 —2r? =\J2r2 =r{2
ZAVER: Pravouhelnik maximalniho obsahu ziskame, pokud bude mit rozméry

a=r+2 ab=r«2, tzn. étverec.

PRIKLAD 5.3: Do elipsy 4x*+9y®=36 vepiste obdélnik maximalniho obsahu.
Urcete jeho rozméry (Petdkova, 1998, s. 161).

RESENI:

Obr. 5.3 (vlastni zpracovani, 2014)

Bod Z ma soufadnice:

Obsah obdélniku ur¢ime jako:

Bod Z lezi na elipse, ur¢ime y-ovou soutadnici z rovnice elipsy:

Ax* +9y* =36
9y? =36—4x*
4x?
2 =4__
y 9

NG
- /4__
y 9
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Dale vyjadiime obsah vepsaného obdélniku jako funkci jedné proménné:

2
sz4x,/4—4i
9

Funkci S derivujeme podle proménné X :

2
9(4_4;(}4)(2 36-8x>  144-32x’
4. _4 —-8x*  144-32x

2 - 2 2
9\/4_4X 9\/4_4x 9\/ 4
9 9 9

Ur¢ime stacionarni body funkce S tak, ze polozime prvni derivaci rovnu nule:

S'(x)=0
_ 2
144 32X2 0
94—
9
144-32x* =0
32x* =144
x% = 9
2
3
2
Upravime:
o3 N2 32
2 {2 2
Na zavér je potieba ovéfit, zdali funkce S(x) nabyvé v tomto bodg svého maxima.
Pro 0<x< % plati:
any?
M9 0= 5(x)>0
9, |a-
9

W2

apro T< X <3 plati:
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144 -32x°

2
9, [a— "
9

<0=S"(x)<0

Funkce S (X) nabyva v bod¢ x = % svého maxima.

Dosadime hodnotu x do vztahu y-ovou soufadnici:

49

= /4___

y 92

36

= |4-22

y 18
_ 2

ZAVER: Idealni rozméry obdélnika jsou X = 2¥ =3J2 ay=22.

PRIKLAD 5.4: Na biehu feky tieba oplotit zahradu obdéInikového tvaru (jednu stranu
obdélniku tvoii feka) pletivem dlouhym | =800 m. Jaké rozméry musi mit zahrada, aby

ji vyméra byla maximalni (Priklady.eu, 2014, [online])?

RESENI:

feka

800-2x

Obr. 5.4 (vlastni zpracovani, 2014)

Nejprve si vyjadiime jednotlivé strany zahrady:

Strana a:

Strana b :
800—2x
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Vzorec pro obsah zahrady, do kterého dosadime za jednotlivé strany:
S =a-b=x-(800-2x)=800x—2x>
Vypocitame prvni derivaci podle X :
S (X) =800—-4x
Ur¢ime stacionarni body funkce S tak, ze polozime prvni derivaci rovnu nule:
S'(x)=0
800-4x=0
4x =800
X =200
Vypocitame druhou derivaci podle X, abychom zjistili, zda se jednd o pozadovany
extrém:
$"(x)=—4<0=maximum
Dosadime hodnotu X do vztahu pro stranu b :
800—2x =800—-400 =400
ZAVER: Zahradu s maximalni vymérou ziskame, pokud budou jeji rozméry
200 m x 400 m.

PRIKLAD 5.5: Z desky tvaru ostrouhlého trojuhelniku, jehoZ jedna strana ma délku a,
vySka k této strané je V, mé byt vyfiznuta obdélnikova deska, pfi¢emZ jedna strana
obdélniku ma byt ¢asti dané strany trojihelniku. Urcete rozméry obdélniku tak, aby

jeho obsah byl maximalni (Busek, 1999, s. 585).

RESENI:

A K X Cq L B

Obr. 5.5 (vlastni zpracovani, 2014)
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Obsah obd¢lniku:
S=x-y
Trojuhelniky NMC a ABC jsou podobné, z toho vyplyva:

xX_v-y

Vyjadiime si vztah pro X:

Upravime:

Vypocitame prvni derivaci funkce S podle proménné vy :
2ay
S'(y)=a——
(y)=a-—
Urcime stacionarni body tim, Ze polozime prvni derivaci rovnu nule:
S'(y)=0
2ay

a-=2 -0
Vv

av—2ay =0
2ay = av

VZE

Pomoci druhé derivace zkontrolujeme, zda se jedna o maximum.

S"(y)= —% < 0= maximum

Dosadime hodnotu y do vzorce pro vySku a vypocitame jeji velikost.

v
V_i
2
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ZAVER: Obdélnik maximalniho obsahu ziskame pro x = % ay= % .

5.2.1.2 Ulohy s prostorovymi iitvary

PRIKLAD 5.6: Najdéte pravidelny &tyiboky hranol, ktery mé pii daném povrchu
maximalni objem (Hruby a Kubat, 2001, s. 138).

RESENI:

Obr. 5.6 (vlastni zpracovani, 2014)

Povrch pravidelného Etyrbokého hranolu:
S =2a’+4av,
Z tohoto vzorce si vyjadiime vySku V.

S-2a®
4a

V=

Objem pravidelného ¢tyrbokého hranolu:

V=a’v,
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do tohoto vzorce dosadime vysku Vv, kterou jsme si jiz vyjadfili.

V_az‘S—Zaz_aS—Za _as &

4a 4 4 2

Vypocitame prvni derivaci funkce V , podle proménné a

, S 3a?
(@)-5-%-
4 2
prvni derivaci polozime rovnu nule a nalezneme stacionarni body.
V'(a)=0

s %,
4 2

Pomoci druhé derivace zkontrolujeme, zda se jedna o maximum.

V*"(a)=-3a

V" § :—3\/§<O: maximum
6 6

Dosadime hodnotu a do vzorce pro vysku a vypocitame jeji velikost.

S S 2S
- a2 82— S—— ? S\/_

R

o . . S
ZAVER: Idealni rozméry pravidelného ¢tyfbokého hranolu jsou v=a= \/% , Z ¢eho

vyplyva, ze se jedna o krychli.
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PRIKLAD 5.7: Uréete takové rozméry odkrytého bazénu (se &tvercovou podstavou)

0 objemu V =32 m®, aby na obloZeni jeho &étyf boc¢nich stén a dna se spotfebovalo

nejméné materidlu (Jirdsek a kolektiv, 1981, s. 528).

RESENI:

e e e, = = = =
=

Lo ____1 o

Obr. 5.7 (vlastni zpracovani, 2014)

Povrch pravidelného ¢tyifbokého hranolu s jednou podstavou:
S =a’+4av
Objem bazénu a vzorec pro jeho vypocet:
V=32m’=a’v,
z piedeslého vzorce si vyjadiime vztah pro vySku V.
y=32
a2
Vztah pro vySku v dosadime do vzorce pro vypocet povrchu pravidelného ¢tytbokého
hranolu.

S =a’ +4a-3—§=a2+@
a a

Vypocitame prvni derivaci funkce S, podle proménné a

S'(a)=2a-

a?’
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prvni derivaci polozime rovnu nule a nalezneme stacionarni body.
S'(a)=0
2a- g =0

a

128
e
a®=64
a=4m

2a

Pomoci druhé derivace zkontrolujeme, zda se jedna o minimum.

5"(a) =247

814):2+g§§:6>0:3nﬂmmum
64

Dosadime hodnotu a do vzorce pro vysku a vypocitame jeji velikost.
a~ 16
ZAVER: Abychom na stavbu bazénu o objemu 32 m*® pouzili co nejmensi mnoZstvi

materialu, musel by tento bazén mit rozméry 4 m x 4 m x 2m.

PRIKLAD 5.8: Najdéte valec, ktery ma pfi daném povrchu maximélni objem
(Hruby a Kubat, 2001, s. 141).

RESENI:

Obr. 5.8 (vlastni zpracovani, 2014)
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Vzorec pro vypocet povrchu rota¢niho valce:
S=2xr-(r+v)=2zr*+27rv,

Z tohoto vzorce si vyjadiime vysku V:
S—2zxr?
V=——7-—7-—.
2zr
Vzorec pro vypocet objemu rotacniho valce:
V =zr?v,
Do tohoto vzorce dosadime za vysku Vv, kterou jsme si vyjadfili ze vzorce pro objem:

_ﬁrz_S—Zm’2 —r-S_ZErZ _E_
2rr 2 2

3

V zre,

dostavame funkci pro objem V | kterou budeme derivovat podle proménné r :

V‘(r):%—?,;zr2

Dale musime zderivovanou funkci poloZit rovnu nule a nalézt stacionarni bod (y):

V'(r)=0
§—37zr2 =0
2

6zr?=S

S
r= |—
\I6ﬂ'

VyuZijeme druhé derivace, abychom zjistili, zda se jedna o pozadované maximum:

V*(r)=—6zr

V" i =—67z"/i < 0= maximum
6r 6r

Dosadime do vzorce pro vysku a urc¢ime jeji velikost:

S S
S—oart ST 3

2 - ]
7t or. /i o /5
6r 6r
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nakonec vysledek jesté upravime:

S S S|S S |[S 2/S
S S S S 1 67
2m | | 2m— 2
671 677 6r 3 3

ZAVER: Vilec maximalniho objemu pii daném povrchu ziskame, bude-li platit vztah

r=2v.

PRIKLAD 5.9: Najdéte kuzel, ktery ma pti daném povrchu maximalni objem (Hruby a
Kubat, 2001, s. 141).

RESENI:

Obr. 5.9 (absolventi.gymcheb.cz, 2008, [online])

VyuZijeme vzorce pro vypocet povrchu rota¢niho kuzele:
S=xr-(r+s),
dale budeme také potiebovat vzorec pro objem rotaéniho kuzele:
V= 1 rev
3
Za pomoci znalosti Pythagorovy véty si vyjadiime vztah pro velikost strany kuZzele S:

s?=vi4r?
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tento vztah posléze dosadime do vzorce pro povrch:
S=zxr-(r+s)
S =7xr? +7rs
S =71+ zrJv? +r?

Ziskanou rovnici upravime tak, abychom ziskali vztah pro velikost vysky rotacniho

kuzelu:
S—r?=arJv?i +r?
S—7xr?
=V +r?

wr
82—28721'24-7[2['4 2 2
7 =V +Tr
Tr
SZ_ZSﬂr2+7Z'2r4 2 2
> —-r=v
wr
S?-2Sxar®+xr* —x°r! o2
2.2 =V
wr
S?—-2Sxr?

7[2 r 2
Pokud dosadime vztah pro velikost vysky do vzorce pro objem, ziskavame funkci,

kterou jsme schopni derivovat a nasledn¢ urcit jeji extrém:
1
V =Z7r?y
3

2 2
v L o [s°=2sar
3
v

7r?
1, |S*-2Sxr’
==nxr J— ,
3 zr
% :%rx/S2 —2Sxr?
1 2,2 4
V =Z4S%? -2Sxr
3
dostali jsme funkci V , kterou budeme derivovat podle proménné r:
1 L
V'(r)==(S**-2Sxr") 2(2S°r -8Szr®
(-4 ) )
Dale poloZime prvni derivaci rovnu nule, za G€¢elem nalezeni stacionarnich bodu:

V'(r)=0,



a vyreSime rovnici:

1 L

=(s°r*—28zr*) 2-(28%r-8S72r°) =0
6

2S°r—8Sxr?

6+/S°r? —2Sxr’

2S%r—8Sxzr*=0

=0

8Sxr® =2S%r
oS
A

S
r= ,—
4
Na zavér je potieba ovéfit, zdali funkce V (1) nabyva v tomto bodg svého maxima:
/ S ,
pro 0<r <,|— plati:
4r
S :
—>0=V'(r)>0
A

,ai <0=V'(r)<0
A

Funkce V (r) nabyva v bodé r =, ’4i svého maxima.
7T

apro /i<r< fi lati:
A 2 platt

Nakonec dosadime velikost poloméru do vztahu pro vysku a ur¢ime jeji velikost:

er S oS

V= 75 = =
= B B
A dr

ZAVER: Kuzel maximalniho objemu pii daném povrchu ziskame, bude-li polomér

f S . ,28
roven ,|-— avyskarovna ,[—.
Ar V4
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PRIKLAD 5.10: Tvrdy papir tvaru obdélniku mé rozméry 60 cm x 28 cm. V rozich
se odstfihnou stejné Ctverce a zbytek se ohne do tvaru oteviené krabice. Jak dlouhd musi

byt strana odstfizenych ¢tverci, aby objem krabice byl nejvétsi (Knotova, 2006, s. 16)?

RESENI:

28 cm

60 cm :

Obr. 5.10 (vlastni zpracovani, 2014)

Nejprve si vyjadiime jednotlivé strany:

Strana a:

60 —2x
Strana b :

28—2x
Strana ¢ (vyska):

X
Vzorec pro vypocet objemu kvadru:
V=a-b-c

Dale dosadime jednotlivé délky stran do vzorce pro objem a upravime:
V =(60—2x)-(28—2x)-x
V =(1680-120x - 56X + 4x" ) X

V =1680x —120x> —56x> + 4x>
V =4x3-176x° +1680x

Ziskali jsme funkci, kterou zderivujeme dle proménné X:

V'(x)=12x* —352x +1680
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Polozime rovno nule, abychom ur¢ili stacionarni body:
V'(x)=0
12x* —352x+1680 =0
3x* —88x+420=0
88+ J7744—-4.3.420 _ 88+52

2 6 6
88+52 140 70
6 6 3
88-52 36
X2= =—:6
6 6

Pomoci druhé derivace ur¢ime charakter extrému:
\Y; (x) =24x-352

V "(Ejz24-m:$:560>0: minimum

3 3
V "(6)=24-6—352=144-352 =—-208 < 0 = maximum
ZAVER: Abychom ziskali nejvétsi objem, musi byt strana odstizenych étvercti dlouha

6 cm.

PRIKLAD 5.11: Nahofe oteviena nadoba tvaru véalce ma objem V = 3140 cm®. Urdete
rozmeéry valce (r,v) tak, aby na vytvofeni této nddoby se minulo nejméné materidlu

(Priklady.eu, 2014, [online]).

RESENI:

Obr. 5.11 (vlastni zpracovani, 2014)
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Vzorec pro vypocet objemu rota¢niho valce:
V =zrv,
do vzorce dosadime hodnotu pro objem, ktera je znama:
3140 = zr?v,
a Z tohoto vzorce si potom vyjadiime vysku:

3140
V=

r?

Vzorec pro vypocet povrchu rota¢niho valce:

S =7xr’+2xrv,
do tohoto vzorce dosadime za vysku, kterou jsme si jiz vyjadiili:
3140 _ 2. 6280

2

S=ar’>+2xrv=rr’+2ar-

wr r
Funkci S zderivujeme podle proménné r:
S(r)2mr O

polozime rovno nule a vyfesime rovnici, abychom ziskali stacionarni body:
S'(r)=0

6280 _

rr

6280

27r =
r2

e 6280
27

6280 6280
r=3 =3 =10 cm
2r 6,28

Pomoci druhé derivace ovéfime, zda se jedna o poZadovany extrém:

12560
P

27r 0

S"(r): 27+

$"(10) =6, 28+@ =18,84 > 0 = minimum
1000
Na zavér jesté dopocitame hodnotu vysky:

3140 3140
wr 3,14-100

ZAVER: Abychom na vyrobu valcové nadoby o objemu V =3140 cm® spotiebovali co

nejmensi mnozstvi materialu, musela by mit rozméry r =10 cm a v=10 cm.
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5.2.2 Uloha z fyziky

PRIKLAD 5.12: Pofizovaci naklady elektrického vedeni jsou zavislé na priifezu S
. k
vedeni a na ztratach elektrického proudu ve vedeni vztahem y=kS +§2, kde k;,k,

jsou kladné konstanty. Urcete praiez S tak, aby pofizovaci naklady byly minimalni

(Riecan, 1987, s. 78).

RESENI:
Vztah pro pofizovaci néklady elektrického vedeni:
k
=kS+-2%
y=K 3

Funkci y budeme derivovat podle proménné S, (k;,k, jsou konstanty):

V(S) =k - o

Nésledné funkci poloZime rovnu nule, vyfeSime rovnici, abychom ziskali body

podezielé z extrému:

s2="2
k

S:Jk:z
1

Pomoci druhé¢ derivace se snaZime zjistit charakter extrému:

ey 2K
y'(8)="g

iy

y"[ ﬁ]z 2k, >0 = minimum

&)
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ZAVER: Aby potizovaci naklady elektrického vedeni byly co nejmensi, musi byt

o v r kZ
prafez vedeni roven |—=.
1

5.2.3 Ostatni alohy

PRIKLAD 5.13: Cislo 16 rozlozte na dva s¢itance tak, aby jejich souin byl maximalni
(Vosicky, 2007, s. 184).

RESENI:

Prvni séitanec:

X
Druhy s¢itanec:
16—x
Soucin si vyjadiime jako funkci:
y=X-(16—-x)
Upravime:
y =16x—x°
Vypocitame prvni derivaci podle X:
y'(x)=16—-2x
Ted’ musime funkci poloZit rovnu nule, abychom ziskali stacionarni body:
y'(x)=0
16-2x=0
2x=16
X=8

Vypocitame druhou derivaci podle X:
y"(x)=-2<0= maximum

Jesté zbyva urcit hodnotu druhého séitance:

16—-x=16-8=8
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ZAVER: Abychom ziskali maximalni sou¢in, musime ¢islo 16 rozlozit na s€itance

8 a8.

PRIKLAD 5.14: Pramyslovy zavod je vzdalen 5 km od silnice vedouci do mésta M .
Vzdalenost zavodu Z od mésta M je 13 km. Urcete, pod jakym uhlem « je tieba
vybudovat cestu Kk silnici, aby doprava materialu ze Z do M byla nejlevnégjsi.
Predpokladané naklady na piepravu 1t materialu na 1 km jsou po silnici 5 K¢ a po
vybudované cest¢ 15 K& (Hruby a Kubat, 2001, s. 142).

RESENI:
z
~
AR
| ~ . 13 km
5km| \\
\\
:O! \\\ M
X Y

Obr. 5.12 (vlastni zpracovani, 2014)

Nejprve musime zjistit vzdalenosti mezi jednotlivymi body na obr. 5.12, abychom

mohli nasledné sestavit funkci, jejiz pomoci uréime ideélni thel.

Jako prvni vypocitame velikost isecky MX pomoci Pythagorovy véty:

IMX | =13 —5? = /144 =12 km,

dale ur¢ime vztah pro velikost iseCky YZ pomoci goniometrickych funkci:

. 5
SIN o =———
vZ|
vz = >
sin «
vztah pro velikost tsecky XY :
cotg a = M
5
|XY|=5 cotg
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Pomoci toho, co jsme jiz zjistili, ur¢ime vztah pro velikost iisecky MY :
IMY|=12-5 cotg «

Ted jiz mizeme sestavit funkci pro vypocet idealniho uhlu cesty Vv zavislosti na

nakladech:
y :15-|YZ|+5-|MY|

y=15-

SIn
75

sin

+5-(12—-5 cotg «)

y= +60—-25 cotg «

Vypocitame prvni derivaci funkce y, kterou jsme pravé sestavili, podle proménné « :
75 cos a 25
T ein2 to2

SIN" o« SIN” o

y'(a)=
25

y'(a)= . -(1-3cos a)

prvni derivaci polozime rovnu nule a vyfesime vzniklou goniometrickou rovnici:
25

sin® «

1-3cos =0
3cos a=1

-(1-3cos &) =0

1
Cos a =~
3

a=10° 30':£7r
120

Na zavér je potieba ovéfit, zdali funkce y(«) nabyva v tomto bod€ svého minima.
Pro 0<a < ﬂﬂ' plati:
120

25
sin® «

(1-3cos a)<0=y'(a)<0

apro ﬂﬂ'<a<7z' lati:
120 P

25
sin® «

-(1-3cos a)>0=y'(a)>0

Funkce y (o) nabyvé v bodé a = % 7 svého maxima.

48



v

ZAVER: Aby doprava materidlu ze Z do M byla nejlevnéjii je potieba vybudovat

novou cestu pod thlem « =70° 30'.

PRIKLAD 5.15: Zkanalu $itky a vychazi pod pravym uhlem kanal Siiky b.
Vypoctéte nejvétsi délku dieva, které je mozno splavit z jednoho kanalu do druhého

(Jirasek a kolektiv, 1981, s. 481).

RESENI:

X \
il?\
Afp————mm z

a

|
|
|
bl
| Iy
|
|
|
|

B Yy o]
Obr. 5.13 (Busek, 1999, s. 593)

Délku dfeva si oznac¢ime |, sklada se ze dvou ¢asti |, a I,:
I=1+1,,
pomoci Pythagorovy véty si ur¢ime velikosti obou ¢asti:
2 2
I, =vx*+a
2 2
l, = «fb +y

a dosadime do prvniho vztahu:

| =1,+1, =X* +a? +\,/b2+y2
Na zakladé podobnosti trojuhelniki ACX a BYC plati vztah:




odkud si vyjadiime y :

y:_’
X

a dosadime ho do vztahu pro vypocet délky dieva:

212

a‘b
I:x/x2+a2+1fb2+ —,

X

tuto rovnici jesté upravime:

2112
=x?+a%+, b+ b
=x*+a’+ bx’ +a’h” +a

\/X +a’ +ﬂ’ X2 +a

| = \/ﬁ+— (x*+a?)

X
| =+/x%+a? (1+9j
X

Vypoéitame prvni derivaci funkce | podle proménné X :

"<X>l-(1+9)+m.(_%j x~£1+2j+(x2+a2).(_;j

X2 __ x* _ x-ab
Jx2 + a2 U2 +a?  x3x? +a?

Vyiesime rovnici | (X) =0 a nejdeme stacionarni body:

I'(x)=0
x> —a’b
X2\ x% +a?
x*-a’h=0
x*=a’b

x =3/a’b

=0
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Na zavér je potieba ovéfit, zdali funkce | (X) nabyva v tomto bod¢€ svého maxima.

Pro 0< x<<3/a’b plati:

x* —a’b

——>0=1'(x)>0
X2\x% +a? (%)
apro Ja’h < x <o plati:

x* —a’b

X2\ x? + a2

Funkce 1(x) nabyva v bodé x=</a’b svého maxima.

<0=1'(x)<0

Jako posledni véc dosadime hodnotu maxima do vztahu pro délku dieva a ur¢ime jeho

2 42
| = (3a2b) +a2-(1+LJ=\/a3b3+a2- 1+ zbl

a3b3

velikost:

2 2 2
as as as
2 2 222 2
3 b3 a3 +b3 b3
=a- 1'|'—g .1.4‘—g = 2 =a- 1+_§ =
as as as as
3
2 2\2
. 3 3
a (a +b ] ;o
= =|ad+b3
a

ZAVER: Nejvétsi délka dieva, které je mozné splavit z jednoho kanalu do druhého je

3
2 2\
I:[a3+b3j.
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5.2.4 Sbirka nereSenych uloh s uvedenym vysledkem

PRIKLAD 5.16: Najdéte takové kladné ¢&islo tak, aby soudet tohoto &isla a jeho

pfevracené hodnoty byl minimalni (Riecan, 1987, s. 79).

{f (x)=x+%,f '(x)=0, je-Iix=1}

PRIKLAD 5.17: Jak daleko je tieba umistit pfedmét od tenké spojné &ocky o

ohniskové délce f , aby vzdalenost jeho skute¢ného obrazu od predmétu byla nejkratsi

(Hruby a Kubat, 2001, s. 142)?

[vzdalenost = 2f |

PRIKLAD 5.18: Cislo 28 rozlozte na dva séitance tak, aby jejich souéin byl
maximalni (Hruby a Kubat, 2001, s. 141).

[prvni s¢itanec = 14, druhy scitanec = 14]

PRIKLAD 5.19: Zdroj svétla je ve vzdalenosti a od stiedu kulové plochy s polomérem
r. Projaky polomér r osvétluje zdroj svétla kulovy vrchlik s nejvétsim obsahem

(Riecan, 1987, s. 52)

PRIKLAD 5.20: Z kruhu o poloméru 6 cm oddélte kruhovou useé, kterd ma vysku
Scm. Do této kruhové usece vepiSte obdélnik maximalniho obsahu. Urcete jeho

rozmeéry (Petakova, 1998, s. 162).

[a:&\ﬁ cm, b:g cm}
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PRIKLAD 5.21: Vypogitejte vzdalenost bodu [L1] od piimky 2x—y+3=0 (feste

jako tlohu na uréeni extrému) (Riecan, 1987, s. 79).

- 3
=J(2x+2) +(x-1)*,v'=0, jelix=—=,v=
{v \j( X+2) +(x-1)",v je-li x 5v

5

5

PRIKLAD 5.22: Najdéte minimélni vzdalenost bodi paraboly 2x*—2y—-9=0 od

pocatku soustavy souiadnic (Riecan, 1987, s. 79).

2
{v /XZ +(x2_§j ,V'=0, je-li x=-2,0,2; hledany bod je {2;—%}&@}

PRIKLAD 5.23: V podkrovi chaty je umisténa mistnost iiky 3,2 m a vysky 2,4 m.

Urcete nejkrats$i moznou délku s krokve v metrech s ptesnosti na dvé desetinna mista.

(Krokev je tram poloZeny ve sméru nejvétsiho spadu stiechy) (Busek, 1999, s. 601)
%

|
l\

i

| b
N\
5

i

)/

o
Obr. 5.14 (Busek, 1999, s. 601)

S =

U1

2
-(1+§/§J =5,62
4
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PRIKLAD 5.24: Z papiru ve tvaru &tverce 40 cm x 40 cm vystiihneme ve viech rozich
stejné Ctverecky a slozime krabiCku. Urcete stranu Ctverecku tak, aby tato krabicka méla

maximalni objem (Petakova, 1998, s. 161).

)
X=—cm
3

PRIKLAD 5.25: Uréete rozméry obdélniku tak, aby pii daném obsahu 16 cm? mél
minimalni obvod (Petakova, 1998, s. 161).

[a=b=4cm]

PRIKLAD 5.26: Z kruhového kusu papiru vystfihnéme vyse¢ o stiedovém thlu S.
Ze zbyvajici vysece (o stredovém thlu o =27— ) muzete sestrojit filtr, tj. plast

kuzele. Najdéte « tak, aby objem kuzele byl co nejvétsi (Jarnik, 1963, s. 258).

v

PRIKLAD 5.27: Do koule s polomérem R opiste rota¢ni valec s nejmensim objemem
(Jirasek a kolektiv, 1981, s. 528).

r:R\/Z,v:R-&,V _pe. A3
3 3 9

PRIKLAD 5.28: Téleso se sklada z valce zakonéeného polokouli stejného poloméru.
Pro jaké hodnoty poloméru a vysky valce bude pti daném objemu V povrch tohoto

télesa minimalni (Demidovié, 2003, s. 138)?
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PRIKLAD 5.29: Nadr? na véZi se skladd z valce o vyice a a poloméru podstavy r a
kuzele o témze poloméru podstavy r a o stran¢ délky 3a. Urcete vysku X kuzele a

polomér r tak, aby nadrz méla maximalni objem (Hruby a Kubat, 2001, s. 142).

[x:a, rzzaﬁ}

PRIKLAD 5.30: Pidorys divadelniho jevi§té je sjednocenim obdélniku a kruhu. Obvod
pudorysu jevisté je 40 m. Uréete rozméry pudorysu v metrech s piesnosti na dvé
desetinna mista, vite-li, ze byly stanoveny tak, aby obsah ptidorysu jevisté byl nejvétsi

(Bugek, 1999, s. 599).

T
|
|
|
|

; I

27 T
I
i
i
|
i

(%

Obr. 5.15 (Busek, 1999, s. 599)

{v=r=ﬂ=5,6o}
+4

5.2.5 Sbirka nereSenych uloh bez uvedeného vysledku

PRIKLAD 5.31: Do koule o poloméru r vepiste rotaéni valec maximalniho objemu

(Hruby a Kubat, 2001, s. 142).

PRIKLAD 5.32: Do rovnoramenného trojahelniku vepiste pravothelnik maximalniho

obsahu (Riecan, 1987, s. 51).

PRIKLAD 5.33: Do polokoule s polomérem R vepiste pravidelny &tyiboky hranol

S nejvetsim objemem (Jirasek a kolektiv, 1981, s. 528).
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PRIKLAD 5.34: Najdéte minimalni vzdalenost bodd hyperboly x*—y*+4=0 od

bodu [1;0] (Riecan, 1987, s. 79).

PRIKLAD 5.35: Najdéte kruhovou vyse¢, kterda ma pii daném obvodu 25 maximalni
obsah (Hruby a Kubat, 2001, s. 141).

w ) ) . 1 . .
PRIKLAD 5.36: Vyska §ikmého vrhu je dana rovnici y =v,,t - gt®. Uréi okamzik,

ve kterém se vrzeny predmét nachazi v maximalni vysce (Slovni tlohy na hledani

extrému, 2010, s. 1, [online]).

PRIKLAD 5.37: Na parabole o rovnici 2x?—2y—9=0 najdéte bod, jehoz vzdalenost

od pocatku soustavy soufadnic je minimalni (Hruby a Kubat, 2001, s. 142).

PRIKLAD 5.38: Trose¢nika na voru unasi motsky proud rychlosti 7 km-h™. Kolmo
na smér proudu pluje obchodni lod’ rychlosti 30 km-h™ (vzhledem k povrchu Zem¢).
V jeden okamzik je ndmoini lod’ vzdalena od mista, kde se protinaji jejich trajektorie
100 km a trose¢nik 10 km. V jaké nejmensi vzdalenosti se minou? Zachrani lod’
trose¢nika, kdyZz pfedméty jeho velikosti vidi na vzdalenost 20 km (Slovni Glohy na

hledani extrému, 2010, s. 5, [online])?

PRIKLAD 5.39: Vykon elektrického spotiebiée zapojeného do stejnosmérného obvodu

je dan vztahem P =1°R, kde | je proud v obvodu a R odpor spotiebi¢e. Pokud

nezanedbavame vnitini odpor zdroje, plati pro velikost proudu vztah | = RU eR , kde R,
+R

je vnitfni odpor zdroje a U, jeho elektromotorické napéti. Urci, jaky musi byt vztah
mezi R a R;, aby byl vykon spotiebi¢e maximalni (Slovni ulohy na hledani extrému,

2010, s. 2, [online]).

PRIKLAD 5.40: Uvazujme $ikmy vrh ve vzduchoprazdnu s elevaénim thlem o a

pocatecni rychlosti v,. Pii kterém elevacnim thlu o (v, je dand konstanta) bude

vodorovna délka | vrhu nejvétsi (Knichal a kolektiv, 1965, s. 444)?
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PRIKLAD 5.41: Pfimy vodni kanal je 150 m $iroky. Mista AaB lezici na jednom
z biehti maji vzdalenost 1 km, misto C je na druhém bichu pfesné naproti mistu B. Z
A se ma do C vést potrubi, jehoz prvni (ptimy) Gsek povede z A do jistého mista D
na spojnici AB a jehoz druhy (také piimy) usek spoji D s C. PoloZzeni 1 m potrubi na
biehu stoji 800 K¢, pies kanal je cena dvojnasobna. Jak daleko ma byt D od A, aby
cena celého potrubi byla co nejmensi? Jaka bude jeho délka zaokrouhlena na decimetry
a cena zaokrouhlena na celé koruny? Jaky thel budou svirat tasecky DB a DC (Slovni

ulohy na extrémy, 2014, s. 128, [online])?

voda /

Obr. 5.16 (Slovni ulohy na extrémy, 2014, s. 128, [online])

>
o
W

PRIKLAD 5.42: Dvé auta se pohybuji po pfimych navzajem kolmych drahach stalou
rychlosti v=20m-s™ smérem ke kiizovatce. V ¢ase t, =0 s je jedno auto vzdaleno od

kfizovatky 100 m, druhé 200 m (Busek, 1999, s. 600).

a) Urcete Cas t v sekundach, ve kterém bude vzdalenost aut nejmensi.
b) Uréete minimalni vzdalenost aut d v metrech (vysledek zaokrouhlete na celé

metry).

PRIKLAD 5.43: Misto B leZi na louce ve vzdalenosti b od pfimé silnice. Z mista A,
které je na této silnici, se miizeme dostat do mista B napfiklad tak, ze jdeme a metrti
po silnici a pak odbo¢ime kolmo k silnici a jdeme b metra po louce. Vyjadiete pomoci

a, b, vjaké vzdalenosti X od mista A je tfeba silnice odbocit, abychom se dostali do
mista B V nejkrat$i dobé, jdeme-li po silnici rychlosti 1,5 m-s™ a po louce rychlosti

1m-s™(Busek, 1999, s. 601)?

PRIKLAD 5.44: Uréete pii jaké hodnoté odporu R zapojeného sériové s odporem R,
bude na odporu R, maximalni vykon. (Odpor R, a napéti U, baterie pokladame za

konstantni) (Riecan, 1987, s. 75).
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PRIKLAD 5.45: Kanal ma prifez tvaru rovnoramenného lichob&niku. Je naplnén
vodou do vysky h, plosny obsah prifezu ¢asti kanalu naplnéné vodou je S . Pii jakém
uhlu @ mezi bocnimi st€énami a vodorovnou rovinou bude mokréa ¢ast obvodu prifezu

kanalu minimalni (Demidovic¢, 2003, s. 138)?
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ZAVER

Ve své bakalaiské praci jsem vytvofil sbirku feSenych i nefeSenych slovnich uloh
na aplikaci jednoho ze stézejnich témat diferencidlniho poctu - vySetfovani extrému
funkci jedné proménné. Tuto aplikaci jsem vyuzil v tzv. optimaliza¢nich slovnich
ulohach na extrémy. Ve své praci jsem se zabyval pouze tlohami na extrémy funkce
jedné proménné, avSak existuje i spousta uloh na extrémy funkci dvou a vice
proménnych, k jejichz feSeni lze vyuzit podobnych principti a zakonitosti jako

Vv tlohach funkci jedné proménné.

V uvodnich kapitolach jsem se ¢tenafi snazil priblizit zakladni pojmy a poznatky,
které jsou ndpomocny k feSeni optimalizacnich extremdlnich uloh. Kazda kapitola
obsahuje mnozstvi definic a matematickych vét, ale také v kazdé kapitole nalezneme
minimaln¢ jeden vyfeseny ptiklad na danou tématiku, ktery je doprovazen naslednym

cvienim, aby si ¢tenaf mohl ovéfit nove nabyté poznatky.

Sbirka slovnich tloh obsahuje patnact vzorové vyieSenych piikladd, které jsou
doprovazeny podrobnym komentafem jednotlivych krokt. Ty ptiklady, ve kterych je

nutné zapojit ur¢itou miru predstavivosti, jsou doplnény o ndzorné obrazkové ilustrace.

Vérim, ze tuto praci budou moci vyuZit pii svych studiich zaci stfednich, stfednich
odbornych Skol a gymndazii, ale také studenti nckterych bakaldiskych studijnich

programu.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

SYMBOL VYZNAM

R obor realnych ¢isel

f funkce f

X proménna X

M mnozina M

f(x) funkce f jedné realné proménné

( a, b) otevieny interval

<a, b> uzavieny interval

f (X) prvni derivace funkce f podle proménné X
f (X) druha derivace funkce f podle proménné X
D(f) defini¢ni obor
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