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Abstrakt

Tato prace se zaméruje na metody numerickych simulaci proudéni
tekutin. Cilem této prace je otestovat open-source solver NEK5000
vyuzivajici metodu spektralnich elementtii a realizovat v ném si-
mulaci obtékani vélce, které je ¢astym vzorovym piipadem a lze ji
vyuzit k verifikaci a validaci metody ve srovnéani s jinymi metodami.

Klicova slova: nestlacitelné proudéni, obtékani, simulace, dyna-
mika tekutin, Reynoldsovo ¢islo, metoda spektralnich elementt

Abstract

This work is focused on numerical simulation methods of fluid flow.
The target of this work is to try using an open-source solver called
NEKbH5000 which employs the spectral elements method and to im-
plement flow over a cylinder, which is a common example suitable
for verifacation and validation of methods.

Keywords: incompressible flow, simulation, fluid dynamics, Rey-
nolds number, spectral element method
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1 Uvod

Tato prace vznikla v névaznosti na praci profesora Anthonyho T. Patery z MIT,
ktery ve svém ¢lanku [18| predstavil metodu spektralnich elementi aplikovanou na
Navier-Stokesovy rovnice popisujici proudéni kontinua. Jde o dalsi metodu nume-
rické simulace proudéni vedle Siroce vyuzivanych metod konecnych objemtu a ko-
ne¢nych prvki. Spociva v propojeni obecnosti metody kone¢nych prvki a presnosti
spektralni metody.

V CR se metodou spektralnich elementt zabyva Jan Pech, Ph.D., z Ustavu ter-
momechaniky Akademie véd Ceské republiky, ktery se v soucasnosti specializuje na
simulaci obtékaci valce ve 2D [13|. Jeho préace tématem tzce souvisi s touto praci,
provadi v ni ale simulace na extrémné hrubé siti o 9 elementech pii vysokych radech
polynomu (az 49). Zde je pfinesena dalsi sada vysledki pro automaticky genero-
vatelné, nestrukturované, trojuhelnikové sité riznych jemnosti. Zaroven obsahuje
zhodnoceni knihovny implementujici spektralni/hp metody NEK5000, vysvétleni,
pro¢ byla misto ni pouzita jind knihovna NEKTAR++ a popis préace s touto kni-
hovnou.

Tato préce je strukturovana do ¢ty kapitol. Prvni kapitolou je samotny tvod.
Druha kapiola pokracuje teorii dynamiky tekutin zahrnujici stuény popis numeric-
kych metod. Ve treti kapitole nasleduje vysvétleni prace s knihovnou a tabulky s
vysledky. Ctvrtou kapitolou je zavér obsahujici shrnuti a zhodnoceni prace.



2 Dynamika tekutin

V této casti se zamérime na vybranou teorii k mechanice tekutin potiebnou k pocho-
peni podstaty proudéni a jeho numerickych simulaci. Dale pak na samotné metody
numerickych simulaci.

2.1 Tekutiny

2.1.1 Definice

Tekutina je latka slozena z molekul, mezi kterymi je oproti pevnym latkam vétsi
vzdalenost a ptisobi mezi nimi slabsi vazebné sily. Netvori krystalickou strukturu,
ale volné se pohybuji. V dynamice tekutin ale pristupujeme k tekutinam makrosko-
picky. Hned od zacatku jde tedy o abstrakci. Ta ovSem v makroméritku velmi dobie
funguje. Podle [5] je tekutina latka, ktera se po nespecifikovanou dobu deformuje pii
pusobeni neizotropnich sil. Na druhou stranu pevné latky jsou takové, které se pfi
pusobeni stalych sil deformuji a po ¢ase se ustali a deformace ustanou. Je ziejmé, ze
tato definice neni zcela jednozna¢na pravé kvili nespecifikovanému ¢asu. Na dobé
pozorovani miize zaviset rozhodnuti o zafazeni latky pfi danych podminkach mezi
pevné latky, nebo tekutiny. To je ale v poradku, protoze to skutecné odrazi realitu.
Pohled na véc, ze latka je jedno, nebo druhé nemusi byt vzdy zcela pfesny. Dobrym
piikladem je zemsky plast, ktery prenasi seismické viny a prestava se pod ptsobe-
nim stalych sil deformovat z kratkodobého hlediska jako pevna latka, ale zaroven
umoznuje pohyb a deformaci litosferickych (tektonickych) desek jako tekutina. Proto
popis latky jako pevné nebo tekuté zavisi na dobé pozorovani deformace.

2.1.2 Vlastnosti

V névaznosti na zavedeni tekutiny jako kontinua pracujeme i s veli¢inami jako s kon-
tinualnimi. Urcujeme je v bodech prostoru, prestoze jsou to makroskopické velic¢iny
a jejich spojity charakter neodpovida casticové povaze hmoty.

Nyni si zavedeme nékteré veli¢iny pouzivané k popisu tekutin v klidu. Nejprve
tlak. Uvazujeme plochu o obsahu S umisténou do statické tekutiny. Pak tlak ptiso-
bici na tuto plochu p je dany podilem sily F' pisobici kolmo na plochu a velikosti
plochy S, tedy p = % Tlak je makroskopickd veli¢ina. Podle Newtonova zédkona
je zpusoben normalovymi impulzy nérazt molekul na jednotkovou plochu télesa za
jednotku casu, coz je z delsitho casového hlediska konstantni. Také miize byt tlak
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dany tokem hybnosti skrz plochu. Pomoci toho mizeme definovat tlak v kterékoli

oblasti v tekutiné i bez pritomnosti télesa. Zalezi to ovSsem na orientaci plochy. Ve

statickych pripadech to nevadi, protoze ndhodny pohyb molekul je ve vSech smérech

stejny, tudiz tlak na sméru nezéavisi. V proudici tekutiné je pohyb neisotropni.
Dale pouzivame veli¢inu zvanou tenzor napéti. Ta je stejné jako tlak v jednot-

kdch Nm™2. Jde o tenzor druhého fadu 3 x 3. Piisobi-li na tekutinu v riznych bodech

a smérech sily F’l, o F N, potom na infinitezimalni plochu prochéazejici jakymkoli

bodem tekutiny ptsobi vektor napéti T , ktery svira obecny thel ¢ s norméalou plo-

chy 7. Protoze ale zalezi na natoceni plochy, popiSeme napéti v bodé pro tfi plochy

kolmé na osy kartézskych souradnic pomoci trojslozkovych vektoru

7:1 = (011,012,013),

7:2 = (02,1702,2,02,3),

T5 = (03,1,03,2,03,3)-

Pomoci téchto hodnot lze urcit i napéti libovolné orientované plochy prochazejici

timtéz bodem s nomalou 77 jako

T; = ojin;, (2.1)

Pokud je tekutina v rovnovazném stavu, plyne ze zachovani momentu, Ze tenzor je
symetricky a staci tedy k popisu napéti v bodé Sest hodnot misto ptivodnich deviti.

Teplota se udava v kelvinech K a vychéazi z Boltzmanovy konstanty. Souvisi s
pohybem mikroskopickych ¢astic (hlavné molekul) a jejich kinetickou energii. Casto
proudéni aproximujeme jako nestlacitelné, izotermické. Tehdy je teplota konstantni.

Hustota p je definovana jako p = ;. Je proto v jednotkich kg/m3. V real-
nych tekutinach je hustota funkei teploty a tlaku p(T), p). Casto je teplota v celém
objemu tekutiny stejné. Pak muzeme zéavislost hustoty na teploté zanedbat. Pri te-
Seni proudéni kapalin nebo pomalého proudéni plynu (pfiblizné do hranice Machova
¢isla M = 0,3) muzeme zanedbat i zavislost na tlaku, pak p = konst a jde o tzv.
nestlacitelné proudéni. Tim se zabyvame v této praci.

Viskozita (jinak také vazkost) je dalsi vlastnost tekutin. Projevuje se pouze pii
proudéni, nikoli pokud jsou tekutiny v klidu. Charakterizuje vnitini tfeni kapaliny
zpusobené pritazlivymi silami ptisobicimi mezi ¢asticemi. V idealnich tekutinach je
viskozita nulové, v realnych vyssi. Projevuje se zpomalovanim proudéni a mezi laiky
je ¢asto zaménovana za hustotu. V [5] viskozitu vysvétluji na mysleném experimentu
- proudéni mezi dvéma rovnobé&znymi nekoneénymi deskami vzdalenymi od sebe h,
pficemz spodni je nehybna a horni se pohybuje rychlosti U (viz Obr. 2.1).

Tenka vrstva tekutiny pii povrchu stény mé rychlost té stény. Jde o tzv. no-slip
podminku. Na horni desku musi pusobit sila ve sméru jejtho pohybu, aby udrzovala
svou rychlost U. Silu vztazenou k jednotce plochy nazyvame ,smykové napéti 7.
To je prendseno mezi vrstvami tekutiny naptic celou oblasti a je vSude stejné. Kdyz
si oznacime vzdélenost od spodni desky soutradnici y, viz obrazek 2.1, a rychlost
tekutiny jako u(y), tak smykové napéti vyvolava rychlostni gradient g—z a viskozita
je vlastnost tekutiny urcujici pomér mezi smykovym napétim a gradientem rychlosti

T = p—. (2.2)
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U Smykové napétit

Horni deska o rychlosti U — —
Y
h u Tekutina
Gradient ——
u oy

Spodni deska v klidu

Obréazek 2.1: Laminarni proudéni mezi dvéma nekonecnymi rovnobéznymi deskami,
rychlostni profil

P1i analyze dalsich jevu se ¢asto pouziva kinematicka viskozita, které je po-
dilem viskozity a hustoty

v = ulp. (2.3)

Udavame ji v jednotkiach m?/s. To jsou obecné jednotky pro jakoukoli difuzivitu -
miru schopnosti ¢astic tekutiny se pohybovat.

2.2 Popis proudeni

Pro matematicky popis proudéni se pouzivaji dvé metody: Lagrangeova a Eulerova.

2.2.1 Lagrangeova metoda

Jednou z moznosti popisu proudéni je Lagrangeova metoda. Spoc¢iva v tom, Ze po-
zorujeme konkrétni maly element tekutiny a popiSeme, jak se jeho poloha x;, tlak
p, teplota T atd. méni v case t.

zi(t),  pt),  T()

Nyni mizeme snadno uréit rychlost jako u;(t) = ddxt" . Pochopitelné takovych elementii

je v tekutiné mnoho a jiny element bude mit v Case t obecné jiné vlastnosti. Proto
pri snaze popsat celé proudéni musime vybrat vSechny elementy a rozlisit je treba

podle polohy X; v né¢jakém pocatecnim case

Nevyhodou této metody je, Ze neni praktickd k popisu proudéni v konkrétnim bodé
prostoru, napt. pfi povrchu obtékaného télesa. Vyhodou je, ze Lagrangetv popis
je vhodny pro aplikaci zékoni Newtonovské fyziky (zakona zachovani hmotnosti,
pohybovych zakonil) a zakonu termodynamiky. Aplikace téchto zakonu je klicova
pri sestavovani rovnic pro popis pohybu tekutin.
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2.2.2 Eulerova metoda

Druhym zptisobem, jak popsat proudéni, je pozorovat vybrany bod v prostoru a
sledovat casovy vyvoj stavu tekutiny v tomto bodé. Bod ur¢ime pomoci kartézskho
soufadného systému jako w1, xs, 3 (nebo x;) a dale urujeme rychlost u;, tlak p,
teplotu 7" a dalsi veli¢iny, jak se vyviji v case ve vSech bodech.

wi(z4,t), p(z4,t), T(x;,t) (2.4)

Protoze oba pfistupy popisuji proudéni kompletné, je ziejmé, Ze jeden popis lze
prevést na druhy. Dalsim krokem je vySe zminéné zakony potifebné pro vypocty
proudéni prevést do tvaru vyuzitélného pro Eulertv popis. K tomu je potieba vztah
mezi Casovymi derivacemi v kazdém z popist. Casovou derivaci v Lagrangeové popisu

(tzv. materidlovou derivaci) oznacime 2, ¢asovou derivaci v Eulerové popisu 2.
Potom plati

D 0

—=—+4+(u-V). 2.5

2.2.3 Vektorové pole, trajektorie, proudnice

Jednim zptisobem, jak lze graficky znézornit proudici tekutinu, je vykreslit nékteré z
vektoru rychlostniho vektorového pole. Toto pole mé rychlostni vektor v kazdém
bodé, ale to samozirejmé neni mozné zakreslit. Vyobrazime tedy jen vybrané vek-
tory pomoci Sipek. Orientace Sipky urcuje smér, délka velikost rychlosti. S vhodné
zvolenou hustotou rozmisténi a pomérem délky Sipky a velikosti rychlosti dostéa-
vame prehledny obraz, ktery nam umoznuje udélat si predstavu o tom, jak vypada
proudéni v né€jakém case.

Dalsim zptisobem jsou trajektorie - kiivky tvorené mnozinou bodi, kterymi
prosel Lagrangeuv element tekutiny (viz odstavec 2.2.1).

Proudnice zase odpovidaji Eulerovu popisu (viz odstavec 2.2.2). Jsou to takové
krivky, ke kterym je v kazdém bodé tecny vektor rychlosti. Pro ustalené proudéni
jsou trajektorie a proudnice totéz.

2.3 Obtékani téeles

KdyZ umistime objekt do toku tekutiny (nebo ekvivalentné objekt nechame pohy-
bovat tekutinou), za¢ne byt tekutinou obtékan.

2.3.1 Reynoldsovo cislo

Jak je vysvétleno v [22], Reynoldsovo ¢islo Re je bezrozmérné podobnostni ¢islo
ucené nasledovné

Re = —, (2.6)
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kde V' a L jsou charakteristicka rychlost a charakteristicky rozmér a v kinematicka
viskozita podle vztahu 2.3. Podobnostni ¢isla se v mechanice tekutin pouzivaji ke
srovnani dvou systémi.

Re <5
DN
5 < Re < 40 _‘—*
40 < Re < 150

150 < Re < 3-10°

3-.10° < Re < 3,5-10°

3,5-10° < Re

Obrazek 2.2: Charakter proudéni p¥i riznych Re [4]

Charakteristikd rychlost muze byt napt. prumérné rychlost na pritoku, charakteris-
ticky rozmér muze byt primér trubice nebo obtékaného valce, charakteristicky cas
muze byt prevracend hodnota frekvence odtrhéavani vira. Je to konvenéné dano pro
konkrétni pripady. Dosazenim charakteristickych veli¢in do Navier-Stokesovych rov-
nic ziskdme vztah, kde vystupuji vyrazy, které pouzijeme jako podobnostni ¢isla. V
této praci vyuzivame Reynoldsovo a Strouhalovo, ale existuji tfeba jesté Machovo,
Prandtlovo a dalsi.

Typy proudéni pro riizna Reynoldsova ¢isla jsou naznaceny na obrazku 2.2. Podle
charakteru proudéni v oblasti za télesem (tzv. tuplav) fikdme, Ze jsou télesa obté-
kdna v riznych rezimech. Nizka Re indikuji creep proudéni s minimélnim vlivem
setrva¢nych ucinki. Také se mu 1iké Stokesovo proudéni. Pfi Re > 5 vznika za téle-
sem dvojice vird, kde dochazi ke zpétnému proudéni. Pro hodnoty Reynoldsova ¢isla
40 < Re < 150 je proudéni laminarni a za télesem vznika vzorova fada. S Re > 150
roste Sance vzniku turbulentniho (vifivého) proudéni charakteristického silnymi, na-
hodnymi fluktuacemi. Postupné je nejprve prechodné a od Re = 300 pak v uplavu
plné turbulentni. Po piekroceni Re okolo 3 - 10° se narusi laminarni okrajova vstva
pii povrchu télesa. Proudéni za télesem je chaotické. Pii Re odpovidajicimu 3.5 - 10°
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se opét objevuje turbulentni vzorova rada.

V rezimu s dvéma viry (5 < Re < 40) za obtékanym télesem vznika tzv. recir-
kula¢ni zéna. V této oblasti je nizsi tlak a dochézi tam ke zpétnému proudéni. Za
neménnych podminek se velikost oblasti ustali. Zkouméni délky recirkula¢ni zony
L4, viz obrazek 2.3, a rozdilu tlaki pred a za télesem vyuzivame v této praci k
porovnani vysledki simulace s vysledky simulaci vyuzivajicich jiné metody.

—= -

Obrazek 2.3: Ryclostnivektorové pole s Re=20

2.3.2 Odporové sily

Ze zkusenosti vime, Ze na obtékand télesa piisobi sily. RozliSujeme dvé a fikdme jim
aerodynamické odporova (drag force) Fpp a aerodynamicka vztlakova (lift force) Fr.
K nim si zavedeme bezrozmérné koeficienty

_ 2Fp 2
DT rza T A
kde p je hustota tekutiny v referen¢nim bodé a A* je plocha prufezu. Obvykle jde o
plochu ¢elntho primétu ze sméru pritékajictho proudu.

Podle pfi¢iny vzniku rozlisujeme sily na dalsi dvé skupiny - sily zptisobené roz-
dilem tlaku a sily zptsobené smykovym napétim ptisobicim na povrch. Uvazujme
stacionarni proudéni s rychlosti U konstantni pred télesem, které je obtékano. Ob-
jem télesa rozdélime na elementéarni valce o prufezu dA s osami rovnobéznymi se
smérem proudéni (viz Obr. 2.4) a oznacime tlak ptsobici na ¢elni podstavu p; a tlak
pusobici na podstavu na strané uplavu py. Pak sila ve sméru proudéni zpiisobena

(2.7)
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Obrazek 2.4: Tlaky prispivajici k aerodynamické odporové sile [5]

tlakem Fp bude

Ipp= / (p1 — p2)dA. (2.8)
dosazenim do vztahu 2.7 dostaneme
1 (p1 — p2) / dA
CDJJ A* \/A* %pUQ d *(Cpl CPZ) A* ( 9)

Podobné ur¢ime silu pusobici ve sméru proudéni zplisobenou smykovym napétim.
Elementarni valce jsou tentokrat orientovany vertikalné kolmo na smér proudéni (viz

Obr. 2.5).

T
—l
( Q da At
u X
—_—T e
9
—
Twz
- A** .

Obrazek 2.5: Smykové napéti prispivajici k aerodynamické odporové sile [5]

Smykové tieni ptisobici na podstavy pojmenujeme 7,1 a 72. Sflu pak vyjadiime jako

Fi.r = / (1 + 72)dA, (2.10)

kde dA je prifez elementarnich valci a A** je obsah plochy primétu télesa ve sméru
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os el. véalcu. Dale ur¢ime koeficient pro tuto silu:

2 (7'1 + 7'2) 2A** / (T1 + 7'2) dA
N — dA = —_— 2.11
Za povsimnuti stoji, ze narozdil od 2.9 zde vystupuje faktor 23:*. Je z toho tedy

vidét, Ze 1 kdyz smykové napéti je mnohem mensi nez rozdil tlakt, mtze byt Fp ;
dominantni, plati-li A** >> A*. To napft. plati pro aero/hydrodynamicka télesa.
Dynamické vztlakové sily vyjadiime obdobné jako

Frp =/ (p1 — p2)dA (2.12)

pro vztlakovou silu zptisobenou rozdilem tlakt a nasledné jeji koeficient jako

CLJJ = E . %pUQ dA = A* /**(CPQ—CPI)F' (213)

Zde ndm pomér % napovida, Ze pro aero/hydrodynamicka télesa miize byt z dvojice
sil vyvolanych rozdilem tlaku vétsi dynamické vztlakova nez tazné. Zbyva posledni
- dynamicka vztl. sila zptsobena smykovym napétim. Ta se opét vyjadii analogicky,
tak rovnou shrneme sekci o odporovych silach tim, ze vysledna Fp a Fp, se spocitaji

jako prosty soucet jejich slozek

Fp=Fp,+Fp,, Fo=F,,+F., (2.14)

2.3.3 Strouhalovo cislo
Dalsi ¢islo pouzivané k popisu proudéni je Strouhalovo ¢islo

_Df Dt
U TU U’
kde D je charakteristiky rozmér, U rychlost proudéni a f je frekvence separace virt.
V alternativnich vyjadienich je 7' doba periody a u,s. = D /T oscila¢ni rychlost. Opét
se jedn& o podobnostni bezrozmérné ¢islo a souvisi s oscilaci proudiciho systému.
Zapis, kde je Strouhalovo ¢islo vyjadieno jako podil oscilacni rychlosti a rychlosti
proudéni, se casto pouziva v simulacich s periodicky pohybujici se geomerii, jako je
napiiklad pfi tvorbé zvuku, vinéni kiidel letadla a plavani zvitat.

St

(2.15)

2.4 Navier-Stokesovy rovnice
Navier-Stokesovy rovnice se v literatuie objevuji v mnoha formach. Zalezi na tom,

jakd prijmeme zjednoduSeni a jaké predpoklady. Pro tucely této prace pouzijeme
rovnice pro nestlacitelné proudéni tak, jak jsou uvedeny v [1]
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0
—u+u-Vu:—Vp+l/V2u+f (2.16)

ot
V-u=0,

kde wu je rychlost, p je tlak a v kinematicka viskozita. Prvni vztah vychazi z Newto-
nova pohybového zakona (zachovani hybnosti), je to nelinearni parcialni diferencialni
rovnice druhého rfadu. Takova rovnice obecné nema analytické reSeni. Pro nékteré
pripady proudéni bylo analytické feSeni nalezeno. Nicméné i pro ostatni piipady
lze nalézt TeSeni numericky s vyuzitim pocitacové techniky. Druhy vztah je zdkon
zachovani hmoty (divergence rychlosti je nula, tedy tekutina nevznika ani nezanika).

2.5 Numerické metody vypoctu

Numerické metody nabyly na obrovském vyznamu s rozvojem vypocetni techniky.
Samotny nazev uz napovida, ze jde o vypocty pouzivajici priblizné ¢iselné hodnoty.
Dulezité je si uvédomit, ze pouziti pocitacti obnasi aritmetiku s kone¢nou presnosti.
Podle zpiisobu ulozeni mé kazda hodnota omezeny pocet platnych ¢islic, dochazi
tedy vzdy k néjaké chybé, jejiz velikost je ovSem mozné urcit. Typické jsou pro
numerické simulace algoritmy, které zahrnuji mnoho opakovéni, a operace s velkym
mnozstvim dat. Proto jsou k nim pocitace prakticky nutnosti. Pfestoze to nenf jedina
aplikace, budeme se drzet tématu vypocti dynamiky tekutin - Computational Fluid
Dynamics (CED).

Numericka analyza tekutin nachézi uplatnéni napt. v letectvi, automobilovém
prumyslu, energetice, chemickém prumyslu, jaderném primyslu, podmotském pri-
myslu. Uplatni se také v biomedicing, chladicich systémech, vytapéni, ventilaci, kli-
matizaci...

CDF hleda teseni Navier-Stokesovych rovnic 2.16. Jsou tii zakladni metody fe-
Seni: metoda kone¢nych diferenci (MKD), metoda kone¢nych prvkia (MKP) a me-
toda kone¢nych objemi (MKO). Podrobnéji jsou okomenovany dale. Kromé nich
existuje spousta dalsich metod jako t¥eba metoda spektralnich elementia (MSE).
Vsechny metody ale maji spolecné, ze byvaji doprovazeny experimenty. Ty jsou
dilezité pro ovéreni spravnosti simulace. Casto se také postupuje tak, ze simulaci
yadime* podle experimentélnich dat. Muzeme tak tieba docilit spravnosti simulace
a zaroven dopocitat dalsi informace, které mérit neumime. Pro predstavu reknéme,
ze métime prubéh rychlosti na nékolika mistech proudu. Kdyz sestavime simulaci
tak, aby davala stejny prubéh, mame zaroven informace pro rychlost a tlak v celé
oblasti a jesté napt. dopocitame sily pusobici na obtékané téleso.

2.5.1 Vypocetni sit

Pri feSeni postupujeme tak, ze vypocetni oblast (doménu) tzv. zasitujeme 6] - rozdé-
lime na malé podoblasti (elementy). Elementy muZzou mit razny tvar (viz Obr. 2.6).
Mohou mit dokonce zakiivené hrany a v jedné siti je mozné kombinovat vice typtu
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elementu. Sit muze byt strukturovana, nestrukturované, nebo hybridni (kombinace
predchozich dvou). Strukturovana sit je diky pravidelnosti méné naro¢na na pameét.
Také je lepsi z hlediska konvergence a vypocetni ¢asové narocnosti. I tak se castéji
pouzivaji nestrukturované sité, protoze je mnohem snazsi a rychlejsi je vygenerovat.

Vytvofeni vhodné sité je klicové pro spravnost a efektivitu simulace. Jemnost
sité piimo ovliviiuje vypocetni naro¢nost. Nedostatecné jemna sit miuze zpusobit
numerické chyby, nebo dokonce nemusi dochézet ke konvergenci vibec. Casto sif
zjemhujeme lokalné tam, kde ocekavame vétsi gradient feSenych velic¢in, a dosa-
hujeme tak presnéjSich vysledku, aniz bychom prichéazeli o prili§ mnoho efektivity.
Vybér typu sité a jeji sestaveni je slozité téma a to z néj ¢ini samostatny predmeét
vyzkumu.

Trojuhelnikova (Tri) strukturovana Ctyruhelnikova (Quad) strukturovana

. ¥

uzly (nods) :_7_77 = hrany (edges)

Trojuhelnikova (Tri) nestrukturovana CtyFuhelnikova (Quad) nestrukturovana

Obréazek 2.6: Rizné typy 2D siti

Kdyz jsou vypocty hotové, postup pro jednotlivé metody se opét schazi pri interpre-
taci jejich vysledki. Pouziva se postprocessing vizualizace, kdy nam specializované
programy (napi. Paraview) zobrazi vysledky graficky pomoci barevné skaly nebo
nastroju popsanych v sekci 2.2.3. Pro casové zavislé déje je mozné, aby grafickym
vystupem byla animace simulovaného procesu. To pomaha uzivateli lépe pochopit,
co se v procesu déje.

2.5.2 Metoda konecnych diferenci

Metody kone¢nych diferenci pouzivaji Tayloriv rozvoj k aproximaci jednolivych
¢lent v parcialni diferencialni rovnici (PDR) [5]. Tim ziskdme hodnoty stavovych
veli¢in a veli¢in popisujicich proudéni v uzlech sité a okolnich bodech. Jak to provést
zévisi na typu aproximovanych rovnic. Narazime na fakt, ze PDR je mozné délit
na eliptické, parabolické a hyperbolické. Situace bézného subsonického proudéni je

Vv

pouziti eliptickych a hyperbolickych.
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2.5.3 Metoda konecnych prvki

Zakony zachovani, ze kterych vychéazi popis dynamiky tekutin, jsou obecné v inte-
gralnim tvaru. S pfijetim jistych predpokladii je mizeme prevést na parcialni dife-
rencialni rovnice. Ty v metodé kone¢nych prvka (MKP) prevedeme na tzv. slabou
formulaci. V [16] je popséano, jak lze prechazet z integralni formy na slabou for-
mulaci bez pfijeti predpokladi pro sestaveni diferencidlnich rovnic a zachovat tak
obecnéjsi platnost. Déle je prostorovou a casovou diskretizaci vygenerovan sys-
tém algebraickych rovnic. Z nich vzniklé matice jsou obvykle fidké a symetrické. To
je vyhodné z hlediska efektivity a pamétové narocnosti. Vyhodou je také flexibilita
této metody. S vyuzitim trojihelnikovych elementi (2D) je mozné diskretizovat jak-
koli geometricky slozité problémy. V jednotlivych elementech aproximujeme realnou
fyzikalni veli¢inu pouZitim tzv. bazovych funkci [10].

2.5.4 Metoda konecnych objemi

Tato metoda je v CFD zdaleka nejpouzivanéjsi. Vyuzivaji ji napiiklad oblibené te-
sice OpenFOAM a ANSYS Fluent. Parcialni diferencialni rovnice jsou prevedeny
na algebraické rovnice pomoci integrace pies jednolivé elementy. Systém vzniklych
rovnic je pak vyfeSen a ziskdvame hodnoty zavislych proménnych pro kazdy element
[14].

2.5.5 Spektralni metoda

Spektralni metoda (SM) vybocuje od dosavadnich metod tim, Ze nevyuziva diskre-
tizaci domény. Podle [11] je povazovana za rychlou a efektivni metodu s vysokou
presnosti zejména pro asove periodické proudéni pii obtékani téles. Reseni hledame
jako superpozici bazovych funkei, obvykle za vyuziti Fourierovych, Chebyshevovych
nebo Legendreovych fad. Je ovSem limitovana na jednoduché geometrie [12].

2.5.6 Metoda spektralnich elementii

Metodu spektralnich elemenia (MSE) publikoval roku 1984 Anthony T. Patera ve
svém clanku [18]. Jak nazev napovida, jedna se o kombinaci MKP a SM. Cilem
je vyuzit toho nejlepsiho, co kazd4 z metod nabizi, a propojit tak geometrickou
flexibilitu metody konecénych prvku s presnosti a efektivitou spektralni metody.
Vypocetni oblast rozdélime na elementy, jako pii MKP, ale tentokrat muze byt
sit hrubgjsi. Zatimco u klasické MKP je ptiblizné feSeni tvoreno linearni kombi-
naci po ¢astech linearnich funkei (nebo polynomu nizkého fadu), u MSE se pou-
zivaji Lagrangeovy polynomy vysokého radu, coz kompenzuje sniZzeni poctu uzli
pri zvétseni elementt. Jak pribyvaji uzly s rostoucim radem polynomu je ukazano
na jednoduché 2D siti o 4 elementech na obrazku 2.7 nize. Kdyby ale byly uzly
ekvidistantné rozmistény jako na obrazku, dochazelo by k Rungeovu jevu. To je
vyskyt velkych chyb pii aproximaci funkce polynomem na okrajich intervalu. Nazna-
¢eno to je na obrazku 2.8 pro ¢ervené vyznacenou funkei f(x) = m prokladanou
modfe vyznacenym polynomem. Tato chyba ziistavé velika i pti zvoleni jesté vyssich
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radi polynomu. Zmensit ji vS8ak miuzeme chytrou volbou rozmisténi proklddanych
bodi tak, aby byly vice koncentrované u okraju. V- MSE vyuzivime Chebyshe-
vovy koloka¢ni body. Na obrazku 2.8 vidime jejich rozmisténi a mnohonasobné
mensi chybu aproximace. Rozmisténi vychazi z goniometrickych identit. Funkei u(z)
reprezentujeme v i-tém 1D elementu jako Lagrangetv interpolant pres N’ + 1 bodu

i mJ . i
T 0,1,2,...,N,. (2.17)
To je vyhodné volba, ale ne jedina. Alternativné se k vybéru bodu pouziva Gauss-

Lobattova kvadratura.

1. fad, 6 uzli 4. Fad, 45 uzld
l ] ] ] ] [ ]
N L | | | | | [ | | |
i | | | | n | | | |
2. fad, 15 uzll 5. Fad, 66 uzll
N | | | ] | | | | L | | | | | N
1 ] | L] [ ] [} ] ] .
" | | [ ]
n | | | | | | | | n L | | | .
N u | | u | | [ ] L | | .
3. fad, 28 uzll 6. rad, 91 uzld
| | n | | 1 | I | [ | ]
N | n | | | | I | u | u u [ | g
5 E = | | ] | | ]
N L ] n | | [ | 5 B B . ] | | n ]
" E = n . m - n ]

Obrazek 2.7: Ekvidistantné rozmisténé uzly pribyvajici s fadem polynomu 1 az 6

Ani metody kone¢nych prvki nemusi ztstat u aproximace linedrnimi funkcemi.
Jedna se o MKP vyssich radi. h-verze MKP je takova, kde mame dany stupen
bazové funkce a presnost aproximace ménime parametrem h - rozmérem elementu.
p-verze MKP naopak ma fixovanou jemnost sité a zptfesnovani provadime zménou
fadu polynomu P. V obou piipadech je mozné provést zpresnéni lokalné (velikost
elementu a stupné polynomi se mizou pro jednotlivé elementy napfic siti lisit).
Propojenim téchto dvou verzi je hp-verze MKP, kde je mozné ménit oboje. Je to v
podstaté totéz jako metoda spektralnich elementu s tim, ze MSE vyuziva specifické
body, jak je popsano vyse. Koeficienty vzniklé expanze nésledné hleddme pomoci
projekce vazenych rezidui.
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Obréazek 2.8: Rungeho jev pfi aproximaci funkce polynomem 10. fadu

2.6 Galerkinova metoda

Galerkinova metoda je pouzivana v rdmci MKP a MSE k prevadéni na slabou for-
mulaci. Ukazeme si ji na piikladu linearni diferencialni rovnice

Llu) = f (2.18)

na oblasti €2. Rovnici 2.18 vynasobime tzv. testovaci funkei v a zintegrujeme pres
celou oblast :

/vL(u)dx:/vfd:p, YveV. (2.19)
Q Q

Hledame pak tfeseni u € U, pricemz U je prostor zkuSebnich a V' testovacich funkei.
To se da preformulovat jako

a(v,u) = (v, f), Yv eV, (2.20)

kde (v, f) je skalarni soucin v a f. Dalsim krokem je diskretizace. Namisto hle-

danf feSeni u v prostoru nekoneéné dimenze U budeme hledat piiblizné feseni u’ v

prostoru koneéné dimenze U° C U. Refeni reprezentujeme jako linearni kombinaci
béazovych funkei ®,,, které tvoii prostor U°, napf.

u’ =" Dy, (2.21)

neN

Novy problém je: Naleznéte u,(n € N), které spliuje

> a(Pp, )it = (P, f), Vm € N. (2.22)

neN

V maticové formé

Aa = §, (2.23)
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kde @ je vektor koeficientu u,, A je matice s elementy

Alml[n] = a(®,,, P,) = / b, L(D,)dx,
Q
a fje vektor dany jako
fim) = @ f) = [ @i

Q

(2.24)

(2.25)
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3 Testovani solveru vyuzivajiciho metodu
spektralnich elementi

3.1 Volba solveru

Exisuje vice knihoven s implementovanymi metodami spektralnich elementt nebo
MKP vyssich radi. V zadani byl navrzen NEK5000.

Knihovnu NEK5000 [17] se podafilo tspésné zkompilovat a spustit v ni vzorové
simulace. Jako velky problém se ale ukazalo jak generovani komplexnéjsich vypo-
¢etnich siti, tak jejich vkladani z jiného software. A vlastné jakékoli dalsi zmény.
Na vineé je nedostatecna dokumentace a malo pocetna uzivatelskid komunita, nasled-
kem ¢ehoz neni kde zjistovat odpovédi na vyvstavajici otazky a jak proniknout do
slozitého systému souborii definujicich simulaci.

Rozhodl jsem se proto prejit po doporuceni vedouciho prace na jiny solver. Al-
ternativni solvery jsou napf.:

1) Semtex (implementuje 2D MSE s Fourierovym rozsifenim do t¥etiho sméru [3])
2) HERMES [20] (nabizi zna¢né zlepseni efektivity opoti MKP pro 2D problémy)
3) DUNE [9]

4) deal IT [2]

5) NEKTAR+-+

Zvolil jsem NEKTAR++. Je zdarma dostupny na strankach [1] a uz na prvni po-
hled je zpracovany lépe nez Nek5000 a také vyuziva metodu spektralnich elementi,
je tedy adekvatni ndhradou a prace byla provedena na ném.

3.2 Nektar4++

Nektar+-+ je open-source knihovna slouzici k numerickému simulovani fyzikalnich
problému. Je napsany v jazyce C+-+. Umoznuje Tesit parcidlni deferencialni rovnice,
vyuziva metodu spektralnich elementi a mé dobré vlastnosti z hlediska skalovatel-
nosti, viz sekce 3.8. Podle [7| poskytuje lepsi vlastnosti nez klasické MKP jak vypo-
Cetné za vyuziti klasickych CPU, tak i z hlediska pamétové naro¢nosti a vyuzivani
dalsich vypocetnich platforem jako vicejadrové GPGPU (general-purpose graphics
processing units). Nabizi diskretizaci spektralnich elementtu libovolného Fadu pro
jednu, dvé i t¥i dimenze. M4 implementovanou Galerkinovu spojitou, nespojitou a
hybridni nespojitou metodu projekce. Podporuje rtizné linearni solvery a predpod-
minovace a i ruzné ¢asové integrace. Prvni verze Nektaru++ byla vydéana v kvétnu
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roku 2006 a je stale aktivné vyvijen tymy z Imperial College London a University of
Utah. V praci je pouzita soucasna nejnovéjsi verze 5.0.0 z prosince 2019. Zahrnuje
nékolik solvert:

1) Acoustic Solver

2) Advection-Diffusion-Reaction Solver

3) Cardiac Electrophysiology Solver

4) Compressible Flow Solver

5) Incompressible Navier-Stokes Solver

6) Linear Elasticity Solver

7) Pulse Wave Solver

8) Shallow Water Solver

Zéaroven umoziuje vytvareni dalsich solvert. V této praci se zaméfujeme na kon-
krétni z existujicich - Incompressible Navier-Stokes Solver.

3.3 Pouzity hardware a software

Veskera prace byla provedena na notebooku HP ENVY x360 15-u200nc vybaveném
procesorem Processor Intel(R) Core(TM) i5-5200 CPU @ 2.20GHz, 2201 MHz, 2
Core(s), 4 Logical Processor(s), 8 GB RAM, 256 GB SSD diskem a grafickou kartou
Intel® HD 5500.

Prestoze Nektar+-+ lze pouzivat také skrze Windows, OS X a Fedoru, tak distri-
buce Linuxu zalozené na Debian a Ubuntu jsou optimélni a nejpouzivanéjsi. Ope-
ra¢ni systém pouzivaného notebooku byl upgradovan na Windows 10 Enterprise za
tcelem vyuziti vestavéného nastroje Hyper-V slouzictho k vytvareni pridanych vir-
tudlnich systému v hostitelském systému na jednom zafizeni. Ukézalo se ale, Ze je
teprve ve vyvoji a nenabizi snadno dostupnym zpusobem funkce potfebné pro bézné
fungovani (bézi pomalu, problém s pfenosem soubort mezi hostitelem a virtualnim
systémem, problémy s rozlisenim atd.) Naopak jako spolehlivy se ukazal Oracle VM
VirtualBox 6.0. Jako operacni systém virtualniho zafizeni byl pouzit Ubuntu 18.04.3
LTS bionic. Dalsimi pouzitymi programy jsou Gmsh pro vytvareni geometrii a siti,
Paraview pro vizualizaci vysledkii simulaci.

3.4 Kompilace, tutorialy
Nektar+-+ je open-source. Nabizi tedy zdrojové kody piimo ke stazeni. Pro Debian
a Ubuntu nabizi také predkompilované binarni soubory. Ty je vhodné pouzit, chce-

li uzivatel vyuzivat solver bez dalstho vyvijeni kodu. Je to tedy idedlni volba pro
pripad této préace. Instalace byla provedena nésledujicim postupem v terminélu:

1. Aktualizujeme a nainstalujeme GPG:

sudo apt—get update && apt—get install wget gpg
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2. Stahneme kli¢ pro ovéreni z odkazu na stranky Nektaru+-+:

sudo wget http://www.nektar.info/nektar—apt.gpg —O — |
sudo apt—key add —

3. Do seznamu apt zdroju /etc/apt/sources.list.d pridame odkaz na Nektar++
pro pozadovanou distribuci:

sudo su —c "echo ’deb http://www.nektar.info/ubuntu—
bionic bionic contrib’ > nektar.list"

4. Nakonec aktualizujeme a spustime instalaci:

sudo apt—get update && sudo apt—get install nektar{+

Po instalaci je k dispozici fada tutoriali. Nekolik se nachazi na strankach [1]
v sekci GETTING STARTED / TUTORIALS. Tyto tutorialy jsou podrobné roze-
brané vcetné matematického popisu problému, prace se siti, urceni pocatecnich a
okrajovych podminek, zvoleni ¢asovyh parametrii, feSené rovnice, pouzité projekce
atd. Pomoci téchto tutorialt uzivatel ovéri spravnost instalace a udéla si predstavu
o praci s knihovnou. Moznosti knihovny jsou dale popsany v uzivatelské prirucce
(User guide) dostupné na stejnych strankach v sekci DOWNLOADS. Prirucka zéro-
veni obsahuje popis hotovych vzorovych piikladu (Examples) pro jednotlivé solvery.
Tyto pripravené priklady najdeme ve webovém repozitari GitLab.

3.5 Benchmarkovy problém

Pro ovéreni spravnosti vysledkii a pro porovnéani s dalsimi metodami bylo vyuzito
benchmarkovych dat publikovanych v [19]. Ty definuji spole¢né zadani pro nékolik
riznych pripadi laminarniho proudéni okolo valce. Na feSeni se podilelo celkem 17
védeckych skupin, které fesily nékteré ze zadanych piipadi za vyuziti ruznych nu-
merickych metod a pristupi. Jejich vysledky a vypocetni ¢asy jsou uvedeny v tomto
¢lanku. Ucelem bylo najit odpovédi na fadu otazek ohledné postuptt pii simulacich
proudéni, které byly v dobé vzniku ¢lanku (1996) aktualni a dilezité pro udéani
sméru, kterym se ohledné pouzivanych metod vydat.

Ja jsem se zaméfil na dva dvoudimenzionalni pripady: stacionérni proudéni pii Re =
20 a nestacionarni pii Re = 100. Oba piipady maji spole¢nou geometrii (viz Obr.
3.1). H=0,41 m je sitka kanalu a D=0,1 m je pramér valce. Tekutiny jsou povazovany
za izotermické, nestlacitelné a jsou tedy popsany Navier-Stokesovymi rovnicemi:
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kde ¢ je ¢as, p hustota, v kinematicka viskozita, (z1,x2,z3) = (x,y, z) jsou kartéz-
ské souradnice, P je tlak a (Uy,Us, Us) = (U, V, W) jsou slozky rychlosti. Velikosti
kinematické viskozity a hustoty jsou dany jako v = 1073 m?s! a p = 1 kg/m?.

Na vstupu je plné vyvinuty parabolicky profil rychlosti. Stfedni rychlost je tedy
urcena jako

U(t) = 20(0, H/2,)/3. (3.2)

Aerodynamika odporova a aerodynamicka vztlakova sila jsou dany jako

on

S je obsah vélce, n, a n, jsou slozky normalového vektoru k plose S, v; je tecna
slozka rychlosti k S a t = (n,, —n,) teény vektor. Odporovy a vztlakovy koeficient
jsou

Ip = /(,0’/%7% — Png)dS, Fp=— /(pl/%ny + Pny)dS. (3.3)
s s

2Fp 2F7,

Cb = — L= —_- (34>
pU D pU D
Strouhalovo ¢islo je dano jako
D
U
kde f je frekvence odtrhéavani viria. Délka recirkula¢ni zony je
Ly, =2, — 2., (3.6)

27



kde x. = 0,25 je x-ova souradnice konce valce a x, x-ova soufadnice konce recirku-
la¢ni zony. Déle urcujeme rozdil tlaka AP:

AP = AP(t) = P(24, Yo, t) — P(e, Yo, t). (3.7)

Zde (x4, ya) = (0,15;0,2) jsou soufadnice zacatku a (x.,y.) = (0, 25; 0, 2) souradnice
konce valce. Rychlostni okrajova podminka na vstupu je

U0,y) = 4Uy(H —y)/H? 'V =0, (3.8)

kde U,, je maximalni rychlost. Pro stacionarni piipad U,, = 0,3 ms™, pro nestacio-
narni U,, = 1,5 ms™.

Pro vyhodnoceni stacionarni simulace je potfeba vypocitat nasledujici hodnoty
po ustaleni: cp, ¢, La, AP.

Pro nestacionarni: ¢pmaz, Crmaz, St, AP v éase t = tg+ 1/2f, pficemz tq je Cas
pii dosazeni crqz-

3.6 Realizace simulace a prace s knihovnou

Simulaci vytvarime v .xml souboru (Extensible Markup Language). Je to datovy
typ podobny HTML, ktery ale pouziva vlastni tagy pro vytvoreni objektt a dat v
objektech. Protoze jsou XML soubory formatovany jako textové dokumenty, mohou
byt otevieny a upravovany ve vétsiné textovych editori. Mohou byt ¢teny uzivatelem
i pocitacem. Soubor musi vzdy za¢inat root-ovskym tagem <NEKTAR>. Tomu jesté
muze predchézet verze a kodovani souboru <7xml version="1.0"encoding="utf-
8"7>. Struktura souboru vypada takto:

<?xml version="1.0" encoding="utf—-8"7>
<NEKTAR>

<EXPANSIONS>

< /EXPANSIONS>

<CONDITIONS>

< /CONDITIONS>

<GEOMEIRY>

< /GEOMETRY:

< /NEKTAR>

Pro prehlednost muze byt soubor rozdélen na vice souboru (typicky geometrie
a sitovani v jednom souboru, zbytek ve druhém souboru). Kazdy z téchto soubort
musi obsahovat root-ovsky tag <NEKTAR>, ve kterém jsou umistény libovolné
podkategorie z celkové struktury.

V sekci EXPANSIONS specifikujeme polynomy aproximujici feseni. Muzeme vo-
lit rizny 1ad a razny zptsob rozmisténi proklddanych bodi. To mizeme navolit
odlisné pro jednotlivé ¢asti domény a také zvlast pro rychlost a tlak.
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<EXPANSIONS>

<E COMPOSITE="C[1]" NUMMODES-"5" FIELDS="u,v,p" TYPE-"

MODIFIED" />
< JEXPANSIONS>

V sekci GEOMETRY je zadana dimenze elementii a dimenze prostoru, ve kterém
existuji. Dale obsahuje seznam bodii, hran, povrchi, elementii, zakiiveni, kompoziti
(oznacenych ¢asti geometrie, které jsou vyuzity pozdéji napt. pii zadavani okrajo-

vych podminek) a domén. Notace je nasledujici:

<GEOMEIRY DIM="2" SPACE="2">

<VERTEX>
<V ID="0"> 0.0 0.0 0.0 </V>
<V ID="1"> 0.5 0.0 0.0 </V>
< /VERTEX>
<EDGE>

<E ID="0"> 0 1 </E>
<E ID="1"> 1 2 </E>

< /EDGE>

<ELEMENT>
<Q ID="0"> 0 3 5 2 </Q>
<Q ID="1">1 4 6 3 </Q>

< JELEMENT-

<COMPOSITE>
<C ID="0"> Q[0-3] </C>
<C ID="1"> E[0,1,10,11] </C>
<C ID="2"> E[2,7] </C>
<C ID="3"> E[4,9] </C>
< /COMPOSITE>

~DOMAIN- C[0] </DOMAIN-

< JGEOMETRY>

<l— Walls —>

<l— Inflow —>
<l— Outflow —>
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Body jsou dany kartézskymi soufadnicemi, hrany dvojicemi bodi, Tri-elementy tro-
jicemi bodi, Quad-elementy c¢tveficemi bodi, kompozity nejcastéji vycétem hran
nebo elementt, doména pomoci kompoziti. (Popis neni kompletni, ale je dosta-
teny pro sité pouzité v této praci a k ukdzani zpusobu zapisu.) Pro jemné sité je
vyhodou moznost ulozeni seznamii téchto prvki v komprimované binérni podobé.

Piikaz NekMesh slouzi k prevedeni sité vytvorené v Gmsh s piiponou .msh
do formatu ¢itelného pro Nektar++, tedy .xml. Pouziva se v prikazovém radku
nasledovné:

NekMesh file .msh newFile.xml

Defaultné komprimuje obsah do binarniho formétu. Pokud chceme ¢itelny ASCII
format, provedeme to takto:

NekMesh file .msh newFile.xml:xml: uncompress

V sekci CONDITIONS definujeme parametry a okrajové podminky, které urcuji
podstatu a zpusob FeSeni problému. V nasledujici ¢asti jsou popsany podsekce této
sekce s priklady casti koda vyuzitych v této praci.

1. SOLVERINFO - Zde volime typ rovnice, typ solveru, projekci, ¢asovou inte-
grac¢ni metodu a dalsi.

<SOLVERINFO>
<I PROPERTY="SolverType" VALUE="
VelocityCorrectionScheme" />
<I PROPERTY="EQTYPE" VALUE="UnsteadyNavierStokes" />
<I PROPERTY="EvolutionOperator" VALUE="SkewSymmetric"
/>
<I PROPERTY="Projection" VALUE="Galerkin" />
<I PROPERTY="TimelntegrationMethod" VALUE="IMEXOrderl
" />
< /SOLVERINFO>

2. PARAMETERS - Dle typu solveru zadavame fyzikalni a c¢asové paramety
(napt. kinematickou viskozitu, ¢asovy krok, pocet ¢asovych kroki).

<PARAMETERS>
<P> TimeStep = 0.001 </P>
<P> NumSteps = 8000 </P>

<P> 10 _CheckSteps = 8000 </P>
<P> IO _InfoSteps = 100 </P>
<P> Kinvis = 0.001 </P>
<P> Re = 20 </P>
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< /PARAMETERS>
. VARIABLES - Tady definujeme proménné. Kazdé pfiradime jméno a ¢islo.

<VARIABLES>
<V ID="0"> u </V>
<V ID="1"> v </V>
<V ID="2"> p </V>
< /VARIABLES>

. GLOBALSYSSOLNINFO - V této ¢asti volime zpusob pro feSeni globédlniho
systému, predpodminovac a toleranci konvergence. V pripadé Incompressible
Navier-Stokes Solveru muzeme parametry nastavit pro rychlost a tlak odlisné.

. BOUNDARYREGIONS - S vyuzitim kompoziti definovanych v sekci GEO-
METRY zde pritadime ¢isla oblastem, pro které budeme urcovat okrajové
podminky.

<BOUNDARYREGIONS>
<B ID="0"> C[2] </B> <!—— Inflow —>
<B ID="1"> C[3] </B> <!—— Outflow —>
<B ID="2"> C[4] </B> <!l—— Wall —>
<B ID="3"> C[5] </B> <!-— Cylinder —>
< /BOUNDARYREGIONS>

. BOUNDARYCONDITIONS - Kazdému definovanému regionu z piedchoziho

bodu uré¢ime okrajové podminky

<BOUNDARYCONDITIONS>
<REGION REF="0"> <!—— Inflow —>
<D VAR="u" VALUE="1.2%y*(0.41—y) /0.1681" />
<D VAR="v" VALUE="0" />
<N VAR="p" USERDEFINEDTYPE="H" VALUE="0" />
< /REGION>
<REGION REF="1"> <!—— Outflow —>
<N VAR:HuU VAL 7”0” />
<N VAR="v" VALUE="0" />
<D VAR:HpU VAL 7HO|| />
< /REGION>
<REGION REF="2"> <!l—— Wall —>
<D VAR:HuH VAL 7"0” />
<D VAR="v" VALUE="0" />
<N VAR="p" USERDEFINEDTYPE="H" VALUE="0" />
< /REGION>
<REGION REF="3"> <!l—— Cylinder —>
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<D VAR="u" VALUE="0" />
<D VAR="v" VALUE="0" />
<N VAR="p" USERDEFINEDTYPE="H" VALUE="0" />
< /REGION>
< /BOUNDARYCONDITIONS>

Dalsi sekce na stejné trovni jako CONDITIONS je sekce FILTERS - umoznuje
vypocitat rizné kvantity z vysledki simulace jak se vyviji v ¢ase, naptiklad jed-
noduse hodnotu proménné v néjakém bodé (sledovani tlaku pied a za obtékanym

pocitat pro porovnani s benchmarkovymi daty.

<FILTERS>

<FILTER TYPE-"AeroForces">
<PARAM NAME="OutputFile">DragLift </PARAM-

<PARAM NAME="OutputFrequency" >1000 </PARAM>
<PARAM NAME-"Boundary"> B|[3] < /PARAM>
< /FILTER>

<FILTER TYPE="HistoryPoints">
<PARAM NAME="OutputFile">TimeValues </PARAM-
<PARAM NAME="OutputFrequency" >1000 </PARAM>
<PARAM NAME="Points">
0.15 0.20 0
0.25 0.20 0
</PARAM>
< /FILTER>

< /FILTERS>

Nekteré z uvedenych tdaju neni nutné uvadét. V tom piipadé je zvolena defaultni
moznost. Je nad rdmec této prace podrobné rozebirat vSechny moznosti knihovny.
Jsou zde uvedeny hlavné obecné informace a informace, které byly potiebné k rea-
lizaci zadané simulace viz odstavec 3.5.

Piikaz FieldConvert nam poslouzi predevsim ke konvertovani binérnich vy-
stupti simulaci .fld nebo .chk do formatu .vtu/.dat/.plt ¢itelného pro software k
vizualizaci a post-processingu (ParaView/Vislt/Tecplot). Piikaz v zakladni podobé
pak vypada nésledovné:

FieldConvert inl.xml in2.fld out.vtu

Casto pievadime velké mnozstvi soubort, pouzijeme tedy for cyklus, napt. takto:
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for i in {0..100}; do FieldConvert inl.xml in2 ${i}.chk
out3d ${i}.vtu; done

Simulaci spustime ptikazem:

IncNavierStokesSolver mesh.xml conditions .xml

Zadame-li jej s parametrem -v, vypiSe nam pocet stupni volnosti a shrnuti voleb v
SOLVERINFO.
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3.7 Vysledky simulace

Simulace byla provadéna na ¢tyfech trojihelnikovych nestrukturovanych sitich rtizné
jemnosti (viz Obr. 3.2). U vSech siti byla simulace odzkousena pro rizné fady poly-
nomu. Posledni dva radky kazdé tabulky uvadi rozmezi vysledki z benchmarkovych
dat pro snadné porovnani. VSechny simulace byly provedeny s 8000 ¢asovymi kroky
o délce 0,001 s. Vysvétlivky k nasledujicim tabulkdm s prehledem vysledki:

e 1ad - Tad polynomu

e prostorové proménné - stupné volnosti (DoF) (3 pro kazdy uzel - tlak a slozky
rychlosti)

e [ - Cas vypoctu

Sit 1 (67 uzl)

Sit 2 (207 uzld)

Sit 3 (685 uzlf)

Sit 4 (2605 uzld)

Obrazek 3.2: Pouzité vypocetni sité
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3.7.1 Stacionarni pripad Re=20

Tabulka 3.1: sit 1

rad prostorové proménné cp cr L, [m] AP [Pa] t][s
1 201 5,31565 25517 - 0,1397 24
2 696 5,0041 1,3305 - 0,1301 58
3 1485 5,2037 10,4490 - 0,1127 77
4 2568 5,1628 0,1328 - 0,1189 102
5 3945 5,2914 0,06375 0,0845 0,1166 142
6 5616 5,2357 0,05675 0,0845 0,1159 187
12 21816 5,3175 0,02023 0,0780 0,1170 732
16 38496 5,3298 0,01437 0,0790 0,1174 1557
20 59880 5,3348 0,01206 0,0790 0,1177 2855
30 133920 5,3392 0,01025 0,0790 0,1180 10306

spodni mez 5,57 0,0104  0,0842 0,1172

horni mez 5,59 0,0110  0,0852 0,1176

Tabulka 3.2: sit 2

fad prostorové proménné cp cr L, [m| AP [Pa] ¢t
1 621 5,7407 0,1102 - 0,1355 58
2 2277 5,6845 0,0636 - 0,1353 164
3 4968 5,4688 0,0106 0,082 0,1176 239
4 8694 5,4434 0,0092 0,081 0,1145 329
5 13455 5,4676 0,0080 0,083  0,1148 508
6 19251 5,4686 0,0091 0,082  0,1152 660
12 75762 5,4907 0,0096 0,083  0,1150 2596

spodni mez 5,57 0,0104 0,0842 0,1172

horni mez 5,59 0,0110 0,0852 0,1176

Tabulka 3.3: sit 3

fad prostorové proménné cp cr L, [m|] AP [Pa] t]s]
1 685 5,3341 -0,0476 - 0,1199 165
2 7815 5,6809 0,0044 0,079 0,1190 645
3 17280 5,0378 0,0090 0,084 0,1175 811
4 30450 5,0332 0,0100 0,083  0,1169 1291
5 47325 5,0425 0,0100 0,083  0,1169 1641
6 67905 5,0449 0,0100 0,084  0,1168 2167
10 187275 5,0520 0,0105 0,084 0,1168 5699

spodni mez 5,57 0,0104 0,0842 10,1172

horni mez 5,59 0,0110 0,0852 0,1176
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Tabulka 3.4: sit 4

fad prostorové proménné c¢p cr L, |m] AP [Pa] t]s]
1 2605 05,3813 7.4998 0.082  0.1171 639
2 30450 5,5549 10,0078 0,083  0,1168 2214
3 67905 5,456 00,0101 0,084  0.1170 3382
4 120180 5,5459 10,0104 0,084 0.1169 4804
10 745050 5,5543 10,0105 0,084 0,1168 25886
spodni mez 5,57 0,0104 0,0842 0,1172
horni mez 559  0,0110 0,0852 0,1176

Re=20, sit 4, fad 3

|

|

4.1e01

0.35

0.3

0.25

02

0.15

0.1

0.05
0.0e+00

Velikost rychlosti Re=20

Obrazek 3.3: Vizualizace vysledného proudéni po ustaleni pro Re=20

3.7.2 Nestacionarni pripad Re=100

Vysvétlivky k této casi vysledk:

e diverg. - feSeni diverguje

e error - solver nedopocital simulaci

Tabulka 3.5: sit 1

fad prostorové proménné cp cr L, [m| AP [Pa] ¢
1 201 diverg. - - - -
2 696 - - - - 53
3 1485 - - - - 74
4 2568 - - - - 100
5 3945 4,4050 1,2133 0,3326 2,8831 131
6 5616 3,7141  1,3553 10,3125 24227 173
7 7581 error - - - -
8 9840 error - - - -
spodni mez 3.2200 0,9900 0,2950 2,4600
horni mez 3.2400 1,0100 0,3050 2,5000
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Tabulka 3.6: sit 2

fad prostorové proménné c¢p cr L, |m] AP [Pa] t]s]
1 621 - - - - 25
9 2277 98348 09185 0,3030 2.3082 148
3 4968 3,6270 1,1939 10,2941 2,7002 219
4 8694 error - - - -
spodni mez 32200 0,9900 0,2950 2,4600
horni mez 3.2400 1,0100 0,3050 2,5000
Tabulka 3.7: sit 3
fad prostorové proménné cp cr L, [m|] AP [Pa] t ]
1 685 - - - - 205
2 7815 3,37565 0,7950 0,3125 2,2702 498
3 17280 error - - - - -
4 30450 error - - - -
spodni mez 3.2200 10,9900 0,2950 2,4600
horni mez 3.2400 1,0100 0,3050 2,5000
Tabulka 3.8: sit 4
fad prostorové proménné cp cr L, [m| AP [Pa] t ]
1 2605 27157 10,4991 0,3226 2,0822 566
2 30450 error - - - -
3 67905 error - - - -
4 120180 error - - - -
spodni mez 32200 0,9900 0,2950 2,4600
horni mez 3.2400 11,0100 0,3050 2,5000
2.1e+00
Re=100, sit 3, fad 2, t=8s I 3
L5 5
3
—1 6
>
g
2

[ 0.5
0.0e+00

Obrazek 3.4: Vizualizace vysledného proudéni pro Re=100 v ¢ase t = 8 sekund

3.8 Paralelni skalovani

P1i vyuziti dvou procesorii se vypocetni cas simulaci ve vSech odzkouSenych ptipa-
dech prodluzoval oproti ¢asu vypoc¢tu na jednom procesoru, viz tabulka 3.9. Pri¢in
muze byt cela fada. Pravdépodobné problém s kompilaci nebo komunikaci virtual-
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Obrazek 3.5: Prubéh vztlakové sily pro Re=100

niho systému s hostitelskym. I vlivem vyhlaseni nouzového stavu pri tvorbé prace
nebyla k dispozici jind zafizeni ani vypocetni clustery, na kterych by skalovatelnost
bylo mozné odzkouset.

Tabulka 3.9: Vypocetni ¢asy pro 120 ¢asovych krokt pro jedno a dvé vypocetni jadra

sit 1 sit 2 sit 3
rad 1 CPU 2 CPUs 1 CPU 2CPUs 1CPU 2CPUs
1 1s 1s 1s 28 3s 58
2 28 28 38 5s 9s 18 s
3 28 28 38 7S 16 s 30 s
4 28 38 7S 10 s 25 s 43 s
5 3s 48 10 s 13 s 37's 59 s
6 45 6s 14 s 20 s 55 s 83 s
7 5s 7s 20 s 25 s 80 s 111 s

Prace zabyvajici se kalovatelnosti NEKTARu++ ovSem existuji [15, 8|. Z nich
vyplyvé, ze paralelni vypocty v Nektaru++ jsou velmi efektivni. Problémem je napf.
pouziti XML vstupniho formatu pii definici rozsahlych siti. Neni totiz pfimé moznost
¢ist pouze vybrané casti XML souboru a pfi poc¢ateénim déleni sité na mensi ¢asti
je potieba alespon jednou precist cely soubor. V detailnich sitich na komplexnich
geometriich, které mivaji pocet elementii v fadu miliont, to vede k velké pamétové
naro¢nosti a delsimu vypocetnimu ¢asu nutnému k vytvoreni rozdéleni sité.
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Na strankach [1] je prezenovan vysledek testovani paralelizace (viz Obr, 3.6 na
vypocenim clusteru Mira az po 131 000 jader se skvélou efektiviou pfi simulaci ne-
stlacitelného proudéni okolo geometrie formule 1. Mira je superpocita¢ v Argonne
National Laboratory. Patii k nejvykonnéjsim pocitaciim na svété a ma témér 800
000 vypocetnich jader. Cerna pifmka zobrazuje ideédlni ptipad, kdy je zavislost mezi
poc¢tem jader a zrychlenim vypocetniho casu lineadrni. Teoreticky, zdvojnasobime-li
pocet jader, Cas se zkrati na polovinu. Prakticky to tak ale nefunguje, protoze ¢ast
vykonu je nutna pro rozdéleni vypoc¢tu mezi jadra a pro jejich vzajemnou komuni-
kaci, a dokonce po prekroceni néjakého poctu jader dochézi ke zpomalovani vypoctu.
Blize realité je speed up dle Amdahlova zakona

1 T
(1-P)+L  T(s)
kde P je Paralelizovatelna ¢ast algoritmu, n je pocet procesoru, T je doba vypoctu

pred zvysenim poc¢tu procesori a 1'(s) je doba vypoctu po zvyceni poc¢tu CPUs. Za
T je vzéna doba prvniho vypoctu (pii pouziti 8 192 CPUs).

(3.9)
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Obrazek 3.6: Skalovatelnost [1]

Déle uvadime srovnani [21], jak si stoji Nektar+ -+ oproti komeréné vyuzivanému
Fluentu s implementovanou metodou kone¢nych objemt. Porovnan je zde vypocetni
¢as v zavislosti na poc¢tu pouzitych jader, viz Obr. 3.7. Vypocty byly provedeny na
superpocitaci Cray XC40. V Nektar+-+ byl pouzit treti rad polynomu pro rychlost
a druhy pro tlak. Podminky simulaci byly odlisné. Obé zacinaji v ¢as 0,11 s a konci
v ¢ase 0,16 s, ale Nektar++ pocital s parametry Re—=100, ¢asovy krok 1075, pocet
¢asovych kroki 5000, zatimco Fluent (DES) mél Re=6.3 - 10°, ¢asovy krok 1074,
pocet Casovych kroku 500. V [21] je také uvedeno, Ze neni Zadny vyznamny rozdil v
¢asech pro vypocty pii obou ruznych Re.
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Obrazek 3.7: Porovnani skalovatelnosti solveri Nektar++ a Fluent [21]
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Jak je naznaceno v sekci 3.1, knihovnu NEK5000, kterou bylo ptivodné zamysleno
vyuzit, je problematické pouzivat jen na zakladé dostupné dokumentace. Ta se uka-
zala jako zcela nedostatecna. Oproti tomu Nekar+-+ splnil v8echna ocekavani a po-
dal presné vysledky pro stacionarni 2D proudéni nestlacitelné tekutiny kolem vélce
v uzavieném kanalu pii Re=20.

V kazdé tabulce s vysledky v sekcich 3.7.1 a 3.7.2 je v poslednich dvou fadcich
uveden odhadovany interval, ve kterém se podle autorii [19] miiZze nachazet presné
feSeni. Je vidét, ze pro stacionarni piipad (Re=20) se vysledky s rostoucim poc¢tem
stupni volnosti (DoF') ustali na hodnotéch, které nelezi presné v téchto interva-
lech. Je to pravdépodobné zptisobeno tim, ze pii pouziti hrubé trojuhelnikové sité
neni dostate¢né presné aproximovan zaktiveny tvar valce. V pripadé nejméné jemné
pouzité sité (viz Obr. 3.2) pocitame vlastné obtékani osmithelniku, coz se lisi od
kruhu podstatné. Tomuto vysvétleni odpovida také fakt, ze vysledky jemné&jsich siti
se ustalily blize inervaliim.

Zavérem tedy je, ze pro pouziti vysokych tadi metody spektralnich elementi
je vhodnéjsi rucéné pripravit hrubéjsi sité se zakfivenymi hranami. To by mohl byt
dalsi predmét zkoumani v navaznosti na tuto praci.

Pro nestacionarni piipad byl problém, Ze pii prekroceni poctu stupnu volnosti
okolo 7500 - 8000 solver tfeseni nedopocital. Pro simulace s nizkym poctem DoF
do priblizné 2000 - 3000 bylo feSeni natolik nepfesné, ze urcovani srovnavanych
paramett by ani nedavalo smysl. Je to vidét na Obr. 3.5, kde oba grafy znazornuji
prubéh vztlakové sily. Horni je pomérné presny, zatimco u spodniho s méné DoF
neni mozné stanovit frekvenci pro vypocet Strouhalova ¢isla a ani cpmaz, Crmaz @
AP o ni¢em nevypovidaji, nejsou proto urceny.

P1i zkoumani vyhod pouziti vyssich fadi polynomi oproti zjemnovani sité na
této sadé vysledki neni zfejma prevaha ani jednoho z pristupii.

Pro testovani paralelizace nebyl k dispozici vhodny hardware. Spousténi simulace
na dvou jadrech vykazalo ¢asové delsi vypocet nez na jednom vypocetnim jadie, viz
tabulka 3.9. Dohledané zdroje ale uvadi skvélé vysledky pii testovani na vysoce
vykonnych vypocetnich clusterech o tisicich i desetitisicich jadrech.
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