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Uvod

Jiz od zacatku studia slycham od svého okoli porad jednu a tu samou otazku:
»A co budes jednou s matematikou délat?“ Z tohoto duvodu mé téma epidemiolo-
gického modelu SIR zaujalo na prvni pohled. Vyznam predikce prubéhu epidemii
je ipro naprosté laiky snadno pochopitelny, protoze nemoci zasdhnou cas od casu
do zivota kazdého z nas.

Cilem moji prace je popsat epidemiologicky model SIR pro siteni infekénich
nemoci a dalsi jeho varianty. Nazev modelu je odvozen z anglickych slov suspec-
tible, infected a removed, které pojmenovavaji tii skupiny, do kterych populaci
roz¢lenime. Kategorie susceptible zahrnuje jedince dosud nenakazené danou in-
fekei, ktefi jesté mohou onemocnét, infected jsou jedinci infikovani a removed
nemoci v populaci nas zajima, zda nemoc pteroste v epidemii, jaké bude ma-
ximalni mnozstvi nakazenych jedincu v daném case, ¢i jak vlastné bude vypadat
slozeni populace po odeznéni nemoci, tzn. zajima nés pocetnost jednotlivych ka-
tegorii.

V prvni kapitole nabizim ¢tenafi struény néhled do historie epidemiologickych
modelu. Ve druhé kapitole se zabyvam modelem SIR. V kapitolach tii, ctyti a pét
popisuji dalsi varianty modelu SIR, jmenovité modely SI, SIS a SEIR. V posledni
Sesté kapitole se vracim k puvodnimu modelu a pokousim se jej zobecnit.

Jesté bych rada na tomto misté okomentovala literaturu, ktera mi byla napo-
mocnd pii odvozovani a analyze jednotlivych modelu. Jsou to zejména tituly [1],
2] a [3]. P1i tvorbé fazovych portrétu postupuji dle skripta [6], které shrnuje ucivo

stejnojmenného predmétu Dynamické systémy 1, ktery jsem taktéz absolvovala.



Kapitola 1

Historie

Historii lidstva uz od pradavna provazeji nejruznéjsi epidemie, napiiklad epi-

demie moru. Lidé vérili, ze je to trest od Boha za hiisny zivot. Toto presvédceni
zédkona naptiklad lze nalézt zminku o moru, ktery postihl Egypt, jako jedna
ze smrtelnych ran, protoze faraén odmital vzit v potaz MojziSovo varovani. Jiny
dolozeny piipad moru je tzv. Antoninsky mor, ktery zasahl ve 2. stoleti n. 1.
Rimskou i8i. V jeho dusledku doslo k oslabeni stability statu, coz vedlo k jeho
napaden{ barbarskymi kmeny a k rozpadu Rimského impéria. Stejny osud postihl
i ¢inskou 1isi Han ve 3. stoleti n. 1.
Asi nejznaméjsi epidemie byly epidemie nemoci, které se itkalo Cernd smrt. Mimo
jiné muze také za tzv. Velky mor, ktery zasahl Londyn v letech 1665 a 1666.
Tato epidemie byla ukoncena az Velkym pozarem Londyna, ktery vyhubil krysy
a s nimi i blechy, coz byli prenase¢i moru.

Velké skody zpusobily i pravé nestovice (variola). Smrtici byla tato ndkaza
pro Aztéckou Tisi i severoamerické indiany, ktefi nikdy drive do styku s touto
nemoci neprisli. Jak moc pro né byla nakaza likvidacni, svédci fakt, ze mezi 1éty
1519 az 1530 klesla populace v Aztécké tisi z 30 milionu na pouhé 3 miliony.
Smrtici epidemie nestovic postihovaly ve sttedovéku Evropu. Ti, kdo prezili tuto
nakazu, zustali poznamenani jizvickami po nestovickach. V 18. stoleti se ale na-
lezl zpusob, jak této nemoci predchazet — vakcinace. Jako prvni ockovaci latka byl

pouzivan vir z puchyiki nestovic od jiz nakazenych lidi. Casto ale postihla nemoc



v dusledku ockovani ockovaného jedince se stejnou silou, jako nakaza sama. Zdo-
konaleni ockovaci latky prislo s poznatkem, ze dojicky, které prodélaly kravské
nestovice, se nikdy pravymi nestovicemi nenakazily. Kravské nestovice mély lehky
prubéh a tak ockovani bylo témér bez rizika. Pres to byly staveny do cesty po-
kroku prekazky. A tady zacind i historie matematického modelovani spojeného
s epidemiemi. V roce 1760 publikoval Daniel Bernoulli' jednoduchy matematicky
model odhadujici sifeni nemoci mezi nenaockovanymi lidmi, aby podporil vak-
cinaci proti nestovicim. Diky ué¢inné vakciné se povedlo na zacatku 20. stoleti
nemoc uplné vymytit.

Velky zvrat v lékarstvi a vlastné jakysi zlomovy moment, ktery viubec umoznil
vzniknout epidemiologii jako védnimu oboru, byl rok 1877. Robert Koch a Lu-
ise Pasteur podali dukaz o existenci mikroorganismu a jejich souvislosti s one-
mocnénimi. To podnitilo statistiky, jmenujme napt. Williama Farra, k duslednéjsi-
mu hromadéni dat a védci tak meéli dostatek materidlu k analyze. Vétsina védcu,
ktefi se na konci 19. stoleti zabyvali modelovanim epidemii, ale mapovala nemoci
az zpétné. Prestoze se to muze zdat zbyteéné, mnohé to o nemocich vypovédélo.
Jak védci vypozorovali, epidemie propukaly, at uz silngjsi ¢i slabsi, v cyklech. Zde
by se dalo uvést jméno anglického lékare Williama Heatona Hamera. Spousta
matematiku a lékaiu byla prekvapena pravidelnosti krivek, které ziskdvali, a po-
kouseli se ji néjak vysveétlit. V této souvislosti vznikly jakési dvé hlavni hypotézy.
Hans Heesterbeek je ve svém ¢lanku [4] nazyva Farrova hypotéza a Snowova hy-
potéza. Dle Farrovy hypotézy epidemie odezni, protoze se mikroorganismy, které
ji zpusobuji a prendasi se z jedince na jedince, vycerpaji a nejsou uz schopné nemoc
siiit. Cili onemocnéni slébne s kazdym nové nakazenym. Na tomto pifstupu je
dobte vidét, jak zkreslené predstavy jesté védci na konci 19. stoleti o bakteriich
a virech méli. Snowova hypotéza (doktor John Snow se proslavil zastavenim epi-
demie cholery v Londyné roku 1854) naopak fika, ze epidemie odezni, protoze ji,
zjednodusené feceno, dojde ,,palivo“. Jinymi slovy skupina populace, kterd cho-

robou dosud netrpi, se zmensuje a tak se nema nemoc uz kam §itit, vezmeme-li

1O tomto modelu se lze vice doéist v [5].



v uvahu, ze nemoci odolaji silni jedinci. Asi nejvyznamnéjsim predstavitelem této
teorie byl Ronald Ross.

Sir Ronald Ross byl britsky 1ékai a dnes je povazovén za jednoho (ze dvou)
otcit moderni epidemiologie. Za svou praci v oblasti vyzkumu malarie ziskal v roce
1902 Nobelovu cenu. Prestoze ziskal ocenéni za svou praci v souvislosti s malarii,
Ross se snazil vytvorit obecny model, ktery by Sel pouzit k modelovani riznych
nemoci. Ross byl také prvnim, kdo se snazil odhadnout prubéh nemoci, ne sestavit
model pro nemoc, ktera uz odeznéla. Prvni nastin své teorie vydal uz v roce 1911
v priloze druhého vydéani své knihy o malarii, kde vytvoril jakysi diskrétni model,
tedy na cas nenahlizi jako na spojitou funkci. V roce 1916 tuto teorii prepracoval
a vytvoiil model spojity. Néco mélo k Rossové modelu jeho vlastnimi slovy?:
,Problém, ktery pred nami lezi, je nasledujici. Predpokladejme, ze mame zivou
populaci ¢itajici P jedincu, z nichz je pocet Z postizen nécéim (napiiklad nemoci)
a zbyvajicich A jsou nezasazeni; predpokladejme, ze mnozstvi h z nezasazenych je
zasazeno v kazdém elementu ¢asu t.“ Ross prozkoumal spoustu systému tvorenych
rovnicemi s neznamymi A, P, Z a vénoval také dostatecny prostor situaci, kdy
h je konstanta. Ve své dalsi praci také uvazoval situaci, kdy se nékteii jedinci,
kteri nemoci nepodlehli, vylécili a nabyli tak imunitu vuci chorobé. Toto napadné
pripomina model, ktery dnes zndme jako model SIR.

Tento Rossuv model ale nebyl prvnim predchudcem modelu SIR. V roce
1914 publikoval svou praci i jiny anglicky lékat Anderson McKendrick, ktery je
spolu s Ronaldem Rossem casto oznacovan za zakladatele moderni epidemiologie.
Béhem kampané proti malarii v Siefe Leoné pracoval McKendrick jako Rossuv
podrizeny a tehdy také vznikl jeho zajem o tuto problematiku. Ross v ném vidél
vhodného studenta a svého nastupce. V roce 1927 popsali McKendrick a Williem
Kermack ve svém c¢lanku mimo jiné i jednoduchy model, ktery je dnes oznacovan

jako model SIR.

ZPrelozeno z [2], str. 92.
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Kapitola 2

SIR

2.1. Sestaveni modelu

Zékladnim epidemiologickym modelem siteni infekénich nemoci je model SIR,
téz nazyvany Kermackuv—McKendrickuv model. Pracuje s populaci rozdélenou

do tti skupin, a to nasledovneé:

e S (susceptible) - jednd se o ¢ast populace zahrnujici zdravé jedince, kteti

jsou nakazou ohrozeni, tzn. mohou se nakazit,

e [ (infected) - skupina infikovanych jedincu, ktefi jsou schopni sifit ndkazu
dal,

sirit dale. Tato skupina zahrnuje jak jedince, ktefi se uzdravili a jsou vuci

nemoci imunni, tak jedince, kteri v dusledku nakazy zemfeli.

Pocetnost téchto kategorii se bude s ¢asem t ménit.

Model SIR je zaloZen na nésledujicich tfech hypotézdch!:

1. Na celkovou welikost populace nahlizime jako na konstantni - autonomni
populace. To znamend, ze neuvazujeme zadny prirustek ani ubytek osob

v populaci. Dokonce i jedince, ktefi zemfiou v dusledku modelované nemoci

IPrevzato z [1].
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uvazujeme ve skupiné R, pricemz v ramci této skupiny nerozlisujeme zda

je jedinec zivy nebo mrtvy. To lze vyjadrit jako
S(t)+ 1(t) + R(t) = N, (2.1)
kde N je kladna konstanta a znaci celkovou velikost populace.

2. Uvazujeme homogenni populaci, tzn, ze pravdépodobnost kontaktu libovol-
nych dvou jedinci je stejnd. Stejné je i pravdépodobnost, ze se kterykoliv
zdravy jedinec nakazi od infikovaného. Kazdy jedinec utvoii za jednotku
casu N kontaktu s ostatnimi. Kontaktem rozumime setkani dvou jedincu
dostatecné dlouhé k prenosu infekce. Koeficient « je z intervalu (0,1) a
jedna se o koeficient prenosu nemoci. Pravdépodobnost, ze ndhodné zvoleny
kontakt utvoreny jednim infikovanym jedincem umozni prenos nemoci, tj.
jedna se o kontakt s nachylnou osobou, je rovna S(¢)/N. Jeden infikovany
jedinec tedy nakazi za jednotku ¢asu aN(S(t)/N) dalsich osob. Celkem
tedy piibude v daném case aN(S(t)/N)I(t) = aS(t)I(t) nové nakazenych

jedincu.

3. Infikovand jedinci se uzdravuji primo imérné velikosti kategorie I, (tzn. pre-
sunuji se do kategorie R). Oznacime-li 5 > 0 koeficient imérnosti, potom
pocet jedincu, ktefi opousti v daném case kategorii I je SI(t). Parametr (3

budeme oznacovat jako koeficient uzdravovani.

Na zakladé téchto hypotéz sestavime soustavu diferencialnich rovnic, ktera

bude popisovat model SIR

S'(t) = —a-S(t) - I(t), (2.2)
I't) =a-S(t)-I(t)— B 1(t), (2.3)
R(t) = B-I(t) (2.4)
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Déle je treba uvazovat pocateéni podminky systému, coz jsou

S(O) = SO > 0,
](0) =1y >0,
R(0) = Ry = 0.

Ze systému rovnic (2.2) - (2.4) a z podminky (2.1) je ziejmé, ze velikost
skupiny R lze snadno dopocitat jakmile zname velikosti skupin S a I. Tudiz nam
postaci k dalsimu vySettovani systému uvazovat pouze rovnice (2.2) a (2.3). Tyto
dvé rovnice ndm generuji plandrni dynamicky systém.

Vliv jednotlivych parametru modelu na velikost jednotlivych kategorii v prubéhu

epidemie je zachycen na Obrazku 2.2 na konci kapitoly.?

2.2. Prubéh epidemie

Je ziejmé, ze model dava smysl pouze pro takova ¢, pro ktera jsou S(t) a I(t)
nezaporné. Dosdhne-li nékterd z hodnot S(t) a I(t) nuly, povazujeme proces

za ukonceny. Tudiz z rovnice (2.2) vyplyva
S'(t) <0,
tedy S(t) je klesajici funkei. Z rovnice (2.3) lze odvodit

I't)y>0 <= S(t) > g

I't)y<0 <= S()< é,
!
coz znaci, ze 1(t) je rostouci do okamziku, nez S(t) = /a a poté je klesajici.
Ptejme se nyni, za jakych podminek nemoc vibec propukne. Z vyse odvo-

zeného muzou v case t = 0 nastat nasledujici dva pripady:

e S(0) < B/a - v tomto pripadé mnozstvi infikovanych jedincu s rostoucim

casem klesa a nakaza se nerozsiti.

2QGrafy jsou vytvofeny v programu Matlab pomoci funkce ode45.
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e S(0) > B/« - v tomto pripadé mnozstvi nemocnych s rostoucim ¢asem roste
tak dlouho, dokud nenastane rovnost S(t) = /«, tzn. nemoc je na svém
maximu. Po prekroceni této hodnoty bude infikovanych ubyvat a nakaza

zacne ustupovat.

2.3. Zakladni reprodukeéni cislo

Zabyvejme se jesté otazkou, jak poznat z parametru modelu, zda nakaza pro-
pukne nebo ne. Pro kazdou infekéni chorobu lze urcit tzv. zdkladni reprodukcni
¢islo®, které znacime symbolem Ry. Je-li Ry < 1 ndkaza se §ifit nebude a naopak,
je-li Ry > 1 infekce propukne v plné sile. Pro urceni predpisu pro Ry uvazujme
situaci, kdy 7(0) ~ 0, tudiz S(0) ~ N. Pro lepsi predstavu to odpovida pripadu,
kdy jeden infikovany jedinec zavlec¢e nemoc do iplné zdravé populace velikosti

N. Vyse jsme odvodili, Ze nemoc propukne, bude-li

Jednoduchou tpravou tuto nerovnost prevedeme na tvar

aS(0)
B

> 1.

Coz lze ale ekvivalentné prepsat jako

alN

3 > 1.

Vyraz na pravé strané je hledany ptredpis pro Ry, tedy

alN
Ro - 7

Pro jasngjsi predstavu o zakladnim reprodukénim ¢isle muzeme tici, ze Ry udava

pocet infikovanych jedincu, které nakazi jeden nemocny jedinec za jednotku casu.

3V anglicky psané literatute, napi. [1], se nazyva the Basic reproduction number.
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2.4. Maximalni mnozstvi nakazenych

Dalsi hodnota, kterd nas zajima, je mazimdlni mnozZstvi nakaZenych. Vime
jiz, ze nemoc je na svém maximu pro S(t) = /a. Nejprve uréime podil rovnic
(2.3) a (2.2), ¢cimz ziskame vyjadieni pro I'(t) pouze v zavislosti na S(t)

I'(t) _ aS()I(t) - pI(t) _ B

S0 - —aSOIB T as®

Tudiz 1ze psat

I'(t) = (-1 + ag(t)) S'(1).

Integraci této rovnosti dostavame

I(t) = —S(t) + g In S(¢) + C, (2.5)

kde C' je integracni konstanta a jeji hodnotu dopocteme dosazenim pocatecnich

podminek do (2.5). Pak

]0:—50+§1HSO+C,

odtud
_ 6
C—[o—i-S()— alHSO,

¢imz dostavame

[(t) = —S(t) + ngS(fJ) +10+SO — ngSO,

7 ¢ehoz

](t) = —S(t)—f—gln%z)"‘]o‘l'kgo (26)

Dosadime-li S(t) = B/« do (2.6), pak obdrzime ¢islo, které uddva maximalni

mnozstvi nakazenych béhem prubéhu infekce.

N
]ma;r = o (hl aSO ].) + IQ + So. (27)

15



2.5. Fazovy portrét

Rovnice (2.6) je rovnici orbity vysetfovaného planarniho systému. Pro ruzné
pocéatecni hodnoty Sy a I dostavame ruzné orbity. Pér je jich zachyceno ve fazovém
portrétu na Obrazku 2.1. Jak jsme zminili na zacatku, pro zaporné hodnoty S(t)
a I(t) nema smysl vubec fazovy portrét uvazovat, stejné tak jsme limitovani

podminkou (2.1). Plati tedy
N=S{t)+1(t)+ R(t) > S(t)+ 1(t)

a dostavame tak dalsi hranici ve fazovém portrétu. Tento systém ma celou tisecku

kritickych bodu a to od bodu [0, 0] do bodu [N, 0].

| N=S+I

¥

=

0 pla N
S

Obréazek 2.1: Cast fazového portrétu planarniho systému (2.2),(2.3)

2.6. Vztah mezi zakladnim reprodukénim cislem
a zavaznosti nemoci

Zavérem kapitoly se jesté vratme k zédkladnimu reprodukénimu éislu Ry a uka-
zme, ze jeho hodnota nam kromé propuknuti epidemie signalizuje i jeji zavaznost

- tim rozumime vétsi pocet infikovanych jedincu v okamziku, kdy je epidemie

16



na svém vrcholu. Necht tedy epidemie propukne, tzn. Ry > 1. UkdZeme, Ze s ros-
toucim Ry roste i hodnota I,,,.. Je vhodné uvazovat situaci, se kterou jsme
pracovali pii odvozovani predpisu Ry, tj. Iy =~ 0 a Sy =~ N. Rovnici (2.7) lze

upravit nasledujicim zpusobem

3 N 1 N 1
In— —1 I So= ——(ln— — 1 N=—(In——1 N.
(naSo )+ lo+ 5 %(n% )+ RO(HRO )+

Imax -

b
Q

Chéapeme-li I jako funkci proménné Ry, lze jeji derivaci podle R ziskat

dl, mazx In RO
=N ,
dR, Ro?

Vzhledem k pozadavku Ry > 1 je hodnota derivace kladna, tudiz I,,,., jakozto
funkce proménné Ry, je rostouci funkci. To ale neznamena nic jiného, nez ze s ro-
stouci hodnotou R roste i maximum infikovanych jedincu. Tedy vétsi hodnoty

R indikuji i vétsi zavaznost epidemie.

300 300 —
200
o
7
100
ol )
0 10 20 30 0 10 20 30
t  =0.0025, 4=0.05 t  =0.0025, 4=0.15
300 300 —s()
— @)
— RO
200
o
) ]
100 e

0 10 20 30 0 10 20 30
t  «=0.0008, 3=0.05 t

Obrézek 2.2: Grafy kategorii S, I a R modelu s parametry N = 300, So = 250,
Iy = 50, Ry = 0 pro ruzné hodnoty «a a . Ctvrty graf zachycuje situaci, kdy je
Ro < 1, tedy situaci, kdy epidemie nepropukne. Zde o = 0.002 a 5 = 0.62.
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Kapitola 3

SI

3.1. Sestaveni modelu

V této kapitole se budeme zabyvat epidemiologickym modelem SI. Tento

model ziskame ze zakladniho modelu SIR tak, Zze nebudeme uvazovat skupinu

vvvvv

vylécitelné nemoci. Rovnice popisujici model ST jsou

S'(t) = —aS()I(t), (3.1)
I'(t) = aS(H)I(t), (3.2)

kde a € (0,1) je koeficient pfenosu nemoci. Po¢éteéni podminky jsou

S(O) =5y >0,
1(0) = Ip > 0.

Velikost populace stale povazujeme za konstantni, tudiz

S(t)+I(t) = N, kde N je kladnd konstanta. (3.3)

3.2. Fazovy portrét

Vzhledem ke vztahu (3.3), ktery udava vztah mezi kategoriemi S a I, muzeme

systém (3.1), (3.2) zredukovat pouze na jednu diferencidlni rovnici

S'(t) = —aS(t) (N — S(t)). (3.4)
18



Nac¢rtnout fazovy portrét tohoto systému neni obtizné. Jelikoz se jedna o skaldrni
dynamicky systém, vSechny orbity lezi v piimce. Staci nam tedy urcit kritické
body systému a orientaci orbit.

K uréeni kritickych bodu sta¢i polozit pravou stranu diferencidlni rovnice (3.4)
nule. Ziskavame tak dva kritické body Si(t) = 0 a S3(t) = N. Je také videét,
ze pro S(t) < 0 a S(t) > N je funkce, kterd tvoii pravou stranu rovnice (3.4),
kladné. To znaci, ze Sipky na orbitach s pravym koncovym bodem 0 a levym kon-
covym bodem N, budou smétovat doprava. Mezi body 0 a N je ptislusna funkce
zapornd, tudiz Sipka na orbité s levym koncovym bodem 0 a pravym N smétuje

doleva.

Je také dulezité si uvédomit, ze pro biologicky vyznam ma pouze posledni zminovana

orbita, protoze velikost kategorie S nemuze klesnout pod 0 a ani prekrocit cel-
kovou velikost populace N. Fazovy portrét je zachycen na Obrazku 3.1. Snadno
nahlédneme, ze pro jakkoli zvolené pocatecni podminky bude ohrozenych jedincu

ubyvat az nezbude nikdo, kdo by se jesté mohl nakazit.

40
fazovy portrét

30 graf funkce -a S(N-S)
20
10 -

0 N N

0 N

-10 -
20 F
-30
-40 -
.50 | | | | | | | |

-50 0 50 100 150 200 250 300

S

Obréazek 3.1: Fazovy portrét modelu ST vzhledem ke kategorii S

Zcela analogicky bychom mohli z modelu vyloucit ale i prvni rovnici (3.1)

a dosadit z (3.3) do rovnice (3.2) za S(t). Méli bychom tak skalarni dynamicky
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systém urceny rovnici

I'(t) =al(t) (N —I(t)).
Tento dynamicky systém mé kritické body Si(t) = 0 a Sy(t) = N, sipky na
orbitach s pravym koncovym bodem 0 a levym koncovym bodem N sméfuji doleva
a Sipka na orbité mezi témito body smeéruje doprava. Fazovy portrét v tomto

pripadé je zachycen na Obrazku 3.2.

50 -

fazovy portrét

40 - graf funkce a I(N-1)

30

20~

10

-10

-40 | | | | | | |

-50 0 50 100 150 200 250 300
|

Obrazek 3.2: Fazovy portrét modelu ST vzhledem ke kategorii 1

3.3. Reseni systému

Zkusme nyni najit presné feseni systému. Rovnici (3.3) lze prepsat
S(t)y=N—1(t) (3.5)
a dosazenim do (3.1) dostavame
I'(t) = aNI(t) — al?(t). (3.6)

Stejny vysledek ziskdme i dosazenim do rovnice (3.2).

Nejprve najdeme konstantni feseni rovnice (3.6). Kvadratickd rovnice

aNz — az? =0,
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ma dveé feSeni x = 0 a x = N. Témto reSenim odpovidaji konstantni feseni rovnice
(3.6), coz jsou

I(t)=0aI(t) = N.
Nyni najdeme kladna feseni mensi nez N. Z rovnice (3.6) dostavame

I'(t)

ANT(E) — al2(t) -

Nyni tuto rovnost zintegrujeme na intervalu s krajnimi body 0 a ¢ a dostaneme

tak
/ot aN[(SI)/(_SL (s) ds = /O t ds.

Po substituci y = I(t) na levé strané rovnice dostavdame

1/1@ dy
alt, y(N-y)

Po integraci mame

1 S ) oy
Noe\"N—1(t) "N-1L,) "

Nyni jiz snadno vyjadiime feseni diferencidlni rovnice (3.6) jako

N[OeNat

1) = N — Iy (1 + eNot)’

(3.7)

Jak se bude vyvijet velikost skupiny S(¢) v zavislosti na ¢ase dostaneme jiz velmi

jednoduse a to dosazenim rovnice (3.7) do rovnice (3.5) a vhodnou upravou.

g . N (S(] — IoeNO‘t)
(t) N S(] + IoeNat

Ziskané vysledky jsou graficky prezentovany na Obrazku 3.3. Na Obrazku 3.4
jsou grafy slozek S a I v zavislosti na parametru «. Z Obrazku 3.4 je patrné, ze

¢im vétsich hodnot parametr o nabyva, tim rychleji se nemoc Sifi.
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100 -
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Obréazek 3.3: Grafy kategorii S a I pro model s parametry N = 300, Sy = 250,
Iy =50 a a=0.004

300 300
200 200
%) %)
100 100
0 ' 0
0 5 10 0 5 10
t «=0.001 t  «=0.002
300 300
—
200 200 S()
%) %)
100 100
0 0
0 5 10 0 5 10
t  «=0.003 t  «=0.005

Obréazek 3.4: Grafy kategorii S a I pro model s parametry N = 300, Sy = 250,
Iy = 50 v zavislosti na ruzné volbé parametru a.
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Kapitola 4

SIS

4.1. Sestaveni modelu

V predchozi kapitole jsme se zabyvali modelem SI, ktery byl ale velmi zjed-
nodusenym modelem. Po ur¢itém case podle tohoto modelu nemoc dosla do sta-
dia, kdy se ji nakazila celd populace. To je ale velmi neredlné. Co se ale stane,
zavedeme-li zpétnou vazbu ze skupiny / zpét do kategorie S7 To by odpovidalo
mnohem realnéjsi situaci, kdy je nemoc lécitelnd, nicméné vyléceny jedinec ne-
nabyva zadné imunity a muze tedy znovu onemocnét, napiiklad nékteré respiracni

onemocnéni. Tento model je popsan rovnicemi
S'(t) = —aS(t)I(t) + BI(t), (4.1)
I'(t) = aS(t)I(t) - BI(t), (4.2)

kde o € (0,1) je koeficient pfenosu nemoci, zatimco parametr 5 > 0 je koeficient

uzdravovani. Dédle uvazujeme pocatecni podminky:

S(O) =Sy > 0,
](0) =1y >0,

pricemz plati
So+ Ip = N,

coz vychéazi z podminky, ze populace je autonomni, tzn.

S(t)+ I(t) = N, kde N je kladnd konstanta. (4.3)
23



4.2. Fazovy portrét

Podobné jako v predchozi kapitole, i u modelu SIS nejprve sestavime fazovy
portrét. diky vztahu (4.3) muzeme puvodni systém zredukovat na skalarni dyna-

micky systém popsany rovnici
S'(t) = (B = aSt))(N = 5). (4.4)

Ozna¢me pravou stranu rovnice (4.4) jako funkci f. Z tvaru funkce f snadno
uréime kritické body Si(t) = S/a a Si(t) = N. Tady se urcovani fézového
portrétu rozpada na tii moznosti.

Nejprve uréujme pripad, kdy N > [/a. V tomto piipadé je funkce f kladna
pro S(t) < f/a a S(t) > N. Tudiz sipky urcujici smér na téchto dvou or-
bitach sméruji doprava. Naopak mezi témito dvéma kritickymi body je funkce f
zaporna, tudiz sipka na prislusné orbité sméruje doleva. Fazovy portrét je zachy-
cen na Obrazku 4.1. Z biologického hlediska nas ovsem zajima jen c¢ast fazového
portrétu od 0 do N. Mnozstvi zdravych jedinct tedy bude bud klesat nebo rist

k hodnoté /a, to v zavislosti na poc¢atecnich podminkach systému.

80 r
fazovy portrét
60 F graf funkce f=(3-a S)(N-S)
40
20 f
0 N o < o
v i < o
Bla N
-20
_40 Il Il Il Il Il Il Il ]
-50 0 50 100 150 200 250 300 350

S

Obrazek 4.1: Fazovy portrét modelu SIS pro N > 3/«
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Dalsi moznosti je situace, kdy N = f/«a. V tomto piipadé mame jen jeden
dvojnasobny kriticky bod. Upravime-li funkei f do tvaru f(S(t)) = a (N — S(t))?,
snadno nahlédneme, ze pro S(t) < N je funkce f kladnd, tudiz sipka na piislusné
orbité jde doprava. Pro S(t) > N je funkce f zdpornd, takze Sipka na odpovidajici
orbité sméfuje doleva. Fazovy portrét této situace je zachycen na Obrazku 4.2.
Vsichni puvodné nakazeni jedinci se tedy zacnou uzdravovat a velikost skupiny

S se ustali na hodnoté N, tedy cela populace se uzdravi.

fazovy portrét

150 graf funkce a(N-t)Z
100 r

50 r

0 > o—>
N=0/a
_50 Il Il Il Il Il Il Il ]
0 50 100 150 200 250 300 350 400

S

Obrézek 4.2: Fazovy portrét modelu SIS pro N = §/«

Fazovy portrét pro posledni moznost N < 3/« je znazornén na Obrazku 4.3.
Jeho odvozeni je zcela analogické jako tomu bylo v prvnim piipadé a proto ho
jiz detailnéji nepopisuji. Z fazového portrétu nas opét zajima jen c¢ast od 0 do N.
Velikost kategorie S tedy jen roste a infikovanych jedincu ubyva. To znaci situaci,

kdy zadné epidemie nepropukne.

4.3. Reseni systému

Nez se pustime do hledani feseni systému (4.1) - (4.2), je vhodné si vyjadrit

rovnici (4.1) ve vhodnéjsim tvaru. Podminku (4.3) uvazovanou ve tvaru
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fazovy portrét

40 1 graf funkce (6-o S)(N-S)
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Obrazek 4.3: Fazovy portrét modelu SIS pro N < 3/«

S(t) = N — I(t) dosadime do rovnice (4.1) a ziskame tak
I'(t) = aNI(t) — al*(t) — BI(t).

Jednoduchou tupravou prepiSeme tuto rovnici do tvaru
I'(t) = (aN — B) I(t) — al?(t).

Jesté zavedeme substituci

k=aN —f

a dostaneme tak diferencidlni rovnici se separovanymi proménnymi
I'(t) = kI(t) — al?(t). (4.5)

Nez se ale pustime do Teseni této rovnice, je nutné zjistit, jakych hodnot muze

k nabyvat. Analogicky, jako tomu bylo u modelu SIR, lze z rovnice (4.2) odvodit

I'ty>0 <= S(t)> g

I't) <0 <« S@t)<

9

s
«
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coz nam Fiké, ze nemocnych pribyva az do doby, nez nastane rovnost S(t) = /.
Jelikoz ale nevime jak se chova S(t), nelze Fici, jak se bude od tohoto okamziku
systém chovat. Pokud epidemie propukne, pak I'(0) > 0, tedy S(0) > 3/a. Plati
ale také N > S(0), tudiz

N = 5(0) = f/a.

Proto je k > 0. Naopak bude-li £ < 0, potom N < /a. Tudiz jsme opravnéni
psat Sy < N < f/a. To odpovida situaci, kdy I'(0) < 0. Pocet nakazenych I(t) je
v case t = 0 klesajici, tedy epidemie ani nepropukne. Proto se situaci, kdy x < 0
dale uz nebudeme zabyvat.

Uvazujme situaci, kdy £ > 0 a naleznéme feseni rovnice (4.5). Najdéme nej-

prve konstantni feseni. Kvadraticka rovnice
kr — ax® =0,

ma dvé feseni x = 0 a x = k/a. Témto fesenim odpovidaji konstantni Feseni

rovnice (4.5)

I =0al(t)=".

«

Hledejme nejprve kladnd feseni mensi nez x/«. Rovnici (4.5) jednoduchymi tipra-
vami prevedeme na tvar

I'(t)

W10 — () -

Potom

//-@I(t)]/_(to)ép(t) dt:/ dt.

K vypoctu je vhodné uzit na integral na levé strané substituci I(t) =y a po vy-
pocteni mame
1

—1In
K

I(t)
Kk —al(t)

—tic
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Jelikoz ale hleddm kladné feSeni mensi nez k/a, pak I(t) < k/a a tudiz lze psét

1 In —I(t)

Kk Kk —al(t) =t+C

Integracni konstantu C' uréime snadno, dosazenim t = 0,

C= 1 In Lo .
Kk Kk —al
Pak
%m%ﬁ(w :H%lnm—loafo’
a TeSeni dostavame ve tvaru
klpert

I(t) =

K+ Ipa(ert — 1)

(4.6)

P11 hledéni kladnych feseni vétsich nez k/a a mensich nez N bychom postupovali

zcela analogicky a dosli bychom k totoznému vysledku.

Je-li k = 0, pak m4 rovnice (4.5) tvar

I'(t) = —al*(t).

Vyftesit tuto diferencialni rovnici neni obtizné. Konstantni feSeni v tomto pripadeé

mdme jen jedno a to I(t) = 0. Hleddme tedy kladnd fesen{ mensi nez N, nebot

feseni vétsi nez N nés nezajimaji, protoze I(t) < N. Vyjddieme si uvazovanou

diferencialni rovnici ve tvaru

Pak

I'(t)
dt = [ —a dt.
/ (1) / “
K feseni je vhodné znovu uzit substituci y = I(t). Pak

1
m——at‘i‘c,
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kde C' je integracni konstanta. Jeji hodnotu ale snadno dopocteme dosazenim

t = 0. Reseni pak ziskame ve tvaru

(4.7)

4.4. Prubéh epidemie

Jiz v uvodu jsme zminili, ze ndkaza se podle modelu SI sitila tak dlouho, az
se cela populace nakazila. Nyni se podivejme, jaké vysledky ziskame v piipadé
modelu SIS. Pro 8/a < N méme z (4.6)

kIpert VH k2le kK aN—f

(00) haitd K+ Ipa(ert — 1) P Iyae'r  « o «

Pro /o = N dostavame z (4.7)

Iy

= lim —— = 0.
tLr& 1 —|—I()Oét

I(oc0)
Je ziejmé, Ze v zavislosti na «a, 8 a velikosti populace bud infekce odezni
(to v piipadé, ze N = [3/a) nebo se mnozstvi nemocnych ustali na konstantni
hodnoté N — /a.
Obé moznosti jsou ilustrovany na Obrazku 4.4.

Na Obrazku 4.5 a Obrazku 4.6 muzeme porovnat, jak stejnou epidemii vymo-

deluje model SI a jak model SIS.
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300 f N=300
N-Gla f — ()
—— s
250 | 250 ®
200 200 |
¥ 150 | & 150 |
100 | 100 |
50 f 50 g\—‘
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Obréazek 4.4: Grafy kategorii S a [ modelu SIS s parametry N = 300, Sy, = 250,
Iy = 50 v zavislosti na ruzné volbé parametri « a f. Na prvnim obrazku je
a =0.002 a f =0.05. Ve druhém pripadé a = 0.003 a 5 = 0.9.

model SI model SIS
300 t 300 t
250 250
200 | 200 |
& 150 | & 150 |
100 | 100 |
50 50
0 : 0 : : g
0 5 10 15 0 5 10 15
t  «=0.002 t «=0.002, 3=0.05

Obréazek 4.5: Srovnani modelu SI a SIS s podobnymi parametry. N = 300,
Sp = 250, Iy =50, a = 0.002 a g = 0.05
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model SI model SIS

300 300
ﬁJ — |
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200 200
¥ 150 - ¥ 150 -
100 f 100 f
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0 : : ‘ 0 :
0 5 10 15 0 50 100 150
t  «=0.003 t  «=0.003,3=0.9

Obréazek 4.6: Srovnani modelu SI a SIS s podobnymi parametry. N = 300,
So = 250, Iy =50, « =0.003 a #=0.9
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Kapitola 5

SEIR

V zékladnim modelu SIR nebereme v potaz inkubacni dobu nemoci. Pokud
je inkubaé¢ni doba kratsi, feknéme v fadu nékolika dnu, pak ji lze bez vétsich
nepresnosti zanedbat. Problém nastava ale u nemoci jako jsou ptiusnice, zardénky
nebo spala. Tyto détské infekéni nemoci se vyznacuji dlouhou inkubaéni do-
bou a pouzitim zakladniho modelu bychom se dopustili nepfesnosti. K tomu,
abychom inkubac¢ni dobu zaclenili do modelu, je nutné ptridat novou kategorii
k jiz stavajicim tfem. Pripomenme, Ze doposud jsme pracovali s kategoriemi
zdravych osob, které se mohou jesté nakazit danou nemoci, s kategorii infiko-
vanych osob a s kategorii osob jiz uzdravenych. Nové ptribude nova kategorie,
znacime F, ktera zahrnuje osoby nakazené, ovSem u nichz je nemoc ve stadiu
inkubacni doby. Musime také zavést novy koeficient v > 0, ktery vyjadiuje délku
inkubacni doby, respektive jeji prevracenou hodnotu. Celkova velikost populace
je stale konstantni, tzn S(t) + E(t) + I(t) + R(t) = N. Zékladni model SIR je
vybudovéan na hypotéze, podle které je nemoc Sitena prostiednictvim jedincu ka-
tegorie I rovnomérné rozvrstvenych v celé populaci. Vyvstava tedy otazka, kdo
je prenasecem choroby v modifikovaném modelu SEIR. Sifitelem infekce muze
byt, jako tomu bylo doposud, kategorie I nebo muzeme pripustit, ze prenaseci

nemoci jsou i jedinci z kategorie F. Ziskavame tak dva ruzné modely.
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5.1. SEIR s infekénosti v kategorii /

Nejprve pracujme s moznosti, ze Sititeli jsou pouze jedinci z kategorie I, nikoli
ti z kategorie E. Tedy nemoc ve stadiu inkubacni doby nelze déle sitit. Takto

popsany model popisuje systém diferencialnich rovnic

kde o € (0,1) je koeficient pfenosu nemoci, zatimco parametr 5 > 0 je koeficient
uzdravovani a v > 0 predstavuje prevracenou hodnotu délky inkubacni doby.
Potom «S(t)I(t) je mnozstvi nové nakazenych jedincu v daném ¢ase ¢, vE(t) je
mnozstvi jedincu, u kterych v daném c¢ase nemoc dosdhne konce své inkubacni
doby, a SI(t) je mnozstvi osob, které se uzdravi. Analyzou takto uvedeného mo-
delu se zde nebudeme zabyvat, nebot je zcela analogické analyze zdkladniho mo-
delu SIR jen s tim rozdilem, Ze namisto proménné I oznacujici pocet infikovanych
jedincu budeme pouzivat proménnou, kterou ziskame sectenim I a E. Tedy ne-

budeme se ohlizet na fakt, zda je nakazeny jedinec schopen §itit nemoc nebo ne.

5.2. SEIR s infekénosti v kategoriich F a [

Zajimavejsi a podstatné realnéjsi je ale druhd moznost, tedy ze nemoc je
v jisté mite nakazlivd jiz béhem své inkubaéni doby. Zavedeme novy koeficient
e > 0, ktery vyjadruje miru nakazlivosti nemoci béhem inkubac¢ni doby. Ziskame

tak nasledujici systém
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S(t) = —aS(t)(1(t) + (1)), (5.1)
(1) = aS()(I(t) + cE(t) — 7E(), (5.2)
I'(t) = vE(t) - BI(1), (5.3)
R(t) = BI(1). (5.4)

Vzhledem k faktu, ze uvazujeme populaci konstantni velikosti NV, plati
So+ Eo+ Iy = N.

5.2.1. Zakladni reprodukéni ¢islo

V kapitole zabyvajici se modelem SIR jsme zavedli pojem zdkladni repro-
dukénd cislo Ro. Toto ¢islo urcovalo, zda epidemie propukne a také naznacovalo
zavaznost této epidemie. Popsali jsme ho jako ¢islo, které udava, kolik osob na-
kazi za jednotku ¢asu jeden infikovany jedinec v uplné zdravé populaci velikosti
N. To odpovidé situaci, kdy I(0) ~ 0 a S(0) ~ N. V piipadé modelu SEIR si
ale musime uvédomit, ze infekci §iti jak jedinci z kategorie I, tak z kategorie F.
Tudiz zakladni reprodukeni cislo Ry bude udavat, kolik osob ve zdravé populaci
velikosti NV nakazi za jednotku casu jeden jedinec, u kterého se nemoc jiz pro-
jevila, a jeden, u kterého je nemoc v inkubaéni dobé. To znamena situaci, kdy
E(0) =~ 0, I(0) =~ 0 a S(0) =& N. Zakladni reprodukéni éislo Ry tedy ziskdme
souctem poctu nové infikovanych, které nakazil jedinec ze skupiny I, oznacime
R1, a téch, ktefi se nakazili od jedince ze skupiny F, ozna¢im Rpg. Pii urcovani

predpisu pro R; a Rg postupujeme podobné, jako v kapitole SIR.
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Nejprve uréime R ;. Uvazujeme jednoho plné infikovaného jedince (tzn. z kate-
gorie I) a ptame se, kolik lid{ za jednotku casu nakazi. Ocekavame tedy piirustek
v kategorii E. Ale nesmime opomenout, ze v kategorii I mame onoho uvazovaného
jedince, ktery se za jednotku ¢asu muze, ale také nemusi uzdravit. Protoze nas
zajimé, zda bude nakazenych (tj. jak osob v kategorii E, tak v I) ptibyvat,
musime uvazovat soucet E'(t) + I'(t). Ptejme se nyni, co musi byt splnéno, aby
E'(t) + I'(t) > 0?7 Bude-li platit, podobneé jako v modelu SIR, ze aS(t) — 8 > 0,
pak

0 < aS(t) - 8 < (aS(t) — BI(F) < (aS(t) — A1) + eaSH)E(t).

Tedy
0 < (aS(t)— p)I(t) + eaS(t)E(t),

coz lze upravit na tvar
0<aS(t)(I(t)+eE(t)) — BI(1).
Prictenim a odectenim clenu yE(t) na pravé strané nerovnosti dostdvame

0<aSt)(I(t)+€eE(t)) —vE({t)+~vE(t) — BI(t).

J

g

B(1) (1)

Tedy je-li splnéna podminka aS(t) — f > 0, pak pocet nakazenych roste. Tuto

podminku lze ekvivalentné prepsat jako

aS(t)
B

> 1.

V ¢t =0 plati S(0) & N a podminku lze v tomto piipadé psat ve tvaru

N
o

8

Vyraz na levé strané oznacime jako R, tzn.

aly

R = 7
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Pii urcovani predpisu pro Rg uvazujeme ve zdravé populaci velikosti N
jednoho jedince s nemoci v inkubac¢nim stadiu a ptame se, kolik lidi nakazi
za jednotku casu. Opét tedy predpokladame prirustek v kategorii F, ale jiz
neocekavame zadnou zménu v kategorii I. Ta by se sice mohla rozsitit o onoho
uvazovaného jedince, ale to by nastalo jen v ptipadé, kdy je délka inkubaéni doby
rovna jednotce ¢asu. V tom ptipadé je ale vcelku zbytecné modelovat danou epi-
demii modelem SFIR, protoze takova inkubacni doba je zanedbatelna. Zajima

nas tedy, za jaké podminky bude E’(t) > 0. Bude-li platit
eaS(t) —~ >0,
pak ziejmeé také plati
0 <eaS(t) =y < (eaS(t) =) E(t) < (eaS(t) —7)E(t) +aS(E)I().

Tedy
0 < (eaS(t) —v)E(t) + aSt)I(1),

coz lze ale snadno upravit na tvar

0 <aS@)I(t) +eE() —vE(1).

E'(t)

Pokud je tedy splnéna podminka eaS(t) — v > 0, pak pocet nové infikovanych

jedincu roste. Tuto podminku Ize ekvivalentné psat ve tvaru

eaS(t)
Y

> 1.

Specidlné pro t = 0 plati S(0) ~ N a podminka m4 tvar

eaN
f‘y

> 1.

Vyraz na levé strané je hledany predpis pro Rg, ¢ili

Ry = eozN'
Y
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Celkové pro zdkladni reprodukéni ¢islo modelu SEIR, dostdvame vztah!

alN alN
— +te—.

Ro =
T v

Z predchozich uvah vyplyva, Ze epidemie s jistotou propukne, pokud Ry > 2.
Nutno pripomenout, ze Ry je i indikator zavaznosti epidemie, tj. s jakou silou
nemoc udefi.

Na Obrazku 5.1 je pro predstavu zachycen vyvoj epidemie tak, jak jej vymodeluje
model SIR, SEIR s infekc¢nosti v kategorii I a SEIR s infekénosti v kategoriich I
a k.

S timto tvarem zdkladniho reprodukéntho ¢isla se lze setkat v [2], nenf zde ale jiz feceno
jak k tomuto tvaru autofi dospéli.
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Obrazek 5.1: Srovnani modelu SIR, SEIR s infek¢nosti v kategorii I a SEIR
s infekénosti v kategoriich E a I s parametry N = 300, Sy = 250, Iy = 50,
a =0.0025, 3 =0.05,y=0.1 ae=0.5.
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Kapitola 6

SIR s obecnou setkavaci funkci

6.1. Sestaveni modelu

Jak jiz vime, zdkladni model SIR je zalozen na trech hypotézach, pricemz
podle druhé uvazujeme homogenni populaci, tzn. ze pravdépodobnost kontaktu
libovolnych dvou jedincu je stejné a stejnd je i pravdépodobnost prenosu infekce
z nemocného jedince na zdravého. Toto byva casto v literatuie oznacovano po-
jmem mass action incidence. Tento predpoklad je ovsem nerealisticky.

U modelu sexudlné prenosnych chorob se zase setkdvame s pojmem standard
incidence, coz znaci, ze pocet kontaktu s infikovanymi za jednotku casu je kon-
stantni.!

Pokusme se nyni oba vyse uvedené pozadavky spojit a vytvorit tak obecnéjsi
model. Ze zakladniho modelu vypustime druhou hypotézu, ktera se zabyva praveée
kontaktem zdravych a infikovanych jedincu, a nahradime ji hypotézou novou.
Tato nova hypotéza tika, ze kazdy jedinec je schopny za jednotku ¢asu navazat
C'(N) kontaktu s ostatnimi, dostatecné dlouhych k tomu, aby mohlo dojit prenosu
nemoci. Pocet takovych kontaktu je tedy zavisly na velikosti populace a tato
zavislost definuje funkci C, kterou budeme nazyvat obecnd setkavaci funkce.
Je prirozené pozadovat, aby tato funkce byla nezdpornou a neklesajici funkei,

tzn. C(N) > 0 a C"(N) > 0.

1S témito pojmy pracuje napf. [1].
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Neni tézké nahlédnout, ze zvolime-li C(N) = aN, ziskdme tak zdkladni
model SIR, (o zde mé stejny vyznam jako v zdkladnim modelu). Zvolime-li
C(N) = ), pricemz A je kladnd konstanta, bude splnén pozadavek modelu
zachycujicich §iteni pohlavné prenosnych chorob na konstantni pocet nové infi-
kovanych jedincu v daném case. Toto ale nejsou jediné dvé setkdvaci funkce se
kterymi se lze v praxi setkat, jak se muzeme docist v [1]. Nékteré modely pracuji

s tzv. Michaelis—Mentenovym typem interakci, s odpovidajici setkavaci funkei

B aN
1+ bN’

O(N)

Jiné jsou zalozeny na setkavaci funkci tvaru

alN
14+ bN++1+ 20N

Pro modely zachycujici siteni nemoci ve méstech se zase osvédcila setkavaci funkce

C(N)

C(N) = AN

Konstanty a, b a A jsou vhodnéd nezéaporna ¢isla. Vsechny tyto funkce splnuji

pozadované podminky, tedy C'(N) >0 a C(N) > 0.

Zavedeni obecné setkavaci funkce néas ale nuti zacit rozlisovat mezi jedinci,
kteri v dusledku nemoci zemreli a témi, ktefi se uzdravi. Predpokladejme proto,
ze ¢ast fal(t) jedincu, kteii opousti kategorii I v daném case ¢, se uzdravi
a zbyla cast, tj. (1 — f)al(t), zemte, pritom f € (0,1). Jelikoz jiz ale pfipoustime
umrtnost, nemuzeme uvazovat autonomni populaci, tj. musime vypustit prvni
hypotézu zakladniho modelu SIR, ze kterého vychazime. Stale ale zanedbavame
noveé narozené jedince a jedince, ktefi zemfou z jiné pric¢iny, nez je modelovana

nemoc. Nicméné pro velikost populace v daném case t musi platit
N(t)=S(t)+ I(t) + R(t). (6.1)

7 praktického hlediska by nemuselo byt vhodné pracovat s obecnou setkavaci

funkci C'(IV). Proto budeme uzivat funkci g proménné N, ktera je ddna predpisem



Soustava diferencialnich rovnic popisujicich zobecnény model je

S'(t) = —g(N@)S@)1(t), (6.2)
I'(t) = g(N(8)S()I(t) = BI(t), (6.3)
N'(t) = =(1 = f)BI(), (6.4)
R'(t) = —fBI(t) (6.5)

Rovnici (6.5) nemusime nutné do systému zahrnout, jelikoz velikost skupiny R lze
v daném case t snadno urcit ze vztahu (6.1). Nesmime opomenout ani poc¢atecéni

podminky

Zde je dobré si uvédomit, ze z rovnice (6.4) vyplyva, ze N(t) je nerostouct

funkci ¢asu. To nam ale zapricini to, ze

%C(N(t)) = C'(N(#) N'(t) < 0. (6:6)

Povsimnéme si jesté nasledujiciho. Zvolime-li f = 1, tzn. piistup, ve kterém
nerozlisujeme mezi vylééenymi a zemfelymi, dostaneme tak opét zakladni model,
protoze celkova velikost populace je v libovolném ¢ase rovna nezaporné konstanté
N(t) = N. Uvazujeme-li obecnou setkavaci funkci tvaru C'(N) = «N, potom

g(N) = a, coz je konstanta odpovidajici parametru a z puvodniho modelu SIR.

6.2. Prubézné a zakladni reprodukeéni ¢cislo

Provedme nyni podobnou tdvahu, jakou jsme uz udélali v kapitole SIR, tj.

naleznéme podminku, kterd nam zaruci rust poctu infikovanych jedincu. Snadno
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nahlédneme, ze plati

I(t) = 1) (9N (@)SE) — ) > 0 = g(N@)SE) — >0 =
— IND)S()

> 1.
g
Je-li splnéna podminka
N(t t
o(NESEW)
g
pak v daném case t pribyva pocet infikovanych. Naopak plati-li opacna nerovnost,
t].
N(t))S(t
OIS0 _

pak v uvazovaném case t pocet nakazenych klesa. To je vyznamny ukazatel.

Oznac¢me tedy levou stranu téchto nerovnosti symbolem R*(¢), tedy

9N ()S(t)

R*(t) = 5

Tuto funkci budeme nazyvat prubézné reprodukeni ¢islo. Uvazujeme-li R*(t) v si-
tuaci, kdy ¢ = 0 a jeden infikovany jedinec zavlece nemoc do uplné zdravé po-
pulace velikosti Ny, tj. S(0) = Ny a I(0) ~ 0, pak ziskdme zdkladni reprodukéni
cislo

9(No) No

Ro=R(0) = =

(6.7)

Je-li Ry > 1, epidemie propukne, naopak plati-li Rg < 1, nemoc neni dost silna,

aby se zménila v epidemii a rychle odezni.

6.3. Prubéh epidemie

Ukazme nyni, ze nemoc diive nebo pozdéji dosdhne svého maxima a pak jiz

zacne odeznivat. K tomu vyuzijeme prubézného reprodukéniho éisla. Pripomenme
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jeste, ze plati
R*(t)>1 < I'(t) >0,
R(t) <1 < I'(t) <O.
Zformulujme a dokazme nejprve pomocné lemma.
Lemma 1 Je-li R*(t) > 1, pak [R*(t)]' < 0.

Nez se pustime do dukazu Lemmatu 1, je vhodné najit tvar derivace prubézného
reprodukéniho éfsla. K tomu ale jesté odvod'me néasledujici nerovnost. Snadno

nahlédneme, ze z (6.6) a z definice funkce g vyplyva

0> [C(N (1)) = [N(t)g(N (1)) = N'(t)g(N(1)) + N(t)g' (N () N'(t) =

= N'(t) [g(N (1) + N(t)g'(N(£))] -

Z (6.4) plyne, ze N'(t) < 0.2 Proto plati

0 < g(V(B) + VOV = v = -0 e
Nyni uz mame vse potiebné, takze muzeme derivovat
RO = [s<t>géfv<t>>] WV + SNV _
dosazenim z (6.2) a (6.4) dostavame
__gWN@)SMHIE) = pSOIHA = Mg (N(®) _
3 <
g(N(#))S()I(1) pA—f)
< - 5 g(N (1)) — NG (6.9)

pricemz nerovnost plati diky (6.8). Nyni se pustme do dukazu Lemmatu 1.

27 tvaru rovnice (6.4) je jasné, ze muze nastat i situace, kdy N'(t) = 0. Ale jen v pifpadé,
kdyz I(t) = 0. To je situace, ve které povazujeme epidemii za ukonéenou a nenf ji potteba déle
modelovat. Pro nase potteby tudiz staci uvazovat situaci, kdy I(t) > 0, tudiz N'(t) <0
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Diikaz Lemmatu 1: Protoze S(t) muze byt rovno nejvyse N(¢) a hodnota
(1 - f) € <07 1>7 plati
1-psw _,
N(t) T

Z predpokladu R*(t) > 1 tedy plyne

(1=f)SE) _ . g(N())S(t)
— L I R(t) = ¥—-——=.
N RO
Vydélime-li nerovnost S(t), pak dostdvame
L—f _ g(N(®))
N@t) — B
coz lze upravit na
_B=))
o) = A =0
Toto spolu s (6.9) dava tvrzeni lemmatu. O

Lemma 1 1ik4, ze je-li R*(t) > 1, pak je R*(¢) nerostouci. Z (6.9) je ale patrné,
7e [R*(t)]' = 0 jen v ptipadech, kdy S(t) = 0, I(t) = 0, g(N(t)) = 0 nebo f = 1.
Tyto pifpady néds ale nezajimaji, protoze bud zna¢i konec modelovani choroby
nebo nemaji biologickou interpretaci nebo se jedna o jiz analyzovany model SIR.
Na R*(t) muzeme tedy nahlizet jako na funkci klesajici.
Abychom mohli popsat za pomoci R*(t) prubéh epidemie, je potieba jesté dokazat

nasledujici Lemma.
Lemma 2 Je-li Ry > 1, pak existuje ty > 0 tak, Ze R*(ty) = 1.

Diikaz® Lemmatu 2: Dikaz provedeme sporem.
Necht tedy R*(¢t) > 1 Vt € [0;00). Rovnici (6.3) lze pomoci definice R* prevést

do tvaru

I'(t) = BR*()1(t) — BI(t) = BI(t) (R*(t) — 1) (6.10)

3V ditkazu pouzivam znacenf I(00) := limy oo I(t).
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Vzhledem k ptredpokladu R*(t) > 1 Vt € [0; 00) pak ale I'(t) > 0 Vt € [0;00) .
Tudiz I je rostouci funkei ¢asu, a proto existuje i jeji limita pro t — oo. Zaroven
ale vime, ze I(t) > 0 a diky (6.1) je I(t) < N(t) < Ny Vt € [0;00), ¢ili I(t) je

omezena. Z omezenosti I a faktu, ze I je rostouci, vyplyva, ze
I(00) € (0; No| . (6.11)

Z rovnice (6.2) plyne, ze S je nerostouci funkei, tudiz existuje limita funkce

S pro t — oo. Protoze S(t) > 0 Vt € [0; 00), pak musi byt
S(o0) > 0. (6.12)

7 Lemmatu 1 vime, ze R* je nerostouci funkce, tedy existuje i jeji limita a
plati R*(o0) € [1; +00),
nebot R*(t) > 1 Vt € [0; 00).
Uvazujme dva pripady:
1. R*(o0) € (1;+00).
Z (6.10) mame

I'(00) = f I(0) (R*(c0) —1) > 0.
—— N —
€(0;No) €(15400)

Existuji tedy € > 0 a t; > 0 tak, ze Vt > t; je I'(t) > €. To lze ekvivalentné
prepsat jako I(t) —1(t1) > e(t—t1). Po dpravé mame I(t) > I(t1)+e(t—ty).

Pro t — oo tudiz dostdvame I(oco0) = oo, coz je spor s (6.11).

2. R*(c0) = 1.

Rovnici (6.2) upravime pomoci definice R* do tvaru
S'(t) = —BR*(H)1(2).
Odtud pak

S'(00) = =R (00) I(o0) < 0.



Podobné jako v predchozim pripadé tedy existuji 0 > 0 a to > 0 tak, ze
Vit >ty je S'(t) < —0. To je ekvivalentni s S(t) — S(t2) < —0(t — t2). Tedy

pro t — oo dostavame S(c0) = —o0, coz je spor s (6.12).

Predpoklad, ze R*(t) > 1Vt € [0; 00) je tedy chybny. Musi tudiz nastat okamzik ¢,
kdy R*(tg) = 1. O

Co tedy muzeme ftici za pomoci téchto dvou lemmat o priubéhu epidemie?
Uvazujme Ro > 1, coz znac¢i vypuknuti epidemie. Jelikoz ale R*(t) je klesajici
funkei alespon dokud je epidemie na vzestupu, tj. dokud je R*(t) > 1, pak R*(t)
je stale mensi a mensi, az klesne v case tg na hodnotu jedna. Nad tuto hodnotu
jiz nevystoupd, nebot jsme dokazali, ze pro R*(t) = 1 je [R*(t)]" < 0. Epidemie
tedy od tohoto okamziku (pro t > ty) ustupuje.
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Z.aver

V prvni motivacni kapitole, zabyvajici se stru¢nou historii epidemickych mo-
delu, se ¢tendr seznamil s nékterymi vyznamnymi osobnostmi, které staly u zrodu
epidemiologickych modelu, a jejich prinosem.

Druhd kapitola popisuje samotny model SIR. Jsou zde uvedeny zékladni hy-
potézy a vyvozeni modelu z nich. Déle je v této kapitole odvozeno tzv. zdkladni
reprodukcéni ¢islo, které charakterizuje uvazovanou nemoc. Ukazuje se, ze je-li tato
charakteristika veétsi nez jedna, epidemie propukne, naopak je-li mensi, nemoc
rychle odezni, aniz by se stacila rozsitit napti¢ populaci. Na konci kapitoly jesté
dokazuji, ze hodnota zakladniho reprodukcniho ¢isla je ptimo imérna zavaznosti
nemoci.

Ve treti kapitole je model SIR zjednodusen na model SI a takto zjednoduseny
model analyzovan. Odvozuji zde fazovy portrét systému a nachézim i presné
feseni. Ctenaf zde muze porovnat tyto dva ekvivalentni piistupy k analyze mo-
delu.

Ve ¢tvrté kapitole se v modelu SI pripousti i uzdraveni infikovanych jedincu,
ale bez ziskani imunity vuéi nemoci. Tento jev je oznacen jako zpétna vazba ze
skupiny I do kategorie S. Ukazuje se, ze v zavislosti na parametrech modelu
mohou nastat dva mozné vysledky. Je-li N < [/a, pak epidemie nepropukne a
nemoc postupné odezniva. Je-li ale N > [/a, pak se nemoc v populaci rozsiii a
pocet infikovanych jedincu roste. Na rozdil od modelu SIR ale nedosdhne kate-
gorie svého maxima v konkrétnim case, ale limitné se blizi k hodnoté N — §/a.

V paté kapitole je popsan model SEIR, coz je varianta modelu SIR, kteréd neza-

nedbava inkubaéni dobu nemoci. Prvni varianta modelu uvazuje moznost prenosu

47



nemoci pouze kategorii I. Ukazuje se, ze tento model méa podobné chovani jako
zakladni model SIR, proto se jim podrobnéji nezabyvam. Druhy model pripousti
nakazlivost jiz v inkubacni dobé nemoci. U tohoto modelu odvozuji zakladni
reprodukéni cislo. Literatura tuto problematiku priliS nerozebird, pouze uvadi
vysledny tvar zékladniho reprodukéntho ¢isla modelu SEIR, tudiz jsem jeho od-
vozeni musela provést. Z postupu pii odvozeni vyplyva, ze epidemie s jistotou
propukne, je-li hodnota zakladniho reprodukcéniho ¢isla vétsi nez dva.

Posledni kapitola se vraci k modelu SIR a jsou zde zobecnény jeho predpoklady,
zejména hypotéza zabyvajici se kontakty nakazenych jedincu se zdravymi. Je zde
zavedena obecnd setkavaci funkce C'(N), kterd udava s kolika osobami se za jed-
notku c¢asu setka prumérny jedinec. U obecného modelu je kromé zakladniho re-
produkéniho éisla odvozeno jesté tzv. prubézné reprodukéni cislo, které v daném
okamziku ukazuje, zda infikovanych osob pfibyva nebo ubyva.

Kromé zde uvedenych variant modelu existuji i dalsi, naptiklad muzeme do mo-
deli zahrnout demograficky efekt (tzn. bereme v tivahu nové narozené jedince
nebo a jedince, ktefi zemrou i z jinych pticin nez je modelovand choroba) nebo
model SIR s pulzni vakcinaci, kdy v urc¢itych ¢asovych tsecich vyrazné snizime
pocet infikovanych jedincu. V této mé praci jsem ale radéji vénovala veétsi pro-
stor pro odvozeni jednotlivych vztahu a porozumeéni zakladnim principtm. Uloze
miologickym modelum bych se rdda vénovala v diplomové praci na navazujicim
studiu.

Pti psani bakalaiské prace jsem vyuzivala zejména anglicky psané zdroje,
coz byla pro mé prinosnd zkusenost. Kromé prace s anglickou literaturou jsem
si pri tvorbeé ilustrac¢nich obrazku procvicila praci s Matlabem. Aby bylo mozné
dat praci adekvatni grafickou podobu, naucila jsem se také alespon zakladni

upravé dokumentu v TEXu, coz osobné vnimam do budoucna jako velky ptinos.
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