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Abstrakt 
P ř e d k l á d a n á diplomová práce se zabývá modelováním rotorového paketu v dynamických 
výpoč tech a analýzou v l ivu lisovací síly paketu na kritické o táčky elektromotoru. Prác i 
je možné rozdělit na t ř i hlavní části . P rvn í část po jednává o současné úrovni modelování 
rotorových pake tů v dynamických výpoč tech a dále se zabývá analy t ickými teoriemi pro 
následné exper imentá ln í zkoušky. V druhé část i je p o p s á n a realizace dvou exper imen tů 
k s tanovení ekvivalentních m o d u l ů pružnost i . P r v n í m experimentem je zkouška č tyřbo-
dovým ohybem a d r u h ý m exper imentá ln í modá ln í analýza. T ře t í část slouží k porovnání 
dosažených výsledků z exper imentá ln ích zkoušek a popisuje výpočet kri t ických otáček ro
torového paketu nalisovaného na hřídeli metodou konečných prvků . 

Abstract 
The presented diploma thesis deals wi th the modeling of the rotor packet in dynamic 
calculations and analysis of the influence of the packing pressing force on the critical 
speed of the electric motor. The thesis can be divided into three main parts. The first 
part discusses the current level of rotor packet modeling in dynamic calculations and also 
deals wi th analytical theories for subsequent experimental tests. The second part describes 
the implementation of two experiments to determine the equivalent modulus of elasticity. 
The first experiment is a four-point bending test and the second is an experimental modal 
analysis. The thi rd part is used for comparing the results obtained from experimental tests 
and describes the calculation of the critical speed of the rotor package pressed on the shaft 
by the finite element method. 

Klíčová slova 
Rotor, ro torový paket, ekvivalentní modul pružnos t i , krit ické otáčky, v las tn í frekvence, 
v las tn í tvary, p ředpě t í , lisovací síla. 

Keywords 
Rotor, rotor packet, equivalent modulus of elasticity, cri t ical speed, natural frequencies, 
natural shapes, preload, pressing force. 
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D i p l o m o v á p r á c e 

1 Uvod 
Stanovení kri t ických otáček pa t ř í k jednomu z nej důležitějších v ý p o č t ů při návrhu každého 
točivého stroje. P ř i dosažení těchto otáček dochází k rezonanci konstrukce, což může vést 
k celkové destrukci zařízení. Snahou kons t ruk té rů a v ý p o č t á ř ů je dosáhnou t takového 
stavu, aby byl stroj provozován s dos ta tečnou rezervou od kri t ických otáček. 

O p o m e n u t í nebo neznalost p o d s t a t n ý c h veličin, k teré p ř ímo i nepř ímo ovlivňují fungo
vaní stroje, může způsobi t značné podhodnocen í výsledků, kdy rezonanční stav konstrukce 
nastane při nižších o táčkách než se původně očekávalo. Z těchto d ů v o d ů se čas to provádějí 
různé analýzy a studie, k teré zjišťují v l ivy konkrétních p a r a m e t r ů na kritické otáčky. 

Nejznámějším toč ivým komponentem stroje ve s t roj í renském průmys lu je rotor. Pod 
t í m t o pojmem si lze předs tav i t otáčející se součást , k t e rá bývá uložena na hřídeli u růz
ných strojů předevš ím ve formě generá torů a m o t o r ů [1]. Z kons t rukčního hlediska se 
u některých elektrických s t rojů používají rotory, k te ré jsou složeny z rotorových plechů 
s taženými závi tovými tyčemi nebo izolovanými pryskyřicí , popř ípadě lepenými a jako ce
lek tvoř í ro torový paket. 

Hlavní výhodou těchto pake tů je výrazné snížení z t r á t , k teré způsobují vířivé proudy, 
které mají negat ivní v l iv na účinnost motoru. V př ípadě použi t í rotorových pake tů dochází 
k přerozdělení vířivých p roudů v jednot l ivých vrs tvách do menších smyček, když celkový 
součet těch to p roudů je mnohonásobně menší než u rotoru v celku [1]. Velikost vířivých 
p roudů výrazně ovlivňuje t loušťka použi tých plechů, protože z t r á t y rostou s kvad rá t em 
tloušťky. 

Největší p rob lém u rotorových pake tů nas tává při určování mater iá lových charakte
ristik, předevš ím se j edná o ekvivalentní modul pružnos t i v tahu Eeq. Tento modul je 
používán při modelování paketu homogenn ím izot ropním válcem a p ř ímo se podíl í na 
velikosti ohybové tuhosti rotoru a kri t ických otáček, tud íž jeho hodnota je klíčová při vý
počtech. Hodnotu ekvivalentního modulu pružnos t i značně ovlivňuje velikost u tahovacího 
momentu matic aplikovaného na závitové tyče stahující plechy. Utahovací moment závisí 
na velikosti lisovací síly plechů paketu. 

Hlavním cílem předk ládané diplomové práce je stanovit ekvivalentní moduly pružnos t i 
pro rozdílné hodnoty lisovacích sil a na základě těchto m o d u l ů vypoč í t a t krit ické otáčky 
rotoru. Studie v l ivu lisovací síly na hodno tě ekvivalentního modulu pružnos t i může objevit 
nové závislosti na kri t ických otáčkách a nají t vhodné metody k s tanovení ekvivalentního 
modulu pružnost i . 
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D i p l o m o v á p r á c e 

2 Problémová situace 
Problémovou s i tuací je označována n e s t a n d a r d n í situace, k t e rá vyžaduje k řešení použí t 
informační, tvůrč í a rozhodovací činnosti . [2] 

V t é to kapitole je popsán proces řešení problémové situace v souladu se sys témovým 
poje t ím, k t e r ý m se pod robně zabývá literatura [2] a zároveň se v ní č tenář seznámí se 
základními informacemi o zobecněné teorii systémů. 

2.1 Popis problémové situace 
Stanovení kri t ických otáček ro torů elektrických strojů p a t ř í v dnešní době mezi ak tuá ln í 
problematiku mnoha stroj írenských firem vyrábějící točivé stroje. K snížení tepelných 
z t rá t , k teré způsobují vířivé proudy, lze použí t z kons t rukčního hlediska tzv. rotorové 
pakety. T y jsou složeny z plechů s tažených závi tovými tyčemi, k te ré se jako celek lisují na 
hřídel. 

P rob l ém nas tává při výpoč tovém modelování , kdy je ro torový paket větš inou nahra
zován h m o t n ý m i body. Tento př í s tup nezohledňuje ohybovou tuhost paketu, proto by 
vypoč í t aná hodnota kri t ických otáček stroje byla nižší než skutečná . Vhodnějš í způsob 
je nahradit paket válcem s homogenn ím izo t ropním modelem mate r i á lu s ekvivalentním 
modulem pružnost i . P ro tože velikost ekvivalentního modulu pružnos t i závisí na hodno tě 
lisovací síly plechů paketu, bude její velikost p ř ímo ovlivňovat hodnotu kri t ických otáček. 

Analýza v l ivu lisovací síly plechů rotorového paketu (obr. 2.1) pro rozdílné hodnoty 
ekvivalentních m o d u l ů pružnos t i může poodhalit nové závislosti s velikostí kri t ických otá
ček a stanovit op t imáln í metodu k určování ekvivalentního modulu pružnost i . 

O b r á z e k 2.1: Rotorový paket 

2.2 Formulace problému 
Výpočet kri t ických otáček rotorového paketu pro rozdílné hodnoty lisovacích sil, k te rý 
zahrnuje ohybovou tuhost paketu. 

2.3 Cíle řešení problému 
Aplikací vhodných exper imentá ln ích zkoušek urči t hodnoty ohybové tuhosti rotorového 
paketu pro odlišné lisovací síly. Pro tyto hodnoty vypoč í t a t různými metodami ekviva-
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lentní modul pružnos t i a kritické o táčky rotoru nalisovaného na hřídeli . 

Pro řešení daného problému lze formulovat dílčí cíle následovně: 

1. Rešeršní studie současných p ř í s tupů k modelování rotorového paketu v dynamických 
výpočtech . 

2. Pomocí exper imentá ln í zkoušky č ty řbodovým ohybem stanovit ohybové tuhosti ro
torového paketu pro různé velikosti lisovací síly. 

3. Pomocí exper imentá ln í modá ln i analýzy stanovit v las tn í frekvence a v las tn í tvary 
rotorového paketu. 

4. Z naměřených dat použi tých exper imentá ln ích zkoušek vypoč í t a t různými metodami 
ekvivalentní moduly pružnos t i pro různé velikosti lisovací síly. 

5. Z vypoč í taných hodnot ekvivalentního modulu pružnos t i stanovit kritické o táčku 
rotoru. 

2.4 Systém pods ta tných veličin 
P o d pojmem sys tém p o d s t a t n ý c h veličin E (O) na objektu se rozumí množ ina všech 
p o d s t a t n ý c h charakteristik entity, k t e r á souvisí s řešení p rob lému na dané rozlišovací 
úrovni [2]. Existence tohoto sys tému je p o d m í n ě n a vždy ve vztahu ke konkré tn ímu ob
jektu O, proto sys tém p o d s t a t n ý c h veličin nemůže existovat s ám o sobě. N a tento sys tém 
lze pohlížet jako na a b s t r a k t n í sys témový objekt, na k te rý se aplikuje sys témový př í s tup . 
Smyslem procesu vytváření sys tému p o d s t a t n ý c h veličin E (O) je h ledání op t imáln í volby 
metody řešení uvažovaného problému. 

Struktura sys tému p o d s t a t n ý c h veličin (obr. 2.2) je rozdělena do 9 podmnož in SO až S8. 
Jak uvádí o d b o r n á literatura [2], všechny děje probíhající na sys tému p o d s t a t n ý c h veličin 
mají př íč inný charakter. Každý objekt se charakterizuje svojí geometr i í (má konkré tn í 
tvar), k t e rá v okolí zauj ímá urč i tou polohu (topologii). Objekt je s okolím svázán vazbami, 
které ho ovlivňují a aktivují . To m á za následek vyvolání procesů, k teré mění jeho stavy. 
Vzniklé projevy objektu do okolí vyvolávají urči té důsledky. 

S3 aktivace O 
z okolí 0 ( 0 ) 

SO okolí 0 ( 0 ) 

S4 ovlivnění O 
z okolí 0 ( 0 ) 

SI topografie O 
geometrie O 

O B J E K T u 
S5 vlastnosti 
struktury O O 

S6 procesy na O 
stavy O 

S2 vazby O k 0 ( 0 ) 

S 7 pro t evy 0 

r 
S 8 důs ledky 

projevů 

O b r á z e k 2.2: Podmnož iny sys tému p o d s t a t n ý c h veličin. P řed loha z [2, s. 60-A] 
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2.4.1 Aplikace sys tému pods ta tných veličin 
P o d m n o ž i n a SO — oko l í objektu O(fž): 

• P r á z d n á množ ina —>• SO = 0 - veličiny popisující okolí objektu nejsou definovány 
pro daný typ problému 

P o d m n o ž i n a SI — geometrie a topologie objektu Q: 

• Tvar a rozměry zadaného rotorového paketu 

• Geometrie stahovacích desek 

Geometrie objektu je d á n a výkresovou dokumentac í výrobce T E S Vsetín s.r.o., k t e rá není 
součást í t é to diplomové práce . Pouze jsou převza ty pa t ř i čné rozměry paketu a stahovacích 
desek (obr. 2.3). 

P o d m n o ž i n a S2 — p o d s t a t n é vazby objektu fž v oko l í O(fž): 

• Závitové tyče, k teré spojují s tahovací desky s ro torovými plechy 

• Hřídel, na k t e r ém je nalisován rotorový paket 

• Ložiska, ve k te rých je uložena hřídel 

Hřídel je modelována jako tzv. p ružný rotor, k te rý zohledňuje ohybovou tuhost [3]. Lo
žiska jsou modelována jako dokonale t u h é vazby. 

P o d m n o ž i n a S3 — aktivace objektu íž z oko l í O(fž): 

• Hlavní pohyb rotoru - rotace 

• Síly silové soustavy působící na rotorový paket 

Ro tačn ího pohybu se docílí aplikací úhlové rychlosti na objekt nebo p ředepsán ím otáček 
rotoru. 

P o d m n o ž i n a S4 — o v l i v ň o v á n í objektu íl z oko l í O(fž): 

• Uložení rotorových plechů 

• Utahovací moment na závitových tyčí 

Silová soustava ovlivňuje uložení jednot l ivých rotorových plechů. Použi tý u tahovací mo
ment značně ovlivňuje ohybovou tuhost a o táčky objektu. 

P o d m n o ž i n a S5 — vlastnosti p r v k ů struktury objektu íl: 

• Smluvní mez pevnosti v tahu i?po,02 

• Youngův modul pružnos t i v tahu E 
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• Poissonovo číslo \x 

• Hustota p 

Závitové tyče jsou posuzovány k M S pružnost i , proto je p o t ř e b a zná t hodnotu smluvní 
meze pevnosti v tahu. Model ma te r i á lu je uvažován jako homogenní , izotropní a l ineárně 
pružný. Tento model mate r i á lu je j ednoznačně definován Youngovým modulem pružnos t i 
v tahu a Poissonovým číslem. Pro modá ln i ana lýzu musí bý t model mate r i á lu doplněn 
navíc o hustotu použi tého mater iá lu . 

Použi té veličiny v podmnož inách SI až S5 jsou uvažovány jako determinis t ické a sta
tické, tedy časově neproměnné . 

P o d m n o ž i n a S6 — procesy na objektu íl a jeho stavy: 

• P r ů h y b y rotoru při použi t í silové soustavy 

• Krit ické o táčky rotorového paketu nalisovaného na hřídeli 

P o d m n o ž i n a S7 — projevy ( c h o v á n í ) objektu íl: 

• Vzájemné ovlivňování rotorových plechů vůči sobě 

• Riziko dosažení nežádoucích M S v závitových tyčí 

• Provozování objektu v rezonančním stavu při kri t ických otáčkách 

P o d m n o ž i n a S8 — d ů s l e d k y p r o j e v ů objektu Q: 

• Změna výchozí konfigurace uložení rotorového paketu 

• Stržení závi tu na závitových tyčí 

• Rotorový paket p řes tane plnit svoji funkci a může způsobi t havárii elektromotoru 

O b r á z e k 2.3: Rozměry rotorového paketu zakótované na modelu geometrie 
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2.5 Volba metody řešení problému 
Prob lémy předk ládané diplomové práce jsou řešeny pomocí exper imentá ln ího modelování 
a výpočtového modelování na ro torovém paketu vy robeném speciálně pro účely testování . 
Použi t í exper imentá ln ího modelování slouží k získání vs tupních úda jů pro řešení konkrét 
ního problému [2]. Proto je realizován reálný experiment, kde subjekt provádí experiment 
na akt ivovaném reá lném objektu. N a základě vytvořeného sys tému p o d s t a t n ý c h veličin je 
v y b r á n a pro výpočtové modelování nejvhodnější metoda jako metoda konečných p rvků 
( M K P ) . 

Pro řešení p rob lému jsou sestaveny 2 algoritmy z důvodu lepší názornos t i a orientaci 
v provedených zkouškách při zpracování dat. V p rvn ím algoritmu (obr. 2.4) je znázorněna 
zkouška č ty řbodovým ohybem, když jsou z exper imentá ln ího modelování použ i t a vs tupn í 
data do analyticky odvozené rovnice průhybové čáry. Z t é t o rovnice jsou inverzně vypočí
t á n y hodnoty ekvivalentních m o d u l ů pružnost i . Tato data poslouží jako vs tupn í údaje do 
výpočtového modelování , z k te rého jsou určeny hodnoty maximáln ího p r ů h y b u a pomocí 
modá ln i analýzy jsou stanoveny kritické otáčky. 

Druhý algoritmus (obr. 2.5) popisuje modá ln i zkoušku, k t e r á je v t é t o práci zvolena 
modá ln i analýza. Exper imen tá ln í modá ln i analýza ( E M A ) slouží k určení vlas tních tva rů 
a vlas tních frekvencí objektu. Vs tupní hodnoty do analyt ické rovnice ohybového kmi tán í 
jsou exper imentá lně zjištěné vlas tn í frekvence rotorového paketu, z k terých jsou inverzně 
stanoveny hodnoty ekvivalentních m o d u l ů pružnost i . Ty to hodnoty jsou implementovány 
jako vstupy do výpočtového modelování , k te ré jsou opt imal izovány a následně jsou použi ty 
k v ý p o č t u kri t ických otáček. 

Zpracování exper imentá ln ích dat je provedeno v programovac ím jazyce Matlab. N u 
merické výpoč ty jsou realizovány v programu ANSYS Workbench. 
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nalyt 

O b r á z e k 2.4: Algoritmus zkoušky č ty řbodovým ohybem 

r -v 

experiment numericky 
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optimalizace 

O b r á z e k 2.5: Algoritmus modá ln i zkoušky 
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3 Rešeršní studie 
Cílem t é t o kapitoly je seznámit č tenáře se současným stavem poznán í problematiky roto
rových pake tů , a to předevš ím v používaných př í s tupech modelování pake tů v dynamic
kých výpočtech . 

V technické l i te ra tuře se problematice výpočtového modelování rotorového paketu ne
věnuje velká pozornost, ale vychází se ze známých a ověřených mode lů ro torů . Níže jsou 
uvedeny základní typy modelů , k te ré můžou být použi ty pro popis paketu v dynamických 
výpočtech: 

1. Modely ro torů založené na diferenciálním p ř í s tupu 

• Model s j edn ím s t u p n ě m volnosti 

• Jeffcottův (Lavalův) rotor 

2. Konečnoprvkové modely rotorového paketu s 

• Homogenn ím izot ropním modelem mate r i á lu 

• Transverzálně o r to t ropn ím modelem mate r i á lu (kompozit) 

Z předchozího členění je pa t rné , že lze rozdělit modely do dvou kategori í založených na 
diferenciálním p ř í s tupu a m e t o d ě konečných prvků. 

U každého modelu je posouzena vhodnost použi t í pro aplikovaný ro torový paket 
v p ředk ládané diplomové práci . 

3.1 Modely ro torů založené na diferenciálním 
př ís tupu 

Pro tento typ modelů je charakter is t ické, že se vyznačují m a l ý m p o č t e m s tupňů volnosti 
a pro většinu p ř ípadů existuje analyt ické řešení. Rotor v těch to modelech bývá uvažován 
jako h m o t n ý bod, t u h ý disk nebo t u h á hřídel . Problematikou rotorových s t rojů se po
drobně zabývá např ík lad literatura [3], kde je i výčet dalších modelů , k teré v p ředk ládané 
práci nejsou zmíněny nebo podrobně popsány. 

Rotor 

(a) Poddajná ložiska + tuhý rotor (b) Poddajná hřídel + tuhá ložiska 

O b r á z e k 3.1: Model s j edn ím s t u p n ě m volnosti. P řed loha z [3, s. 22] 
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3.1.1 Mode l s j edn ím s tupněm volnosti 
J e d n á se o nej jednodušší model rotoru, pomocí něhož lze stanovit kritické otáčky, k terý 
může být rozdělen na dvě varianty (obr. 3.1) [3]. V p rvn ím př ípadě (obr. 3.1a) jsou ložiska 
modelována jako p o d d a j n á s t uhos t í kf, a rotor, k te rý se skládá z hřídele a disku jako t u h é 
těleso. V druhé var iantě (obr. 3.1b) je hřídel modelována jako p o d d a j n á s ohybovou tuhos t í 
El a ložiska spolu s diskem jako t u h á tělesa. V obou př ípadech je uvažovaná hmotnost 
rotoru sous t ředěna do hmotnosti disku m, k te rý je uložen na n e h m o t n é hřídeli. 

O b ě varianty lze redukovat na j ednohmotový model (obr. 3.2) s j e d n í m s t u p n ě m vol
nosti, k t e r ý m lze popsat ohybové kmi tán í , kde fce// je efektivní tuhost ložisek nebo hřídele 
a f(t) je vnější síla vzniklá od nevývahy disku. 

| /(*) 

m 

O b r á z e k 3.2: J e d n o h m o t o v ý model s j edn ím s t u p n ě m volnosti. P řed loha z [3, s. 22] 

Odvození pohybových rovnic pro kmi tán í , výpočet vnější síly f(t) nebo modifikovaný 
model s j edn ím s t u p n ě m volnosti, ve k t e r ém je uvažováno t lumení , lze naleznout v tech
nické l i te ra tuře [3]. 

Model s j edn ím s t u p n ě m volnosti a jeho modifikace nejsou vhodné použí t k modelování 
rotorového paketu v t é to diplomové práci , pro tože ž á d n á z nich nezohledňuje ohybovou tu
host rotoru, ale pouze hřídele. Nezahrnu t í ohybové tuhosti paketu ve výpoč tech negat ivně 
ovlivňuje velikost kri t ických otáček stroje. 

3.1.2 Jeffcottův (Lavalův) rotor 
Ve Spojených s tá tech amerických se s t a n d a r d n ě používá označení Jeffcottův rotor [4], 
za t ímco v evropských zemí naopak Lavalavův rotor, př ičemž se j e d n á o identický model 
rotoru. Za zmínku stojí, že Jeffcott použil ve své vědecké práci označení Lavalův rotor 
v roce 1919 [5], ale v pozdějších publ ikací se začal hojně používat t e rmín Jeffcottův rotor. 

Tento model rotoru (obr. 3.3) je složen z n e h m o t n é podda jné hřídele se stejnou ohy
bovou tuhos t í jako u modelu s j edn ím s t u p n ě m volnosti (viz kapitola 3.1.1) [4]. Dále pak 
z h m o t n é h o a t u h é h o disku, k t e rý je uložen symetricky mezi ložisky, k t e r á jsou nepod
dajná. Střed disku je excentricky posunut o vzdálenost e oproti osy hřídele. Hřídel se 
otáčí úhlovou rychlost í u a vytvář í k ruhový (eliptický) orbit. Za p ředpok ladu , že se disk 
otáčí kons t an tn í úhlovou rychlostí , lze redukovat model na dva s tupně volnosti k popisu 
ohybového kmi tán í . 

24 



D i p l o m o v á p r á c e 

Pro tože Jeffcottův rotor nezohledňuje ohybovou tuhost disku p o d o b n ě jako model 
s j e d n í m s t u p n ě m volnosti, není v t é t o práci použi t k modelování rotorového paketu. 
Nicméně pomocí tohoto modelu lze demonstrovat různé dynamické jevy, jako je ani-
zo t ropn í 1 uložení ložisek nebo nesymetr ické uložení disku, k te ré způsobují gyroskopické 
účinky. Tyto účinky zapříčiňují rozdvojení kri t ických otáček v navzájem kolmých rovi
nách. Všechny modifikace Jeffcottova (Lavalova) rotoru s de ta i ln ím odvození pohybových 
rovnic jsou dos tupné v l i t e ra turách [4] a [3]. 

z 

O b r á z e k 3.3: Jeffcottův (Lavalův) rotor. P řed loha z [3, s. 39] 

3.2 Konečnoprvkové modely rotorového paketu 
Jak plyne z názvu kapitoly, tyto modely jsou založeny na m e t o d ě konečných prvků , k te rá 
vychází z variačního př í s tupu . Základní principy t é to metody jsou popsané např . v [6], 
kde jsou t ak též řešeny fundamentá ln í úlohy konkré tn í variační metodou. 

Př i modelování rotorových pake tů je důležité rozlišovat, zda se j e d n á o paket, k t e rý m á 
plechy izolované v pryskyřici , popř ípadě v j iné látce, nebo paket bez izolace. Z těchto dů
vodů lze rozdělit modely mate r i á lu v konečnoprvkovém programu na homogenní izotropní 
pro variantu bez izolace a t ransverzá lně o r to t ropn í v p ř ípadě s izolací. 

Výše zmíněné způsoby modelování pake tů jsou pouze jednou z možnost í , jak př is tu
povat k problematice rotorových pake tů v dynamických výpoč tech metodou konečných 
prvků. V poslední době se začíná věnovat t é t o problematice větší pozornost (viz publi
kace [7] a [8]) a zůs tává pouze na řešiteli, j a k ý m způsobem a na jaké rozlišovací úrovni se 
rozhodne modelovat přís lušný paket. 

1 Jestliže tuhost ložisek v horizontálním a vertikálním směru je rozdílná, hovoří se o tzv. anizotropním 
uložení. [3] 
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3.2.1 Homogenní izotropní model mater iá lu 
Paket je modelován jako válec s homogenn ím izot ropním modelem mate r i á lu s ekvivalentní 
hustotou a ekvivalentním modulem pružnos t i v tahu. Tento modul lze stanovit kombinací 
různých exper imentá ln ích zkoušek, k te ré jsou doplněny př ís lušnou analytickou teorií . Níže 
jsou vypsány typy zkoušek, k teré jsou použi ty v t é t o diplomové práci : 

1. Exper imentá ln í zkouška č ty řbodovým ohybem - C ty řbodový ohyb p r u t o v é h o 2 tělesa 

2. Exper imentá ln í modá ln i ana lýza - Ohybové kmi t án í volného nosníku 

Modelování paketu jako homogenního celku mís to jednot l ivých plechů vede k značnému 
snížení s t upňů volnosti a výpoče tn ího času, přestože je model mate r i á lu definován pouze 
dvěma elast ickými konstantami, zahrnuje ve v ý p o č t u ohybovou tuhost paketu. 

Analyzovaný paket v p ředk ládané práci neobsahuje vinut í a plechy jsou s tažené závito
vými tyčemi, tud íž se j e d n á o variantu bez izolace, a proto bude použi t v konečnoprvkovém 
programu homogenní izotropní model mater iá lu . 

3.2.2 Transverzálně o r to t ropn í model mater iá lu 
Paket je uvažován jako jednosměrný kompozit, k te rý se skládá z matrice a výztuže [10], 
kde každá vrstva kompozitu (tzv. lamina) je modelována o r t o t ropn ím modelem mater iá lu . 
Obecný o r to t ropn í mate r iá l je definován pomocí t ř í hlavních or to t ropních os 1, 2, a 3, k teré 
jsou navzá jem or togonální [11]. Jestl iže existuje jedna hlavní o r to t ropn í rovina, ve které 
jsou mechanické vlastnosti izotropní, j edná se o t ransverzá lně o r to t ropn í model mater iá lu . 

Ty to vlastnosti jsou splněny u j ednosměrného dlouhovláknového kompozitu, za k terý 
lze považovat ro torový paket s izolací nebo s ta torový paket složený z plechů, k teré jsou 
slisovány s pryskyřicí , použ i tý ve vědeckém článku [8]. P ř i v ý p o č t u mater iá lových cha
rakteristik kompozitu se vychází z klasické laminační teorie, k t e rá je detai lně popsána 
v l i te ra tuře [10], ale v t é t o práci není rozebrána . 

Výhodou tohoto modelu je, že není p o t ř e b a exper imentá ln í zkouška k zjišťování ekvi
valentního modulu pružnos t i , ale vys tač í se s klasickou laminační teorií . P ř i modelování 
jednot l ivých vrstev kompozitu se mnohonásobně zvýší poče t s t upňů volnosti a výpoče tn í 
čas konečnoprvkového modelu, což lze považovat za hlavní nevýhodu tohoto modelování . 

2Válcové těleso nemůže být použito z toho důvodu, že by nebyly splněny předpoklady o zatížení [9], 
které musí být válcového charakteru. 
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4 Teoretický základ 
V t é t o kapitole je vypoč í t án osový kvadra t ický moment stahovací desky rotorového pa
ketu, k te rý je aplikován v odvozených rovnicích č tyřbodového ohybu a ohybového kmi tán í 
prutu. Tyto rovnice slouží k s tanovení ekvivalentních m o d u l ů pružnos t i při exper imentá lně 
zjištěných vs tupů . 

4.1 Výpočet osového kvadratického momentu rotoru 
Kvadrat ické momenty pa t ř í do skupiny geometr ických charakteristik, k teré popisují příčný 
průřez . Významně ovlivňují n a p ě t í a deformace v ohybu [12]. Obecný vztah odpovídá 
tvaru 

Jy = J z2dS, [mm4] (4.1) 

kde z je kolmá souřadnice k ose y a dS* element plochy př íčného p růřezu na oblasti ijj. 
V dnešní době dokáže větš ina C A D a F E M prog ramů vypoč í t a t kvadrat ické momenty 

libovolných geometr ických tvarů . Rozhodně by se nemělo zapomína t na analyt ické řešení, 
kdy je z k o u m a n á geometrie rozdělena na pr imi t ivní ú tva ry jako t rojúhelník, obdélník nebo 
kruh atd. Výsledné kvadrat ické momenty jsou získány superpozicí dílčích m o m e n t ů . Jakou 
metodu se rozhodne zvolit řešitel, je jenom na n ě m a jeho možnostech. 

Pro ilustraci obou metod je proveden výpočet osového kvadra t ického momentu roto
rového paketu. 

4.1.1 Analytické řešení kvadrat ického momentu 
Př íčný průřez (obr. 4.1) stahovací desky je rozdělen na 3 geometrické ú tvary : 

1. 2x t ro júhelník 

2. 2x kruhová výseč 

3. 4x díra <pd a l x dí ra <pD 

Jednot l ivé kvadrat ické momenty jsou poč í t ány k p o s u n u t ý m osám (obr. 4.1) y a z aplikací 
Steinerovy věty [12] 

Jy = JyT + b2S, [mm4] (4.2) 

kde JyT3 je kvadra t ický moment základního ú tva ru k těžišti , b'1 kolmá vzdálenost k ose y 
a S plocha základního ú tva ru . 

3Kvadratické momenty základních tvarů průřezů nejsou odvozeny, ale jsou převzaty z literatury [13], 
kde jsou detailně popsány a vysvětleny. Konkrétně se jedná o trojúhelník a kruh. 

4Protože vzdálenost b roste s druhou mocninou, bude posunutý kvadratický moment vždycky nabývat 
vyšších hodnot než centrální. [12] 
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O b r á z e k 4.1: Př íčný průřez stahovací desky rozdělen na jednot l ivé části 

T r o j ú h e l n í k y 

Z obr. 4.2 je p a t r n é , že se j e d n á o rovnoramenný trojúhelník. P ř e d s a m o s t a t n ý m výpo
č tem kvadra t ického momentu je spoč í t ána zák ladna b už i t ím Pythagorovy věty 

b b 
2 2 

Pro jednoduchost je dále poč í t áno pouze s polovinou t ro júhelníku - viz obr. 4.3 

b' 

\  T  

Vt \ 

* 

y y* y 

ZT z 

O b r á z e k 4.3: Výpočet Jy t ro júheln íku k p o s u n u t ý m osám 
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kde 

h 

2 
h 

1,# 

2 h' 

Dosazením do Steinerovy věty (4.2) vyjde JY jednoho pravoúhlého t ro júhelníku jako 

j VT Ir 

<D b'h'3 

Jy = ^
 + [-ri 2 

2, y ťh' 

J: 
b'h'3 2b'h'3 b'h'3 + 8b'h'3 b'h'3  

+ (4.4) 
y 36 ' 9 36 4 

a celkový kvadra t ický moment prvn ího ú tva ru je vypoč í t án sumací jednot l ivých př í spěvků 

h' h'3 

f ® _ 4 f ® _ 1° 11 _ ť í. ' 3 _ 1« /i co k 3 j l. o 0-0 on 1 /• 1 b h = 16,4 • 52, 5 = 2 372 204,6 m m 4 (4.5) 

K r u h o v é v ý s e č e 

Výpočet kvadrat ického momentu setrvačnost i je proveden v poo točeném kar tézském sys
t é m u y - z o 90° (obr. 4.4) aplikací polárních souřadnic g a (p. 

O b r á z e k 4.4: Výpočet JY kruhové výseče k na točeným osám. P řed loha z [14, s. 12] 

Pro kruhovou výseč je odvozen základní vztah pro kvadra t ický moment JY v y t k n u t í m 
e lementárn ího prvku a dosazením do definičního vztahu (4.1) v integrální p o d o b ě 
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2 x V /3 R dS 
h h 
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J ® = 2 J J (gsm (p)2 g d(p dg = 2 J J g3 dg s in 2 ip d(f = 2 J g3 dg J s in 2 ip d(p 
o o 

R 

h = J g3 dg = 
o L J U 

í 2 f 1 [99 sin 2<̂ ~ 
i 2 = J sin 990.99 = J -(1 — cos299) 0.99 

V 

r = 2hh = %-,R 
I a ( ( 5 sin 2/3 \ R 

2 4 

sin 2,9N 

/3 sin 2/3 

2 4~~ 

(4.6) 

17°20' viz (obr. 4.2) 

kde 

/? = 90 - - - = a r c c o s ^ - j = a r c c o s ^ — j =• y 

0° = 90° - 17°20' = 72°40' 

- /3°7i 72°40'7r , n n , 
/3 = - — = « 1,27 rad. 

180° 180° 

Celkový kvadra t ický moment d ruhého ú tva ru je vypoč í t án p o d o b n ě jako u předchozího, 
tedy sumací jednot l ivých př í spěvků 

© , i ? 4 / „ sin 2/3 \ 55 4 / s i n ( 2 - l , 2 7 ) \ , , , 
" ' ' — ^ ) = - ^ ( 1 ' 2 ^ — - I = 4500341 ,9mm 4 . (4.7) • V ? - 2 ^ - 2 ^ ( P 

D í r y 

Předešlé výpoč ty kvadra t ických m o m e n t ů jsou k p o s u n u t ý m osám y a, z. Malé díry s prů
měrem (f)d jsou t ak t éž spoč í tány k p o s u n u t ý m osám (obr. 4.5), za t ímco velká díra s prů
měrem (f)D leží v těžišt i t ěch to os. 

O b r á z e k 4.5: Výpočet Jy malých děr <pd k n a t o č e n ý m osám 
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K v ý p o č t u Jy j edné díry je zapo t řeb í stanovit výšku hs zvýrazněného t ro júhe ln íka na 
obr. 4.5, kde úhel 7 svírá s po loměrem roztečné kružnice 45° 

hs cos 7 = —p =>- hs — i? s cos7 = 45 • cos(45) = 31,8 mm. 
Rs 

(4. 

Nejprve jsou vypoč í tány kvadrat ické momenty děr pro závitové tyče už i t ím Steinerovy 
věty 

V s 

® ird 
jy — 

64 
Tier 

J„ 
y 4 

+ hs 

ird 

+ hs 

t t8,5 f8,5 2 \ d 

^ p í ^ - + 3 1 , 8 j = 57 710,6 m m 4 , (4.9) 

po té kvadra t ický moment díry, k t e rá je u rčena pro hřídel 

J': 
t t D 4 t t30 4 

= 39 760,8 m m 4 , 
64 64 

a na závěr celkový kvadra t ický moment všech děr 

J®Q = 4 J ® + J ® = 4 • 57 710, 6 + 39 760,8 = 270 603,2 m m 4 . 

K v a d r a t i c k ý moment s t a h o v a c í desky 

(4.10) 

(4.11) 

Celkový kvadra t ický moment př íčného p růřezu stahovací desky je spoč í tán jako součet 
m o m e n t ů od prvních dvou př íspěvků ( t rojúhelníky a kruhové výseče), od k terých je ode
čten příspěvek s d í rami 

JyAn = JfA + J%-Jfo = 2 3 7 2 2 0 4 > 6 + 4 5 0 0 3 4 1 > 9 - 2 7 0 603,2 = 6 601943,3 m m 4 . (4.12) 

4.1.2 Numerické řešení kvadrat ického momentu 
K v ý p o č t u kvadra t ického momentu stahovací desky je použi t program Autocad Mechanical 
2017 pomocí př íkazu massprop. Podmínkou správného určení geometr ických charakteris
t ik je, aby těleso (obr. 4.6) bylo jeden celek, s k t e r ý m lze dále pracovat. 

O b r á z e k 4.6: Př íčný průřez s tahovací desky v programu Autocad Mechanical 
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Následující tab. 4.1 ukazuje obdržené geometrické charakteristiky př íčného p růřezu 
stahovací desky po použi t í p ř íkazu massprop. 

Tabulka 4.1: Geometr ické charakteristiky př íčného průřezu stahovací desky 

Area: 8459.6821 
Perimeter: 545.6251 
Bounding box: X -106.4289 - 3.5711 

Y 191.3782 - 296.3782 
Centroid: X -51.4289 

Y 243.8782 
Moments of inertia: X 509 754804.7372 

Y 29 285 632.0631 
Product of inertia: X Y 106104609.8451 
Rad i i of gyration: X 245.4730 

Y 58.8370 
Principal moments and I 6 601 943.4078 along [1.0000 0.0000] 
X - Y directions about centroid: J 6 910 347.9384 along [0.0000 1.0000] 

Hledaná hodnota kvadra t ického momentu je v ose x podle výchozího souřadného sys
t é m u v programu Autocad Mechanical. 

Porovnán í analyt ických a numerických hodnot m o m e n t ů zobrazuje tab. 4.2. 

Tabulka 4.2: Výsledky analyt ického a numerického řešení kvadra t ických m o m e n t ů 

O s o v ý k v a d r a t i c k ý moment J 

Analyt icky [mm4] Numericky [mm4] Odchylka [%] 

6 601943,3 6 601943,4 1,5 • 10" 6 

P o r o v n á n í metod 

Obě metody prokázaly dobrou shodu výsledků kvadra t ických m o m e n t ů (viz tab. 4.2). P ř i 
s tanovení hodnoty Jy v analyt ickém řešení je použi t programovací jazyk Matlab R2015a. 
Odlišnost s numer ickým řešením vznikla v rovnici (4.11) při sumaci děr pro šrouby. Jestl iže 
jsou provedeny všechny ma tema t i cké operace v jazyku Matlab, bude analyt ické řešení 
identické s numer ickým. 

Do tab. 4.3 jsou zapsány hlavní výh ody ( ) a nevýhody ( —) obou metod. 

Tabulka 4.3: Výhody a nevýhody metod s tanovení kvadra t ických m o m e n t ů 

V ý h o d y N e v ý h o d y 

Analyticky 
+ Názorná výuková metoda 

Parametrizace modelu 
— Znalost analyt ické matematiky 
— Časově náročné pro složitou geometrii 

Numericky 
+ Rychlá a p řesná metoda 
+ Libovolná geometrie 

— Znalost C A D nebo j iného programu 
— Odlišené značení m o m e n t ů 
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4.2 Ctyřbodový ohyb 

Schéma č tyřbodového ohybu nosníku ukazuje obr. 4.7 s p ř íčným průřezem (obr. 4.1). Pro 
s tanovení p r ů h y b u v l ibovolném bodě s třednice je p o t ř e b a urči t rovnici p růhybové čáry. 
K tomu se použijí výsledné vn i t řn í účinky ( V V U ) . 

y 

®-
X 

u z 

O b r á z e k 4.7: C ty řbodový ohyb nosníku 

Nejdříve jsou vypoč í t ány velikosti reakčních sil vazeb A a B. P o t é je prut rozdělen na 
t ř i oblasti kvůli změně zat ížení po délce. V každém řezu je stanoven ohybový moment, 
jehož dosazením do diferenciální rovnice průhybové čáry [12] (4.13) pro malé deformace 
a postupnou integrací je obdržen p r ů h y b pro daný úsek nosníku. 

M, 
E J,,, 

(4.13) 

4.2.1 Uvolnění prutu 
Vazba A ( rotační vazba) odebí rá dva s tupně volnosti, za t ímco B (podpora) pouze jeden. 
Uvolněný prut (obr. 4.8) m á 3 neznámé parametry: FAX,FAZ,FB-

FAx 

F F 
f 

> > 

FAz a b 
n 

a 
F, D 

y 

(f— 

" z 

x 

O b r á z e k 4.8: Uvolnění s t řednice prutu 

N a prvn í pohled je pa t rné , že ve směru osy x nepůsobí ž ádná vnější síla, tud íž síla F A X 

je rovna nule. K v ý p o č t u zbylých sil jsou použi ty rovnice stat ické rovnováhy 

Y,F* 0, 

0. 

po dosazení vyjde sys tém lineárních rovnic o dvou neznámých parametrech 

J2FZ = 0: F A Z - F - F + FB = 0, 

MyA = 0 : Fa + F{a + b) - FB{2a + b) = 0. 

(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 
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Z rovnice (4.16) lze vyjádři t sílu FB, k t e rá je nás ledně dosazena do (4.17). 

F(2a + b) 
FB 

FAZ 

2a + b 
2F-FB 

= F 

2F-F 

(4.18) 

(4.19) 

V obou vazbách působí identické síly o velikosti F. 

4.2.2 Výsledné vni t řn í účinky 

Př i určování V V Ú diferenciálním nebo integrálním p ř í s t u p e m nezáleží, jestli je řez prutu 
proveden z levé nebo z pravé strany. Výjimkou je vazba typu ve tknut í , kde je nezbytné 
začít od volného konce. Naopak při sestavení p růhybové čáry je zapo t řeb í zachovat pouze 
jeden směr. Základní pravidla pro vyšetřování p r ů b ě h ů V V Ú u př ímých p r u t ů jsou sepsána 
v l i te ra tuře [13] spolu s algoritmem určování těch to účinků. V t é t o práci je zvolen integrální 
p ř í s tup k určení výsledných vni t řn ích účinků. 

Z uvolněného prutu (obr. 4.8) je zřejmé, že jedinými nenulovými složkami V V Ú jsou 
posouvající síla T a ohybový moment MQ. 

I. řez 

Interval hodnot p rvn ího řezu (4.9) je v rozsahu xi G (0, a). Posouvající síla a ohybový 
moment jsou určeny jako 

Ti = F, (4.20) 

MoI = Fxj. (4.21) 

Dosazením ohybového momentu do rovnice průhybové čáry (4.13) a p o s t u p n ý m integro
váním vyjde h ledaný p růhyb 

M, 

Ňj EJyWj = -MoI, 

EJyw'í = -Fxj, 
2 

EJyWj = 
XT 

—F— 
2 

3 
Xi 

—F— 
6 

EJyWl = 
3 

Xi 
—F— 

6 . řezu 

3 
Xi 

—F— 
6 

ol 

(4.22a) 

(4.22b) 

(4.22c) 

(4.22d) 

O b r á z e k 4.9: V V Ú I. řezu 

Identicky jsou určeny složky V V Ú zbylých dvou řezů a sestaveny rovnice p růhybu . 

II. řez 

Interval hodnot d ruhého řezu (4.10) je v rozsahu xu G (0,6). Posouvající síla a ohybový 
moment jsou určeny jako 

Tn = F - F = 0, (4.23) 

MoII = F{a + xH) - FxH, (4.24) 
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po integraci vyjde p růhyb ve tvaru 

II. f 

EJyw'íj = -MoU, (4.25a) 

EJyWjj = -F{a + x n) + Fxn, (4.25b) 

EJyw'jj = -Faxu + C 3 , (4.25c) 
2 

EJyWn = -Fa— + C3xm + CA. (4.25d) 
3 

O b r á z e k 4.10: V V U II. řezu 

III. řez 

Interval hodnot t ř e t ího řezu (4.11) je v rozsahu xm G (0,a). Posouvající síla a ohybový 
moment jsou určeny jako 

Tm = F - F + F = F, 

Molu = F(a + b + xm) - F (b + xn), 

(4.26) 

(4.27) 

III. 

'///////////////ZV/ 

ioIII 

N, 

a b 
f Tm f Tm 

O b r á z e k 4.11: V V Ú III. řezu 

po dosazení ohybového momentu do rovnice (4.13) a integraci vyjde p r ů h y b ve tvaru 

EJyw'ín = -Moín, (4.28a) 

EJyw'íu = F{xm - a), (4.28b) 

XJJJ 

EJyw'jjj = F— axui + C5, 

3 2 

EJyWm = F í - y a ~ y ~ ) + c 5 x m + Ce-

(4.28c) 

(4.28d) 

4.2.3 Průhybová čára 
Pro každý řez jsou stanoveny dvě okrajové podmínky. Celkově je zapsáno 6 okrajových 
podmínek pro 6 konstant C\ až C 6 . 

35 



Fil ip L e k e š 

K sestavení p růhybové čáry jsou použi ty okrajové p o d m í n k y dvojího druhu - vazbové 
p o d m í n k y (4.29a a 4.29b) a p o d m í n k y plynoucí z geometr ických p ru tových p ředpok ladů 
(hladkost s t řednice (4.29d a 4.29f) a spojitost s t řednice (4.29c a 4.29e)). 

Wl{xj = 0) = 0 (4.29a) 

WIII(XIII = a) = 0 (4.29b) 

WI(XJ = a) = WJJ(XJJ = 0) (4.29c) 

WI(XI = a) = w'n(xn = 0) (4.29d) 

wn{xn = b) = wIH{xni = 0) (4.29e) 

v'iAxn = b)= W'JJJÍXJU = 0) (4.29f) 

Dosazením okrajových podmínek (4.29) do odvozených rovnic p růhybu , respektive první 
derivace (4.22), (4.25) a (4.28) vznikne sys tém lineárních rovnic o šesti neznámých para
metrech. 

C 2 = 0 

a 

6~ a— J + C 5 a + C6 = 0 

- F - + C1 = C3 

-Fab + C3 = C5 

3 
—F— + da = CA = 

6 

C 6 + C5a = —F 

C 3 — Ci — 

C 3 - C , = F a 6 

C i a - C 4 = F 
6 

-Fa- + C3b + C4 = C6 C 4 + C3b - C 6 = F a -

Pro tože se ve všech okrajových p o d m í n k á c h vyskytuje nulová pravá strana 
rovna další okrajové podmínce , konstanty E a Jy se neobjeví v řešení. 

K v ý p o č t u konstant (4.31) je použi t program Maple 17. 

(4.30a) 

(4.30b) 

(4.30c) 

(4.30d) 

(4.30e) 

(4.30f) 

nebo je 

C i = -Fa2 + -Fab 
2 2 

(4.31a) 

C2 = 0 (4.31b) 

C 3 = -Fab 
s 2 

(4.31c) 

C 4 = ^ F a 3 + ^ F a 2 6 (4.31d) 

C 5 = - ^ F a 6 (4.31e) 

C 6 = ^ F a 3 + ^ F a 2 6 (4.31f) 
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Výsledné rovnice p r ů h y b u pro jednot l ivé intervaly vypada j í v následujícím tvaru 

3 / i i 

)x!, X! e (0,a) (4.32) EJyWj 
XJ 

= - f i r + 

2 
XJJ 

= Fa 
2 

EJyWU 
2 

XJJ 

= Fa 
2 

EJyWni 

^Fa2 + ^Fab) 

1 
2" 

— a-
XIII 

- )-Fabxni + ^Fa3 + ^Fa2b, 

kde max imáln í p růhyb w m a x leží v d r u h é m intervalu ve vzdálenost i xn 

XJJ G (0,6) (4.33) 

xjjj e (0,a) (4.34) 

b 

wn(xii 
EJ 

y \ 
1 íl 

W n { x n = 2 ) = ETy{8 

-Fa- + -Fab- + -Fa3 + -Fa2b 

1 1 > 
Fab2 + -Fa3 + -Fa2b 

3 2 / 
(4.35) 

P r ů b ě h y V V Ú nenulových složek s p růhybovou čárou jsou vykresleny do obr. 4.12. 

F F 
A 

77/7777/ 

FA 

T 

B 

Wr 

7777777T 

F 

\ 
A 

F: D 

y x 
® — • 

M o max 

O b r á z e k 4.12: P r ů b ě h y V V Ú nosníku s deformovaným tvarem střednice 

K e s te jným výs ledkům p r ů b ě h ů T a MQ by se došlo aplikací Schwendlerovy věty [12] 
(4.36), k t e rá je založena na diferenciálním p ř í s tupu určování V V U 

dM0(x) 
dx 

T(x). (4.36) 
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4.3 Ohybové kmitání 
Pro popis ohybového kmi t án í p r u t ů existuje v technické l i te ra tuře ř a d a teorií . Bernoulliho-
Eulerova teorie [15] efektivně popisuje ohybové kmi t án í př ímých nosníků pro l ineárně 
elastický mate r iá l (tzv. Hookeův) , proto bude použ i t a v t é to práci . 

Tato teorie musí bezpodmínečně splňovat následující předpoklady, k te ré jsou převza ty 
z literatur [15] a [16]: 

• P ř í m ý nosník, respektive št íhlý nosník zvolna se měnícího p růřezu 

• Osový moment setrvačnost i je malý, a proto ro tačn í setrvačnost uvolněného ele
mentu není p o d s t a t n á z hlediska řešení daného problému 

• Nosník k m i t á v j edné rovině hlavní osy setrvačnost i 

• Úhlová pře tvoření od posouvajících s i l 5 jsou n e p o d s t a t n á z hlediska řešení daného 
problému na zvolené úrovni řešení 

• Př íčné průřezy zůstávají po deformacích kolmé na střednici 

Deta i ln í odvození pohybových rovnic ohybového kmi t án í nosníku je v příloze A . 

4.3.1 Volné kmi tán í nosníku 
Každé h m o t n é těleso může konat kmi t avý pohyb [18]. Jestl iže je tento pohyb udržován bez 
vnějšího zatížení , j e d n á se o volné kmi tán í , k te ré se dále dělí na t l umené nebo ne t lumené . 

Výše zmíněna Bernoulliho-Eulerova teorie p r u t ů nezahrnuje v řešení t lumení . T lumen í 
se projevuje disipací mechanické energie, k t e rá je obvykle p řeměňována na teplo [18]. 
V současné době neexistuje sofistikovaná metoda k určení t lumení , ale používají se pouze 
odhady t lumen í z exper imentá ln ích dat např . z šířky rezonančního p á s m a - více v [18]. 

Analyzovaný nosník (obr. 4.13) je uložen bez použi t í jakýkoliv vazeb, takový nosník 
se nazývá volný. 

y n 

O b r á z e k 4.13: Uložení nosníku pro ohybové kmi tán í 

'Vliv posouvajících sil v modelu zahrnuje Timošenkova teorie prutů [17]. 
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O k r a j o v é p o d m í n k y 

Pro tože nejsou předepsané hlavní neboli geometrické okrajové p o d m í n k y (natočení a prů-
hyb), k teré by byly získány z konkré tn ího typu použi tých vazeb nosníku, jsou využi ty 
přirozené okrajové p o d m í n k y (posouvající síla a ohybový moment). Tyto p o d m í n k y vy
cházejí z var iačního principu 

x 0 x 
d2w 
dx2 

d3w 
dx3 

(4.37a) 

(4.37b) 

d2w 
dx2 

d3w 
dx3 

(4.37c) 

(4.37d) 

kde d r u h á derivace p r ů h y b u předs tavuje ohybový moment a t ř e t í derivace posouvající 
sílu. 

Dosazením okrajových podmínek (4.37) do řešení tvaru kmi tu (A.17) vyjde soustava 
rovnic 

x = 0 

0 = f32[C1U(0) + C2V(0) + C3S(0) + C 4 T(0) ] , 

0 = f33[C1T(0) + C2U(0) + C3V(0) + (745(0)], 

(4.38a) 

(4.38b) 

x 
(4.38c) 

(4.38d) 

0 = f32[C1U(f3L) + C2V(f3L) + C3S(f3L) + C 4 T( /3L) ] , 

0 = f33[C1T(f3L) + C2U{(5L) + C3V{(5L) + CAS{(5L)}, 

z k teré je po úpravách obdržena frekvenční rovnice volného nosníku. 
Některé z Krylovových funkcí (viz př í loha A ) nabývaj í nenulových hodnot při nulovém 

argumentu. U takových funkcí musí bý t proto nulová konstanta. Všechny Krylovovy funkce 
jsou tvořeny z hyperbol ických a goniometr ických funkcí. Základní hyperbolické funkce lze 
přepsa t do následujících podob 

J2x 
e — 

sinhx 

coshx 

2 

ex + e~x 

'2x 

e2x + 1 

2 2 2 
Po dosazení do jednot l ivých Krylovových funkcí vyjde 

5(0) 

T(0) 

V(0) 

cosh(0) + cos(0)) 

sinh(0) + sin(0)) = 

cosh(0) - cos(0)) 

sinh(0) - sin(0)) = 

1 íe° + 1  
2\ 2e° 

1 / e ° - 1  
2\ 2e° 

1 / e ° + 1  
2\ 2e° 

1 / e ° - 1  
2\ 2e° 

+ cos(0) 

+ Bin(0) j 

- cos(0) 

- sin(0) ) 

2ex ' 

e2x + 1 
2ex 

1/1 + 1 
2 V 2 • 1 

1 /1 — 1 
2 V 2 • 1 

1 /1 + 1 
2 V 2 • 1 

1 /1 — 1 
2 \ 2 • 1 

+ 0J 

- o í 

= 1, 

o, 

= 0, 

0. 
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j ed iná nenulová funkce 5(0), proto budou konstanty C 3 a C 4 nulové. 

N a konci nosníku ve vzdálenost i x = L jsou redukovány rovnice (4.37c) a (4.37d) na 
soustavu rovnic o dvou neznámých parametrech 

0 = [C1U(f3L) + C2V(f3L)}, 

0 = [C1T{13L) + C2U{13L)}) 

kterou lze p řepsa t do mat icové podoby 

U((3L) V((3L) "o" 

T(f3L) U(f3L) c2 0 

zjednodušeně jako 

Ř e š e n í 

A x = b. 

(4.39) 

(4.40) 

(4.41) 

(4.42) 

Konstanty Ci a C2 vyjdou nulové v p ř ípadě t r iviálního řešení, kdy vektor neznámých x 
odpovídá nulovému vektoru o. Netr iviální řešení soustavy (4.42) nastane tehdy, jestliže je 
determinant matice A roven nule 

det A = 0 [U2((5L) - V((3L)T((3L)] = 0, 

po dosazení a ma tema t i ckých úpravách vyjde 

(4.43) 

A2-B2 

0 

(A+B) 

:ÍÍQT\ . „ - , .2 / 0 

{A—B)2 (A—B) 

cosh 2(/3L) - 2cosh(/3L) cos(/3L) + c o s 2 ( / 3 L ) - ^ sinh 2(/3L) - sin 2(/3L) 

cosh 2(/3L) - 2 cosh(/3L) cos(/3L) + cos 2(/3L) - sinh 2(/3L) + sin 2(/3L) = 0. (4.44) 

Pro goniometrické a hyperbolické funkce p la t í následující vztahy 

s i n 2 ( ^ L ) + cos 2 (^L) 

cosh 2(/3L) - s i n h 2 ( / 3 L ) 

(4.45) 

(4.46) 

tzv. goniometr ická, respektive hyperbol ická jednička. Aplikací předešlých vzorců je rovnice 
(4.44) výrazně z jednodušena na 

cosh 2(/3L) - s i nh 2 ( ^L) + c o s 2 ( ^ L ) + sin 2(/3L) -2cosh( /3L) cos(/3L) = 0 
S v ' " v ' 

=1 =1 
% - % cosh(/3L) cos(/3L) = 0 = cosh(/3L) cos(/3L) = 0 (4.47) 

t r anscenden tn í [19] rovnici, kterou nelze vyjádři t jako polynom. 
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Výsledná frekvenční rovnice (4.47) n e m á analyt ické řešení, a proto je řešení h ledáno 
numericky i te račním postupem. Z něhož vyjde k řešení konstanty (3, z k terých jsou vypo
čí tány k v lastních úhlových frekvencí ze vztahu (A. 18). 

K určení jednot l ivých tva rů k m i t ů wk je zapo t řeb í vypoč í t a t konstanty C\ a C2, k teré 
nelze explici tně spočí ta t kvůli l ineární závislosti obou rovnic. J e d n á se o analogii k pro
blému vlastních hodnot, tud íž je jedna konstanta zvolena a d r u h á dopoč í tána . 

C1U(f3kL) + C2V(f3kL) = 0 Co 
U(/3kL) 
V(f3kL) 

(4.48) 

Vypočí tané konstanty jsou dosazeny do původn í rovnice tvaru kmi tu (A. 16). Řešením 
fc-tého vlas tn ího ohybového tvaru kmi tu volného nosníku je 

wk{x 

respektive 

CiSfax) + C2T(f3kx) = S(f3kx) - ^^T(f3kx), k 1,2, (4.49) 

wk{x) cosh(/3kx) —cos(/3kx) — 
'cosh((3kL) - cos((3kL) 

sinh(/3 f eL) - sm(/3kL) 
smh((3kx) +sm((3kx) 

(4.50) 
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5 Experimentální modelování 
Podle [20] se označuje exper imentá ln í mechanika jako vědní obor, k te rý k řešení p rob lémů 
používá exper imentá ln í modelování . V oblasti mechaniky p a t ř í mezi hlavní úkoly experi
mentá ln í mechaniky získávání vs tupních dat pro výpočtové modelování [21]. Kval i ta dat 
výrazně ovlivňuje efektivnost výpočtového modelování a s tává se l imitujícím faktorem při 
využi t í metody konečných prvků . 

Jak je uvedeno v [21] použi t í exper imentá ln ího modelování př ináš í ř a d u výhod v po
době: 

• Ověřování výsledků výpočtového modelování 

• Nahrazen í v ý p o č t u (analyt ického, numerického) 

• Moni torování a diagnostiky 

• Získávání nových znalost í 

Struktura teorie experimentu je deta i lně p o p s á n a v l i t e ra tuře [20] a [2]. V t é t o diplo
mové práci jsou realizovány dva experimenty. 

1. Zkouška č ty řbodovým ohybem 

2. Exper imentá ln í modá ln i ana lýza ( E M A ) 

Pro tože se j edná o známé zkoušky, není p o t ř e b a aplikovat teorii plánování experimentu. 

5.1 Zkouška č tyřbodovým ohybem 
Pro s tanovení ohybové tuhosti rotorového paketu je použ i t a zkouška č ty řbodovým ohybem 
pro různé lisovací síly, k teré jsou vyvolány př ís lušným do tažen ím závitových tyčí. P ř ed 
zkouškou jsou vypočí tány, respektive stanoveny následující parametry pro závitové tyče: 

(a) Maximáln í dovolená hodnota lisovací síly 

(b) Tlak ve stykové ploše závi tu 

(c) Součinitel t ření 

(d) Utahovací moment 

Dále je navržena modifikovaná stahovací deska (obr. 5.1) s t ro jnásobnou t loušťkou a vět
ším p růměrem, k t e r á je umís t ěna na konec paketu mís to původn í s tahovací desky, aby 
siloměr dosedal na celou plochu modifikované stahovací desky (viz obr. 5.2) a p lni l svou 
funkci správně. 

Experiment je proveden v labora toř i ú s t avu mechaniky těles. Postup zkoušky a použ i tá 
přís trojová technika jsou popsány v kapitole 5.1.2. 
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5.1.1 Výpočet vs tupních p a r a m e t r ů 
K slisování plechů v ro torovém paketu jsou použi ty 4 závitové tyče M 8 x l , 2 5 D I N 975 
s pevnos t í 8.8, k te ré jsou pozinkované. Z t ř ídy pevnosti 8.8 [22] lze stanovit smluvní mez 
kluzu jako i?p 0 ,2 = 8 • 8 • 10 = 640 M P a . 

Rozměry metr ického závi tu M 8 x l , 2 5 jsou dos tupné z normy ČSN ISO 261 [23]: 

Tabulka 5.1: Základní rozměry závi tu M 8 s hrubou roztečí. P řed loha z [23, s. 12] 

Z á k l a d n í r o z m ě r y m e t r i c k é h o z á v i t u [mm] 

Jmenovi tý p r ů m ě r Rozteč P r ů m ě r y závi tu 
závitu d h r u b á d = D d2 = D2 d\ = D\ ds 

8 1,25 8,000 7,188 6,647 6,466 

a) M a x i m á l n í d o v o l e n á hodnota l i sovac í s í ly 

Stanovení max imá ln í hodnoty lisovací síly je nezbytné k tomu, aby nedošlo k stržení závi tu 
na závitové tyči při použ i t ém u tahovac ím momentu. 

Mezní podmínkou pro výpočet dovolené hodnoty lisovací síly je mezní stav (MS) pruž
nosti. P ř i dosažení tohoto stavu vznikají v tělese p rvn í makroplas t ické deformace, jejichž 
velikost je p ředepsaná smluvně [24]. 

Výpočet lisovací síly je proveden pro dvě varianty. V prvn í je použi t definiční vztah [12] 
pro normálové n a p ě t í 

< 7 = | , [MPa] (5.1) 

do k te rého je dosazeno za n a p ě t í smluvní mez kluzu a za plochu obsah kruhu pro nejmenší 
p růměr závi tu, tedy d3 

Ttd-\ 7r6,4662 

Fmax = oS = Rp0,2—r~ = 640 • — = 21 015,6N. (5.2) 
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Koeficient bezpečnost i k M S pružnos t i je zvolen jako k^ = 2. Maximáln í dovolená 
hodnota lisovací síly v p rvn ím př ípadě vyjde 

F L 1 = % ^ = 2 1 0 1 5 , 6 = 10 507,8 N « 10 k N . (5.3) 
kk 2 

Pro tože je k v ý p o č t u plochy kruhu S v rovnici (5.2) použi t nejkonzervativnější p růměr 
závitu, výs ledná hodnota lisovací sily je menší než síla, kterou lze očekávat při dosažení 
M S pružnos t i v závitové tyči. 

V d ruhé var iantě se vychází z německé normy V D I 2230 [25] pro šroubové spoje, k t e rá 
předepisuje mon tážn í sílu FM a u tahovací moment M A při dosažení 90 % smluvní meze 
kluzu 6 pro konkré tn í hodnoty koeficientů t řen í mezi závi ty hg a matice hk-

Koeficienty t řen í pro zinkované povlaky jsou převza ty z normy [25, s. 114] ze skupiny 
D , k t e r á m á rozsah hodnot v rozmezí fj, — 0, 2—0, 35. Pro danou úlohu je zvolen \IQ = 0, 24. 
Pro závit M 8 s t ř ídou pevnos t í 8.8 a koeficientem t řen í 0,24 vyjde mon tážn í síla z [25, s. 
109] ve tvaru 

F L 2 = 15,5kN. (5.4) 

Pro nejmenší hodnotu koeficientu t ření 0,08, k t e rá je k dispozici v normě V D I 2230 [25, 
s. 109], vyjde velikost mon tážn í síly 19,5 k N . Z výsledků je pa t rné , že hodnoty koeficientů 
t řen í výrazně ovlivňují velikost lisovací síly. 

b) Tlak ve s t y k o v é p l o š e z á v i t u 

Kontrola závi tu na ot lačení je provedena z důvodu, aby nedošlo k opo t řeben í a otlačení 
matice při použi t í vypoč í taných lisovacích sil z rovnic (5.3) a (5.4). 

Podle literatury [26, s. 427] lze definovat tlak v závitech už i t ím následujícího vzorce 

p = í ď £ ^ ž ! > D - [ M P a l ( 5 - 5 ) 

kde nz je počet závi tů v matici , k te rý lze vypoč í t a t jako podí l výšky matice m a rozteče 
závi tu P 

Til 
n z = p , [-] (5.6) 

a Hi je tzv. nosná výška závi tu, k t e rá je definována jako délka p r ů m ě t u dotýkajících se 
profilů vnějšího, respektive vn i t řn ího závi tu 

H1 = ^J?1. [mm] (5.7) 

K s tažení závitových tyčí jsou použi ty šes t ihranné matice 6HR, jejichž výška je v rozsahu 
6,44 - 6,8 mm, viz ISO 4032 [23, s. 96]. Výška matice je zvolena jako s t řední hodnota 
daného rozsahu, tedy m = 6,62 mm. 

Počet závi tů v matici, respektive nosná výška závi tu vyjde pro danou úlohu 

U z = P = T25 = ' ' 1 = 2 = 2 = ° ; 6 8 m m - ( 5 - 8 ) 

6 V přepočtu na koeficient bezpečnosti se jedná o přibližnou hodnotu kk = 1,11. 
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Počet závi tů musí vycházet celé číslo. Zaokrouhlením hodnoty nz dolů je uvažován kon
zervativnější výpočet t laku v závitech. 

Hodnota dovoleného t laku p D je stanovena na základě použi tých mechanických vlast
nost í š roubu a matice 7 , k t e rá je k dispozici z normy 8 ČSN E N ISO 898-1 [27, s. 398]. Pro 
ocelovou matici s t ř ídou pevnosti 8.8 odpov ídá dovolený tlak hodno tě pn = 150 M P a . 

Pro jednot l ivé varianty lisovacích sil vyjdou t laky v závitech ve tvarech 

F 10 10 3 

Pi = , L 1 „ = 7 1 g g č n fig = 130,2 M P a < 150 M P a => Vyhovuje (5.9) 
7id.2nzH1 7T • 7,188 • 5 • 0, 68 

F 15 5 • 10 3 

P2 = , L2rr = - 1 0 0 K n « 0 = 201,9 M P a > 150 M P a Nevyhovuje (5.10) 
nd.2nzH1 n • 7,188 • 5 • 0, 68 

Z obdržených výsledků je p a t r n é , že pro hodnotu lisovací síly z normy V D I [25] by došlo 
k překročení mezní p o d m í n k y dovoleného t l aku 9 . T lak v závitech by způsobil ot lačení 
a opo t řeben í závi tu. Také by mohl zapříčinit špa tnou funkčnost závitové tyče. 

c) S o u č i n i t e l t ř e n í 

Velikost koeficientu t řen í ovlivňuje lisovací sílu a u tahovací moment. Jak bylo zmíněno 
výše, v l i te ra tuře [25] se pohybuj í hodnoty koeficientu t ření pro zinkované povrchy šrou
bových spojů v rozsahu 0,2 — 0,35. V učebnici Shigley [26, s. 450] lze nají t součinitel 
u tahovacího momentu K pro pozinkovaný povrch, k te rý m á velikost K = 0, 2. Z důvodu 
odlišných hodnot součinitelů t řen í je vypoč í t áno více variant utahovacích m o m e n t ů . 

d) U t a h o v a c í moment 

V p rvn ím př ípadě je stanovena velikost u tahovacího momentu z rovnice (5.11), k t e rá je 
d o s t u p n á v učebnici konst ruování s trojních součást í [26, s. 449] 

M = KFid) [Nm] (5.11) 

kde K je součinitel u tahovacího momentu, Fj p ředpě t í ve š roubu a d vnější p růměr závi tu. 

Utahovací momenty pro součinitele t řen í z normy V D I [25] pro pozinkované povrchy 
vyjdou následovně 

M i = KxFL1d = 0, 2 • 10 • 10 3 • 8 • 10" 3 = 16 N m , (5.12) 

M 2 = K2FL1d = 0, 35 • 10 • 10 3 • 8 • 10" 3 = 28 N m . (5.13) 

Výpočet u tahovac ího momentu podle německé normy [25, s. 67] zahrnuje v rovnici (5.14) 
použ i tou matici a koeficienty t řen í pro závit , respektive matici oproti vztahu (5.11), k terý 
používá mís to těchto koeficientů součinitel u tahovacího momentu. 

M a = F m ( m 6 P + 0 , 5 8 o V g + ^ / x x ) [Nm] (5.14) 

7Zpravidla platí, že pro kombinaci šroubů a matic musí mít matice stejnou nebo vyšší třídu pevnosti 
jak šroub. 

8Norma je dostupná z roku 2005. V novější verzi normy se tabulka s dovolenými tlaky může nacházet 
v jiné sekci, než je uvedeno v strojnických tabulkách [27]. 

9 Při použití vyššího počtu závitu v matice nz = 6 vyjde p\ = 108,5MPa a P2 = 168, 2MPa. Platnost 
výsledků zůstane stejná jako u konzervativního přístupu s menším počtu závitů v matici. 
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V rovnici (5.14) předs tavuje veličina D^m efektivní p růměr t řecího momentu na hlavě 
š roubu a je vypoč í t ána jako 

DKm = ^ ± ^ , (5.15) 

kde dw je p r ů m ě r dosedací plochy a Da p růměr sražení. Tyto rozměry jsou dos tupné pro 
použ i tou matici v ISO 4032 [23, s. 96]. Efektivní p r ů m ě r t řecího momentu vyjde 

* „ = l l , 6 m m , D a = 8,75mm => DKm = *£±£± =

 6 í 8 - 7 5

 = 1 0 , 2 m n , 

(5.16) 
Př i v ý p o č t u utahovacích m o m e n t ů jsou p ředpok ládány stejné hodnoty součinitelů t ření 
pro matici a š roub (fj,c = (J>K)-

3 ŕ - 3 10,2 - 10" 3 \ 
M 3 = 10 • 10 í 0,16 • 1, 25 + 0, 58 • 7,188-10 • 0, 2 + — ^ 0, 2 1 = 20,5 N m 

(5.17) 

3 ŕ - 3 10,2 - 10" 3 \ 
M 4 = 10 • 10 í 0,16 • 1, 25 + 0, 58 • 7,188 -10 • 0, 35 + — ^ 0, 35 j = 34,4 N m 

(5.18) 

Obdržené u tahovací momenty s tanové rozdílnými metodami ukazuje tab. 5.2, kde \i 
představuje použi tý koeficient t ření . 

Tabulka 5.2: Porovnán í vypoč í taných utahovacích m o m e n t ů 

U t a h o v a c í momenty pro FLI [Nm] 

Shigley V D I 2230 
fí [-] M s [Nm] M v [Nm] A [%] 

0,20 16,00 20,50 21,95 
0,35 28,00 34,40 18,60 

Př i p rak t ickém použi t í u tahovacího momentu může dojít ješ tě k větš ím odchylkám od 
vypoč í taných hodnot z důvodu mnoha faktorů, jako jsou vady v mater iá lu , nepřesnost 
výroby nebo degradace výrobku. 

5.1.2 Realizace experimentu 
Jak bylo zmíněno výše, experiment je proveden v labora toř i mechanických zkoušek ma
teriálu, kterou provozuje ús tav mechaniky těles. Tato labora toř je vybavena zkušebním 
strojem Z W I C K Z 020-TND, k te rý je použi t při zkoušce č ty řbodovým ohybem. 

K u tažen í matic na závitových tyčí je použi t momen tový klíč. A b y byla ověřena velikost 
lisovací síly FLI = 10 k N , je pod jednou mat ic í siloměr LC8150 Series Donut Load Cel l 
[28], k t e rý dosedá na modifikovanou stahovací desku (obr. 5.1). Rotorový paket ukazuje 
obr. 5.2, kde jsou v detailu zobrazeny stahovací desky a siloměr. Konce závitových tyčí 
u modifikované stahovací desky jsou zkorodované, pro tože byly manuá lně zkráceny kvůli 
n a d m ě r n é délce. 

47 



Fil ip L e k e š 

O b r á z e k 5.2: Rotorový paket se s tahovacími desky a se si loměrem 

Exper imen tá ln í sestavu pro č tyřbodový ohyb ukazuje obr. 5.3. 

O b r á z e k 5.3: Exper imen tá ln í sestava pro č tyřbodový ohyb 
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Postup m ě ř e n í 

V p r v n í m kroku je u tahovací klíč nastaven na velikost u tahovacího momentu Mu = 35 
N m , při k t e r ém siloměr změřil sílu v š roubu Fax i = 10 k N . Po té je ro torový paket přenesen 
na zkušební stroj a položen na I profil o dvou podporách , k te ré jsou umís těny symetricky 
vůči sobě. Druhý I profil je položen na paket obdobně jako první . Rozmís tění podpor re
prezentuje n a m á h á n í č ty řbodovým ohybem. Posuvem příčníku je t lačena síla do I profilu, 
jejíž velikost vzroste na p ředem stanovenou hodnotu Foh = 20 k N . Upros t řed spodních 
podpor je umís těn úchylkoměr (obr. 5.4), k te rý sn ímá max imáln í p růhyb rotoru. 

Tento algoritmus je realizován pro dalších 5 měření , kdy jsou zmenšovány velikosti 
u tahovacích m o m e n t ů vždy po 5 N m . Výsledky měření jsou zaznamenány do tab. 5.3. 

O b r á z e k 5.4: Úchylkoměr pro sn ímání p r ů h y b u 

Tabulka 5.3: Parametry exper imentá ln í zkoušky č ty řbodovým ohybem 

c. merem Mu [Nm] Faxl [kN] Foh [kN] w, exp mm 

1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 

35,00 
30,00 
25,00 
20,00 
15,00 
10,00 

10,00 
7,30 
6,80 
5,00 
4,00 
2,60 

20,00 
20,00 
19,30 
11,60 

7,90 
4,80 

0,44 
0,52 
0,78 
0,55 
0,42 
0,35 
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Rozdílné velikosti radiá lní síly Foh jsou způsobeny vzá jemným posuvem plechů v po
délném a v př íčném směru. O d t ř e t ího měření síla nedosáhla nas tavené velikosti 20 k N , 
ale skončila na různých hodno tách uvedené v tab. 5.3. 

5.1.3 Zpracování naměřených dat 
Zkušební stroj zapisuje ver t ikální posuv příčníku u v závislosti na zatěžujících sílách F j . 
Jednot l ivé p růběhy ukazuje obr. 5.5, kde je zobrazen detail rotorového paketu s posunu
tými plechy. P řed p rvn ím měřen ím je ověřen chod stroje na p rázdno , čímž je stanovena 
tuhost s amotného stoje s p ř íp ravkem pro č tyřbodový ohyb, s kterou je dále poč í t áno při 
v ý p o č t u celkové tuhosti rotoru. Tento p r ů b ě h znázorňuje v obr. 5.5 závislost síly Fp. 

O b r á z e k 5.5: Grafický záznam z obdržených dat ze zkoušky č ty řbodovým ohybem 

Pro tože všechny závislosti sil maj í z velké části l ineární charakter, k s ta t i s t ickému 
zpracování dat je použ i t a l ineární regresní analýza. Vzniklé nelinearity na začá tku každého 
měření jsou způsobeny posuvem příčníku k horn ímu I profilu před jejich dotykem. Regresní 
funkce je p ř edpok l ádána ve tvaru přímky. K o d h a d ů m regresních koeficientů je použ i ta 
metoda nejmenších čtverců. Z t é t o metody jsou určeny jednot l ivé tuhosti a nás ledně 
stanoveny ohybové tuhosti rotoru. 

Exper imen tá ln í sestava (obr. 5.3), k t e rá je složena z rotoru, zkušebního stroje a podpor, 
představuje sériové zapojení pružin [29], jejíž výslednou celkovou tuhost lze stanovit podle 
vztahu 

1 1 1 , 
= — + - , (5.19) 

cel vrot hstroj 
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kde kcei je celková tuhost sestavy, krot tuhost rotoru a kstroj tuhost zkušebního stroje při 
chodu na prázdno . Z předchozí rovnice vyjde po úpravách ohybová tuhost rotoru jako 

Kot = lcd ' *"T* • [ N - m m - 1 ] (5.20) 
r^stroj ™cel 

Vypočí tané ohybové tuhosti rotoru s odpovídaj ícími max imáln ími p růhyby wreg jsou za
znamenány do tab. 5.4. V grafickém zobrazení tuhost reprezentuje směrnici p ř ímky viz. 
obr 5.6. 

Tabulka 5.4: Ohybové tuhosti rotorového paketu s tanovené č ty řbodovým ohybem 

c. merem vrot [N mm wreg [mm 

1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 

40 523,7 
45 202,8 
36 806,7 
23 396,5 
17655,1 
11461,3 

0,49 
0,44 
0,52 
0,50 
0,45 
0,42 

30000 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 

u [mm] 

O b r á z e k 5.6: Lineární regrese exper imentá ln ích dat 

V ý p o č e t e k v i v a l e n t n í h o modulu p r u ž n o s t i 

Z exper imentá ln ích dat vyšlo najevo, že závislost mezi zatěžující silou a posuvem je t éměř 
l ineární. Rotorový paket splňuje pru tové předpoklady, k teré jsou popsané v l i te ra tuře 
[13]. Z těchto důvodů lze použí t zmíněná data v odvozené rovnici p růhybové čáry (4.35) 
v m a x i m á l n í m p růhybu , z které je inverzně vyjádřen ekvivalentní modul pružnos t i 

Eeq = [l-Fab2 + \Fa3 + ^Fa2b], [MPa] (5.21) 
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kde p roměnné veličiny jsou zatěžující s í l a 1 0 F a max imá ln í p r ů h y b w m a x . 
Ekvivalentní modul pružnos t i je spoč í tán pro dvě varianty. V prvn í jsou použi ty prů-

hyby z úchylkoměru s tanovené ze zkoušky a síla zkušebního stroje. D r u h á metoda vychází 
z regresně určených hodnot, když je vypoč í t ána max imá ln í velikost p r ů h y b u z funkční zá
vislosti (F = kx) pro použ i tou sílu stroje. Stanovené hodnoty modulu pružnos t i pro první 
variantu Ehod a druhou Ereg jsou zapsány v tab. 5.5. Závislost lisovací síly na zmíněných 
modulech ukazuje obr. 5.7. 

Tabulka 5.5: Ekvivalentní moduly pružnos t i ze zkoušky č ty řbodovým ohybem 

c. merem — Fax [kN] Ehod [MPa] [MPa] | AE | [% 

1. 40,0 12 852,4 11540,9 11,4 
2. 29,2 10 875,1 12 852,4 15,4 
3. 27,2 6 996,3 10 494,5 33,3 
4. 20,0 5 963,5 6 559,9 9,1 
5. 16,0 5 318,4 4 963,9 7,1 
6. 10,4 3 877,7 3 231,5 20,0 

14000 

T Ehod 
12000 O E r e g 

10000 

U 8 0 0 0 h 
Q. 
S 

W 6000 -

4000 

2000 -

O + 
o 

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 

F [N] 
ax L 1 

O b r á z e k 5.7: Porovnání ekvivalentních m o d u l ů pružnos t i s tanové č ty řbodovým 
ohybem 

Největší odchýlení hodnot nastalo při 3. měření . Hodnota p r ů h y b u dosahuje svého ma
xima při použi t í úchylkoměru. S největší p ravděpodobnos t í se j edná o chybnou hodnotu, 
kterou mohla způsobi t ř a d a faktorů, jako je špa tné nas tavení úchylkoměru, nesymetr ické 
rozmístění horn ího nebo spodního I profilu nebo začá tek posunu t í plechů vůči sobě. 

[ ) V kapitole 4.2 je schéma čtyřbodového ohybu pro sílu F, aby byla dodržena použitá konvence, 

platit ^ = F. 
musí 
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N a závěr jsou vykresleny průhybové čáry (obr. 5.8) ve 3D v závislosti na ekvivalentních 
modulech pružnos t i Ehod, respektive Ereg, délce paketu L a p r ů h y b u w. 

(a) Úchylkoměr - Ehod O 5) Regrese - Ereg 

O b r á z e k 5.8: P růhybové čáry ve 3D pro ekvivalentní moduly pružnos t i 

5.2 Exper imentální modálni analýza 
K určení vlastních frekvencí a vlastních tva rů libovolného objektu slouží exper imentá ln í 
modá ln i analýza. Výhoda t é to zkoušky je v jednoduchosti a v ceně. P ř i porovnán í se 
zkouškou č ty řbodovým ohybem není zapo t řeb í d rahý a robus tn í zkušební stroj, ale vystačí 
se pouze s modá ln ím kladívkem, akcelometrem, měřicí kartou a v h o d n ý m softwarovým 
vybavením. 

Parametry pro závitové tyče jsou použi ty stejné jako u zkoušky č ty řbodovým ohybem 
(viz kapitola 5.1.1). Samotný experiment je usku tečněn v prostorech ús t avu výrobních 
strojů, sys témů a robotiky, k te rý disponuje vysokozdvižným vozíkem. N a tento vozík jsou 
zavěšena lana, k t e rá reprezentuj í volné uložení rotorového paketu pro experiment. 

5.2.1 Popis experimentu 
Začátek experimentu p rob íhá obdobně jako u zkoušky č ty řbodovým ohybem. Matice na 
závitových tyčí jsou u taženy pomocí momentového klíče. N a jednom konci paketu je umís
t ě n a modifikovaná stahovací deska se si loměrem. Hodnoty utahovacích m o m e n t ů jsou zvo
leny stejné jako v tab. 5.3. P ro tože experiment je realizován o t ř i dny později, očekává se 
kolísání hodnot lisovacích sil oproti zkoušce č ty řbodovým ohybem, z důvodu koroze mate
riálu, změny mechanických vlas tnos t í povlaku na závitových tyčí nebo n á r ů s t u součinitele 
t řen í v závitech. 

Exper imen tá ln í sestavu ukazuje obr. 5.9, k t e rá je složena z modelu, stahovacích desek, 
siloměru, měřicí karty, akcelometru a lan. Paket je na točen t akovým směrem, aby na 
horizontální ploše bylo umožněno př ipevni t akcelometr, k te rý posílá odezvu do počí tače . 
N a t é to ploše je vyznačeno pě t bodů , přes k teré je buzen model. K buzení je použi to 
modá ln i kladívko. Tento způsob buzení je označován jako impulsní buzení . 

Podobně jako u zkoušky č ty řbodovým ohybem je provedeno dalších 5 měření , kdy 
jsou zmenšovány hodnoty utahovacích m o m e n t ů vždy po 5 N m . Vs tupní parametry expe
r imentá ln í modá ln i analýzy jsou zaznamenány v tab. 5.6. 
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O b r á z e k 5.9: Exper imen tá ln í sestava pro E M A 

Tabulka 5.6: Parametry exper imentá ln í modá ln i analýzy 

c. merem — 

1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 

Mu [Nm] Faxl [kN] 

35,0 
30,0 
25,0 
20,0 
15,0 
10,0 

8.0 
5,6 
4,5 
4.1 
2,9 
2,3 

5.2.2 Analýza naměřených dat 
K zapisování dat je použi t volně dos tupný program OpenModal [30], k te rý je navržen pro 
exper imentá ln í modá ln i zkoušky. V tomto programu je model diskret izován na 7 bodů , 
př ičemž vzdálenost mezi p rvn ím a pos ledním reprezentuje délku rotoru. Zbylých 5 b o d ů 
je to tožných s body určené pro buzení . 

Získaná data, v p o d o b ě amplitudy A a frekvence / , jsou pro další zpracování ex
por tována do programu Matlab. P ro tože v programu OpenModal je usku tečněna rychlá 
Fourierova transformace ( F F T ) , hodnoty amplitud jsou obdrženy pro reálnou a imagi
ná rn í část separované. Velikost amplitudy vychází z komplexní roviny [31] jako součet 
kvad rá tů 

A = J A R Ě

2 + AJJ. [m • s"2] (5.22) 
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Ampli tudo-frekvenční charakteristiku pro nejmenší velikost u tahovacího momentu uka
zuje obr. 5.10, kde jsou vyznačeny hodnoty prvních t ř í v las tních frekvencí. Do tab. 5.7 
jsou zapsány prvn í t ř i v las tn í frekvence pro všechna měření . 

0.003 

0.0025 -

0.002 

CM (/) 
£ 0 . 0 0 1 5 

< 

0.001 

0.0005 

1 3 = 996 H: 

f 1 = 262 Hz 

f2 = 546 Hz V 
f 1 = 262 

1 
200 400 600 

f [Hz] 
800 1000 1200 

O b r á z e k 5.10: Ampli tudo-frekvenční charakteristika pro Mu = 10 N m 

Tabulka 5.7: Vlas tn í frekvence z exper imentá ln í modá ln i analýzy 

c. merem — h [Hz] f2 [Hz] h [Hz] 

1. 416 971 1679 
2. 388 889 1557 
3. 370 833 1486 
4. 345 772 1379 
5. 313 685 1233 
6. 262 546 996 

Odhad t l u m e n í 

Jak bylo zmíněno v kapitole 4.3.1, k s tanovení t l umen í z exper imentá ln ích dat slouží různé 
odhady. Nutno podotknout, že tyto odhady p la t í pro kmi t án í l ineárních soustav. 

T l u m e n í je vyhodnocováno z frekvenčního přenosu z šířky rezonančního pásma . Z t é to 
metody lze urči t hodnotu faktoru kvality Q a poměrného ú t l u m u b p

u . Faktor kvality spolu 
s p o m ě r n ý m ú t l u m e m jsou bezrozměrné veličiny, k teré popisují t l umen í daného modelu. 
Vzájemný přepoče t lze naleznout v l i te ra tuře [18] a m á následující tvar 

Q 
i 

26 
["] (5-23) 

n V zahraničních literaturách např. [18] nebo [32] se častěji používá symbol £ pro označení termínu 
damping ratio. 
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Šířka rezonančního p á s m a pro druhou vlas tn í frekvenci z posledního měření je za
z n a m e n á n a na obr. 5.11, kde Amax je hodnota max imáln í amplitudy pro danou vlas tní 
frekvenci a 0, 707Amax vymezuje šířku rezonančního pásma , k t e r á dělí frekvence na f\ 
a f2. 

440 460 480 500 520 540 560 580 600 620 640 
f [Hz] 

O b r á z e k 5.11: Šířka rezonančního p á s m a pro f2 při Mu = 10 N m 

Výpočet faktoru kvality s de ta i ln ím odvozením je k dispozici v [18, s. 77]. Výsledná 
podoba zmíněného faktoru vyjde 

Q 
Íri 

Í2-Í1 

po dosazení rovnice (5.23) do předchozí bude poměrný ú t l u m odpovída t tvaru 

h ~ h h c~ 
2 jn 

(5.24) 

(5.25) 

pouze tehdy, jestliže jsou splněny omezující p o d m í n k y (viz literatura [33]) použi tých pa
r a m e t r ů t lumení 

g < 0 , 0 5 6 P < 0,05. (5.26) 

Poměrné ú t l u m y vypoč í t ané z šířky rezonančního p á s m a pro prvn í dvě vlas tn í frekvence 
jsou zapsané v tab. 5.8. Z obdržených hodnot je pa t rné , že jednot l ivé velkosti poměrných 
ú t l u m ů jsou menší než 0,05. 
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Tabulka 5.8: Vypočí tané odhady poměrného ú t l u m u 

c. merem — bpi \—\ b„2 — 7*2 

1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 

0,008 
0,012 
0,012 
0,016 
0,017 
0,024 

0,012 
0,045 
0,016 
0,021 
0,025 
0,042 

Z tab. 5.8 si lze vš imnout , že u p rvn í v las tn í frekvence poměrný ú t l u m bp\ roste se 
snižující lisovací silou, za t ímco u d ruhé vlas tn í frekvence poměrný ú t l u m 6 p 2 osciluje. 

S t a n o v e n í v l a s t n í c h t v a r ů 

V kapitole 4.3.1 byla odvozena frekvenční rovnice (4.47) volného kmitaj íc ího nosníku. 
Z t é t o rovnice jsou určeny konstanty j3k pro prut s délkou L reprezentující délku rotorového 
paketu s použ i tými s tahovacími deskami. Dosazením vypoč í taných konstant do rovnice 
tvaru kmi tu (4.50) vyjdou vlas tn í tvary rotorového paketu. 

Jelikož z exper imentá ln í modá ln i analýzy jsou vyhodnocovány prvn í t ř i v las tn í frek
vence, z toho důvodu jsou do obr. 5.12 zaznamenány odpovídaj ící v las tn í tvary, k teré jsou 
normované k jedničce. 

V ý p o č e t e k v i v a l e n t n í h o modulu p r u ž n o s t i 

K v ý p o č t u ekvivalentního modulu pružnos t i je použ i t a rovnice (A. 18) z pří lohy A , k te rá 
je p ř epsána do základního tvaru bez pomocných veličin v p o d o b ě příčné rychlosti vlnění 
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c0 a kvadra t ického poloměru p růřezu jy na podobu 

2 _ AE Jy 
i ' f c — Pk 77-

p s 
(5.27) 

když pla t í 
ílk = 2irfk. [rad • s"1] (5.28) 

Po ma tema t i ckých úpravách vyjde ekvivalentní modul pružnos t i v následujícím tvaru 

(27T/ f c ) pS 
Eeqk = 2 pro k= 1,2,3. 

Pk Jy 
[MPa] (5.29) 

Předchozí rovnice nezahrnuje ve v ý p o č t u vl iv p ředpě t í v p o d o b ě axiální síly. Tuto sku
tečnost zohledňuje rovnice (5.30) dos tupná z literatury [34], k t e rá p la t í pouze pro první 
v las tn í tvar a vlas tn í frekvence podepřeného prutu v ose, k t e rá je kolmá na délku prutu. 
Tvar t é to rovnice lze naleznout v následující p o d o b ě 

( 2 2 \ 1/2 

3  [rad • s"1] (5.30) 

kde E je Youngův modul nosníku, I osový kvadra t ický moment průřezu , T axiální síla, 
L délka nosníku a mi hmotnost na jednotku délky nosníku, k t e rá se vypoč í t á jako 

rn 
T' 

Po úpravách vyjde ekvivalentní modul pružnos t i v tahu ve tvaru 

( 2 t t / i ) 2 m L l r - 3, 6 2 7 5 2 T L 2 

E "i 3, 6275 24tt 2I 

[kg • m" 1 ] (5.31) 

[MPa] (5.32) 

Stanovené vlas tn í frekvence z tab. 5.7 jsou použi ty jako vstupy do rovnic (5.29) a (5.32). 
Výsledné hodnoty ekvivalentních m o d u l ů pružnos t i ukazuje tab. 5.9, kde Ef reprezentuje 
hodnoty ekvivalentních m o d u l ů pružnos t i určené bez p ředpě t í a Epr s p ředpě t ím. 

Tabulka 5.9: Ekvivalentní moduly pružnos t i s tanové z ohybového kmi tán í 

č. měření Fax [kN] Efl [MPa] Ef2 [MPa] Ef3 [MPa] EPr [MPa] 

1. 32,0 11987,1 8 594,8 6 686,7 11097,8 
2. 22,4 10 427,7 7204,5 5 750,2 9649,5 
3. 18,0 9 482,6 6 325,4 5 237,8 8 771,7 
4. 16,4 8 244,5 5 432,9 4510,6 7621,7 
5. 11,6 6 786,0 4 277,4 3 606,1 6 267,1 
6. 9,2 4 754,8 2 717,6 2 353,0 4380,4 

Z obdržených výsledků si lze vš imnout , že hodnoty m o d u l ů pružnos t i pro prvn í vlas tní 
frekvence vycházejí podobně s p ř e d p ě t í m i bez něj . Z tohoto důvodu jsou ve výpoč tovém 
modelování použi ty moduly bez předpě t í , protože pro ně jsou známé další v las tní frekvence 
a tvary. 
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Pro lepší grafickou názornost jsou jednot l ivé hodnoty vypoč í taných m o d u l ů Ef zná
zorněny do tzv. krabicových g r a f ů 1 2 (obr. 5.13) s v y p o č í t a n ý m a r i tme t i ckým p r ů m ě r e m 
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O b r á z e k 5.13: Závislost axiální síly na modulech pružnos t i z ohybového kmi tán í 

Z dosažených výsledků ekvivalentních m o d u l ů pružnos t i s tanovené z ohybového kmi
t á n í volného nosníku vyplývá, že se zvyšujícími v las tn ími frekvencemi klesá tento modul. 
V dalš ím vyhodnocováním jsou používány hodnoty pro prvn í v las tn í frekvence Ef\. 

5.3 Porovnání výsledků 
Porovnán í vypočí taných reprezenta t ivních hodnot m o d u l ů pružnos t i z exper imentá ln ích 
zkoušek v závislosti na lisovacích silách ukazuje tab. 5.10 a obr. 5.14. 

Tabulka 5.10: Porovnán í ekvivalentních m o d u l ů pružnos t i z exper imentá ln ích zkoušek 

4b ohyb E M A 

č. měření [-] FaxQ [kN] Ereg [MPa] FaxE [kN] Efl[MPa] \ AE \ [%] 

1. 40,0 11540,9 32,0 11987,1 3,7 
2. 29,3 12 852,4 22,4 10 427,7 23,3 
3. 27,2 10494,5 18,0 9 482,6 10,7 
4. 20,0 6 559,9 16,4 8 244,5 20,4 
5. 16,0 4963,9 11,6 6 786,0 26,9 
6. 10,4 3231,5 9,2 4 754,8 32,0 

1 2 Jak je uvedeno v literatuře [35], krabicové grafy neboli boxploty slouží ke grafickému zobrazení dat 
pomocí kvartilů. Standardně se používá 3. kvartil pro horní ohraničení a 1. kvartil pro spodní, přičemž 
mezi nimi leží medián. Pro malé množství dat je zvolena místo mediánu střední hodnota. 
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O b r á z e k 5.14: Reprezen ta t ivn í ekvivalentní moduly pružnos t i s tanovené 
z exper imentá ln ích zkoušek 

Nejmenší rozdíl hodnot nastal při max imá ln í lisovací síle, k t e rá je odl išná pro daný 
typ zkoušek. Naopak k největš ímu rozptylu hodnot došlo při min imáln í lisovací síle. 

Všechny vypoč í t ané ekvivalentní hodnoty ekvivalentních m o d u l ů pružnos t i z experi
mentá ln ích zkoušek v závislosti na lisovací síle zobrazuje obr. 5.15. 
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O b r á z e k 5.15: Ekvivalentní moduly pružnos t i s tanovené z exper imentá ln ích zkoušek 
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6 Výpočtové modelování 
Cílem t é t o kapitoly je prověři t možnost i výpoč tového modelování chování ro torových pa
ketů modelovaných pomocí homogenního válce s ekvivalentním modulem pružnos t i Eeq. 
Jak je uvedeno v l i te ra tuře [2] výpočtové modelování lze rozdělit na výpočtové modelování 
klasické, simulační, opt imal izační a cit l ivostní analýzu. V předk ládané diplomové práci je 
použi to klasického výpočtového modelování a optimalizace pomocí variačního p ř í s tupu 
metodou konečných prvků . 

V prvn í části je provedena s ta t ická analýza pro č tyřbodový ohyb, když je použi t po
loviční model geometrie z důvodu symetrie. Pro různé varianty ekvivalentních m o d u l ů 
pružnos t i jsou vyhodnocovány max imáln í průhyby, k te ré jsou následně porovnány s ex
per imentá lně zjištěnými. Druhý p ř ípad je věnován modá ln i analýze, když je nejdříve rea
lizována pro s amos t a tný rotorový paket, z k te rého jsou stanoveny vlas tn í frekvence, jejíž 
opt imalizací je h ledána nejlepší shoda s vypoč í t anými moduly pružnos t i (modálni ana
lýza I). Závěrem je provedena modá ln i ana lýza paketu nalisovaného na hřídeli, z k teré 
jsou určeny kritické o táčky rotoru v závislosti na lisovací síle (modáln i ana lýza II). 

6.1 Modely geometrie 
Všechny modely geometrie jsou složeny ze čtyř závitových tyčí a matic. Dále pak z původ
ních stahovacích desek a s a m o t n ý ro torový paket je modelován jako válec se zkosenými 
podé lnými plochami. Pro statickou analýzu lze použí t poloviční model geometrie (obr. 
6.1b), za t ímco pro prvn í modá ln i analýzu je zapo t řeb í použí t celý model (obr. 6.1a). 
U d r u h é modá ln i analýzy p ř ibude k původn ímu modelu geometrie hřídel (obr. 6.1c). 

Pro zmíněné analýzy je použ i t a hodnota součinitele t ření v závitových tyčí / = 0,3; 
k te rá je stanovena na základě kapitoly 5.1.1. 

(a) Model geometrie pro modálni analýzu I (b) Model geometrie pro statickou analýza 

n 
z 

(c) Model geometrie pro modálni analýzu II 

O b r á z e k 6.1: Modely geometrie rotorového paketu pro jednot l ivé analýzy 
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6.2 Modely mater iá lu 
Všechny komponenty součást i jsou modelovány homogenn ím izot ropním l ineárně elastic
k ý m modelem mater iá lu . Pro závitové tyče, s tahovací desky a hřídel je zvolen model ma
ter iá lu v p o d o b ě běžné konst rukční oceli, kdež to u rotorového paketu jsou použi ty stejné 
mater iá lové charakteristiky jako u oceli s výjimkou modulu pružnost i . Velikost tohoto 
modulu je v rozmezí hodnot podle velikosti lisovací síly a použi té metody. Materiálové 
charakteristiky obou mode lů jsou zapsané v tab. 6.1. 

Tabulka 6.1: Mater iá lové charakteristiky mode lů rotorového paketu 

V [-. P [kg — SI 
• m E [MPa] 

Ocel 0,3 71 350 210 000 
R o t o r o v ý paket 0,3 7 i 350 3 000 - 13 000 

6.3 Diskxetizované modely 
Pro tvorbu konečnoprvkových sítí jsou zvoleny objemové prvky typu S O L I D 186 (obr. 
6.2) a 187, k teré se liší v p o č t u uzlů, kde prvn í jmenovaný m á dvacet a d ruhý deset 
uzlů. Tento typ p rvků je charakter izován t řemi stupni volnosti v každém uzlu, konkré tně 
se j e d n á o posuvy v osách x, y a z. Velikost e lementů je globálně zvolena na 6 mm, 
u s tahovacích desek na 4 m m a pro závitové tyče na 3 mm. 

Do tab. 6.2 jsou zapsány poč ty uzlů a e lementů vytvořených sítí jednot l ivých analýz. 
Samotné konečnoprvkové sítě ukazuje obr. 6.3. 

Tabulka 6.2: Parametry konečnoprvkových sítí 

Počet uzlů [—1 Počet e lementů — 

S t a t i c k á a n a l ý z a 
M o d á l n i a n a l ý z a I 
M o d á l n i a n a l ý z a II 

127161 
246 011 
187047 

38 071 
74 230 
60 752 

x 
y i 

Q j 
O b r á z e k 6.2: Objemový prvek S O L I D 186 
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(a) Diskretizovaný model modálni analýzy I (b) Diskretizovaný model statické analýzy 

(c) Diskretizovaný model modálni analýzy II 

O b r á z e k 6.3: Diskret izované modely rotorového paketu pro jednot l ivé analýzy 

6.4 Statická analýza 
Jak bylo zmíněno výše, pro statickou analýzu je využi t poloviční model geometrie (obr. 
6.1b). Z důvodu použi té symetrie je zamezeno všem uz lům na rozř íznuté ploše posuvu 
ve směru osy x a y. A b y bylo dosaženo č tyřbodového ohybu, jsou předepsány nulové 
horizontální posuvy a silové zat ížení v ose z na horní , respektive dolní ploše zkoseného 
válce - viz obr. 6.4. Do jednot l ivých š roubů je nastaveno p ředpě t í o kons tan tn í hodno tě 
ve směru osy x z tab. 5.3. P ř i v ý p o č t u je uvažována s t a n d a r d n í hodnota gravi tačního 
zrychlení v z á p o r n é m směru osy z. 

uz = 0 

O b r á z e k 6.4: Model okrajových podmínek a zat ížení pro statickou analýzu 
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6.4.1 P r ů h y b y rotorového paketu 
P r ů h y b y paketu jsou vyhodnocovány na spodní h raně modelu (obr. 6.5) v nejvzdálenějším 
místě od stahovací desky. 

Type: Total Detoi -naťon 

1 0,29838 
I 0,26145 
0,22451 

i 0,18758 
0,15065 
0,11371 
0,076777 
0,039842 

I 0,0029081 Min 

O b r á z e k 6.5: Celková deformace rotorového paketu pro Eregi 

Dosažené hodnoty maximáln ích p r ů h y b ů pro rozdílné velikosti lisovacích sil a ekviva
lentních m o d u l ů pružnos t i jsou zaznamenány v tab. 6.3. 

Tabulka 6.3: P r ů h y b y rotorového paketu vypoč í t ané metodou konečných p rvků 

Fax0 [kN] Foh [kN] Ehod [MPa] Ereg [MPa] whod [mm wreg m m 

40,00 20,00 12 852,37 11540,90 0,29 0,32 
29,30 20,00 10 875,08 12 852,37 0,35 0,30 
27,20 19,30 6996,30 10 494,45 0,48 0,35 
20,00 11,60 5 963,50 6 559,85 0,34 0,32 
16,00 7,90 5 318,43 4 963,87 0,26 0,28 
10,40 4,80 3877,74 3 231,45 0,22 0,26 

N a první pohled je pa t rné , že vypoč í t ané p růhyby metodou konečných p rvků jsou 
výrazně menší než hodnoty získané z exper imentá ln í zkoušky č ty řbodovým ohybem (tab. 
5.3) a z použi tých analyt ických vz t ahů (tab. 5.4). Pro porovnán í jednot l ivých metod 
s tanovení p r ů h y b ů jsou zapsány max imáln í p růhyby do tab. 6.4. 

Tabulka 6.4: Porovnání ekvivalentních m o d u l ů pro různé metody 4b ohybem 

Pruhy b w [mm] 

Ekv . mo dul E [MPa] Experiment M K P 1 Aw [%} 

Ehod E 
'-'reg 

Whod wreg Whod Wreg AWhod Awreg 

12 852,37 11540,90 0,44 0,49 0,29 0,32 65,91 61,54 
10 875,08 12 852,37 0,52 0,44 0,35 0,30 67,31 64,36 
6 996,30 10494,45 0,78 0,52 0,48 0,35 61,54 63,35 
5 963,50 6 559,85 0,55 0,50 0,34 0,32 61,82 61,26 
5 318,43 4963,87 0,42 0,45 0,26 0,28 61,90 59,39 
3 877,74 3 231,45 0,35 0,42 0,22 0,26 62,86 58,93 
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Z obdržených výsledků ze stat ické analýzy lze konstatovat, že ekvivalentní moduly 
pružnos t i s tanové z exper imentá ln í zkoušky č ty řbodovým ohybem nabývají vyšších hod
not než u metody konečných prvků, kde vypoč í t ané p růhyby vycházejí přibl ižně o 60% 
menší než z exper imentá ln ích dat. Tyto značné rozdíly můžou být způsobeny např ík lad 
vlivem posouvající síly na př íčný průřez , k te rý nezohledňuje použ i t á rovnice průhybové 
čáry (4.13); nesplnění p ru tových p ředpok ladů vazbových a zatěžovacích nebo nedodržení 
vzdálenost í mezi profily u č tyřbodového ohybu při experimentu. 

P r v n í modá ln i ana lýza slouží k určení vlas tních tva rů a vlas tních frekvencí. Tato analýza 
bývá označována jako Pre-Stressed Modal Analysis a je složena ze dvou částí , jak plyne 
z názvu - ze stat ické analýzy s p ř e d p ě t í m a z modá ln i analýzy. 

Do závitových tyčí je p ředepsáno p ředpě t í o celkové velikosti Fax z tab. 5.9. A b y bylo 
zamezeno pohybu ve směru závěsných lan (viz obr. 5.3), musí bý t p ředepsána okrajová 
p o d m í n k a uy = 0 na vni t řn ích p růměrech obou stahovacích desek. Z důvodu možné rotace 
modelu kolem své osy je upros t řed paketu na vn i t řn ím p r ů m ě r u zafixována rotace v ose 
x spolu s posuvem. K dosažení s tat ické urči tos t i jsou aplikovány na stahovací desky slabé 
pružné členy s tuhos t í k — 1 N m m - 1 v ose z. P ř i v ý p o č t u je uvažována s t a n d a r d n í hodnota 
gravi tačního zrychlení v zápo rném směru osy y. 

O b r á z e k 6.6: Model okrajových podmínek a zat ížení pro modá ln i ana lýzu I 

6.5.1 Vlas tní tvary a frekvence rotorového paketu 
V kapitole 5.2.2 byly vykresleny první t ř i v las tní tvary do obr. 5.12 v rovině x — z. Vlas tní 
frekvence z exper imentá ln í modá ln i analýzy jsou vyhodnocovány v rovině y — z, z toho 
důvodu jsou vlas tn í tvary (obr. 6.7) a v las tn í frekvence určovány v t é t o rovině. 

V první části je realizována modá ln i ana lýza s ekvivalentními moduly pružnos t i Efi 
z tab. 5.9. V ý s t u p e m t é t o analýzy jsou vlas tn í frekvence, k te ré jsou porovnány s experi
mentá ln ími hodnotami z tab. 5.7. Následnou opt imal izační metodou Screening, k t e r á je 
zabudována v programu ANSYS Workbench, jsou vypoč í t ány ekvivalentní moduly pruž
nosti opt imal izované pro prvn í v las tn í frekvence. Výsledné hodnoty těchto m o d u l ů jsou 
zapsané v tab. 6.5. 

6.5 Modálni analýza I 
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(c) 3. vlastní tvar 

O b r á z e k 6.7: Vlas tn í ohybové tvary rotorového paketu v rovině y — z 

Porovnán í ekvivalentních m o d u l ů pružnos t i vypoč í taných z ohybového kmi t án í a meto
dou konečných p rvků ukazuje tab. 6.6, kde je ukázán procen tuá ln í rozdíl mezi analyzovány 
moduly a p rvn ími v las tn ími frekvencemi s tanovené jednot l ivými metodami. 

Tabulka 6.5: Opt imal izované hodnoty ekvivalentního modulu pružnos t i 

Ekv. modul E [MPa] Frekvence / [Hz] 
E opt h h h 

12 954,1 416,9 981,5 1635,8 
11206,4 388,7 916,9 1531,8 
10 096,4 369,9 875,6 1468,0 
8 596,3 345,6 812,3 1357,8 
7063,2 313,6 739,2 1231,9 
4 896,1 262,5 614,2 1022,2 

Tabulka 6.6: Porovnání ekvivalentních m o d u l ů pro různé metody modá ln í zkouškou 

V l a s t n í frekvence / [Hz] 
Ekv . mo dul E [MPa] M K P Experiment 1 A £ , / , 1 [%] 

Eopt Efl h h h fi h h 1 A E 1 A / l 

12 954,1 11987,1 416,9 981,5 1 635,8 416,0 971,0 1 679,0 7,5 0,2 
11206,4 10427,7 388,7 916,9 1531,8 388,0 889,0 1 557,0 7,0 0,2 
10 096,4 9 482,6 369,9 875,6 1468,0 370,0 833,0 1486,0 6,1 0,1 
8 596,3 8 244,5 345,6 812,3 1 357,8 345,0 772,0 1 379,0 4,1 0,2 
7063,2 6 786,0 313,6 739,2 1231,9 313,0 685,0 1 233,0 3,9 0,2 
4 896,1 4 754,8 262,5 614,2 1 022,2 262,0 546,0 996,0 2,9 0,2 

66 



D i p l o m o v á p r á c e 

Rozdíl mezi metodou konečných p rvků a Bernoulliho-Eulerovou teorii p r u t ů (viz rov
nice (5.29)) při s tanovení ekvivalentních m o d u l ů pružnos t i nepřesáhl 10%. Téměř iden
t ická shoda nastala u prvních vlas tních frekvencí obdržených z exper imentá ln í modá ln i 
analýzy. 

Oprot i zkoušce č ty řbodovým ohybem, kde jsou rozdíly maximáln ích p r ů h y b ů okolo 
60 % (viz kapitola 6.4.1), vyšlo najevo, že hodnoty ekvivalentních m o d u l ů pružnos t i spolu 
s v las tn ími frekvencemi s tanovené exper imentá ln í modá ln i analýzou jsou shodné s vypo
č í tanými hodnotami z metody konečných prvků. 

Cílem t é t o část i kapitoly je stanovit kritické otáčky paketu nalisovaného na hřídeli . Para
metry hřídele jsou omezeny pouze p růměrem, k te rý musí být to tožný s vn i t řn ím p r ů m ě r e m 
stahovacích desek. Hřídel je uložena v kuličkových ložiscích, k t e rá jsou zvolena identická 
z katalogu S K F na základě p r ů m ě r u hřídele. O b d o b n ě jako v modá ln i analýze I (viz 
kapitola 6.5) je realizována nejdříve s ta t ická analýza, na kterou naváže modá ln i analýza. 

Do závitových tyčí je p ředepsáno p ředpě t í o celkové velikosti Fax, k teré je p řevza to 
z tab. 5.9. Ložisko je zvoleno S K F 16006 [36], jehož šířka odpovídá B — 9 mm. Rozmís
těn í ložisek je symetrické vůči paketu a v obou ložiskách jsou zamezeny posuvy (obr. 6.8) 
v osách y a z. A b y byla splněná s ta t ická urči tost úlohy, musí bý t zamezen posuv a rotace 
v ose x na p rvn ím ložisku. Velikost t l umen í je stanovena na základě vypoč í taných hodnot 
poměrného ú t l u m u (tab. 5.8) na hodnotu 0,03. Ve v ý p o č t u jsou zahrnuty gyroskopické 
účinky a gravi tační zrychlení je uvažováno stejně jako v prvn í modá ln i analýze v zápor
ném směru osy y. A b y bylo možné stanovit kritické o táčky paketu, je zapo t řeb í p ředepsa t 
úhlovou rychlost u, jejíž velikost je v rozsahu 1 — 2200 rad • s - 1 . 

O b r á z e k 6.8: Model okrajových podmínek a zat ížení pro modá ln i analýzu II 

6.6.1 Krit ické otáčky rotorového paketu 
Kritické o táčky jsou poč í t ány pro ekvivalentní moduly pružnos t i (tab. 5.10) z č tyřbodo-
vého ohybu Ereg a modá ln i analýzy Efi pro první dva vlas tn í ohybové tvary (obr. 6.9) 
nehledě na to, zda se j e d n á o tvary v rovině x — z nebo y — z. P ro tože rozdíly mezi op
t imal izovanými hodnoty Eopt získaných z metody konečných p rvků a moduly pružnos t i 
Efi z Bernoulli-Eulerovy teorie p r u t ů nepřesahuj í 10 %, jsou použi ty k v ý p o č t u kri t ických 
otáček ekvivalentní moduly Ef\. 

6.6 Modálni analýza II 

ax 
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(a) 1. vlastní tvar (b) 2. vlastní tvar 

O b r á z e k 6.9: Vlas tn í tvary rotorového paketu nalisovaného na hřídeli v rovině x — z 

Pomocí tzv. Campbel lových d iagramů (obr. 6.10) jsou nalezeny pro zmíněné ohybové 
tvary odpovídající kritické otáčky. Jak uvádí literatura [37], Campbe l lův diagram popisuje 
závislost v las tn í frekvence na konkré tn ím parametru, větš inou to bývá úhlová rychlost 
nebo otáčky stroje. V předk ládané práci je t í m t o parametrem použ i t á úhlová rychlost 
z kapitoly 6.6. Campbe l lův diagram pr imárně slouží k predikci rezonančních s tavů ana
lyzovaného objektu, v tomto př ípadě se j e d n á o kritické o táčky paketu nalisovaného na 
hřídeli. 

350 

300 -

250 

200 

150 -

100 

800 1000 1200 1400 

w [rad • s"1] 
1600 1800 2000 

O b r á z e k 6.10: Campbe l lův diagram pro ro torový paket nalisovaný na hřídeli 

Předchozí graf ukazuje Campbe l lův diagram pro celkovou lisovací sílu Fax = 9,2 k N 
a ekvivalentní modul pružnos t i Ef1 — 4 754,8 M P a . Z tohoto grafu je pa t rné , že došlo 
k rozdvojení vlas tních frekvencí vlivem gyroskopických účinků. Proto jsou kritické otáčky 
vyhodnocovány v rovině x — z (obr. 6.9), kde dosahují nižších hodnot vlastních frekvencí 
viz obr. 6.10. 

Krit ické otáčky jsou vypoč í t ány podle následujícího vztahu, k te rý vychází z rov
nice (5.28) 

TI kr-
OJ 

2^ 
60 = / • 60. [ot mm (6.1) 
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Vypočí tané hodnoty kri t ických otáček pro rozdílné velikosti lisovacích sil a ekvivalent
ních m o d u l ů pružnos t i jsou zaznamenány v tab. 6.7 a graficky na obr. 6.11. 

Tabulka 6.7: Porovnání kri t ických otáček pro různé ekvivalentní moduly pružnos t i 

Ekv . modul P ř e d p ě t í K r i t i c k é o t á č k y n [ot • min x] 

E [MPa] L ax [N] 4b ohyb E M A 

Ehod E Fax O Fax E Ukrl Ukrl 

11540,9 11987,1 40,0 32,0 7438,5 21465,9 7514,2 21616,7 
12 852,4 10 427,7 29,3 22,4 7653,9 21890,8 7243,2 21069,6 
10494,5 9 482,6 27,2 18,0 7255,1 21 094,4 7064,9 20 697,1 
6 559,9 8 244,5 20,0 16,4 6 417,9 19 271,4 6 810,8 20151,9 
4963,9 6 786,0 16,0 11,6 5 975,8 18 231,5 6 475,5 19 183,6 
3231,5 4 754,8 10,4 9,2 5 364,9 16 732,3 5912,1 18 076,8 
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(a) Zkouška čtyřbodovým ohybem - Ereg (b) Experimentální modálni analýza - E f i 

O b r á z e k 6.11: Závislost kri t ických otáček na ekvivalentních modulech pružnos t i 

Rozdíly mezi vypoč í t anými kr i t ickými o táčkami vyjádřeny v procentech jsou zapsané 
v tab. 6.8. Z těchto výsledků je pa t rné , že největší rozdíl u kri t ických otáček nabývá 
hodnoty přibližně 10%. 

Tabulka 6.8: P rocen tuá ln í rozdíl kri t ických otáček 

I Ankr | [%] 

A n f c r i | | A n f c r 2 

1.0 0,7 
5,4 3,8 
2,6 1,9 
6.1 4,6 
8,4 5,2 
10,2 8,0 
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6.7 Porovnaní výsledků 
V t é t o část i kapitoly jsou porovnány výsledky obdržené metodou konečných p rvků v pro
středí ANSYS Workbench s exper imentá lně analy t ickými výsledky. Jako prvn í jsou vy
tvořeny t ř i konečnoprvkové modely geometrie rotorového paketu, k te ré jsou použi ty pro 
jednot l ivé typy analýz: statickou a dvě modáln i . 

S ta t ická ana lýza reprezentuje zkoušku č ty řbodovým ohybem. Z důvodu symetrie pa
ketu je použi t poloviční model geometrie. P ro tože z exper imentá ln í zkoušky č ty řbodovým 
ohybem jsou stanoveny max imáln í p růhyby pro rozdílné ekvivalentní moduly pružnost i , 
jsou vyhodnocovány tyto p růhyby ve stat ické analýze. Výsledky maximáln ích p r ů h y b ů 
pro odlišné moduly pružnos t i ukazuje tab. 6.3 a porovnán í s exper imentá ln ími daty tab. 
6.4, kde p růhyby metodou konečných p rvků vycházejí přibl ižně o 60% menší oproti ex
perimentu. 

P r v n í modá ln i analýza je nastavena, aby simulovala volné kmi t án í paketu. Hlavním 
cílem t é to analýzy je optimalizovat ekvivalentní moduly pružnos t i na první v las tn í frek
vence, k teré jsou obdrženy z exper imentá ln í modá ln i analýzy. Vypočí tané ekvivalentní 
moduly pružnos t i metodou konečných p rvků jsou zapsané v tab. 6.5. Porovnání optima
lizovaných m o d u l ů s moduly vypoč í taných z Bernoulliho-Eulerovy teorie p r u t ů je zazna
m e n á n o v tab. 6.6, kde moduly pružnos t i metodou konečných p rvků vycházejí přibližně 
o 8 % vyšší oproti ekvivalentním m o d u l ů m ze zmíněné teorie. 

D r u h á modá ln i ana lýza slouží k v ý p o č t u kri t ických otáček paketu nalisovaného na hří
deli pro rozdílné ekvivalentní moduly pružnost i . Krit ické o táčky jsou stanoveny pro první 
dvě vlas tn í frekvence pomocí Campbel lových d iagramů (obr. 6.10) pro moduly pružnos t i 
použi té v stat ické a modá ln i analýze. Výsledné hodnoty kri t ických otáček jsou zapsány 
do tab. 6.7. Vzájemné porovnán í vypoč í taných hodnot ukazuje tab. 6.8 a obr. 6.12, kde 
maximáln í p rocen tuá ln í rozdíl o táček dosahuje přibližně 10 %. 
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Z dosažených výsledků je pa t rné , že max imá ln í pruhy by paketu s ekvivalentními mo
duly pružnos t i s tanovené z exper imentá ln í zkoušky č ty řbodovým ohybem nabývaj í vý
razně vyšších hodnot oproti p r ů h y b ů m určených z metody konečných prvků . Naopak 
moduly pružnos t i a první v las tn í frekvence určené z exper imentá ln í modá ln i analýzy jsou 
v dobré shodě s výsledky získaných z metody konečných prvků. Lze tedy konstatovat, 
že exper imentá ln í zkouška č ty řbodovým ohybem doplněna o analytickou teorii p růhy-
bové čáry není v h o d n á k určení ekvivalentního modulu pružnost i , respektive kri t ických 
otáček. Jako vhodnou zkouškou vyšla najevo exper imentá ln í modá ln i ana lýza kombino
vaná s Bernoulliho-Eulerovou teorií p r u t ů . Tato zkouška je levnější a rychleji provedi te lná 
oproti zkoušce č ty řbodovým ohybem. 
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7 Závěr 
Cílem předk ládané diplomové práce bylo provést rešeršní studii současných p ř í s tupů k mo
delování rotorového paketu, pomocí exper imentá ln ích zkoušek stanovit hodnoty ekviva
lentních m o d u l ů pružnos t i pro rozdílné velikosti lisovacích sil a na základě těchto m o d u l ů 
vypoč í t a t kritické o táčky rotorového paketu nalisovaného na hřídeli. 

V rámci teoret ického poznán í problematiky modelování rotorových pake tů v dynamic
kých výpoč tech jsou nas tudovány a zpracovány modely ro torů založené na diferenciálním 
př í s tupu a m e t o d ě konečných p rvků ( M K P ) . Jako vhodnějš ími modely jsou posouzeny 
modely ro torů založené na M K P , k te ré lze rozdělit podle modelu mate r i á lu na homogenní 
izotropní a t ransverzá lně or to t ropní . 

Dále jsou odvozeny rovnice pro č ty řbodový ohyb a ohybové kmi t án í prutu, k teré jsou 
použi ty u exper imentá ln ích zkoušek v kapitole 5 při zjišťování ekvivalentních m o d u l ů 
pružnost i . Součást í t é t o kapitoly jsou vypoč í tané , respektive s tanovené parametry, k teré 
ovlivňují použi té závitové tyče v paketu. 

N a základě těchto v ý p o č t ů je u exper imentá ln í zkoušky č ty řbodovým ohybem sta
novena max imáln í hodnota lisovací síly v j edné závitové tyči Fax\ = 10 k N , k te rá je 
vyvozena u tahovac ím momentem o velikosti Mu = 35 N m . Cílem t é to zkoušky je urči t 
ohybové tuhosti rotorového paketu pro různé hodnoty lisovacích sil, respektive utahovacích 
momen tů , z k terých jsou následně vypoč í t ány ekvivalentní moduly pružnost i . Výsledné 
hodnoty zmíněných m o d u l ů jsou v rozmezí 3 000 - 13 000 M P a a zaznamenané v tab. 5.5. 

Druhou zkouškou je exper imentá ln í modá ln i analýza, z k teré jsou obdrženy vlas tní 
ohybové tvary a v las tn í frekvence rotorového paketu. Velikosti u tahovacích m o m e n t ů jsou 
zvoleny identické jako u zkoušky č ty řbodovým ohybem. Změřené velikosti axiálních sil 
v závi tových tyčí nabývaj í menších hodnot než u zkoušky č ty řbodovým ohybem. Hlavním 
důvodem tohoto poklesu je ná růs t součinitele t ření v závi tových tyčí vlivem nečistot 
a změny t loušťky pozinkovaného povlaku v závitech. Z obdržených prvních t ř í v las tních 
frekvencí jsou vypoč í t ány ekvivalentní moduly pružnos t i pro rozdílné hodnoty lisovacích 
sil, když tyto moduly nabývaj í hodnot v rozsahu 2 000 - 12 000 M P a a jsou zapsané 
v tab. 5.7. Všechny vypoč í t ané ekvivalentní moduly pružnos t i z exper imentá ln ích zkoušek 
jsou zaznamenány v obr. 5.15. 

K porovnán í dosažených výsledků z exper imentá ln ích zkoušek je použ i t a metoda ko
nečných p rvků v komerčním programu ANSYS Workbench. Za t ímto účelem jsou vytvo
řeny t ř i konečnoprvkové modely geometrie rotorového paketu, k te ré jsou použi ty v s tat ické 
a modá ln i analýze. 

Z důvodu symetrie úlohy u zkoušky č ty řbodovým ohybem je v stat ické analýze apli
kován poloviční model geometrie paketu. Pro rozdílné hodnoty ekvivalentních m o d u l ů 
pružnos t i jsou numericky spočí tány max imáln í p růhyby rotorového paketu, k teré jsou po
rovnány s exper imentá ln ími a regresními hodnotami p růhybů . Tyto dílčí výsledky jsou 
zaznamenané v tab. 6.4, z k terých je pa t rné , že rozdíly p r ů h y b ů s tanovené exper imentá lně 
a metodou konečných p rvků dosahují až 60%. 

V prvn í modá ln i analýze je použi t model geometrie celého rotorového paketu. Cílem 
t é t o analýzy je optimalizovat ekvivalentní modul pružnos t i na exper imentá lně zjištěné 
první dvě vlas tn í ohybové frekvence. Výsledky těchto m o d u l ů ukazuje tab. 6.6, kde rozdíl 
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mezi exper imentá ln ími hodnotami a vypoč í taných M K P nepřesahuje 10%. N a základě 
v ý p o č t ů metodou konečných p rvků vyšla najevo jako lepší exper imentá ln í zkouška k zjiš
ťování ekvivalentního modulu pružnos t i exper imentá ln í modá ln i analýza. Výhoda té to 
zkoušky spočívá především v rychlosti, jednoduchosti a v příznivější ceně při realizaci 
experimentu. 

D r u h á modá ln i ana lýza slouží k s tanovení kri t ických otáček rotorového paketu nali-
sovaného na hřídeli pomocí Campbel lového diagramu (obr. 6.10) pro rozdílné hodnoty 
ekvivalentních m o d u l ů pružnost i . Vypočí tané velikosti kri t ických otáček jsou zapsané 
v tab. 6.7, jejichž rozsah je pro prvn í v las tn í tvar v intervalu hodnot 5 000 - 8 000 ot • m i n - 1 

a pro d ruhý vlas tn í tvar v rozmezí hodnot 16 000 - 22 000 ot • m i n - 1 . 

Závěrem lze konstatovat, že s tanovených cílů, k teré byly definované na začá tku práce, 
bylo úspěšně dosaženo. Výsledky t é to práce je možné využí t a současně ověřit při stano
vení ekvivalentního modulu pružnos t i a kri t ických otáček rotorového paketu pro odlišnou 
geometrii, než byla použ i ta . Za j ímavým rozšířením by mohla být studie paketu s orto-
t r o p n í m modelem mate r i á lu při výpoč tovém modelování , k t e rá by mohla odhalit nové 
závislosti na kri t ických otáčkách nebo rozdílné velikosti m o d u l ů pružnos t i v jednot l ivých 
or togonálních rovinách. 
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Seznam použitých symbolů a zkratek 

Symbol Jednotka Význam 

A [ ] matice soustavy 
A [m • s - 2 ] amplituda zrychlení 
Ajie [m • s - 2 ] reá lná složka amplitudy zrychlení 
Ajm [m • s - 2 ] imaginárn í složka amplitudy zrychlení 
a, b [mm] rozměry nosníku (obr. 4.7) 
a [m • s - 2 ] normálové zrychlení (obr. A . l ) 
B [mm] šířka ložiska 
b, h, R [mm] rozměry př íčného průřezu (obr. 4.2) 
b [ ] vektor pravých stran 
b' ,tí ,y*, z* [mm] pomocné veličiny u př íčného průřezu (obr. 4.3) 
bp [ ] poměrný ú t l u m 
cQ [m • s _ 1 ] př íčná rychlost vlnění 
C\,..., C4 [ ] konstanty z rovnic ohybového kmi tán í 
Ci,..., CQ [N-mm, N - m m 2 , integrační konstanty z diferenciálních rovnic průhy-

N-mm 3 ] bové čáry u č tyřbodového ohybu 
D, d [mm] p r ů m ě r y děr u př íčného průřezu (obr. 4.5) 
Da [mm] p růměr sražení u závi tu 
di, D i [mm] p r ů m ě r y závi tu 
ĽKm [mm] efektivní p růměr t řecího momentu na hlavě š roubu 
dw [mm] p růměr dosedací plochy závi tu 
E [MPa, Pa] Youngův modul pružnos t i v tahu 
e [mm] excentricita hřídele 
Eanaiyt, E r e g r e s e [MPa] ekvivalentní moduly pružnos t i paketu (obr. 2.4) 
Eexp, E o p t i m [MPa] ekvivalentní moduly pružnos t i paketu (obr. 2.5) 
Eeqi [MPa] ekvivalentní moduly pružnos t i s tanovené z analytic

kých rovnic 
Efi [MPa] ekvivalentní moduly pružnos t i s tanovené z experi

mentá ln í modá ln i analýzy 
Ehod, Ereg [MPa] ekvivalentní moduly pružnos t i s tanovené ze zkoušky 

č ty řbodovým ohybem 
Eopt [MPa] opt imalizované hodnoty ekvivalentního modulu 

pružnost i obdržené z programu ANSYS Workbench 
Epr [MPa] ekvivalentní modul pružnos t zahrnující p ředpě t í 
E Q 5 [MPa] s t řední hodnota ekvivalentního modulu pružnos t i 
El [N • mm 2 ] ohybová tuhost rotoru 
F [N] síla 
/ [Hz] frekvence, v las tn í frekvence 
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H 
fit) [N] 
L ax [N] 

Fax E [N] 

Fax O [N] 

F i 
1 ax 1 

[N] 

Fi, FM [N] 

FLI, FL2 
[N] 

1 max [N] 

Foh [N] 

FP 
[N] 

fvl [Hz] 
F,...,FB [N] 

9 [m • s - 2 ] 

# 1 [mm] 
Jy, I [mm4] 

h [m] 

JyT [mm4] 
K H 
k H 
k [N • m m " - 1 ] 

kCel [N • m m " - 1 ] 

[N • m m " - 1 ] 

h H 
krot [N • m m " 

kstroj [N • m m " - 1 ] 

L [mm] 
L, a [mm] 
M , M„. Mi [Nm] 
rn N 
rn [mm] 
mL [kg • m - 1 

] 

M0 [N • mm] 

Ms [Nm] 
M A, My [Nm] 
N [N] 

Tí, Tik? [ot • min" - i 

^krit [ot • min" - i 

nz H 

součinitel t řen í 
vnější zat ížení (obr. 3.2) 
síla p ředpě t í vz tažena na 4 šrouby 
celková síla p ředpě t í použ i t á u exper imentá ln í mo
dálni analýzy 

celková síla p ředpě t í použ i t á u exper imentá ln í 
zkoušky č ty řbodovým ohybem 
síla p ředpě t í vz tažena na 1 šroub 
síla p ředpě t í ve š roubu 
maximáln í hodnoty lisovacích sil k M S pružnos t i 
hodnota lisovací síly na mezi kluzu 
síla u exper imentá ln í zkoušky č ty řbodovým ohybem 
síla chodu na p rázdno zkušebního stroje 
vlas tní frekvence rotorového paketu (obr. 2.5) 
síly působící na nosník (obr. 4.8) 
gravi tační zrychlení 

nosná výška závi tu 
osový kvadra t ický moment 
kvadra t ický poloměr průřezu 
osový kvadra t ický moment k těžišt i 
součinitel u tahovac ího momentu 
směrnice přímky, koeficient př ímé úměrnos t i 
tuhost 
tuhost exper imentá ln í sestavy 
tuhost rotoru, ložisek (obr. 3.1 a 3.2) 
součinitel bezpečnos t i k M S 
tuhost rotoru 
tuhost zkušebního stroje 
délka hřídele (obr. 3.1 a 3.2) 
rozměry nosníku (obr. 4.13) 
utahovací moment 
hmotnost 
výška matice 
hmotnost na jednotku délky nosníku 
ohybový moment 
utahovací moment s tanovený podle Shigleyho 
utahovací moment s tanovený normou V D I 
normálová síla 
otáčky, kritické otáčky 

kritické o táčky rotorového paketu (obr. 2.4 a 2.5) 
počet závi tů v matici 
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o [ ] nulový vektor 
P [mm] rozteč závi tu 
p [MPa] tlak v závi tu 
Q [ ] faktor kvality 
q(x,t) [N • m - 1 ] vnější jednotkové zat ížení (obr. A . l ) 
R [mm] poloměr kruhu u kruhové výseče (obr. 4.4) 

i?p 0,2 [MPa] smluvní mez kluzu 
Rs,hs [mm] pomocné rozměry u př íčného průřezu (obr. 4.5) 
S [mm2] průřez 
T [N] posouvající síla 
T [N] axiální sila 
T(t) [ ] funkce času 
t [s] čas 
U, V, S, T [ ] Krylovovy (Rayleighovy) funkce 
u [mm] posuv 
ux,uy,uz [mm] posuvy b o d ů v pat ř ičných osách 
v [m • s - 1 ] obvodová rychlost 
W(x) [ ] funkce polohy 
w [mm] p růhyb 
wexp [mm] maximáln í p růhyb paketu s tanovený z experimen

tá ln i zkoušky č ty řbodovým ohybem 
WexP,wreg,wmax [mm] maximáln í p růhyby rotorového paketu (obr. 2.4) 
Whod [mm] maximáln í p růhyb paketu s tanovený pomocí úchyl-

koměru 
wreg [mm] maximáln í p růhyb paketu s tanovený z regresní ana

lýzy 
wj, WJJ, Win [mm] průhyby střednice v jednot l ivých řezech 
x [ ] vektor neznámých 
x, y, z [m, mm] kar tézské souřadnice 
xi, xii,xiu [mm] vzdálenost i v jednot l ivých řezech podél s t řednice 
a [rad • s - 2 ] úhlové zrychlení (obr. A . l ) 
— [°C] pomocný úhel u př íčného průřezu (obr. 4.2) 

(3, ip [°C, rad] pomocné úhly u př íčného p růřezu (obr. 4.4) 
(3 [ ] p o m o c n á veličina u ohybového kmi tán í 
7 [°C] pomocný úhel u př íčného průřezu (obr. 4.5) 
A [%] procentuá ln í rozdíl dvou veličin 
\i [ ] Poissonovo číslo 
[J,Q [ ] součinitel t řen í matice 
\IK [ ] součinitel t řen í š roubu 
p [kg • m~ 3] hustota 
Q [m] polární souřadnice vzdálenost i (obr. 4.4) 
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a [MPa] napě t í 
(p [m] polární souřadnice úh lu (obr. 4.4) 
(p [m] úhel na točen í (obr. A . l ) 
ipx [rad] na točen í kolem osy x 
( [ ] damping ratio (poměrný ú t lum) 
íl [rad • s - 1 ] vlas tní úhlová frekvence 
co [rad • s - 1 ] úhlová rychlost 

Zkratka Význam 

C A D computer-aided design (počí tačem podporované 
projektování) 

ČSN Československá s t á tn í norma 
D I N Deutsches Institut für Normung (Německý ús t av pro 

průmyslovou normalizaci) 
E M A exper imentá ln í modá ln i analýza 
F E M Finite element method (metoda konečných prvků) 
F F T fast Fourier transform (rychlá Fourierova transfor

mace) 
ISO International Organization for Standardization (Me

zinárodní organizace pro normalizaci) 
M K P metoda konečných p rvků 
M S mezní stav 
R P ro tační pohyb 
T P t rans lační pohyb 
V D I Verein Deutscher Ingenieure (sdružení německých 

inženýrů) 
V V Ú výsledné vn i t řn í účinky 
3D t ř ídimenzionální , t ro j rozměrný 
4b č tyřbodový 
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Příloha A 
Tato př í loha je věnována p o d r o b n é m u odvození rovnic pro ohybové kmi tán í . Vychází 
z literatur [16] a [38]. 

L , 

x dx 

i 
i 
i 
i x 

z 

O b r á z e k A . l : Element příčně kmitaj íc ího nosníku ze zat ížením. P řed loha z [16] 

Uvolněný e lementárn í prvek (obr. A . l ) koná obecný rovinný pohyb, ten se skládá 
z t rans lačn ího (TP) a ro tačn ího pohybu (RP) . Pro oba pohyby jsou sestaveny příslušné 
pohybové rovnice 

R P : 

T P : 

T cos(p — (T + ^— dx\ cos ((p + ^ dx\ + qdx = a dm, (A. 1) 

- M + M + ^ d x ~ T ^ ~ [T+dx~ áX)^2 = a d I y > ( A ' 2 ) 

kde T je posouvající síla, p úhel na točení , q vnější zatížení, a normálové zrychlení, dm 
př í růs tek hmotnosti, M ohybový moment, a úhlové zrychlení a dly je př í růs tek momentu 
setrvačnost i kolem osy rotace nosníku. 
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Do pohybových rovnic ( A . l , A.2) je dosazeno dm = p(x)S(x) dx a dly = p{x)Jy{x) dx. 

o 

dT I 1 d2w 
— — h qdx = ap(x)S(x) dx / —— kde a = — 7 7 -
dx / dx dt1 

dT d2w 
-^ + P^)S{x)W = q{xtt) (A.3) 

-Táx 

•M + M+^dx 
dx 

dx 'm dT ^ 
T + —— dx ox 

dx 
~2~ 

dM I 1 
—— dx — T dx = otp(x)JJx) dx / —— 
dx dx 

kde ot 

ap(x)Jy(x) dx 

d2<p 
dt2 

d2 ídw" 
dt2 \ dx 

d3w 
dt2dx 

dM 
dx 

p{x)Jy(x) 
d3 lľ 

dt2dx 
+ T (A.4) 

Z rovnice (A.4) je vyjádřeno T , k teré je následně použi to v (A.3). V kapitole 4.2 je 
použ i ta rovnice pro průhybovou čáru (4.13), z k te ré lze vyjádři t ohybový moment jako 

d2w 
M = EJJx) dx2  

d (dM 
dx \ dx 

d3w \ d2w 
dt2 

q(x,t) 

d_ 
dx 

d ( d2w\ d3w 
Tx[EJ«{x)w r p{x)Jy{x)Wd-x + p(x)S(x 

d2w 

cŕw cŕw d2w 
EJv{x)^r-r - p(x)Jy(x) Q j 9 Q ^ 9 + p(x)S(x) 

dt2 

q(x,t). 

q(x,t) 

(A.5) 
dx* r x ' y v 'dt2dx2 r x J v ' dt2 

Rovnice (A.5) může být vydělena členem pS za předpokladu , že hustota a př íčný průřez 
zůstávají po délce prutu kons tan tn í . 

EJy<rw /Jy d4w /SLd2w q(x,t) 
pS dx* /S dt2dx2 + dt2 

d2w E Jv dAw 
h 

dt2 

Jy 
p S dx* S dt2dx2 pS 

q(x,t) (A.6) 

Pohybová rovnice (A.6) je upravena do tvaru (A.7), kde cQ je př íčná rychlost vlnění 

c0 = y — J a jy kvadra t ický poloměr p růřezu \ jy = y 

d2w 
~ďi2 

i 2 - 2 
T~ Q> Jy 

d4w 
Ihr Jy 

cŕw i 
dt2dx2 = ~p~Š 

q(x,t) (A.7) 
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v _)4 _ 
Clen jv

2 se nazývá ro tační setrvačnost . P ro tože se v n ě m objevuje smíšená parciální 
otzoxz 

derivace podle času a polohy, bude tento člen výrazně menší než os t a tn í členy, a je tedy 
n e p o d s t a t n ý z hlediska řešení daného problému. F iná ln í podoba pohybové rovnice (A.8) 
vyjde ve tvaru 

d2w 9 9 d4w 1 . / A \ 

^ + c ° v & J = ^ ( x - ť ) ' ( A - 8 ) 

Výsledkem je parciální diferenciální rovnice 4. ř á d u s nehomogenní pravou stranou. Před
pokládané řešení (A.9) je očekáváno jako součin dvou funkcí, kde prvn í je pouze funkcí 
casu a d r u h á polohy. 

w(x,t) =T(t)W(x) (A.9) 

P ředpok ládané řešení (A.9) je př ís lušným p o č t e m derivací zderivováno podle času, re
spektive polohy. Následně dosazeno do pohybové rovnice (A.8). Pro homogenní řešení je 
pravá strana nulová a vyjde tvar 

d ' w - W(x)d2T{t) — = T ( t ) d 4 W { x ) 

dt2 v ' dt2 «9x4 v ' d x 4 

1 d2T(t) , 2 . 2 1 d 4 H/(x ) n 

Co Jy 
T(ť) dt2 ° J y W(x) d x 4 

1 d2T(t) 2 2 1 d4W(x) / A . 

T(t) d í 2 ° J y W ( x ) d x 4 

K platnosti rovnice (A. 10) dojde tehdy, jestliže se budou obě strany rovnat stejné kon
s t an tně . A b y došlo ke kmi tán í , musí bý t konstanta záporná . 

P r v n í je vypoč í t ána levá strana rovnice, k t e rá je funkcí času. J e d n á se o homogenní 
diferenciální rovnici 2. ř ádu . 

1 d 2 T ( r ) 

T(t) dt2 

d2T(t) 

-Úz 

4- ÍTT = o 
d í 2 + U ( A . l l ) 

Diferenciální rovnice ( A . l l ) p ř ipomíná známou pohybovou rovnici pro volné ne t lumené 
kmi tán í mx + kx = 0. Řešení rovnic tohoto druhu odpovídá tvaru 

T(t) = A cos(fiť) + B Bin(ííŕ). (A.12) 

N a pravé s t raně rovnice (A. 10) je pouze funkce polohy. V tomto př ípadě se j edná o dife
renciální rovnici 4. řádu . 

2 . 2 1 d4W(x) 
c zj z : Q2 
° h W(x) d x 4 

d4W(x) tt2W(x) 
(A.13) 

d x 4 c0

2jy

2 
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N a závěr je zavedena veličina /3, když p la t í j3 = ——% • F ináln i podoba rovnice pro tvar 
Co Jy 

kmitu v y p a d á následovně 

^ = / " " ( « ) • (A.14) 

K řešení jsou použi ty K r y l o v o v y 1 3 (Rayleighovy) funkce [40], k te ré jsou definované jako 

S(f3x) = -(cosh(/3x) + cos(/3x)) (A. 15a) T((5x) = ^(sinh(/3x) + sin(/3x)), (A.15c) 

U(f3x) = ^(cosh(/3x) - cos(Px)) (A.15b) V{(5x) = ^(sinh(/3x) - sin(/3x)). (A.15d) 

Výhodou těchto funkcí je, že derivováním přecházejí jedna v druhou, pouze vynásobenou 
mocninami (3. Řešení rovnice (A.14) je h ledáno v tvaru 

w(x) = dS((3x) + C2T((3x) + CsU((3x) + C4V((3x). (A.16) 

V okrajových p o d m í n k á c h je možný výskyt až t ř e t í derivace polohy. Jednot l ivé derivace 
jsou vypoč í t ány následovně 

^ = P(dV(0x) + C2S(Px) + C3T(Px) + CJJ{px)), (A.17a) 
dx 

P^dUtfx) + C2V((3x) + CsS((3x) + C 4 T ( # r ) ) , (A.17b) 
dx2 

d3w 
FidTtfx) + C2U(f3x) + C3V(f3x) + CAS{Px)). (A.17c) 

d x 3 

K v ý p o č t u vlas tních úhlových frekvencí pro kořeny frekvenční rovnice ftk je použi t vztah 

Vk = ^ ^ c 0 j y . (A.18) 

Jednomu v las tn ímu tvaru kmi tu odpovídá právě jedna vlas tn í úhlová frekvence. Obecné 
řešení rovnice (A. 10) je vypoč í t áno jako superpozice všech vlastních tva rů kmi tu 

DO 

w(x,t) = ^ ^ c o s ( f t í ) + 5 f c s i n ( ^ ) ) ( C ^ 
k=l 

(A.19) 

In tegrační konstanty Ak a Bk jsou určeny z počátečních podmínek , za t ímco konstanty C\ 
až C4 z okrajových podmínek uložení prutu. 

P řepoče t mezi v las tn í úhlovou frekvencí íl a v las tn í frekvencí / udává následující vztah 

/ = | . (A.20) 

1 3Originální dokument [39] je k dispozici na internetovém archívu Waybeck Machine. 
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Příloha B 
Součást í diplomové práce je elektronická pří loha, k t e rá obsahuje následující složky: 

• Konecnoprvkove_modely 

— obsahuje soubory static_analysis.wbpz, modal_analysis.wbpz a critical_speed.wbpz 
vytvořené v komerčním programu ANSYS Workbench 2019 R3 

• Matlab_vypocty 

— obsahuje soubory pre_stress_víbration.m, beam_oscillation.m, campbell_results.m, 
frequency.mat, E_regrese.mat a EJiod.mat vy tvořené v komerčním programo
vacím jazyku Matlab R2015a 

• Excel_vypocty 

— obsahuje soubory thesis_results.xlsx vy tvořený v komerčním programu Micro
soft Excel 2016 
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