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Abstrakt

Predkladana diplomova préace se zabyva modelovanim rotorového paketu v dynamickych
vypoctech a analyzou vlivu lisovaci sily paketu na kritické otacky elektromotoru. Praci
je mozné rozdeélit na t¥i hlavni ¢asti. Prvni ¢ast pojednava o soucasné trovni modelovani
rotorovych paketti v dynamickych vypoctech a dale se zabyva analytickymi teoriemi pro
nasledné experimentalni zkousky. V druhé casti je popsana realizace dvou experimentt
k stanoveni ekvivalentnich moduli pruznosti. Prvnim experimentem je zkouska ctyrbo-
dovym ohybem a druhym experimentalni modalni analyza. Tteti ¢ast slouzi k porovnani
dosazenych vysledkt z experimentalnich zkousek a popisuje vypocet kritickych otacek ro-
torového paketu nalisovaného na hiideli metodou koneénych prvk.

Abstract

The presented diploma thesis deals with the modeling of the rotor packet in dynamic
calculations and analysis of the influence of the packing pressing force on the critical
speed of the electric motor. The thesis can be divided into three main parts. The first
part discusses the current level of rotor packet modeling in dynamic calculations and also
deals with analytical theories for subsequent experimental tests. The second part describes
the implementation of two experiments to determine the equivalent modulus of elasticity.
The first experiment is a four-point bending test and the second is an experimental modal
analysis. The third part is used for comparing the results obtained from experimental tests
and describes the calculation of the critical speed of the rotor package pressed on the shaft
by the finite element method.

Klicova slova

Rotor, rotorovy paket, ekvivalentni modul pruznosti, kritické otacky, vlastni frekvence,
vlastni tvary, predpéti, lisovaci sila.

Keywords
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Diplomova prace

1 Uvod

vvvvvv

toc¢ivého stroje. Prti dosazeni téchto otacek dochazi k rezonanci konstrukce, coz miize vést
k celkové destrukci zafizeni. Snahou konstruktérii a vypoctart je dosahnout takového
stavu, aby byl stroj provozovan s dostatecnou rezervou od kritickych otacek.

Opomenuti nebo neznalost podstatnych veli¢in, které primo i nepiimo ovliviiuji fungo-
vani stroje, muze zpusobit zna¢né podhodnoceni vysledkii, kdy rezonancni stav konstrukce
nastane pri nizsich otackach nez se pivodné ocekavalo. Z téchto diivodi se ¢asto provadéji
rizné analyzy a studie, které zjistuji vlivy konkrétnich parametri na kritické otacky.

Nejznaméjsim tocivym komponentem stroje ve strojirenském primyslu je rotor. Pod
timto pojmem si lze predstavit otacejici se soucast, ktera byva ulozena na hrideli u rtz-
nych stroju predevsim ve formé generatori a motort [1]. Z konstrukéniho hlediska se
u nékterych elektrickych stroji pouzivaji rotory, které jsou slozeny z rotorovych plechtu
stazenymi zavitovymi tyCemi nebo izolovanymi pryskytici, popripadé lepenymi a jako ce-
lek tvori rotorovy paket.

Hlavni vyhodou téchto paketti je vyrazné snizeni ztrat, které zptsobuji virivé proudy,
které maji negativni vliv na i¢innost motoru. V pripadé pouziti rotorovych paketti dochazi
k prerozdéleni vitivych proudu v jednotlivych vrstvach do mensich smycek, kdyz celkovy
soucet téchto proudu je mnohonasobné mensi nez u rotoru v celku [1]. Velikost vifivych
proudtl vyrazné ovliviiuje tloustka pouzitych plechii, protoze ztraty rostou s kvadratem
tloustky:.

Nejvétsi problém u rotorovych paket nastava pri urcovani materidlovych charakte-
ristik, pfedevsim se jednd o ekvivalentni modul pruznosti v tahu E.,. Tento modul je
pouzivan pri modelovani paketu homogennim izotropnim valcem a primo se podili na
velikosti ohybové tuhosti rotoru a kritickych otacek, tudiz jeho hodnota je klicova pti vy-
poctech. Hodnotu ekvivalentniho modulu pruznosti znacné ovliviiuje velikost utahovaciho
momentu matic aplikovaného na zavitové tyce stahujici plechy. Utahovaci moment zavisi
na velikosti lisovaci sily plechii paketu.

Hlavnim cilem predkladané diplomové prace je stanovit ekvivalentni moduly pruznosti
pro rozdilné hodnoty lisovacich sil a na zakladé téchto modult vypocitat kritické otacky
rotoru. Studie vlivu lisovaci sily na hodnoté ekvivalentniho modulu pruznosti mize objevit
nové zavislosti na kritickych otackach a najit vhodné metody k stanoveni ekvivalentniho
modulu pruznosti.
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2 Problémova situace

Problémovou situaci je oznacovana nestandardni situace, ktera vyzaduje k feSeni pouzit
informacni, tvirdl a rozhodovaci ¢innosti. [2]

V této kapitole je popsan proces reseni problémové situace v souladu se systémovym
pojetim, kterym se podrobné zabyva literatura [2] a ziroven se v ni ¢tenal seznami se
zakladnimi informacemi o zobecnéné teorii systémii.

2.1 Popis problémové situace

Stanoveni kritickych otacek rotort elektrickych stroji patii v dnesni dobé mezi aktualni
problematiku mnoha strojirenskych firem vyrabéjici tocivé stroje. K snizeni tepelnych
ztrat, které zptsobuji vitivé proudy, lze pouzit z konstrukéniho hlediska tzv. rotorové
pakety. Ty jsou slozeny z plechii stazenych zavitovymi tycemi, které se jako celek lisuji na
hridel.

Problém nastava pii vypoctovém modelovani, kdy je rotorovy paket vétsinou nahra-
zovan hmotnymi body. Tento pristup nezohlednuje ohybovou tuhost paketu, proto by
vypocitand hodnota kritickych otacek stroje byla nizsi nez skuteéna. Vhodnéjsi zptisob
je nahradit paket valcem s homogennim izotropnim modelem materidlu s ekvivalentnim
modulem pruznosti. Protoze velikost ekvivalentniho modulu pruznosti zavisi na hodnoté
lisovaci sily plechit paketu, bude jeji velikost primo ovliviiovat hodnotu kritickych otacek.

Analyza vlivu lisovaci sily plechi rotorového paketu (obr. 2.1) pro rozdilné hodnoty
ekvivalentnich modulii pruznosti miize poodhalit nové zavislosti s velikosti kritickych oté-
¢ek a stanovit optimalni metodu k urc¢ovani ekvivalentniho modulu pruznosti.

Rotorové plechy
Zavitové tyce

Stahovaci desky

Obrazek 2.1: Rotorovy paket

2.2 Formulace problému

Vypocet kritickych otacek rotorového paketu pro rozdilné hodnoty lisovacich sil, ktery
zahrnuje ohybovou tuhost paketu.

2.3 Cile reseni problému

Aplikaci vhodnych experimentélnich zkousek urcit hodnoty ohybové tuhosti rotorového
paketu pro odlisné lisovaci sily. Pro tyto hodnoty vypocitat riznymi metodami ekviva-
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lentni modul pruznosti a kritické otacky rotoru nalisovaného na hrideli.
Pro reseni daného problému lze formulovat dilci cile nasledovné:

1. Resersni studie soucasnych pristupti k modelovani rotorového paketu v dynamickych
vypoctech.

2. Pomoci experimentalni zkousky ¢tyfbodovym ohybem stanovit ohybové tuhosti ro-
torového paketu pro rizné velikosti lisovaci sily.

3. Pomoci experimentalni modalni analyzy stanovit vlastni frekvence a vlastni tvary
rotorového paketu.

4. 7Z namérenych dat pouzitych experimentalnich zkousek vypocitat riznymi metodami
ekvivalentni moduly pruznosti pro rtizné velikosti lisovaci sily.

5. Z vypocitanych hodnot ekvivalentnitho modulu pruznosti stanovit kritické otacku
rotoru.

2.4 Systém podstatnych velicin

Pod pojmem systém podstatnych velicin >(€2) na objektu se rozumi mnozina vsech
podstatnych charakteristik entity, ktera souvisi s Teseni problému na dané rozliSovaci
urovni [2]. Existence tohoto systému je podminéna vzdy ve vztahu ke konkrétnimu ob-
jektu €, proto systém podstatnych veli¢in nemtize existovat sam o sobé. Na tento systém
lze pohlizet jako na abstraktni systémovy objekt, na ktery se aplikuje systémovy pristup.
Smyslem procesu vytvareni systému podstatnych veli¢in 2(2) je hleddni optimdlni volby
metody Teseni uvazovaného problému.

Struktura systému podstatnych veli¢in (obr. 2.2) je rozdélena do 9 podmnozin SO az S8.
Jak uvadi odborna literatura [2], vsechny dé&je probihajici na systému podstatnych veli¢in
maji pri¢inny charakter. Kazdy objekt se charakterizuje svoji geometrii (mé konkrétni
tvar), kterd v okoli zaujima urc¢itou polohu (topologii). Objekt je s okolim svazan vazbami,
které ho ovliviiuji a aktivuji. To ma za nésledek vyvolani procesi, které méni jeho stavy.
Vzniklé projevy objektu do okoli vyvolavaji urcité dusledky.

S6 procesy na {2

S3 aktivace (2 stavy
z okoli O(Q) S1 topografie 2
A geometrie () ¢

OBJEKT () ST projevy

S5 vlastnosti
struktury O 2

SO okoli O(2)

Y

S4 ovlivnéni 2 S8 dusledky
z okoli O(92) S2 vazby Q k O(Q) projevii

Obrazek 2.2: Podmnoziny systému podstatnych veli¢in. Predloha z [2, s. 60-A]
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2.4.1 Aplikace systému podstatnych velicin
Podmnozina SO — okoli objektu O((2):

e Prazdnd mnozina — SO = () — veli¢iny popisujici okoli objektu nejsou definovany
pro dany typ problému

Podmnozina S1 — geometrie a topologie objektu (2:
e Tvar a rozméry zadaného rotorového paketu
e Geometrie stahovacich desek

Geometrie objektu je dana vykresovou dokumentaci vyrobce TES Vsetin s.r.o., ktera neni
soucasti této diplomové prace. Pouze jsou prevzaty patticné rozméry paketu a stahovacich
desek (obr. 2.3).

Podmnozina S2 — podstatné vazby objektu 2 v okoli O(f2):
e Zavitové tyce, které spojuji stahovaci desky s rotorovymi plechy
e Hridel, na kterém je nalisovan rotorovy paket
e Loziska, ve kterych je ulozena hiidel

Hridel je modelovana jako tzv. pruzny rotor, ktery zohlednuje ohybovou tuhost [3]. Lo-
ziska jsou modelovana jako dokonale tuhé vazby.

Podmnozina S3 — aktivace objektu 2 z okoli O(12):

e Hlavni pohyb rotoru — rotace
e Sily silové soustavy pusobici na rotorovy paket

Rotacniho pohybu se docili aplikaci ithlové rychlosti na objekt nebo predepsanim otacek
rotoru.

Podmnozina S4 — ovliviiovani objektu (2 z okoli O({2):
e UloZeni rotorovych plecht
e Utahovaci moment na zavitovych tyci

Silova soustava ovliviiuje ulozeni jednotlivych rotorovych plechii. Pouzity utahovaci mo-
ment znacné ovliviiuje ohybovou tuhost a otacky objektu.

Podmnozina S5 — vlastnosti prvka struktury objektu (:
e Smluvni mez pevnosti v tahu Rpg g2

e Younguv modul pruznosti v tahu F
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e Poissonovo ¢islo p
e Hustota p

Zavitové tyce jsou posuzovany k MS pruznosti, proto je potfeba znat hodnotu smluvni
meze pevnosti v tahu. Model materidlu je uvazovan jako homogenni, izotropni a linedrné
pruzny. Tento model materidlu je jednoznacné definovan Youngovym modulem pruznosti
v tahu a Poissonovym ¢islem. Pro modélni analyzu musi byt model materidlu doplnén
navic o hustotu pouzitého materialu.

Pouzité veli¢iny v podmnozinach S1 az S5 jsou uvazovany jako deterministické a sta-
tické, tedy casové neproménné.

Podmnozina S6 — procesy na objektu 2 a jeho stavy:

e Prihyby rotoru pfi pouziti silové soustavy

e Kritické otacky rotorového paketu nalisovaného na hrideli
Podmnozina S7 — projevy (chovani) objektu (2:

e Vzajemné ovliviiovani rotorovych plecht vici sobé

e Riziko dosazeni nezadoucich MS v zavitovych tyci

e Provozovani objektu v rezonancénim stavu pri kritickych otackéach
Podmnozina S8 — disledky projevit objektu €:

e Zména vychozi konfigurace ulozeni rotorového paketu

e Strzeni zavitu na zavitovych tyci

e Rotorovy paket prestane plnit svoji funkci a mize zpusobit havarii elektromotoru

Obrazek 2.3: Rozméry rotorového paketu zakoétované na modelu geometrie
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2.5 Volba metody reseni problému

Problémy predkladané diplomové prace jsou feseny pomoci experimentalniho modelovani
a vypoctového modelovani na rotorovém paketu vyrobeném specialné pro tucely testovani.
Pouziti experimentalniho modelovani slouzi k ziskani vstupnich tidaji pro reseni konkrét-
niho problému [2]. Proto je realizovan redlny experiment, kde subjekt provadi experiment
na aktivovaném realném objektu. Na zakladé vytvoreného systému podstatnych velicin je
vybrana pro vypoctové modelovani nejvhodnéjsi metoda jako metoda konecnych prvka
(MKP).

Pro feseni problému jsou sestaveny 2 algoritmy z dtvodu lepsi nazornosti a orientaci
v provedenych zkouskéach pfi zpracovani dat. V prvnim algoritmu (obr. 2.4) je zndzornéna
zkouska ¢tyrbodovym ohybem, kdyz jsou z experimentalniho modelovani pouzita vstupni
data do analyticky odvozené rovnice priuhybové c¢ary. Z této rovnice jsou inverzné vypoci-
tany hodnoty ekvivalentnich moduli pruznosti. Tato data poslouzi jako vstupni idaje do
vypoctového modelovani, z kterého jsou urceny hodnoty maximalniho prihybu a pomoci
modalni analyzy jsou stanoveny kritické otacky.

Druhy algoritmus (obr. 2.5) popisuje modélni zkousku, kterd je v této praci zvolena
modalni analyza. Experimentalni modalni analyza (EMA) slouzi k urceni vlastnich tvara
a vlastnich frekvenci objektu. Vstupni hodnoty do analytické rovnice ohybového kmitani
jsou experimentalné zjisténé vlastni frekvence rotorového paketu, z kterych jsou inverzné
stanoveny hodnoty ekvivalentnich modult pruznosti. Tyto hodnoty jsou implementovany
jako vstupy do vypoctového modelovani, které jsou optimalizovany a nasledné jsou pouzity
k vypoctu kritickych otacek.

Zpracovani experimentalnich dat je provedeno v programovacim jazyce Matlab. Nu-
merické vypocty jsou realizovany v programu ANSYS Workbench.
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prihybova cara

analyticky

ctyrbodovy
ohyb

experiment numericky

Obrazek 2.4: Algoritmus zkousky ¢tyrbodovym ohybem

Ohybové kmitani

analyticky

modalni

zkouska

Nkrit
experiment numericky
Eopt im
fn ANSYS optimalizace

Obréazek 2.5: Algoritmus modalni zkousky
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3 Resersni studie

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenare se souCasnym stavem poznani problematiky roto-
rovych pakettl, a to predevsim v pouzivanych pristupech modelovani pakett v dynamic-
kych vypoctech.

V technické literature se problematice vypoctového modelovani rotorového paketu ne-
vénuje velka pozornost, ale vychazi se ze znamych a ovérenych modelt rotori. Nize jsou
uvedeny zakladni typy modelt, které miazou byt pouzity pro popis paketu v dynamickych
vypoctech:

1. Modely rotoru zalozené na diferencidlnim pristupu

e Model s jednim stupném volnosti

o Jeffcottiv (Lavaliv) rotor
2. Konecnoprvkové modely rotorového paketu s

e Homogennim izotropnim modelem materialu

e Transverzalné ortotropnim modelem materidlu (kompozit)

Z predchoziho ¢lenéni je patrné, Ze lze rozdélit modely do dvou kategorii zalozenych na
diferencialnim pristupu a metodé konecnych prvki.

U kazdého modelu je posouzena vhodnost pouziti pro aplikovany rotorovy paket
v predkladané diplomové praci.

3.1 Modely rotort zalozené na diferencialnim
pristupu

Pro tento typ modeli je charakteristické, ze se vyznacuji malym poctem stupni volnosti
a pro vétsinu pripadu existuje analytické feseni. Rotor v téchto modelech byva uvazovan
jako hmotny bod, tuhy disk nebo tuha hiidel. Problematikou rotorovych stroji se po-
drobné zabyva naptiklad literatura [3], kde je i vycet dalsich modela, které v predkladané
praci nejsou zminény nebo podrobné popsany.

Rotor
Loziska /
A " =
ks Fo "
k’e ff= Qk'b
V4 48K 1
kefr = —3
Stator L
(a) Poddajna loziska + tuhy rotor (b) Poddajna hiidel + tuha loziska

Obrazek 3.1: Model s jednim stupném volnosti. Predloha z [3, s. 22]
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3.1.1 Model s jednim stupném volnosti

Jedna se o nejjednodussi model rotoru, pomoci néhoz lze stanovit kritické otacky, ktery
muze byt rozdélen na dvé varianty (obr. 3.1) [3]. V prvnim pripadé (obr. 3.1a) jsou loziska
modelovana jako poddajna s tuhosti &, a rotor, ktery se sklada z hridele a disku jako tuhé
téleso. V druhé varianté (obr. 3.1b) je hridel modelovana jako poddajna s ohybovou tuhosti
ET a loziska spolu s diskem jako tuha télesa. V obou piipadech je uvazovana hmotnost
rotoru soustfedéna do hmotnosti disku m, ktery je ulozen na nehmotné hrideli.

Obé varianty lze redukovat na jednohmotovy model (obr. 3.2) s jednim stupném vol-
nosti, kterym lze popsat ohybové kmitani, kde ks je efektivni tuhost loZisek nebo hiidele
a f(t) je vnéjsi sila vznikla od nevyvahy disku.

T f(t)

Kery

Obrazek 3.2: Jednohmotovy model s jednim stupném volnosti. Piedloha z [3, s. 22]

Odvozeni pohybovych rovnic pro kmitani, vypocet vnéjsi sily f(¢) nebo modifikovany
model s jednim stupném volnosti, ve kterém je uvazovano tlumeni, Ize naleznout v tech-
nické literature [3].

Model s jednim stupném volnosti a jeho modifikace nejsou vhodné pouzit k modelovani
rotorového paketu v této diplomové praci, protoze zadna z nich nezohlednuje ohybovou tu-
host rotoru, ale pouze hiidele. Nezahrnuti ohybové tuhosti paketu ve vypoctech negativné
ovliviiuje velikost kritickych otacek stroje.

3.1.2 Jeffcottiv (Lavaliiv) rotor

Ve Spojenych statech americkych se standardné pouziva oznaceni Jeffcottuv rotor [4],
zatimco v evropskych zemi naopak Lavalaviv rotor, pricemz se jedna o identicky model
rotoru. Za zminku stoji, ze Jeffcott pouzil ve své védecké praci oznaceni Lavaliv rotor
v roce 1919 [5], ale v pozdéjsich publikaci se zacal hojné pouzivat termin Jeffcottiv rotor.

Tento model rotoru (obr. 3.3) je slozen z nehmotné poddajné hiidele se stejnou ohy-
bovou tuhosti jako u modelu s jednim stupném volnosti (viz kapitola 3.1.1) [4]. Dale pak
z hmotného a tuhého disku, ktery je ulozen symetricky mezi lozisky, kterd jsou nepod-
dajna. Stfed disku je excentricky posunut o vzdalenost e oproti osy hridele. Hridel se
otaci ihlovou rychlosti w a vytvari kruhovy (elipticky) orbit. Za predpokladu, ze se disk
otaci konstantni thlovou rychlosti, 1ze redukovat model na dva stupné volnosti k popisu
ohybového kmitani.
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Protoze Jeffcottiv rotor nezohlednuje ohybovou tuhost disku podobné jako model
s jednim stupném volnosti, neni v této praci pouzit k modelovani rotorového paketu.
Nicméné pomoci tohoto modelu lze demonstrovat rtizné dynamické jevy, jako je ani-
zotropni' uloZeni lozisek nebo nesymetrické ulozeni disku, které zptisobuji gyroskopické
ucinky. Tyto ucinky zapric¢inuji rozdvojeni kritickych otacek v navzajem kolmych rovi-
nach. Vsechny modifikace Jeffcottova (Lavalova) rotoru s detailnim odvozeni pohybovych
rovuic jsou dostupné v literaturach [4] a [3].

A

Yy

Osa lozisek

Obrazek 3.3: Jeffcottiv (Lavaliv) rotor. Predloha z [3, s. 39]

3.2 Konecnoprvkové modely rotorového paketu

Jak plyne z nazvu kapitoly, tyto modely jsou zalozeny na metodé konecnych prvki, ktera
vychézi z varia¢niho piistupu. Zékladni principy této metody jsou popsané napi. v [6],
kde jsou taktéz reseny fundamentalni ilohy konkrétni variac¢ni metodou.

P1i modelovani rotorovych paketti je dulezité rozlisSovat, zda se jedné o paket, ktery ma
plechy izolované v pryskyftici, poptipadé v jiné latce, nebo paket bez izolace. Z téchto dui-
vodi lze rozdélit modely materidlu v konecnoprvkovém programu na homogenni izotropni
pro variantu bez izolace a transverzalné ortotropni v pripadé s izolaci.

Vyse zminéné zpusoby modelovani paketl jsou pouze jednou z moznosti, jak pristu-
povat k problematice rotorovych paketi v dynamickych vypoctech metodou konecnych
prvki. V posledni dobé se za¢ind vénovat této problematice vétsi pozornost (viz publi-
kace [7] a [8]) a zustava pouze na Tesiteli, jakym zptisobem a na jaké rozlisovaci drovni se
rozhodne modelovat prislusny paket.

! Jestlize tuhost lozisek v horizontalnim a vertikdlnim sméru je rozdilné, hovoii se o tzv. anizotropnim
ulozeni. [3]
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3.2.1 Homogenni izotropni model materialu

Paket je modelovan jako valec s homogennim izotropnim modelem materialu s ekvivalentni
hustotou a ekvivalentnim modulem pruznosti v tahu. Tento modul lze stanovit kombinaci
riznych experimentalnich zkousek, které jsou doplnény prislusnou analytickou teorii. Nize
jsou vypsany typy zkousek, které jsou pouzity v této diplomové praci:

1. Experimentalni zkouska ¢tyfbodovim ohybem — Ctyibodovy ohyb prutového® télesa
2. Experimentalni modalni analyza — Ohybové kmitani volného nosniku

Modelovani paketu jako homogenniho celku misto jednotlivych plechii vede k znaénému
snizeni stupnu volnosti a vypocetniho ¢asu, prestoze je model materidlu definovan pouze
dvéma elastickymi konstantami, zahrnuje ve vypoctu ohybovou tuhost paketu.

Analyzovany paket v predkladané praci neobsahuje vinuti a plechy jsou stazené zavito-
vymi ty¢emi, tudiz se jedna o variantu bez izolace, a proto bude pouzit v kone¢noprvkovém
programu homogenni izotropni model materidlu.

3.2.2 Transverzalné ortotropni model materialu

Paket je uvazovan jako jednosmérny kompozit, ktery se sklada z matrice a vyztuze [10],
kde kazda vrstva kompozitu (tzv. lamina) je modelovana ortotropnim modelem materialu.
Obecny ortotropni materiél je definovan pomoci ti1 hlavnich ortotropnich os 1, 2, a 3, které
jsou navzajem ortogonalni [11]. Jestlize existuje jedna hlavni ortotropni rovina, ve které
jsou mechanické vlastnosti izotropni, jedna se o transverzalné ortotropni model materialu.

Tyto vlastnosti jsou splnény u jednosmérného dlouhovlaknového kompozitu, za ktery
lze povazovat rotorovy paket s izolaci nebo statorovy paket slozeny z plechi, které jsou
slisovany s pryskyfici, pouzity ve védéckém ¢lanku [8]. PTi vypoctu materidlovych cha-
rakteristik kompozitu se vychazi z klasické laminacni teorie, kterd je detailné popsana
v literatute [10], ale v této préci neni rozebrana.

Vyhodou tohoto modelu je, Ze neni potireba experimentalni zkouska k zjistovani ekvi-
valentniho modulu pruznosti, ale vystaci se s klasickou laminacni teorii. Pii modelovani
jednotlivych vrstev kompozitu se mnohonasobné zvysi pocet stupnu volnosti a vypocetni
cas konec¢noprvkového modelu, coz lze povazovat za hlavni nevyhodu tohoto modelovani.

2Valcové téleso nemtize byt pouzito z toho diivodu, Ze by nebyly splnény predpoklady o zatizeni [9],
které musi byt valcového charakteru.
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4 Teoreticky zaklad

V této kapitole je vypocitan osovy kvadraticky moment stahovaci desky rotorového pa-
ketu, ktery je aplikovan v odvozenych rovnicich ¢tyrbodového ohybu a ohybového kmitani
prutu. Tyto rovnice slouzi k stanoveni ekvivalentnich moduli pruznosti pii experimentalné
zjisténych vstupt.

4.1 Vypocet osového kvadratického momentu rotoru

Kvadratické momenty patii do skupiny geometrickych charakteristik, které popisuji pri¢ny
prifez. Vyznamné ovliviiuji napéti a deformace v ohybu [12]. Obecny vztah odpovida
tvaru
J, = / 22dS, mm?]  (4.1)
(]
kde z je kolmé soutadnice k ose y a dS element plochy pricného prurezu na oblasti 1.

V dnesni dobé dokaze vétsina CAD a FEM programu vypocitat kvadratické momenty
libovolnych geometrickych tvari. Rozhodné by se nemélo zapominat na analytické reseni,
kdy je zkoumané geometrie rozdélena na primitivni itvary jako trojihelnik, obdelnik nebo
kruh atd. Vysledné kvadratické momenty jsou ziskany superpozici dil¢ich momentti. Jakou
metodu se rozhodne zvolit Tesitel, je jenom na ném a jeho moznostech.

Pro ilustraci obou metod je proveden vypocet osového kvadratického momentu roto-
rového paketu.

4.1.1 Analytické reseni kvadratického momentu
Pri¢ny prutrez (obr. 4.1) stahovaci desky je rozdélen na 3 geometrické utvary:
1. 2x trojuihelnik

2. 2x kruhova vysec

3. 4x dira ¢d a 1x dira ¢.D

Jednotlivé kvadratické momenty jsou pocitany k posunutym osam (obr. 4.1) y a z aplikaci
Steinerovy véty [12]

Jy = Jy, + S, [mm?] (4.2)

Vviev

kde Jy7* je kvadraticky moment zdkladniho dtvaru k tézisti, b* kolmd vzdalenost k ose y
a S plocha zakladniho ttvaru.

3Kvadratické momenty zdkladnich tvart priifezii nejsou odvozeny, ale jsou pfevzaty z literatury [13],
kde jsou detailné popsdny a vysvétleny. Konkrétné se jednd o trojuhelnik a kruh.

4Protoze vzdalenost b roste s druhou mocninou, bude posunuty kvadraticky moment vzdycky nabyvat
vysSich hodnot nez centralni. [12]
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zZ

Obrazek 4.1: Pri¢ny prifez stahovaci desky rozdélen na jednotlivé casti
Trojihelniky

Z obr. 4.2 je patrné, Ze se jedna o rovnoramenny trojihelnik. Pred samostatnym vypo-
¢tem kvadratického momentu je spoc¢itana zakladna b uzitim Pythagorovy véty

b b

2 2
b h\?
S=\E <§> ol o .

R\ 3|3/ R| 3

b s (105)°
Z =.l55 e
=\ ()
b
5= 16,4mm = b = 32,8 mm. (4.3) Obrézek 4.2: Detail trojihelniku

Pro jednoduchost je dédle pocitano pouze s polovinou trojihelniku — viz obr. 4.3

b

/

yr \

\ o
*
N

y Y

T z

Obrazek 4.3: Vypocet J, trojihelniku k posunutym osam
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kde

1.,
*:_b
) 37

2,
o Ly
§ 3

Dosazenim do Steinerovy véty (4.2) vyjde J, jednoho pravotihlého trojihelniku jako

JyT b2 S
J®:_bh —gh/ ﬂ
v 36 3 2
o ORY wh? vAP s vhn”®
Ty =35t 9 36 ~ 4 (4.4)

a celkovy kvadraticky moment prvniho titvaru je vypocitan sumaci jednotlivych prispévki

’.13
0) 0) bh
Jopn =4J, = f——

= b'h'® =16,4-52,5 = 2372204,6 mm*. (4.5)

Kruhové vysece

Vypocet kvadratického momentu setrvacnosti je proveden v pootoceném kartézském sys-
tému y — z 0 90° (obr. 4.4) aplikaci polarnich souradnic g a .

A Y

0COS

A

U

Obrazek 4.4: Vypocet J, kruhové vysece k nato¢enym osam. Predloha z [14, s. 12]

Pro kruhovou vyse¢ je odvozen zakladni vztah pro kvadraticky moment J, vytknutim
elementdrniho prvku a dosazenim do definiéniho vztahu (4.1) v integralni podobé

29



Filip Lekes

B R . B R R B
J® :/2\//(gsingp)Qngodg:2//ggdgsin2g0dg0:2/93dg/sin2g0dg0
y

00 00 0 0

R 4R
1
11:/Q3dgz [Q_] —-R
41,
0
B B
. 1 sin2¢1? B sin2p8
[2:O/Sln2¢d¢:0/§(1—005290)d90: [g_ 4S0]o T2 4
4
©) 1 4B sin2p R sin 23
J, =2LHL=2-R (= — =—|5— 4.6
v o Zé{ <2 4 ) P\ ) (4.6)
kde
o ano  Q° a® h B 52,5 a® oo .
B° =190 5 =5 —arccos<R> —arccos< £e >:> 5 = 17°20 viz (obr. 4.2)
[° =90° — 17°20" = 72°40
—~ o 204/
o O AT orrad

180°  180°

Celkovy kvadraticky moment druhého ttvaru je vypocitan podobné jako u predchoziho,
tedy sumaci jednotlivych prispévki

R in 2 554 in(2- 1,27
J2 =9y =g <5 _ 5) - —<1,27 - M) = 4500341,9mm*. (4.7)
2

v 4 2 4 2

Diry

Predeslé vypocty kvadratickych momentti jsou k posunutym osam y a z. Malé diry s pri-
mérem ¢d jsou taktéz spocitdny k posunutym osam (obr. 4.5), zatimco velkd dira s pri-
mérem ¢D lezi v tézisti téchto os.

Obrazek 4.5: Vypocet J, malych dér ¢d k nato¢enym osadm
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K vypoctu J, jedné diry je zapotfebi stanovit vysku h, zvyraznéného trojihelnika na
obr. 4.5, kde thel v svird s polomérem roztecné kruznice 45°

hs
cosy= o= hs = Rgcos~y = 45 - cos(45) = 31,8 mm. (4.8)

Nejprve jsou vypocitany kvadratické momenty dér pro zavitové tyce uzitim Steinerovy
veéty

Jyr S
~ = b2 A~

® rd /?Wdz

Jo = e T
2, 2 2 2
® wnd [d 9 78,5 (8,5 2\ . 4
Jy 1 <16+hs> 1 <16 +3 ,8) 57 710,6 mm®, (4.9)

poté kvadraticky moment diry, kterd je uréena pro hridel

4 4
@ wD w30 4

_ — - 4.1
Jy o1 o1 39760,8 mm”, (4.10)
a na zaver celkovy kvadraticky moment vsech dér

J2 = 47?4 P = 4.57710,6 + 39760,8 = 270603, 2mm". (4.11)

Kvadraticky moment stahovaci desky

Celkovy kvadraticky moment pricného prifezu stahovaci desky je spocitan jako soucet
momenti od prvnich dvou prispévki (trojuhelniky a kruhové vysece), od kterych je ode-
¢ten prispévek s dirami

Tyan = Joh TS — ]2 = 2372204, 644500341, 9—270603,2 = 6601943 3 mm* . (4.12)

4.1.2 Numerické reseni kvadratického momentu

K vypoctu kvadratického momentu stahovaci desky je pouzit program Autocad Mechanical
2017 pomoci prikazu massprop. Podminkou spravného urceni geometrickych charakteris-
tik je, aby téleso (obr. 4.6) bylo jeden celek, s kterym lze dale pracovat.

Obrazek 4.6: Pri¢ny prufez stahovaci desky v programu Autocad Mechanical
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Nasledujici tab. 4.1 ukazuje obdrzené geometrické charakteristiky priéného pritrezu
stahovaci desky po pouziti prikazu massprop.

Tabulka 4.1: Geometrické charakteristiky pricného prurezu stahovaci desky

Area: 8459.6821
Perimeter: 545.6251
Bounding box: X: -106.4289 - 3.5711
Y: 191.3782 - 296.3782
Centroid: X: -51.4289
Y: 243.8782
Moments of inertia: X: 509754804.7372
Y:  29285632.0631
Product of inertia: XY: 106104609.8451
Radii of gyration: X: 245.4730
Y: 58.8370
Principal moments and [: 6601943.4078 along [1.0000 0.0000]
X-Y directions about centroid: J: 6910347.9384 along [0.0000 1.0000]

Hledana hodnota kvadratického momentu je v ose x podle vychoziho souradného sys-
tému v programu Autocad Mechanical.

Porovnani analytickych a numerickych hodnot momentt zobrazuje tab. 4.2.

Tabulka 4.2: Vysledky analytického a numerického feseni kvadratickych momentt

Osovy kvadraticky moment J
Analyticky [mm?] Numericky [mm?*] Odchylka [ %]
6601943 3 6601943 4 1,510

]

Porovnani metod

Obé metody prokazaly dobrou shodu vysledki kvadratickych momentu (viz tab. 4.2). Pri
stanoveni hodnoty .J, v analytickém feSeni je pouZzit programovaci jazyk Matlab R2015a.
Odlisnost s numerickym fesenim vznikla v rovnici (4.11) prfi sumaci dér pro srouby. Jestlize
jsou provedeny vsechny matematické operace v jazyku Matlab, bude analytické Teseni
identické s numerickym.

Do tab. 4.3 jsou zapsany hlavni vyhody (+) a nevyhody (—) obou metod.
Tabulka 4.3: Vyhody a nevyhody metod stanoveni kvadratickych momentt

Vyhody Nevyhody
. Nazorna vyukova metoda — Znalost analytické matematiky
Analyticky . = ., .. .
Parametrizace modelu — Casové naro¢né pro slozitou geometrii
Numericky Rychla a presnd mfatoda — Zna}vost /CADV ne}oo jiného programu
Libovolna geometrie — (Odlisené znaceni momentii
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4.2 Ctyibodovy ohyb

Schéma ¢tyrbodového ohybu nosniku ukazuje obr. 4.7 s pri¢nym prifezem (obr. 4.1). Pro
stanoveni prihybu v libovolném bodé strednice je potreba urcit rovnici prithybové c¢ary.
K tomu se pouziji vysledné vnitini uc¢inky (VVU).

P fal i
\ \ By

o A

Obrazek 4.7: Ctyfbodovy ohyb nosniku

Nejdrive jsou vypocitany velikosti reakénich sil vazeb A a B. Poté je prut rozdélen na
tfi oblasti kvili zméné zatizeni po délce. V kazdém fezu je stanoven ohybovy moment,
jehoz dosazenim do diferencilni rovnice prihybové ¢ary [12] (4.13) pro malé deformace
a postupnou integraci je obdrzen pruhyb pro dany usek nosniku.

” Moy
_ Doy 413
v EJ, (4.13)

4.2.1 Uvolnéni prutu

Vazba A (rotacéni vazba) odebird dva stupné volnosti, zatimco B (podpora) pouze jeden.
Uvolnény prut (obr. 4.8) ma 3 neznamé parametry: Fa,, Fa,, F.

— ja ja
FACE Y X
4 Y Y B
Fa, T a b a T Fp p
| |

Obrazek 4.8: Uvolnéni strednice prutu

Na prvni pohled je patrné, ze ve sméru osy x nepusobi zadnda vnéjsi sila, tudiz sila Fla,
je rovna nule. K vypoctu zbylych sil jsou pouzity rovnice statické rovnovahy

S F =0, (4.14)
S My, =0, (4.15)

po dosazeni vyjde systém linearnich rovnic o dvou nezndmych parametrech

SSE=0: Fy—F—F+Fz=0, (4.16)
> Mya=0: Fa+ F(a+b)— Fg(2a+b) =0. (4.17)
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Z rovnice (4.16) lze vyjadrit silu Fg, ktera je nasledné dosazena do (4.17).

F(2a+0b)
Fpo="2""" " _F 4.18
e Yy (4.18)
Fp,=2F—-Fg=2F—-F=F (4.19)

V obou vazbach ptisobi identické sily o velikosti F'.

4.2.2 Vysledné vnitrni acinky

Pii uréovanf VVU diferencidlnim nebo integralnim pistupem nezalezi, jestli je ez prutu
proveden z levé nebo z pravé strany. Vyjimkou je vazba typu vetknuti, kde je nezbytné
zacit od volného konce. Naopak pri sestaveni prithybové ¢ary je zapotiebi zachovat pouze
jeden smér. Zakladni pravidla pro vySetfovani pribéhtt VVU u pimych pruti jsou sepsana
v literatufe [13] spolu s algoritmem urcovani téchto ucinku. V této praci je zvolen integralni
pristup k urceni vyslednych vnitinich té¢inka.

Z uvolnéného prutu (obr. 4.8) je zfejmé, Ze jedinymi nenulovymi slozkami VVU jsou
posouvajici sila 7" a ohybovy moment M,,.

1. tez
Interval hodnot prvniho fezu (4.9) je v rozsahu x; € (0,a). Posouvajici sila a ohybovy
moment jsou urceny jako
T =F, (4.20)
MOI = F,ZL’I. (421)

Dosazenim ohybového momentu do rovnice pruhybové cary (4.13) a postupnym integro-
vanim vyjde hledany prithyb

I M,
JVI) EJyw}' = —MOI, (422&)
EJu) = —Fuy, (4.22b)
A > .
R xl ~ EJuw, = —F% + O, (4.22¢)
F — TI 3

EJyw; = —F‘% 4 Ciar+ Co (4.22d)
Obrazek 4.9: VVU L. fezu

Identicky jsou uréeny slozky VVU zbylych dvou Fezil a sestaveny rovnice prithybu.

I1. fez

Interval hodnot druhého fezu (4.10) je v rozsahu x;; € (0,b). Posouvajici sila a ohybovy
moment jsou urceny jako

Ty =F—F=0, (4.23)

MOIIZF(Q+,II])—F,ZL’I], (424)
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po integraci vyjde prihyb ve tvaru

II. F
Mot
N A a Trr N
F < > > Tir
Obrazek 4.10: VVU II. fezu
II1. fez

EJlelIII = _Molb (425&)
EJlelIII = —F(G—FIIIII) —|—F§L’]], (425b)
EJyw}I = —Fax; + 03, (4-25C)

2
EJyw = —Fa% + Cszppr + Cy. (4.25d)

Interval hodnot tretiho fezu (4.11) je v rozsahu z;; € (0, a). Posouvajici sila a ohybovy

moment jsou urceny jako

Tyy=F—-F+F=F, 4.26)
Morrr = Fla+b+zr) — F(b+ xpy), 4.27)
I111. 7 Vi
Mort1
4 Nt
s
= A a b Trrr N
F - - >—> Trrr

Obrazek 4.11:

VVU IIIL. fezu

po dosazeni ohybového momentu do rovnice (4.13) a integraci vyjde prihyb ve tvaru

EJywiy = —Morrr, (4.28a)
By = Flznr — a), (4.28Db)
2
EJywi = P azxrrr + Cs, (4.28c)
Tl T
EJwaII = F< Iél — Iél ) + 051']]] + CG. (428d)

4.2.3 Prihybova cara

Pro kazdy tez jsou stanoveny dvé okrajové podminky. Celkové je zapsano 6 okrajovych

podminek pro 6 konstant C az Cj.
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K sestaveni prihybové ¢ary jsou pouzity okrajové podminky dvojiho druhu — vazbové
podminky (4.29a a 4.29b) a podminky plynouci z geometrickych prutovych predpokladi
(hladkost stfednice (4.29d a 4.29f) a spojitost strednice (4.29¢ a 4.29¢)).

wi(r; =a) = wr(x =0) (4.29¢)

wi(x;=0)=0 (4.29a) wi(zr =a) = wi(x =0) (4.29d)
wrr(xry=a) =0 (4.29D) wy(xr =b) =w(x =0) (4.29¢)
wi(zrr =0) = wi(xrr =0) (4.29f)

Dosazenim okrajovych podminek (4.29) do odvozenych rovnic pruhybu, respektive prvni
derivace (4.22), (4.25) a (4.28) vznikne systém linedrnich rovnic o Sesti neznamych para-
metrech.

Co=0 (4.30a)
3 2 3
a a a
F<€ — a5> + C5a + CG =0= CG + C5a = gF (430b)
a2 a2
—FE+01203:>03—01:—FE (430C)
—Fab+ C3 = C5 ={(C3 — C5 = Fab (430d)
a3 a3
—FE + Cla = 04 — Cla — 04 = FE (4308)
b’ b’
—FGE + Cgb +Cy = CG =—|Cy + Cgb — CG = FGE (430f)

Protoze se ve vSech okrajovych podminkach vyskytuje nulova prava strana nebo je
rovna dalsi okrajové podmince, konstanty £ a J, se neobjevi v feseni.

K vypoctu konstant (4.31) je pouzit program Maple 17.

C) = %Faz + %Fab (4.31a)
Cy =0 (4.31b)
Cs = %Fab (4.31c)
Cy= %Fag + %Fazb (4.31d)
Cs = —%Fab (4.31e)
Cs = %Fag + %Fazb (4.31f)

36



Diplomova prace

Vysledné rovnice prithybu pro jednotlivé intervaly vypadaji v nasledujicim tvaru

3
EJyw; = —F% + <%Fa2 + %Fab)xl, xr € (0,a) (4.32)
2
EJywr = —Fa% + %Fabxn + %Fa3 + %Fazb, xr € (0,0) (4.33)
3 2
EJywr = F<xlél - axlél ) - %Fabxnl + %Fa3 + %Fazb, xrr € (0,a) (4.34)

. ., . ) . b
kde maximalni prihyb w,,q, lezi v druhém intervalu ve vzdalenosti x;; = 2

1 o1 b1 1
lUII(fIfI] = g) = E_Jy <—Fa§ + §Fab§ + gF&g + §Fazb>
b 1 1 2 1 3 1 2
w]](l’]] = 5) = ﬁ gF&b + gF& + QFG b]. (435)
Yy

Pribéhy VVU nenulovych slozek s prithybovou ¢arou jsou vykresleny do obr. 4.12.

MO : <—{§ Moma:c

Obrazek 4.12: Prabéhy VVU nosniku s deformovanym tvarem st¥ednice

Ke stejnym vysledkiim pribéht T a M, by se doslo aplikaci Schwendlerovy véty [12]
(4.36), ktera je zalozena na diferencidlnim pristupu urcovani VVU

dM,(z)
dzx

= T(z). (4.36)
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4.3 Ohybové kmitani

Pro popis ohybového kmitani pruti existuje v technické literatute rada teorii. Bernoulliho-
Eulerova teorie [15] efektivné popisuje ohybové kmitani primych nosnikti pro linedrné
elasticky material (tzv. Hookeuv), proto bude pouzita v této praci.

Tato teorie musi bezpodminecné splnovat nasledujici predpoklady, které jsou prevzaty
z literatur [15] a [16]:

e Primy nosnik, respektive stihly nosnik zvolna se méniciho priarezu

e Osovy moment setrvacnosti je maly, a proto rotacni setrvacnost uvolnéného ele-
mentu neni podstatna z hlediska Teseni daného problému

e Nosnik kmita v jedné roviné hlavni osy setrvacnosti

e Uhlova pfetvoieni od posouvajicich sil® jsou nepodstatné z hlediska feseni daného
problému na zvolené trovni reseni

e Pri¢né prurezy zustavaji po deformacich kolmé na strednici

Detailni odvozeni pohybovych rovnic ohybového kmitani nosniku je v ptiloze A.

4.3.1 Volné kmitani nosniku

Kazdé hmotné téleso muze konat kmitavy pohyb [18]. Jestlize je tento pohyb udrzovan bez
vnéjsiho zatizeni, jednd se o volné kmitani, které se dale déli na tlumené nebo netlumené.

Vy$e zminéna Bernoulliho-Eulerova teorie prutii nezahrnuje v feseni tlumeni. Tlumeni
se projevuje disipaci mechanické energie, ktera je obvykle preménovana na teplo [18].
V soucasné dobé neexistuje sofistikovana metoda k urceni tlumeni, ale pouzivaji se pouze
odhady tlumeni z experimentéalnich dat napf. z sitky rezonanéniho pasma — vice v [18].

Analyzovany nosnik (obr. 4.13) je ulozen bez pouziti jakykoliv vazeb, takovy nosnik
se nazyva volny.

y A

A
Y

Obrazek 4.13: UloZeni nosniku pro ohybové kmitani

°Vliv posouvajicich sil v modelu zahrnuje Timosenkova teorie prutt [17].
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Okrajové podminky

Protoze nejsou predepsané hlavni neboli geometrické okrajové podminky (natoceni a pri-
hyb), které by byly ziskdany z konkrétniho typu pouzitych vazeb nosniku, jsou vyuzity
prirozené okrajové podminky (posouvajici sila a ohybovy moment). Tyto podminky vy-
chéazeji z variacniho principu

z =0 r=1L
d?w d?w
— ] — =0 4.37
s 0 (4.37a) 12 , (4.37¢)
dPw d3w
—_— = 4. — =0 4.37d
T (4.37) Vo0 s

kde druha derivace prihybu predstavuje ohybovy moment a tieti derivace posouvajici
silu.

Dosazenim okrajovych podminek (4.37) do TeSeni tvaru kmitu (A.17) vyjde soustava
rovnic

z=0
0 = B*[CLU(0) + CoV(0) + C35(0) + C,T(0)], (4.38a)
0 = B*[CLT(0) + C,U(0) + C5V (0) + C4S(0)], (4.38b)
z =1L
0= B*[CLU(BL) + CoV(BL) + C5S(BL) + C4T(BL)), (4.38¢)
0 = B[CiT(BL) + CoU(BL) + C3V(BL) + C4S(BL)], (4.38d)

z které je po tupravach obdrzena frekvencni rovnice volného nosniku.

Neékteré z Krylovovych funkei (viz priloha A) nabyvaji nenulovych hodnot pfi nulovém
argumentu. U takovych funkci musi byt proto nulova konstanta. Vsechny Krylovovy funkce
jsou tvoreny z hyperbolickych a goniometrickych funkei. Zakladni hyperbolické funkce lze
prepsat do nasledujicich podob

- 1 e? — 1
x —x e’ — — 2z
e’ —e z z e’ —1
1 h pr— pr— e pr— e pr—
i 2 2 P e
- 1 e 4+ 1
x —x e _m - 2x 1
coshz = < te £ - € _e Tt
2 2 2 2e*

Po dosazeni do jednotlivych Krylovovych funkei vyjde

5(0) = g{cosh(0) + cos(0)) = %(‘32;1 + cos(0)> _ %(% " 1) _ 1,
7(0) = 2(sinh(0) + sin(0) = ;(:{;1 + sm<o>) _ %(% + o) _o,
U(0) = %(Cosh(()) —cos(0)) = %<e2(—;1 — cos(O)) = %(% — ) =0,
1
2
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jedind nenulova funkce S(0), proto budou konstanty Cs a Cy nulové.

Na konci nosniku ve vzdalenosti x = L jsou redukovany rovnice (4.37¢) a (4.37d) na
soustavu rovnic o dvou nezndmych parametrech

0 = [CLU(BL) + CoV (BL)), (4.39)
0 = [CyT(BL) + CoU(BL)), (4.40)

kterou lze prepsat do maticové podoby

U
() V) [e] o) oy
T(BL) U(BL)| |Ca 0
zjednodusené jako
Ax =b. (4.42)

ResSeni

Konstanty C; a Cy vyjdou nulové v pripadé trivialniho feseni, kdy vektor neznamych x
odpovida nulovému vektoru o. Netrividlni feSeni soustavy (4.42) nastane tehdy, jestlize je
determinant matice A roven nule

det A = 0 = [U*(BL) — V(BL)T(BL)] = 0, (4.43)

po dosazeni a matematickych tpravach vyjde

A2_B2

[(Cosh(BL) - COS(BL)) —<sinh(BL) - sin(ﬁL)) <sinh(BL) + sin(ﬁL))

(A-B)?2 (AZB) (A1B)

=0

N | —

cosh?(3L) — 2cosh(BL) cos(SL) + COSQ(BL)—<Sinh2(BL) — sinz(BL)> =0
cosh?(BL) — 2 cosh(BL) cos(BL) + cos?(BL) — sinh?*(BL) 4 sin?(BL) = 0. (4.44)
Pro goniometrické a hyperbolické funkce plati nasledujici vztahy

sin?(BL) + cos*(BL) = 1, (4.45)
cosh*(BL) — sinh?(BL) = 1, (4.46)

tzv. goniometrickd, respektive hyperbolicka jednicka. Aplikaci predeslych vzorct je rovnice
(4.44) vyrazné zjednodusena na

cosh?(BL) — sinh?®(BL) + cos*(BL) + sin?(BL) —2 cosh(BL) cos(BL) = 0
=1 =1

2 — Zcosh(BL)cos(SL) =0 =1 — cosh(BL) cos(SL) = 0 (4.47)

transcendentni [19] rovnici, kterou nelze vyjadrit jako polynom.
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Vysledné frekvenéni rovnice (4.47) nemd analytické feSeni, a proto je TeSeni hledéno
numericky iteracnim postupem. Z néhoz vyjde k feseni konstanty 3, z kterych jsou vypo-
¢itany k vlastnich thlovych frekvenci ze vztahu (A.18).

K urceni jednotlivych tvari kmiti wy je zapotiebi vypocitat konstanty C a Cy, které
nelze explicitné spocitat kvili linedrni zavislosti obou rovnic. Jednd se o analogii k pro-
blému vlastnich hodnot, tudiz je jedna konstanta zvolena a druha dopocitana.

[Ci=1]: CQU(BL)+ CoV(BL) =0 — |Cy = —ggg’i; (4.48)

Vypoditané konstanty jsou dosazeny do piivodni rovnice tvaru kmitu (A.16). ReSenfm
k-tého vlastniho ohybového tvaru kmitu volného nosniku je

wi(z) = C19(Brx) + CoT (Brz) = S(Brz) — gEEZE;T(ﬁkx), k=1,2,... (4.49)
respektive
wi(x) = % Kcosh(ﬁkx) —cos(Bm:)) — <:§EE§:§; : ;Or?((g,:f))) <sinh(5kx) —}—sin(ﬁkx))] .

(4.50)
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5 Experimentalni modelovani

Podle [20] se oznacuje experimentalni mechanika jako védni obor, ktery k feseni problémi
pouziva experimentalni modelovani. V oblasti mechaniky patii mezi hlavni ikoly experi-
mentalni mechaniky ziskavani vstupnich dat pro vypoctové modelovani [21]. Kvalita dat
vyrazné ovliviiuje efektivnost vypoctového modelovani a stava se limitujicim faktorem pri
vyuziti metody konec¢nych prvki.

Jak je uvedeno v [21] pouziti experimentalniho modelovani piinasi fadu vyhod v po-
dobé:

e Ovérovani vysledkt vypoctového modelovani

e Nahrazeni vypoctu (analytického, numerického)
e Monitorovani a diagnostiky

e Ziskavani novych znalosti

Struktura teorie experimentu je detailné popsana v literatufe [20] a [2]. V této diplo-
mové praci jsou realizovany dva experimenty.

1. Zkouska c¢tyrbodovym ohybem

2. Experimentalni modalni analyza (EMA)

Protoze se jedna o zndmé zkousky, neni potieba aplikovat teorii planovani experimentu.

5.1 Zkouska ¢tyrbodovym ohybem

Pro stanoveni ohybové tuhosti rotorového paketu je pouzita zkouska ¢tyrbodovym ohybem
pro ruzné lisovaci sily, které jsou vyvolany prislusnym dotazenim zavitovych tyci. Pred
zkouskou jsou vypocitany, respektive stanoveny nasledujici parametry pro zavitové tyce:

a) Maximalni dovolend hodnota lisovaci sily

(
(

)
b) Tlak ve stykové plose zavitu
(¢) Soucinitel treni

)

(d) Utahovaci moment

Déle je navrzena modifikovand stahovaci deska (obr. 5.1) s trojndsobnou tloustkou a vét-
sim pruamérem, kterd je umisténa na konec paketu misto puvodni stahovaci desky, aby
silomér dosedal na celou plochu modifikované stahovaci desky (viz obr. 5.2) a plnil svou
funkci spravné.

Experiment je proveden v laboratori istavu mechaniky téles. Postup zkousky a pouzita
pristrojova technika jsou popsany v kapitole 5.1.2.
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Obrazek 5.1: Modifikovana stahovaci deska pro zkousku ¢tyfbodovym ohybem

5.1.1 Vypocet vstupnich parametri

K slisovani plechti v rotorovém paketu jsou pouzity 4 zavitové tyce M8x1,25 DIN 975
s pevnosti 8.8, které jsou pozinkované. Z t¥idy pevnosti 8.8 [22] lze stanovit smluvni mez
kluzu jako Rpya =8 -8 - 10 = 640 MPa.

Rozméry metrického zavitu M8x1,25 jsou dostupné z normy CSN ISO 261 [23]:
Tabulka 5.1: Zakladni rozméry zavitu M8 s hrubou rozteci. Piedloha z [23, s. 12]

Zikladni rozméry metrického zavitu [mm)]

Jmenovity pramér Roztec Priméry zavitu
zavitu d hruba d=D dz = D2 dl = D1 dg
8 1,25 8,000 7,188 6,647 6,466

a) Maximalni dovolena hodnota lisovaci sily

Stanoveni maximalni hodnoty lisovaci sily je nezbytné k tomu, aby nedoslo k strzeni zavitu
na zavitové tyci pri pouzitém utahovacim momentu.

Mezni podminkou pro vypocet dovolené hodnoty lisovaci sily je mezni stav (MS) pruz-
nosti. Pii dosazeni tohoto stavu vznikaji v télese prvni makroplastické deformace, jejichz
velikost je predepsand smluvné [24].

Vypocet lisovaci sily je proveden pro dvé varianty. V prvni je pouzit defini¢ni vztah [12]
pro normalové napéti

[MPa] (5.1)

o=—,
S
do kterého je dosazeno za napéti smluvni mez kluzu a za plochu obsah kruhu pro nejmensi
prumér zavitu, tedy ds

rds” 76, 466°

Fynaz = 05 = Rpoa—— = = 21015,6N. (5.2)
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Koeficient bezpecnosti k MS pruznosti je zvolen jako k, = 2. Maximalni dovolena
hodnota lisovaci sily v prvnim ptipadé vyjde

Finae 210156

Fro—
L1 k'k

=10507,8N ~ 10kN. (5.3)

Protoze je k vypoc¢tu plochy kruhu S v rovnici (5.2) pouzit nejkonzervativnéjsi pramér
zavitu, vysledna hodnota lisovaci sily je mensi nez sila, kterou lze oc¢ekavat pri dosazeni
MS pruznosti v zavitové tyci.

V druhé varianté se vychazi z némecké normy VDI 2230 [25] pro sroubové spoje, ktera
predepisuje montazni silu F); a utahovaci moment M, pri dosazeni 90 % smluvni meze
kluzu ¢ pro konkrétni hodnoty koeficienti tfeni mezi zavity pg a matice g .

Koeficienty tieni pro zinkované povlaky jsou prevzaty z normy [25, s. 114] ze skupiny
D, ktera ma rozsah hodnot v rozmezi ;x = 0,2—0, 35. Pro danou tlohu je zvolen pug = 0, 24.
Pro zavit M8 s tridou pevnosti 8.8 a koeficientem treni 0,24 vyjde montazni sila z [25, s.

109] ve tvaru
Fip = 15,5 kN, (5.4)

Pro nejmensi hodnotu koeficientu tieni 0,08, kterd je k dispozici v normé VDI 2230 [25,
s. 109], vyjde velikost montazni sily 19,5 kN. Z vysledku je patrné, ze hodnoty koeficientii
treni vyrazné ovliviuji velikost lisovaci sily.

b) Tlak ve stykové plose zavitu

Kontrola zavitu na otlaceni je provedena z divodu, aby nedoslo k opotfebeni a otlaceni
matice pii pouziti vypocitanych lisovacich sil z rovnic (5.3) a (5.4).
Podle literatury [26, s. 427] 1ze definovat tlak v zavitech uzitim nasledujiciho vzorce

B F
b= wdon, Hy
kde n, je pocet zaviti v matici, ktery lze vypocitat jako podil vysky matice m a roztece
zavitu P

< o, MPa] (5.5)

n: =5, -] (5.6)

a Hi je tzv. nosna vyska zavitu, ktera je definovana jako délka primeétu dotykajicich se
profiltt vnéjsiho, respektive vnitiniho zavitu

H, = . mm| (5.7)

K stazeni zavitovych tyci jsou pouzity Sestihranné matice 6HR, jejichz vyska je v rozsahu
6,44 — 6,8 mm, viz ISO 4032 [23, s. 96]. Vyska matice je zvolena jako stfedni hodnota
daného rozsahu, tedy m = 6,62 mm.

Pocet zaviti v matici, respektive nosna vyska zavitu vyjde pro danou tlohu

_d—D;  8-6,0647
2 2

n _@_6,62;
P 1,25

53~5  H

= 0,68 mm. (5.8)

6V prepoctu na koeficient bezpeénosti se jedné o piibliznou hodnotu k = 1,11.
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Pocet zavitti musi vychéazet celé ¢islo. Zaokrouhlenim hodnoty n, doli je uvazovan kon-
zervativnéjsi vypocet tlaku v zavitech.

Hodnota dovoleného tlaku pp je stanovena na zakladé pouzitych mechanickych vlast-
nost{ Sroubu a matice’, ktera je k dispozici z normy® CSN EN ISO 898-1 [27, s. 398]. Pro
ocelovou matici s tfidou pevnosti 8.8 odpovida dovoleny tlak hodnoté pp = 150 MPa.

Pro jednotlivé varianty lisovacich sil vyjdou tlaky v zavitech ve tvarech

s 10-10° = 130,2 MPa < 150 MPa = Vyhovuj (5.9)
pr— — - 0 e .
PY= Sdgn.H, ~ 7-7,183-5-0,68 o ha a = Vyhovuj
Fi 15,5-10° .
P2 = - = 201,9 MPa > 150 MPa = Nevyhovuje (5.10)

rdyn,H, 7-7,188-5-0,68

Z obdrzenych vysledku je patrné, ze pro hodnotu lisovaci sily z normy VDI [25] by doslo
k prekroc¢eni mezni podminky dovoleného tlaku’. Tlak v zdvitech by zptisobil otlaceni
a opotiebeni zavitu. Také by mohl zapricinit Spatnou funkcénost zavitové tyce.

c) Soucinitel tfeni

Velikost koeficientu tfeni ovliviiuje lisovaci silu a utahovaci moment. Jak bylo zminéno
vyse, v literature [25] se pohybuji hodnoty koeficientu tfeni pro zinkované povrchy srou-
bovych spoju v rozsahu 0,2 — 0,35. V ucebnici Shigley [26, s. 450] lze najit soucinitel
utahovaciho momentu K pro pozinkovany povrch, ktery ma velikost K = 0, 2. Z divodu
odlisnych hodnot soucinitelti tieni je vypocitano vice variant utahovacich momenti.

d) Utahovaci moment

V prvnim piipadé je stanovena velikost utahovacitho momentu z rovnice (5.11), ktera je
dostupnd v ucebnici konstruovani strojnich soucasti [26, s. 449

M = KFd, Nm] (5.11)

kde K je soucinitel utahovaciho momentu, F; predpéti ve sroubu a d vnéjsi prameér zavitu.

Utahovaci momenty pro soucinitele tfeni z normy VDI [25] pro pozinkované povrchy
vyjdou nasledovné

M, = K{F;;d=0,2-10-10"-8-10 > = 16 Nm, (5.12)
My = KyFyd=0,35-10-10"-8 - 10 °= 28 Nm. (5.13)
Vypocet utahovaciho momentu podle némecké normy [25, s. 67] zahrnuje v rovnici (5.14)

pouzitou matici a koeficienty t¥eni pro zavit, respektive matici oproti vztahu (5.11), ktery
pouziva misto téchto koeficientii soucinitel utahovaciho momentu.

Dk,
My = Fy <0, 16P + 0, 58dapic; + %w) [Nm] (5.14)

vvvvv

jak sroub.

8Norma je dostupna z roku 2005. V nové&jsi verzi normy se tabulka s dovolenymi tlaky mtiZe nachazet
v jiné sekci, nez je uvedeno v strojnickych tabulkich [27].

9P¥i pouziti vyssiho poctu zévitu v matice n, = 6 vyjde p; = 108,5MPa a p, = 168, 2MPa. Platnost
vysledkt ztistane stejnd jako u konzervativniho pristupu s mensim poctu zavita v matici.
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V rovnici (5.14) predstavuje veli¢ina Dy, efektivni primér tiecitho momentu na hlavé
sroubu a je vypocitana jako

. dW + Da
==
kde dy je primér dosedaci plochy a D, primér srazeni. Tyto rozméry jsou dostupné pro
pouzitou matici v ISO 4032 [23, s. 96]. Efektivni primér tfeciho momentu vyjde

Diem (5.15)

dw + D, 11,6 +8,75

dw = 11,6 mm, Dy =875mm =  Dgn=—7 :

= 10,2 mm.

(5.16)
Pri vypoctu utahovacich momentt jsou predpokladany stejné hodnoty souciniteli tireni
pro matici a Sroub (ug = pix)-

10,2-10°°

M3=10-103<0,16-1,25+0,58-7,188-10‘3-0,2+ 5

0, 2) = 20,5Nm
(5.17)

3 I 10,2-107° ,
My =10-10°( 0,16 1,25 40,58 - 7,188 10+ 0,35 + ————-0,35 | = 34,4Nm
(5.18)

Obdrzené utahovaci momenty stanové rozdilnymi metodami ukazuje tab. 5.2, kde p
predstavuje pouzity koeficient tieni.

Tabulka 5.2: Porovnani vypocitanych utahovacich momentt

Utahovaci momenty pro Fj; [Nm]
Shigley VDI 2230
pl=] Mg [Nm] My [Nm] A [%]

0,20 16,00 20,50 21,95
0,35 28,00 34,40 18,60

Pri praktickém pouziti utahovaciho momentu mize dojit jesté k vétsim odchylkam od
vypocitanych hodnot z divodu mnoha faktori, jako jsou vady v materidlu, nepresnost
vyroby nebo degradace vyrobku.

5.1.2 Realizace experimentu

Jak bylo zminéno vysSe, experiment je proveden v laboratori mechanickych zkousek ma-
terialu, kterou provozuje tstav mechaniky téles. Tato laborator je vybavena zkusebnim
strojem ZWICK Z 020-TND, ktery je pouzit pii zkousce ¢tyrbodovym ohybem.

K utazeni matic na zavitovych ty¢i je pouzit momentovy kli¢c. Aby byla ovérena velikost
lisovaci sily Fz; = 10 kN, je pod jednou matici silomér LC8150 Series Donut Load Cell
28], ktery dosedd na modifikovanou stahovaci desku (obr. 5.1). Rotorovy paket ukazuje
obr. 5.2, kde jsou v detailu zobrazeny stahovaci desky a silomér. Konce zavitovych tyci
u modifikované stahovaci desky jsou zkorodované, protoze byly manualné zkraceny kvuli
nadmeérné délce.
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Obrazek 5.2: Rotorovy paket se stahovacimi desky a se silomérem

Experimentalni sestavu pro ¢tyrbodovy ohyb ukazuje obr. 5.3.

Obrazek 5.3: Experimentalni sestava pro ¢tyrbodovy ohyb
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Postup méreni

V prvnim kroku je utahovaci kli¢ nastaven na velikost utahovaciho momentu M, = 35
Nm, pri kterém silomér zméril silu v sSroubu F,.; = 10 kN. Poté je rotorovy paket prenesen
na zkusebni stroj a polozen na I profil o dvou podporach, které jsou umistény symetricky
vici sobé. Druhy I profil je polozen na paket obdobné jako prvni. Rozmisténi podpor re-
prezentuje namahani ¢tyrbodovym ohybem. Posuvem pri¢niku je tlacena sila do I profilu,
jejiz velikost vzroste na predem stanovenou hodnotu F,;, = 20 kN. Uprostied spodnich
podpor je umistén ichylkomér (obr. 5.4), ktery snimd maximalni prihyb rotoru.

Tento algoritmus je realizovan pro dalsich 5 méreni, kdy jsou zmensovany velikosti
utahovacich momentt vzdy po 5 Nm. Vysledky méreni jsou zaznamenany do tab. 5.3.

Obrazek 5.4: Uchylkomér pro sniméni prihybu

Tabulka 5.3: Parametry experimentalni zkousky c¢tyrbodovym ohybem

¢. méfeni [—] M, [Nm|] F,uq [kN]  Fy [kN]  weyp [mm]
1. 35,00 10,00 2000 0,44
9. 30,00 730 20,00 0,52
3. 95,00 680 1930 0,78
4. 20,00 5,00 11,60 0,55
5. 15,00 4,00 790 0,42
6. 10,00 2,60 480 035
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Rozdilné velikosti radialni sily F;, jsou zpusobeny vzajemnym posuvem plecht v po-
délném a v pricném sméru. Od tiretitho méreni sila nedosdhla nastavené velikosti 20 kN,
ale skoncila na riznych hodnotach uvedené v tab. 5.3.

5.1.3 Zpracovani namérenych dat

Zkusebni stroj zapisuje vertikalni posuv priéniku u v zavislosti na zatézujicich silach Fj.
Jednotlivé pribéhy ukazuje obr. 5.5, kde je zobrazen detail rotorového paketu s posunu-
tymi plechy. Pfed prvnim meérenim je ovéren chod stroje na prazdno, ¢imz je stanovena
tuhost samotného stoje s pripravkem pro ¢tyrbodovy ohyb, s kterou je dédle pocitano pri
vypoctu celkové tuhosti rotoru. Tento pritbéh znazornuje v obr. 5.5 zavislost sily F),.

20000

18000

16000

14000

12000

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
u [mm]

Obrazek 5.5: Graficky zdaznam z obdrzenych dat ze zkousky c¢tyrbodovym ohybem

Protoze vsechny zavislosti sil maji z velké ¢asti linedrni charakter, k statistickému
zpracovani dat je pouzita linearni regresni analyza. Vzniklé nelinearity na zacatku kazdého
meéreni jsou zplisobeny posuvem pri¢niku k hornimu I profilu pted jejich dotykem. Regresni
funkce je predpokladana ve tvaru primky. K odhadim regresnich koeficientii je pouzita
metoda nejmensich ¢tverclt. Z této metody jsou urceny jednotlivé tuhosti a nasledné
stanoveny ohybové tuhosti rotoru.

Experimentalni sestava (obr. 5.3), ktera je slozena z rotoru, zkusebniho stroje a podpor,
predstavuje sériové zapojeni pruzin [29], jejiz vyslednou celkovou tuhost lze stanovit podle

vztahu
SR (5.19)
kcel krot kstroj , ‘
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kde k. je celkova tuhost sestavy, k¢ tuhost rotoru a Kg..; tuhost zkusebniho stroje pii
chodu na prazdno. Z predchozi rovnice vyjde po tpravach ohybova tuhost rotoru jako

ket * Kstro;
hyop = 0o IN-mm™] (5.20)
kstroj - kcel
Vypocitané ohybové tuhosti rotoru s odpovidajicimi maximdalnimi prihyby w,., jsou za-
znamenany do tab. 5.4. V grafickém zobrazeni tuhost reprezentuje smérnici ptimky viz.
obr 5.6.

Tabulka 5.4: Ohybové tuhosti rotorového paketu stanovené ¢tyrbodovym ohybem

¢. méfeni [—] ko [N-mm™]  w,, [mm]
1. 40 523,7 0,49
2. 452028 0,44
3. 36 806,7 0,52
4. 23396,5 0,50
5. 17655,1 0,45
6. 114613 0,42

30000 T T T T T T

25000

20000

15000

F[N]

10000

5000

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
u [mm]

Obrazek 5.6: Linearni regrese experimentalnich dat

Vypocet ekvivalentniho modulu pruznosti

7 experimentélnich dat vyslo najevo, ze zavislost mezi zatézujici silou a posuvem je témer
linearni. Rotorovy paket splnuje prutové predpoklady, které jsou popsané v literature
[13]. Z téchto divodil lze pouzit zminéna data v odvozené rovnici priuhybové ¢ary (4.35)
v maximalnim prihybu, z které je inverzné vyjadien ekvivalentni modul pruznosti

1 1 1 1
E,., = —Fab® + =Fa® + = Fa*b MP 5.21
q Totmm <8 ab® + 3 a’® + 5 a“b |, [MPa] ( )
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kde proménné veli¢iny jsou zatéZujici sila’’ F' a maximalni prithyb w,,q..

Ekvivalentni modul pruznosti je spocitan pro dvé varianty. V prvni jsou pouzity pri-
hyby z tichylkoméru stanovené ze zkousky a sila zkusebniho stroje. Druha metoda vychazi
z regresné urcenych hodnot, kdyz je vypocitdna maximélni velikost prithybu z funkéni za-
vislosti (F' = kx) pro pouzitou silu stroje. Stanovené hodnoty modulu pruznosti pro prvni
variantu Fj.q a drubou E,., jsou zapsany v tab. 5.5. Zavislost lisovaci sily na zminénych

modulech ukazuje obr. 5.7.

Tabulka 5.5: Ekvivalentni moduly pruznosti ze zkousky ¢tyrbodovym ohybem

¢. méfeni [—] Fyy [kN]  Ehoq [MPa] E,.y [MPa] | AE | [%]
1. 40,0 128524 11540, 114
2. 29,2 10875,1 128524 15,4
3. 97,2 69963  10494,5 33,3
1. 20,0 59635 65599 9.1
5. 16,0 5318.4 4963,9 7.1
6. 10,4 3877.7 39315 20,0
14000 T T T T T T T T
+ Ehod O +
1200 O E, o 1
ot
10000 .
= 8000 f -
= +
W 6000 | Q -
4000 1 3 .
2000 1 i
O 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000

Obrazek 5.7: Porovnani ekvivalentnich modull pruznosti stanové ¢tyrbodovym
ohybem

Nejvetsi odchyleni hodnot nastalo pri 3. méreni. Hodnota prihybu dosahuje svého ma-
xima pri pouziti ichylkoméru. S nejvétsi pravdépodobnosti se jedna o chybnou hodnotu,
kterou mohla zptisobit fada faktort, jako je Spatné nastaveni tichylkoméru, nesymetrické
rozmisténi horniho nebo spodniho I profilu nebo zac¢atek posunuti plecht vici sobé.

10V kapitole 4.2 je schéma ¢tyfbodového ohybu pro silu F, aby byla dodrZena pouzité konvence, musi

Foh

platit =F.
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Na zavér jsou vykresleny pruhybové ¢ary (obr. 5.8) ve 3D v zdvislosti na ekvivalentnich

modulech pruznosti Ej.q, respektive E,.4, délce paketu L a prihybu w.

600
400

6000 200 300
3000 100

E [MPa] 0 o L [mm] E [MPa] 0 o L [mm]

(a) Uchylkomér — Ejoq (b) Regrese — E, ¢,

Obrazek 5.8: Pruhybové c¢ary ve 3D pro ekvivalentni moduly pruznosti

5.2 Experimentalni modalni analyza

K uréeni vlastnich frekvenci a vlastnich tvarti libovolného objektu slouzi experimentalni
modalni analyza. Vyhoda této zkousky je v jednoduchosti a v cené. PTi porovnani se
zkouskou ¢tyrbodovym ohybem neni zapotiebi drahy a robustni zkusebni stroj, ale vystaci
se pouze s modalnim kladivkem, akcelometrem, mérici kartou a vhodnym softwarovym
vybavenim.

Parametry pro zavitové tyce jsou pouzity stejné jako u zkousky ¢tyrbodovym ohybem
(viz kapitola 5.1.1). Samotny experiment je uskutecnén v prostorech tstavu vyrobnich
stroji, systémi a robotiky, ktery disponuje vysokozdviznym vozikem. Na tento vozik jsou
zavésena lana, ktera reprezentuji volné ulozeni rotorového paketu pro experiment.

5.2.1 Popis experimentu

Zacatek experimentu probiha obdobné jako u zkousky c¢tyrbodovym ohybem. Matice na
zavitovych ty¢i jsou utazeny pomoci momentového klice. Na jednom konci paketu je umis-
téna modifikovana stahovaci deska se silomérem. Hodnoty utahovacich moment jsou zvo-
leny stejné jako v tab. 5.3. Protoze experiment je realizovan o tfi dny pozdéji, ocekava se
kolisani hodnot lisovacich sil oproti zkousce ¢tyrbodovym ohybem, z divodu koroze mate-
ridlu, zmény mechanickych vlastnosti povlaku na zavitovych ty¢i nebo néariistu soucinitele
tfeni v zavitech.

Experimentalni sestavu ukazuje obr. 5.9, ktera je slozena z modelu, stahovacich desek,
siloméru, mérici karty, akcelometru a lan. Paket je natocen takovym smérem, aby na
horizontalni plose bylo umoznéno pripevnit akcelometr, ktery posila odezvu do pocitace.
Na této plose je vyznaceno pét bodu, pres které je buzen model. K buzeni je pouzito
modalni kladivko. Tento zptisob buzeni je oznacovan jako impulsni buzeni.

Podobné jako u zkousky c¢tyrbodovym ohybem je provedeno dalsich 5 méreni, kdy
jsou zmensovany hodnoty utahovacich momentt vzdy po 5 Nm. Vstupni parametry expe-
rimentalni modalni analyzy jsou zaznamenany v tab. 5.6.
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Akcelometr

Obrazek 5.9: Experimentalni sestava pro EMA

Tabulka 5.6: Parametry experimentdlni modélni analyzy

¢. mefeni [—] M, [Nm| F,,q [kN]

1. 35,0 8,0
2. 30,0 5,6
3. 25,0 45
4, 20,0 4,1
5. 15,0 2,9
6. 10,0 2.3

5.2.2 Analyza namérenych dat

K zapisovani dat je pouzit volné dostupny program OpenModal [30], ktery je navrzen pro
experimentalni modalni zkousky. V tomto programu je model diskretizovan na 7 bodi,
pricemz vzdélenost mezi prvnim a poslednim reprezentuje délku rotoru. Zbylych 5 bodu
je totoznych s body urcené pro buzeni.

Ziskana data, v podobé amplitudy A a frekvence f, jsou pro dalsi zpracovani ex-
portovana do programu Matlab. Protoze v programu OpenModal je uskuteénéna rychla
Fourierova transformace (FFT), hodnoty amplitud jsou obdrzeny pro redlnou a imagi-
narni ¢ast separované. Velikost amplitudy vychéazi z komplexni roviny [31] jako soucet

kvadratu
A=A’ + A’ m-s2] (5.22)
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Amplitudo-frekvencni charakteristiku pro nejmensi velikost utahovaciho momentu uka-
zuje obr. 5.10, kde jsou vyznaceny hodnoty prvnich tii vlastnich frekvenci. Do tab. 5.7
jsou zapsany prvni tii vlastni frekvence pro vsechna méreni.

0.003 T T T T T T

0.0025

0.002

0.0015 |

A [m/s?]

0.001
f, =546 Hz

0.0005 | f1=262Hz

0 200 400 600 800 1000 1200
f [Hz]

Obrazek 5.10: Amplitudo-frekvenc¢ni charakteristika pro M, = 10 Nm

Tabulka 5.7: Vlastni frekvence z experimentdlni modalni analyzy

¢. méfeni [—] fy [Hz] fo [Hz] f3 [He
1. 416 971 1679
2. 388 889 1557
3. 370 833 1486
4. 345 772 1379
9. 313 685 1233
6. 262 546 996

Odhad tlumeni

Jak bylo zminéno v kapitole 4.3.1, k stanoveni tlumeni z experimentalnich dat slouzi rtizné
odhady. Nutno podotknout, ze tyto odhady plati pro kmitani linearnich soustav.

Tlumeni je vyhodnocovano z frekvenéniho prenosu z sitky rezonanéniho pasma. 7 této
metody 1ze ur¢it hodnotu faktoru kvality @ a pomérného ttlumu b,'". Faktor kvality spolu
s pomérnym tutlumem jsou bezrozmérné velic¢iny, které popisuji tlumeni daného modelu.
Vzajemny piepocet lze naleznout v literature [18] a ma ndasledujici tvar

1

©= 20,

=] (5:23)

1V zahraniénich literaturdch napi. [18] nebo [32] se ¢astéji pouZiva symbol ¢ pro oznaceni terminu
damping ratio.
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Sitka rezonancéniho pasma pro druhou vlastni frekvenci z posledniho méfeni je za-
znamenana na obr. 5.11, kde A,,,, je hodnota maximalni amplitudy pro danou vlastni
frekvenci a 0,707A,,.. vymezuje sitku rezonanéniho pasma, kterd déli frekvence na f;

a fg.

0.0008 7

0.0007 7

0.0006

f2

0.0005

0.0004

A [ms™?]

0.0003

0.0002

0.0001

e o o -
oo ———

440 460 480 500 520 540 560 580 600 620 640
f [Hz]

Obrazek 5.11: Sitka rezonan¢niho pasma pro fo pfi M, = 10 Nm

Vypocet faktoru kvality s detailnim odvozenim je k dispozici v [18, s. 77]. Vysledna
podoba zminéného faktoru vyjde

fmaz
~ , — 5.24
Qn -l (520
po dosazeni rovnice (5.23) do predchozi bude pomérny utlum odpovidat tvaru
fo— h
% - -2
by~ ot -l (525)

pouze tehdy, jestlize jsou splnény omezujici podminky (viz literatura [33]) pouzitych pa-
rametra tlumeni

Q < 0,05 b, < 0,05. (5.26)

Pomérné utlumy vypocitané z sitky rezonanéniho pasma pro prvni dvé vlastni frekvence
jsou zapsané v tab. 5.8. Z obdrzenych hodnot je patrné, ze jednotlivé velkosti pomérnych
utlumii jsou mensi nez 0,05.
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Tabulka 5.8: Vypocitané odhady pomérného ttlumu

¢. meteni [—] by [—] bp2 [—]
1, 0,008 0,012
2. 0,012 0,045
3. 0,012 0,016
4. 0,016 0,021
5. 0,017 0,025
6. 0,024 0,042

Z tab. 5.8 si lIze vSimnout, Ze u prvni vlastni frekvence pomérny ttlum b,; roste se
snizujici lisovaci silou, zatimco u druhé vlastni frekvence pomérny atlum by, osciluje.

Stanoveni vlastnich tvaru

V kapitole 4.3.1 byla odvozena frekven¢ni rovnice (4.47) volného kmitajictho nosniku.
7 této rovnice jsou urceny konstanty S pro prut s délkou L reprezentujici délku rotorového
paketu s pouzitymi stahovacimi deskami. Dosazenim vypocitanych konstant §j do rovnice
tvaru kmitu (4.50) vyjdou vlastni tvary rotorového paketu.

Jelikoz z experimentalni modalni analyzy jsou vyhodnocovany prvni tii vlastni frek-
vence, z toho divodu jsou do obr. 5.12 zaznamenany odpovidajici vlastni tvary, které jsou
normované k jednicce.

1

0.8

0.6

0.4
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-0.2
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-0.4

-0.6

-0.8
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Obrazek 5.12: Vlastni ohybové tvary rotorového paketu v roviné x — z

Vypocet ekvivalentniho modulu pruznosti

K vypoctu ekvivalentniho modulu pruznosti je pouzita rovnice (A.18) z ptilohy A, kterd
je prepsana do zakladniho tvaru bez pomocnych veli¢in v podobé pri¢né rychlosti vinéni
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¢, a kvadratického poloméru priifezu j, na podobu

EJ
O =6, 2y 5.27
kdyz plati
Q=27 f. rad -s7']  (5.28)
Po matematickych tpravach vyjde ekvivalentni modul pruznosti v nasledujicim tvaru
2
2 S
Bogp = 205 o123 IMPa]  (5.29)
Bk Jy

Predchozi rovnice nezahrnuje ve vypoctu vliv predpéti v podobé axialni sily. Tuto sku-
tecnost zohlednuje rovnice (5.30) dostupna z literatury [34], kterd plati pouze pro prvni
vlastni tvar a vlastni frekvence podepreného prutu v ose, ktera je kolméa na délku prutu.
Tvar této rovnice lze naleznout v nasledujici podobé

a1 72\’
—) , rad sl (5.30)

Q = 3,6275 .
mLL

kde E je Youngiv modul nosniku, I osovy kvadraticky moment pritezu, T axialni sila,
L délka nosniku a my hmotnost na jednotku délky nosniku, ktera se vypocita jako

mp = kg -m™'] (5.31)

Po tpravach vyjde ekvivalentni modul pruznosti v tahu ve tvaru

_ (2nf)'myL" —3,6275°TL”

E,, =
! 3,6275°4n" 1

[MPa] (5.32)

Stanovené vlastni frekvence z tab. 5.7 jsou pouzity jako vstupy do rovnic (5.29) a (5.32).
Vysledné hodnoty ekvivalentnich moduld pruznosti ukazuje tab. 5.9, kde E; reprezentuje
hodnoty ekvivalentnich moduli pruznosti uréené bez predpéti a Ep, s predpétim.

Tabulka 5.9: Ekvivalentni moduly pruznosti stanové z ohybového kmiténi

¢. méfent [—] Fy, [kN] Ejpq [MPa] E;y [MPa] Efs [MPa] Ep, [MPa]

1. 32,0 119871 8594,8 6686,7  11097.8
2. 224 10427,7 7204,5 5750,2 9649,5
3. 18,0 9482,6 6325,4 52378 8771,7
4, 16,4 8244.5 54329 4510,6 7621,7
5. 11,6 6786,0 4277 4 3606,1 6267,1
6. 9,2 47548 2717,6 2353,0 43804

Z obdrzenych vysledki si lze v§imnout, Ze hodnoty modulii pruznosti pro prvni vlastni
frekvence vychazeji podobné s predpétim i bez néj. Z tohoto divodu jsou ve vypoctovém
modelovani pouzity moduly bez predpéti, protoze pro né jsou znamé dalsi vlastni frekvence
a tvary.
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Pro lepsi grafickou nazornost jsou jednotlivé hodnoty vypocitanych modult £y zna-
zornény do tzv. krabicovych grafi'? (obr. 5.13) s vypo¢itanym aritmetickym primérem

EO.S-
12000 | _—
X E i
10000 | I .
I X
8000 | s X 1
©
o - X
s -
w6000 X I 1
[ =
- x —_—
4000 | ]
X
2000 | i
9200 11600 16400 18000 22400 32000
Fax [N]

Obrazek 5.13: Zavislost axialni sily na modulech pruznosti z ohybového kmitani

Z dosazenych vysledkti ekvivalentnich modult pruznosti stanovené z ohybového kmi-
tani volného nosniku vyplyva, ze se zvysujicimi vlastnimi frekvencemi klesa tento modul.
V dalsim vyhodnocovanim jsou pouzivany hodnoty pro prvni vlastni frekvence Ey.

5.3 Porovnani vysledkt

Porovnani vypocitanych reprezentativnich hodnot modulii pruznosti z experimentalnich
zkousek v zavislosti na lisovacich silach ukazuje tab. 5.10 a obr. 5.14.

Tabulka 5.10: Porovnani ekvivalentnich modulti pruznosti z experimentalnich zkousek

4b ohyb EMA
& méfeni [—] Foo [KN]  E, [MPa] Fup [kN] E;y [MPa] |AE|[%]
1. 40,0  11540,9 32,0 119871 3,7
2. 29,3 128524 224 104277 23,3
3. 272 104945 18,0 9482.6 10,7
4, 20,0 6559, 16,4 8244.5 20,4
5. 16,0 4963,9 11,6 6786,0 26,9
6. 10,4 3231,5 9,2 47548 32,0

12Jak je uvedeno v literatuie [35], krabicové grafy neboli boxploty slouzi ke grafickému zobrazeni dat
pomoci kvartila. Standardné se pouziva 3. kvartil pro horni ohraniceni a 1. kvartil pro spodni, pficemz
mezi nimi lez{ medidn. Pro malé mnozstvi dat je zvolena misto medianu stfedni hodnota.

59



Filip Lekes

1 4000 T T T T T T T T

12000

10000 .

8000 O .

E [MPa]
o)
+

6000 .

4000 .

2000 1 .

0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000

F.x [NI

ax

Obrazek 5.14: Reprezentativni ekvivalentni moduly pruznosti stanovené
z experimentalnich zkousek

Nejmensi rozdil hodnot nastal pfi maximalni lisovaci sile, kterd je odlisSna pro dany
typ zkousek. Naopak k nejvétsimu rozptylu hodnot doslo pfi miniméalni lisovaci sile.

Vsechny vypocitané ekvivalentni hodnoty ekvivalentnich modul pruznosti z experi-
mentalnich zkousek v zavislosti na lisovaci sile zobrazuje obr. 5.15.
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Obrazek 5.15: Ekvivalentni moduly pruznosti stanovené z experimentalnich zkousek
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6 Vypoctové modelovani

Cilem této kapitoly je proveérit moznosti vypoctového modelovani chovani rotorovych pa-
ket modelovanych pomoci homogenniho vélce s ekvivalentnim modulem pruZnosti E,,.
Jak je uvedeno v literatute [2] vypoctové modelovani 1ze rozdélit na vypoctové modelovani
klasické, simula¢ni, optimalizacni a citlivostni analyzu. V predkladané diplomové praci je
pouzito klasického vypoctového modelovani a optimalizace pomoci varia¢niho pristupu
metodou konec¢nych prvki.

V prvni ¢asti je provedena staticka analyza pro ¢tyrbodovy ohyb, kdyz je pouzit po-
loviéni model geometrie z diivodu symetrie. Pro rtizné varianty ekvivalentnich modult
pruznosti jsou vyhodnocovany maximalni prihyby, které jsou nasledné porovnany s ex-
perimentélné zjisténymi. Druhy pripad je vénovan modalni analyze, kdyz je nejdiive rea-
lizovana pro samostatny rotorovy paket, z kterého jsou stanoveny vlastni frekvence, jejiz
optimalizaci je hleddna nejlepsi shoda s vypocitanymi moduly pruznosti (modélni ana-
lyza I). Zavérem je provedena modalni analyza paketu nalisovaného na hiideli, z které
jsou urceny kritické otacky rotoru v zavislosti na lisovaci sile (modalni analyza II).

6.1 Modely geometrie

Vsechny modely geometrie jsou slozeny ze ¢tyt zavitovych tyci a matic. Déle pak z ptuvod-
nich stahovacich desek a samotny rotorovy paket je modelovan jako valec se zkosenymi
podélnymi plochami. Pro statickou analyzu lze pouzit polovicni model geometrie (obr.
6.1b), zatimco pro prvni modalni analyzu je zapotiebi pouzit cely model (obr. 6.1a).
U druhé modalni analyzy pribude k ptivodnimu modelu geometrie hiidel (obr. 6.1c).

Pro zminéné analyzy je pouzita hodnota soucinitele treni v zavitovych ty¢i f = 0,3;
kterad je stanovena na zakladé kapitoly 5.1.1.

7

(a) Model geometrie pro modalni analyzu I (b) Model geometrie pro statickou analyza

-
7

z

(c) Model geometrie pro modélni analyzu II

Obrazek 6.1: Modely geometrie rotorového paketu pro jednotlivé analyzy
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6.2 Modely materialu

Vsechny komponenty soucéasti jsou modelovany homogennim izotropnim linearné elastic-
kym modelem materidlu. Pro zavitové tyce, stahovaci desky a hridel je zvolen model ma-
terialu v podobé bézné konstrukéni oceli, kdezto u rotorového paketu jsou pouzity stejné
materidlové charakteristiky jako u oceli s vyjimkou modulu pruznosti. Velikost tohoto
modulu je v rozmezi hodnot podle velikosti lisovaci sily a pouzité metody. Materidlové
charakteristiky obou modeli jsou zapsané v tab. 6.1.

Tabulka 6.1: Materidlové charakteristiky modeli rotorového paketu

pl=] plkg-m™  E[MPa

Ocel 0,3 7850 210 000
Rotorovy paket 0,3 7850 3000 — 13000

6.3 Diskretizované modely

Pro tvorbu konec¢noprvkovych siti jsou zvoleny objemové prvky typu SOLID 186 (obr.
6.2) a 187, které se lisi v poctu uzli, kde prvni jmenovany méa dvacet a druhy deset
uzlt. Tento typ prvki je charakterizovan tfemi stupni volnosti v kazdém uzlu, konkrétné
se jedna o posuvy v osach z, y a z. Velikost elementi je globalné zvolena na 6 mm,
u stahovacich desek na 4 mm a pro zavitové tyce na 3 mm.

Do tab. 6.2 jsou zapsany pocty uzli a elementti vytvorenych siti jednotlivych analyz.
Samotné konec¢noprvkové sité ukazuje obr. 6.3.

Tabulka 6.2: Parametry konec¢noprvkovych siti

Pocet uzli [—] Pocet elementt [—]
Staticka analyza 127161 38071
Modalni analyza 1 246011 74 230
Modalni analyza I1 187047 60 752

Obrazek 6.2: Objemovy prvek SOLID 186
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(a) Diskretizovany model modalni analyzy I (b) Diskretizovany model statické analyzy

(c) Diskretizovany model modélni analyzy 11

Obrazek 6.3: Diskretizované modely rotorového paketu pro jednotlivé analyzy

6.4 Staticka analyza

Jak bylo zminéno vyse, pro statickou analyzu je vyuzit poloviéni model geometrie (obr.
6.1b). Z diavodu pouzité symetrie je zamezeno vsem uzlim na roziiznuté plose posuvu
ve sméru osy = a y. Aby bylo dosazeno ¢tyrbodového ohybu, jsou predepsany nulové
horizontalni posuvy a silové zatizeni v ose z na horni, respektive dolni plose zkoseného
valce — viz obr. 6.4. Do jednotlivych sroubt je nastaveno predpéti o konstantni hodnoté
ve sméru osy x z tab. 5.3. PTi vypoctu je uvazovana standardni hodnota gravitacniho

zrychleni v zaporném sméru osy z.

—

Foh

2 g’l
Fazl
. U, =0
Fazl UyZO

z
°
v
X

Obrazek 6.4: Model okrajovych podminek a zatiZzeni pro statickou analyzu

u, =0
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6.4.1 Priahyby rotorového paketu

Prihyby paketu jsou vyhodnocovany na spodni hrané modelu (obr. 6.5) v nejvzdalenéjsim
misté od stahovaci desky:.

Type: Total Deformation
Unit: mm

0,33532 Max
H 0,29838
0,26145

0,22451

0,18758
0,15065
0,11371
0,076777
0,039842

0,0029081 Min

0,00 50,00 100,00 (mm)

25,00 75,00

Obrazek 6.5: Celkovd deformace rotorového paketu pro E,.4q

Dosazené hodnoty maximalnich prihybi pro rozdilné velikosti lisovacich sil a ekviva-
lentnich moduli pruznosti jsou zaznamenany v tab. 6.3.

Tabulka 6.3: Prihyby rotorového paketu vypocitané metodou konecénych prvka

Fozo [kN]  F,, [kN]  Epoq [MPa]  E,, [MPa]  wpeq [mm]  w,e, [mm]

40,00 20,00 12852,37 11 540,90 0,29 0,32
29,30 20,00 10875,08 12 852,37 0,35 0,30
27,20 19,30 6 996,30 10494,45 0,48 0,35
20,00 11,60 9963,50 6 559,85 0,34 0,32
16,00 7,90 5318,43 4 963,87 0,26 0,28
10,40 4,80 3877,74 323145 0,22 0,26

Na prvni pohled je patrné, ze vypocitané pruhyby metodou konecnych prvka jsou
vyrazné mensi nez hodnoty ziskané z experimentalni zkousky ¢tyrbodovym ohybem (tab.
-

5.3) a z pouzitych analytickych vztahu (tab. 5.4). Pro porovnani jednotlivych metod
stanoveni prihybii jsou zapsany maximalni prithyby do tab. 6.4.

Tabulka 6.4: Porovnani ekvivalentnich modult pro rizné metody 4b ohybem

Prihyb w [mm)]

Ekv. modul £ [MPa] Experiment  MKP | Aw | [ %]
Ehod Ereg Whod Wreg Whod Wreg | Afwhod | | A’wreg |

12852,37 11540,90 044 049 0,29 0,32 65,91 61,54
10875,08 1285237 052 044 0,35 0,30 67,31 64,36
6 996,30 1049445 0,78 052 048 0,35 61,54 63,35
5 963,50 6559,.85 055 050 0,34 0,32 61,82 61,26
5318,43 4963,87 042 045 026 0,28 61,90 59,39
3877,74 323145 035 042 022 0,26 62,86 58,93
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7 obdrzenych vysledkt ze statické analyzy lze konstatovat, ze ekvivalentni moduly
pruznosti stanové z experimentalni zkousky c¢tyrbodovym ohybem nabyvaji vyssich hod-
not nez u metody konec¢nych prvki, kde vypocitané priuhyby vychézeji priblizné o 60 %
mensi nez z experimentalnich dat. Tyto znac¢né rozdily mtzou byt zptisobeny napiiklad
vlivem posouvajici sily na pri¢ny prifez, ktery nezohlednuje pouzita rovnice prihybové
cary (4.13); nesplnéni prutovych predpokladi vazbovych a zatézovacich nebo nedodrzeni
vzdalenosti mezi profily u ¢tyrbodového ohybu pri experimentu.

6.5 Modalni analyza I

Prvni modélni analyza slouzi k urceni vlastnich tvari a vlastnich frekvenci. Tato analyza
byva oznacovana jako Pre-Stressed Modal Analysis a je slozena ze dvou ¢asti, jak plyne
z nazvu — ze statické analyzy s pfedpétim a z modalni analyzy.

Do zavitovych tyc¢i je predepsano predpéti o celkové velikosti F,,, z tab. 5.9. Aby bylo
zamezeno pohybu ve sméru zavésnych lan (viz obr. 5.3), musi byt predepsana okrajova
podminka u, = 0 na vnitinich pramérech obou stahovacich desek. Z divodu mozné rotace
modelu kolem své osy je uprostied paketu na vnitinim primeéru zafixovana rotace v ose
x spolu s posuvem. K dosazeni statické urcitosti jsou aplikovany na stahovaci desky slabé
pruzné ¢leny s tuhosti k¥ = 1 Nmm ™! v ose z. P¥i vypoétu je uvaZovana standardni hodnota
gravitacniho zrychleni v zaporném sméru osy y.

Faz

Uy
P

0
0

k; =1 Nmm™!

Obrazek 6.6: Model okrajovych podminek a zatizeni pro modalni analyzu I

6.5.1 Vlastni tvary a frekvence rotorového paketu

V kapitole 5.2.2 byly vykresleny prvni t¥i vlastni tvary do obr. 5.12 v roviné x — z. Vlastni
frekvence z experimentalni modalni analyzy jsou vyhodnocovany v roviné y — z, z toho
divodu jsou vlastni tvary (obr. 6.7) a vlastni frekvence uréovany v této roviné.

V prvni ¢4sti je realizovana modalni analyza s ekvivalentnimi moduly pruZznosti Eyq
z tab. 5.9. Vystupem této analyzy jsou vlastni frekvence, které jsou porovnany s experi-
mentalnimi hodnotami z tab. 5.7. Naslednou optimalizacni metodou Screening, ktera je
zabudovana v programu ANSYS Workbench, jsou vypocitany ekvivalentni moduly pruz-
nosti optimalizované pro prvni vlastni frekvence. Vysledné hodnoty téchto modult jsou
zapsané v tab. 6.5.
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(a) 1. vlastni tvar (b) 2. vlastni tvar

,},

Obrazek 6.7: Vlastni ohybové tvary rotorového paketu v roviné y — z

(c) 3. vlastni tvar

Porovnani ekvivalentnich modult pruznosti vypocitanych z ohybového kmitani a meto-
dou konec¢nych prvki ukazuje tab. 6.6, kde je ukazan procentualni rozdil mezi analyzovany
moduly a prvnimi vlastnimi frekvencemi stanovené jednotlivymi metodami.

Tabulka 6.5: Optimalizované hodnoty ekvivalentniho modulu pruznosti

Ekv. modul £ [MPa] Frekvence [ [Hz]

Eopt .fl .f2 f3
12954,1 416,9 981,5 1635,8
11206,4 388,7 916,9 1531,8
10 096,4 3699 8756 14680
8596,3 3456 8123 13578
7063,2 313,6 739,2 12319
4896,1 22,5 6142 10222

Tabulka 6.6: Porovnani ekvivalentnich modult pro rizné metody modalni zkouskou

Vlastni frekvence f [Hz]
Ekv. modul E [MPa] MKP Experiment | AE, f1 | [%]

Eopt E¢q N fa I3 N fa I3 |AE| [Afi]

129541 11987,1 4169 981,5 16358 416,0 9710 16790 7.5 0,2
11206,4  10427,7 3887 9169 1531.8 383,0 889,0 15570 7,0 0,2
10 096,4 9482,6 369,9 875,6 1468,0 370,0 833,0 14860 6.1 0,1
8596,3 82445 3456 812,3 13578 3450 772,0 13790 4,1 0,2
7063,2 6786,0 313,6 739,2 12319 3130 6850 12330 3,9 0,2
4896,1 4754,8 262,5 614,2 1022,2 2620 546,0 9960 2.9 0,2
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Rozdil mezi metodou kone¢nych prvki a Bernoulliho-Eulerovou teorii pruti (viz rov-
nice (5.29)) pfi stanoveni ekvivalentnich moduli pruznosti neptesahl 10 %. Téméf iden-
tickda shoda nastala u prvnich vlastnich frekvenci obdrzenych z experimentalni modalni
analyzy.

Oproti zkousce ¢tyrbodovym ohybem, kde jsou rozdily maximalnich prihybt okolo
60 % (viz kapitola 6.4.1), vyslo najevo, ze hodnoty ekvivalentnich modulti pruznosti spolu
s vlastnimi frekvencemi stanovené experimentalni modalni analyzou jsou shodné s vypo-
¢itanymi hodnotami z metody konecnych prvki.

6.6 Modalni analyza II

Cilem této casti kapitoly je stanovit kritické otacky paketu nalisovaného na hiideli. Para-
metry hiidele jsou omezeny pouze prumérem, ktery musi byt totozny s vnitfnim primérem
stahovacich desek. Hiidel je uloZena v kulickovych loziscich, ktera jsou zvolena identicka
z katalogu SKF na zdkladé priméru hiidele. Obdobné jako v modalni analyze I (viz
kapitola 6.5) je realizovana nejdiive staticka analyza, na kterou navaze modalni analyza.

Do zavitovych tyci je predepsano predpéti o celkové velikosti F,,, které je prevzato
z tab. 5.9. Lozisko je zvoleno SKF 16006 [36], jehoz sifka odpovidd B = 9 mm. Rozmis-
téni lozisek je symetrické vicéi paketu a v obou loziskach jsou zamezeny posuvy (obr. 6.8)
v osach y a z. Aby byla splnéna staticka urcitost tlohy, musi byt zamezen posuv a rotace
v ose x na prvnim lozisku. Velikost tlumeni je stanovena na zakladé vypocitanych hodnot
pomérného ttlumu (tab. 5.8) na hodnotu 0,03. Ve vypoctu jsou zahrnuty gyroskopické
ucinky a gravitacni zrychleni je uvazovano stejné jako v prvni modalni analyze v zapor-
ném smeéru osy y. Aby bylo mozné stanovit kritické otacky paketu, je zapotrebi predepsat

thlovou rychlost w, jejiz velikost je v rozsahu 1 — 2200 rad - s~ 1.

Faz

—>
W

U, =0
Uy =0

7\ “‘j

Obrazek 6.8: Model okrajovych podminek a zatizeni pro modalni analyzu II

Faz

6.6.1 Kritické otacky rotorového paketu

Kritické otacky jsou pocitany pro ekvivalentni moduly pruznosti (tab. 5.10) z ¢tyfbodo-
vého ohybu E,., a modalni analyzy Ey; pro prvni dva vlastni ohybové tvary (obr. 6.9)
nehledé na to, zda se jednd o tvary v roviné x — z nebo y — z. Protoze rozdily mezi op-
timalizovanymi hodnoty E,, ziskanych z metody konecnych prvkii a moduly pruznosti
Eq z Bernoulli-Eulerovy teorie prutt nepfesahuji 10 %, jsou pouzity k vypoctu kritickych
otacek ekvivalentni moduly £} ;.
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(a) 1. vlastni tvar (b) 2. vlastni tvar

Obrazek 6.9: Vlastni tvary rotorového paketu nalisovaného na hiideli v roviné x — z

Pomoci tzv. Campbellovych diagramu (obr. 6.10) jsou nalezeny pro zminéné ohybové
tvary odpovidajici kritické otacky. Jak uvadi literatura [37], Campbelliv diagram popisuje
zavislost vlastni frekvence na konkrétnim parametru, vétsinou to byva tuhlova rychlost
nebo otacky stroje. V predkladané praci je timto parametrem pouzitda thlova rychlost
z kapitoly 6.6. Campbelliv diagram primarné slouzi k predikci rezonanénich stavii ana-
lyzovaného objektu, v tomto pripadé se jednd o kritické otacky paketu nalisovaného na
hrideli.

350 T T T T T T T T T T
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Obrazek 6.10: Campbelliiv diagram pro rotorovy paket nalisovany na hrideli

Predchozi graf ukazuje Campbelliv diagram pro celkovou lisovaci silu F,, = 9,2 kN
a ekvivalentni modul pruZnosti Ey; = 4754,8 MPa. Z tohoto grafu je patrné, Ze doslo
k rozdvojeni vlastnich frekvenci vlivem gyroskopickych t¢inki. Proto jsou kritické otacky
vyhodnocovany v roviné x — z (obr. 6.9), kde dosahuji nizsich hodnot vlastnich frekvenci
viz obr. 6.10.

Kritické otacky jsou vypocitany podle nasledujicitho vztahu, ktery vychazi z rov-

nice (5.28)
w

o 60 = f - 60. [ot - min~!] (6.1)

Ny
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Vypocitané hodnoty kritickych otacek pro rozdilné velikosti lisovacich sil a ekvivalent-
nich modulil pruznosti jsou zaznamenany v tab. 6.7 a graficky na obr. 6.11.

Tabulka 6.7: Porovnani kritickych otacek pro rizné ekvivalentni moduly pruznosti

Ekv. modul Predpéti Kritické otacky n [ot - min™!]
E [MPa] For [N] 4b ohyb EMA
Ehod Ereg FamO FamE Nkr1 Nkr2 Nkr1 Nkr2

11540,0 11987,1 40,0 32,0 74385 214659 75142 21616,7
128524 10427,7 29,3 224 76539 21890,8 72432 21069,
10494,5 9482,6 27,2 18,0 72551 210944 7064,9 20697,1
6559,9 82445 20,0 164 64179 192714 6810,8 201519
49639 67860 160 116 59758 182315 64755 191836
32315 47548 104 92 53649 167323 5912,1 18076,8

24000 T T T T T T 24000 T T T T T
22000 || =—n 1 22000 || =—n
20000 - L2 . 20000 - L2 /
18000 1 18000
16000 1 16000
E 14000 1 'E 14000
g 12000 1 512000 r
< 10000 1 < 10000
8000 1 8000
6000 | //_—- . 6000 | /
4000 1 4000
2000 1 2000
0 L L L L . . 0 L L . . . .
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
E [MPa] E [MPa]
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Obrazek 6.11: Zavislost kritickych otacek na ekvivalentnich modulech pruznosti
Rozdily mezi vypocitanymi kritickymi otackami vyjadieny v procentech jsou zapsané
v tab. 6.8. Z téchto vysledki je patrné, Zze nejvétsi rozdil u kritickych otacek nabyva

hodnoty priblizné 10 %.

Tabulka 6.8: Procentualni rozdil kritickych otacek

| Ang | [ %]
| Anlm‘l | | Aner |
1,0 0,7
5,4 3.8
2,6 1,9
6,1 4,6
8,4 5,2
10,2 8,0
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6.7 Porovnani vysledki

V této casti kapitoly jsou porovnany vysledky obdrzené metodou konecnych prvka v pro-
stredi ANSYS Workbench s experimentalné analytickymi vysledky. Jako prvni jsou vy-
tvoreny tTi konecnoprvkové modely geometrie rotorového paketu, které jsou pouzity pro
jednotlivé typy analyz: statickou a dvé modalni.

Staticka analyza reprezentuje zkousku ¢tyrbodovym ohybem. Z divodu symetrie pa-
ketu je pouzit poloviéni model geometrie. Protoze z experimentalni zkousky ¢tyrbodovym
ohybem jsou stanoveny maximalni prihyby pro rozdilné ekvivalentni moduly pruznosti,
jsou vyhodnocovany tyto prihyby ve statické analyze. Vysledky maximalnich prihybt
pro odlisné moduly pruznosti ukazuje tab. 6.3 a porovnani s experimentalnimi daty tab.
6.4, kde pruhyby metodou koneénych prvku vychazeji priblizné o 60 % mensi oproti ex-
perimentu.

Prvni modélni analyza je nastavena, aby simulovala volné kmitani paketu. Hlavnim
cilem této analyzy je optimalizovat ekvivalentni moduly pruznosti na prvni vlastni frek-
vence, které jsou obdrzeny z experimentalni modalni analyzy. Vypocitané ekvivalentni
moduly pruznosti metodou konec¢nych prvka jsou zapsané v tab. 6.5. Porovnani optima-
lizovanych modulti s moduly vypocitanych z Bernoulliho-Eulerovy teorie prutii je zazna-
menano v tab. 6.6, kde moduly pruznosti metodou kone¢nych prvki vychéazeji priblizné
0 8% vyssi oproti ekvivalentnim modulim ze zminéné teorie.

Druha modalni analyza slouzi k vypoctu kritickych otacek paketu nalisovaného na hii-
deli pro rozdilné ekvivalentni moduly pruznosti. Kritické otacky jsou stanoveny pro prvni
dvé vlastni frekvence pomoci Campbellovych diagramu (obr. 6.10) pro moduly pruznosti
pouzité v statické a modalni analyze. Vysledné hodnoty kritickych otacek jsou zapsany
do tab. 6.7. Vzajemné porovnani vypocitanych hodnot ukazuje tab. 6.8 a obr. 6.12, kde
maximalni procentudlni rozdil otacek dosahuje priblizné 10 %.

24000 T T T T T T

22000 [ | =—n" b
n

20000 kr 2 / _

18000 4b ohyb ]

16000 .

14000 7

12000 7

n [ot/min]
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6000 EpA  ——— .
4000 F .

2000 [ | — T

0 1 1 1 1 1 1
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
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Obrazek 6.12: Porovnani kritickych otacek pro rozdilné moduly pruznosti

70



Diplomova prace

7. dosazenych vysledku je patrné, ze maximalni pruhyby paketu s ekvivalentnimi mo-
duly pruznosti stanovené z experimentalni zkousky c¢tyrbodovym ohybem nabyvaji vy-
razné vyssich hodnot oproti prihybtim urcenych z metody konecénych prvki. Naopak
moduly pruznosti a prvni vlastni frekvence urcené z experimentalni modalni analyzy jsou
v dobré shodé s vysledky ziskanych z metody konec¢nych prvki. Lze tedy konstatovat,
ze experimentalni zkouska c¢tyrbodovym ohybem doplnéna o analytickou teorii prihy-
bové ¢ary neni vhodné k urceni ekvivalentniho modulu pruznosti, respektive kritickych
otacek. Jako vhodnou zkouskou vysla najevo experimentalni modélni analyza kombino-
vana s Bernoulliho-Eulerovou teorii prutti. Tato zkouska je levnéjsi a rychleji proveditelna
oproti zkousce ¢tyrbodovym ohybem.
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T Zavér

Cilem predkladané diplomové prace bylo provést resersni studii soucasnych pristupt k mo-
delovani rotorového paketu, pomoci experimentalnich zkousek stanovit hodnoty ekviva-
lentnich moduld pruznosti pro rozdilné velikosti lisovacich sil a na zakladé téchto modult
vypocitat kritické otacky rotorového paketu nalisovaného na hrideli.

V ramci teoretického poznani problematiky modelovani rotorovych pakett v dynamic-
kych vypoctech jsou nastudovany a zpracovany modely rotort zalozené na diferencidlnim
pristupu a metodé konecnych prvka (MKP). Jako vhodnéjsimi modely jsou posouzeny
modely rotorii zalozené na MKP, které 1ze rozdélit podle modelu materidlu na homogenni
izotropni a transverzalné ortotropni.

Dale jsou odvozeny rovnice pro ¢tyrbodovy ohyb a ohybové kmitani prutu, které jsou
pouzity u experimentalnich zkousek v kapitole 5 pri zjistovani ekvivalentnich modula
pruznosti. Soucasti této kapitoly jsou vypocitané, respektive stanovené parametry, které
ovliviuji pouzité zavitové tyce v paketu.

Na zakladé téchto vypocti je u experimentalni zkousky c¢tyrbodovym ohybem sta-
novena maximalni hodnota lisovaci sily v jedné zavitové tyci F,,; = 10 kN, ktera je
vyvozena utahovacim momentem o velikosti M, = 35 Nm. Cilem této zkousky je urcit
ohybové tuhosti rotorového paketu pro rizné hodnoty lisovacich sil, respektive utahovacich
momentil, z kterych jsou nésledné vypocitany ekvivalentni moduly pruznosti. Vysledné
hodnoty zminénych modult jsou v rozmezi 3000 — 13000 MPa a zaznamenané v tab. 5.5.

Druhou zkouskou je experimentalni modalni analyza, z které jsou obdrzeny vlastni
ohybové tvary a vlastni frekvence rotorového paketu. Velikosti utahovacich momentt jsou
zvoleny identické jako u zkousky ¢tyrbodovym ohybem. Zmétfené velikosti axialnich sil
v zavitovych ty¢i nabyvaji mensich hodnot nez u zkousky ¢tyrbodovym ohybem. Hlavnim
diivodem tohoto poklesu je nartst soucinitele tfeni v zavitovych tyc¢i vlivem necistot
a zmény tloustky pozinkovaného povlaku v zavitech. Z obdrzenych prvnich tii vlastnich
frekvenci jsou vypocitany ekvivalentni moduly pruznosti pro rozdilné hodnoty lisovacich
sil, kdyz tyto moduly nabyvaji hodnot v rozsahu 2000 — 12000 MPa a jsou zapsané
v tab. 5.7. VSechny vypocitané ekvivalentni moduly pruznosti z experimentélnich zkousek
jsou zaznamenany v obr. 5.15.

K porovnani dosazenych vysledkil z experimentalnich zkousek je pouzita metoda ko-
necnych prvkia v komerénim programu ANSYS Workbench. Za timto ucelem jsou vytvo-
feny tii konec¢noprvkové modely geometrie rotorového paketu, které jsou pouzity v statické
a modalni analyze.

7 divodu symetrie tlohy u zkousky ¢tyrbodovym ohybem je v statické analyze apli-
kovan poloviéni model geometrie paketu. Pro rozdilné hodnoty ekvivalentnich modult
pruznosti jsou numericky spocitany maximalni priahyby rotorového paketu, které jsou po-
rovnany s experimentalnimi a regresnimi hodnotami prihybt. Tyto diléi vysledky jsou
zaznamenané v tab. 6.4, z kterych je patrné, ze rozdily prihybt stanovené experimentalné
a metodou konec¢nych prvki dosahuji az 60 %.

V prvni modalni analyze je pouzit model geometrie celého rotorového paketu. Cilem
této analyzy je optimalizovat ekvivalentni modul pruznosti na experimentalné zjisténé
prvni dvé vlastni ohybové frekvence. Vysledky téchto moduli ukazuje tab. 6.6, kde rozdil
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mezi experimentalnimi hodnotami a vypocitanych MKP neptesahuje 10 %. Na zdkladé
vypocti metodou konecnych prvki vysla najevo jako lepsi experimentalni zkouska k zjis-
tovani ekvivalentniho modulu pruznosti experimentalni modalni analyza. Vyhoda této
zkousky spociva predevsim v rychlosti, jednoduchosti a v priznivéjsi cené pii realizaci
experimentu.

Druha modalni analyza slouzi k stanoveni kritickych otacek rotorového paketu nali-
sovaného na hiideli pomoci Campbellového diagramu (obr. 6.10) pro rozdilné hodnoty
ekvivalentnich modulti pruznosti. Vypocitané velikosti kritickych otacek jsou zapsané
v tab. 6.7, jejichz rozsah je pro prvni vlastni tvar v intervalu hodnot 5000 — 8 000 ot - min~!

a pro druhy vlastni tvar v rozmez{ hodnot 16 000 — 22000 ot - min~—".

Zaveérem lze konstatovat, Zze stanovenych cilii, které byly definované na zacatku prace,
bylo uspésné dosazeno. Vysledky této prace je mozné vyuzit a soucasné ovérit pri stano-
veni ekvivalentniho modulu pruznosti a kritickych otacek rotorového paketu pro odlisnou
geometrii, nez byla pouzita. Zajimavym rozsifenim by mohla byt studie paketu s orto-
tropnim modelem materialu pii vypoctovém modelovani, kterda by mohla odhalit nové
zavislosti na kritickych otackach nebo rozdilné velikosti moduli pruznosti v jednotlivych
ortogonalnich rovinach.
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Seznam pouzitych symbola a zkratek

Symbol

Eanalyt> Eregrese
Eempa Eoptim
Eeqi

Jednotka

Vyznam

matice soustavy

amplituda zrychleni

redlnd slozka amplitudy zrychleni

imaginarni slozka amplitudy zrychleni

rozméry nosniku (obr. 4.7)

normalové zrychleni (obr. A.1)

sitrka loziska

rozméry pricného prirfezu (obr. 4.2)

vektor pravych stran

pomocné veli¢iny u pficného prutezu (obr. 4.3)
pomérny utlum

pri¢na rychlost vlnéni

konstanty z rovnic ohybového kmitani
integracni konstanty z diferencialnich rovnic prihy-
bové ¢ary u ¢tyrbodového ohybu

pruméry dér u pri¢ného prifezu (obr. 4.5)
prumeér srazeni u zavitu

prumeéry zavitu

efektivni primér tfectho momentu na hlavé sroubu
prumeér dosedaci plochy zavitu

Youngtv modul pruznosti v tahu

excentricita hiidele

ekvivalentni moduly pruznosti paketu (obr. 2.4)
ekvivalentni moduly pruznosti paketu (obr. 2.5)

ekvivalentni moduly pruznosti stanovené z analytic-
kych rovnic

ekvivalentni moduly pruznosti stanovené z experi-
mentalni modalni analyzy

ekvivalentni moduly pruznosti stanovené ze zkousky
¢tyrbodovym ohybem

optimalizované hodnoty ekvivalentniho modulu
pruznosti obdrzené z programu ANSYS Workbench
ekvivalentni modul pruznost zahrnujici predpéti
stfedni hodnota ekvivalentniho modulu pruznosti
ohybova tuhost rotoru

sila

frekvence, vlastni frekvence
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soucinitel treni

vnéjsi zatizeni (obr. 3.2)

sila predpéti vztazena na 4 srouby

celkova sila predpéti pouzitd u experimentalni mo-
dalni analyzy

celkova sila predpéti pouzitd u experimentalni
zkousky ¢tyrbodovym ohybem

sila predpéti vztazena na 1 sroub

sila predpéti ve sSroubu

maximalni hodnoty lisovacich sil k MS pruznosti
hodnota lisovaci sily na mezi kluzu

sila u experimentalni zkousky ¢tyrbodovym ohybem
sila chodu na préazdno zkusebniho stroje

vlastni frekvence rotorového paketu (obr. 2.5)
sily ptsobici na nosnik (obr. 4.8)

gravitacni zrychleni

nosna vyska zavitu

osovy kvadraticky moment

kvadraticky polomér prurezu

soucinitel utahovacitho momentu

smérnice primky, koeficient primé timérnosti
tuhost

tuhost experimentélni sestavy

tuhost rotoru, lozisek (obr. 3.1 a 3.2)

soucinitel bezpecnosti k MS

tuhost rotoru

tuhost zkusebniho stroje

délka hridele (obr. 3.1 a 3.2)

rozméry nosniku (obr. 4.13)

utahovaci moment

hmotnost

vyska matice

hmotnost na jednotku délky nosniku

ohybovy moment

utahovaci moment stanoveny podle Shigleyho
utahovaci moment stanoveny normou VDI
normalova sila

otacky, kritické otacky

kritické otacky rotorového paketu (obr. 2.4 a 2.5)
pocet zavitu v matici
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Wegyp

wem;m wreg> Wmazx
Whod

Wreg

Wy, Wiy, WyIrI
X
x? y? Z

XTr,T11, 2111

T D2 ® oo
©

nulovy vektor

rozte¢ zavitu

tlak v zavitu

faktor kvality

vnéjsi jednotkové zatizeni (obr. A.1)

polomeér kruhu u kruhové vysece (obr. 4.4)
smluvni mez kluzu

pomocné rozméry u pri¢ného prifezu (obr. 4.5)
prifez

posouvajici sila

axialni sila

funkce casu
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Priloha A

Tato priloha je vénovana podrobnému odvozeni rovnic pro ohybové kmitani. Vychézi
z literatur [16] a [38].

2 |
Obrazek A.1: Element pricné kmitajictho nosniku ze zatiZzenim. Piedloha z [16]
Uvolnény elementarni prvek (obr. A.1) kond obecny rovinny pohyb, ten se sklada

z transla¢niho (TP) a rotacniho pohybu (RP). Pro oba pohyby jsou sestaveny prislusné
pohybové rovnice

RP:
T
T cosp — T—l—a—dx cos w+8£dx + gdz = adm, (A.1)
Ox Ox
TP:
oM dx oT dx
MM+ LA -1 (1 Tde )| S = adr A2
M + —}—&de 5 < —I—axdat>2 adl,, (A.2)

kde T je posouvajici sila, ¢ thel natoceni, ¢ vnéjsi zatizeni, a normalové zrychleni, dm
pifristek hmotnosti, M ohybovy moment, o ihlové zrychleni a d/, je pfirtistek momentu
setrvacnosti kolem osy rotace nosniku.
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Do pohybovych rovnic (A.1, A.2) je dosazeno dm = p(z)S(x)dz a dI, = p(x)J,(z) dz.

T'cos— <T+ g—i dx) COS<}Z'+ Z—i dx) +qdz = ap(x)S(z)dz

oT 1 0w
a—l—qu—ap(x)S(x) dz o kde a= )
oT 0*w
5, TP@)S(@) g = alz,t) (A.3)
—Tdx
—_——~
— M+ M+ —dx — Tg — <T+8—de> dr ap(x)J,(v) dx
2 Ox 2
oM P 0% [Ow Pw
8—dx—de—ap dx/— kde a—atz @<%>_m
oM 8 w

Z rovnice (A.4) je vyjadieno T, které je nasledné pouzito v (A.3). V kapitole 4.2 je
pouzita rovnice pro prihybovou ¢aru (4.13), z které lze vyjadrit ohybovy moment jako

d*w
M= El05Y

5 (T = o) ) +ot)s0) G = ot

2| (a5 ) - a1 (o) g | + st G = ate
B ()5 — p() Iy () s + ) () e = (1) (A5)

Rovnice (A.5) muze byt vydélena ¢lenem pS za predpokladu, Ze hustota a pricny prufez
zustavaji po délce prutu konstantni.
B0 gl B g5 gl
pS Ozt pS 0t20x2  pS otz pS
Pw  EJ, 0w J, Mtw 1
z 4y 2z = t A6
ot? * p S 0rt S 012922 ,OS ate, 1) (4.6)

Pohybova rovnice (A.6) je upravena do tvaru (A.7), kde ¢, je ptitnd rychlost vinéni

E J,
<co = —) a j, kvadraticky polomér prifezu <jy = §y>
\ p

0%w 0w, 0w 1
W + Cozjyzw _]yzatgaxg = pS ((II t) (A7)
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4
Clen jyzm se nazyva rotacni setrvacnost. Protoze se v ném objevuje smiSena parcialni
x
derivace podle casu a polohy, bude tento ¢len vyrazné mensi nez ostatni cleny, a je tedy
nepodstatny z hlediska feSeni daného problému. Findlni podoba pohybové rovnice (A.8)
vyjde ve tvaru
0*w , w1

G O g = oAl ) (A8)

Vysledkem je parcialni diferencialni rovnice 4. fadu s nehomogenni pravou stranou. Pred-
pokladané feseni (A.9) je ocekavano jako soucin dvou funkei, kde prvni je pouze funkci
casu a druhé polohy.

w(z,t) =T )W (x) (A.9)

Predpoklddané teseni (A.9) je prisluSnym poctem derivaci zderivovano podle ¢asu, re-
spektive polohy. Nasledné dosazeno do pohybové rovnice (A.8). Pro homogenni feseni je
prava strana nulova a vyjde tvar

0?w d>T(t) ot dW (z)

g7 U Y

ot? W(z) dt? 8554 ®) dzt
d27(t) AW

W(x) e +¢,23, 2T (t) dx4 = O/W

L PT(t) | 5., L d'W(
T a2 "l W) d:v4
1 d27(t) ., 1 dW()

T are = —Co Jy W) dot (A.10)

K platnosti rovnice (A.10) dojde tehdy, jestlize se budou obé strany rovnat stejné kon-
stantné. Aby doslo ke kmitédni, musi byt konstanta zaporna.

Prvni je vypocitana leva strana rovnice, kterd je funkci casu. Jedna se o homogenni
diferencialni rovnici 2. radu.

1 dT(t) _

—0?
T(t) dt2
d>T(t)
QT =
an " 0 (A.11)

Diferencidlni rovnice (A.11) pfipomind zndmou pohybovou rovnici pro volné netlumené
kmitani mi + kx = 0. Reseni rovnic tohoto druhu odpovida tvaru

T(t) = Acos(Qt) + Bsin(§2t). (A.12)

Na pravé strané rovnice (A.10) je pouze funkce polohy. V tomto pripadé se jednd o dife-
rencialni rovnici 4. radu.
1 dW(x)
2.2 2
2 =0
Co dy W(x) dat
d'W(z)  Q®W(x)
det Co2Jy”

(A.13)
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2

Na zavér je zavedena veli¢ina 3, kdyZ plati S = . Finalni podoba rovnice pro tvar

-2
002]y

kmitu vypada nasledovné
dW (z)
dat

K feSeni jsou pouzity Krylovovy'? (Rayleighovy) funkce [40], které jsou definované jako

= B'W (). (A.14)

S(Bxz) = =(cosh(fx) + cos(fx)) (A.15a) T(Bz) = 1(s1nh(5x) + sin(px)), (A.15¢)

U(Bz) = =(cosh(fx) — cos(fx)) (A.15b) V(fz) = 1(s1nh(5x) —sin(fx)). (A.15d)

NN =

Vyhodou téchto funkci je, ze derivovanim prechazeji jedna v druhou, pouze vynasobenou
mocninami . ReSeni rovnice (A.14) je hleddno v tvaru

w(z) = C1S(Bx) + CoT(Bx) + C3U (Bx) + CyV (Bx). (A.16)

V okrajovych podminkéach je mozny vyskyt az tfeti derivace polohy. Jednotlivé derivace
jsou vypocitany nasledovné

i—: = B(CLV (Bx) + C25(Bx) + CsT(Bx) + CLU(Bx)), (A.17a)
% = B*(CLU(Bx) + CoV (Bx) + C38(Bx) + C4T(Bz)), (A.17Db)
% = B*(C1T(Bz) + CoU(Bx) + C3V (Bx) + CuS(Bz)). (A.17¢)

K vypoctu vlastnich tthlovych frekvenci pro koteny frekvenéni rovnice fi je pouzit vztah

(BrL)?

Q) = 5

Coly- (A.18)

Jednomu vlastnimu tvaru kmitu odpovida pravé jedna vlastni tthlova frekvence. Obecné
feseni rovnice (A.10) je vypoditano jako superpozice vSech vlastnich tvart kmitu

i Ay, cos(Qt)+ By sin(Qt)) (C1S (Brx) + Co T (Brx) + C3U (Brx) + CyV (Brx)).
k=1
(A.19)

Integracni konstanty A, a By jsou urceny z pocatecnich podminek, zatimco konstanty C4
az Cy z okrajovych podminek ulozeni prutu.
Prepocet mezi vlastni tthlovou frekvenci €2 a vlastni frekvenci f udava nasledujici vztah

Q

=5 (A.20)

130riginalni dokument [39] je k dispozici na internetovém archivu Waybeck Machine.
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Priloha B

Soucasti diplomové prace je elektronicka priloha, ktera obsahuje nésledujici slozky:
¢ Konecnoprvkove_modely

— obsahuje soubory static_analysis.wbpz, modal_analysis.wbpz a critical_speed.wbpz
vytvorené v komercnim programu ANSYS Workbench 2019 RS

e Matlab_vypocty

— obsahuje soubory pre_stress_vibration.m, beam_oscillation.m, campbell_results.m,
frequency.mat, E_regrese.mat a FE_hod.mat vytvorené v komerénim programo-
vacim jazyku Matlab R2015a

e Excel_vypocty

— obsahuje soubory thesis_results.zlsxz vytvoreny v komercénim programu Micro-
soft Excel 2016
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