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Uvod

V mé bakalarské praci se budu zabyvat problematikou kompozi¢nich dat,
kompozicnich funkci a diferencialnim poctem pro kompozi¢ni data. Piestoze ob-
last matematiky, ktera se zabyva timto typem mnohorozmérnych dat, je pomérné
mladé, nabizi jiz mnoho pristupti, jak s takovymi daty pracovat. Pii praci s kom-
pozi¢nimi daty bereme v potaz jen relativni informaci, na rozdil od standardnich
mnohorozmérnych pozorovani, kde nas zajima informace absolutni. Setkavame
se s nimi v pripadech, kdyz chceme kvantitativné popsat podily ¢asti. Pod kom-
pozi¢nimi daty si miizeme predstavit naptriklad procentualni podily zastoupeni
jednotlivych politickych stran v poslanecké snémovné, relativni zastoupeni jed-
notlivych krevnich skupin v populaci Evropy nebo zastoupeni rtiznych narodnosti
hract v zamotské hokejové soutézi NHL. V pripadech, kdy nas zajima, jak se
kompozi¢ni data vyvijeji v zavislosti na Case, pouzijeme pro popis vyvoje kompo-
zi¢nich dat kompozi¢ni funkce. Konkrétné bychom mohli pozorovat, jak se méni
procentualni podil v zastoupeni jednotlivych krevnich skupin v Evropé béhem
urcitého ¢asového tseku. Diferencialni pocet kompozic¢nich funkci bychom vyu-
zili v pripadé, kdybychom chtéli kvantifikovat, jak moc velkd zména ve vyvoji
kompozicnich dat nastala.

Prace je rozdélena do tfi kapitol, které jsou dale clenény na podkapitoly.
V prvni kapitole se budeme zabyvat kompozi¢nimi daty jako takovymi. Sezné-
mime se s jejich odlisnou geometrii, nadefinujeme si ptislusné operace pro praci
s kompozi¢nimi daty, predstavime si vybérovy prostor kompozi¢nich dat a pred-
stavime si urcitou trasformaci, s jehoz pomoci miizeme s kompozi¢nimi daty pra-
covat v readlném prostoru. V kapitole druhé se blize podivame na problematiku
kompozi¢nich funkci. Ukazeme si, jak vypadaji nam znamé realné funkce s hod-
notami ve vybérovém prostoru kompozic¢nich dat, simplexu, a pro jejich zobrazeni
pouzijeme odpovidajiciho grafického nastroje, ternarniho diagramu. Poté, co se
seznamime s kompozi¢nimi funkcemi, prejdeme ke stézejni kapitole této prace,
a to k diferencidlnimu poc¢tu kompozi¢nich funkci. Za¢neme zavedenim pojmu

limita kompozi¢ni funkce, protoze pomoci ni je derivace kompoziéni funkce de-
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finovana. Zminime jeji vlastnosti a uvidime, Ze ptijde o analogii toho, s ¢im se

miizete setkat v zakladnich kurzech matematiky na vysokych skolach.
Neopomeneme ani priklady derivaci kompozi¢nich funkei, predstavenych ve

druhé kapitole. Jelikoz jde o praci pfedevsim teoretickou, pokusim se na vhodnych

mistech doplnit teorii ndzornymi priklady.



1. Kompozi¢ni data a jejich geometrické vlast-
nosti

Zékladni poznatky tykajici se kompozicnich dat sepsal John Aitchison v 80.
letech minulého stoleti ve svém stéZejnim dile [1], ze kterého budeme cerpat i
v této praci. Dalsi pouzitou literaturou pti tvorbé této kapitoly byly knihy [2] [4]
[5]-

Kompozi¢ni data neboli kompozice jsou definovany jako vektory, jejichz slozky
jsou kladna ¢isla, nesouci pouze relativni informaci; typicky je reprezentujeme

jako vektory s libovolnym, ale pevné danym souc¢tem slozek x,

D
x = (11,22,...,2p),2; > 0,> z; =k, r€ERT.

i=1
Relativni informaci rozumime, Ze jediné informace, kterou ma smysl uvazovat,
bude obsazena v pomeérech mezi slozkami daného vektoru. Pfi nasobeni vektoru
libovolnym kladnym realnym cislem ziistavaji poméry mezi slozkami kompozic-
niho vektoru zachovany. Z toho vyplyva, ze pro vhodnou intepretaci dat mizeme
libovolné ménit soucet slozek daného vektoru, a to prostfednictvim néasledujici

operace.
Definice 1.1 Méjme danu D-sloZkovou kompozici

_ D

X = (21,22,...,2p) € RY.

Pak uzavérem kompozice X je rozumen vektor

21:156/252133/'“’22-@1%

Slozky vektoru pak predstavuji ¢asti vzhledem k celku k. Pti volbé k = 1 slozky
kompozice vyjadiuji proporcionalni ¢asti vzhledem k celku x, pro x = 100 pfed-

stavuji procentualni podily na celku k.



Definice 1.2 Vybérovym prostorem reprezentaci kompozicnich dat je simplex,

znacime SP,

D
SP = {x = (1,22,...,2p),2; >0, x; = Ii}.
i=1
Simplex je tedy mnozina vSech vektorid s D kladnymi slozkami a konstantnim

souctem rovnym cislu .

1.1. Aitchisonova geometrie na simplexu

U kompozi¢nich dat nemtizeme pro vypocet napiiklad délek a vzdalenosti mezi
kompozicemi na simplexu pouzit standardni euklidovskou geometrii. To proto,
Ze tato geometrie nerespektuje jejich pfirozené vlastnosti. Uvedme si aspon dvé
z nich. Prvni vlastnosti je podkompozicni dominance. Ta nam tika, ze vzdale-
nost dvou kompozic musi byt vzdy stejna nebo vétsi nez vzdalenost mezi dvéma
prislusnymi podkompozicemi. Podkompozici rozumime kompozicni vektor, ktery
vznikne vybérem slozek z ptivodni kompozice. Ukazme si to na ptikladu. Uva-
zujme dvé kompozice (1,7,2) a (3, 10, 7). Pouzitim operace uzavéru upravime sou-
Cet jejich slozek na 1 (bez ztraty informace) a dostévame kompozice (0,1;0,7;0,2)
a (0,15;0,5;0,35). Jejich euklidovskd vzdalenost je pfiblizné rovna éislu 0,255.
Nyni uvazujme piislusné podkomporzice (0,125;0,875) a (0,4125;0,5875), vzniklé
vybérem prvnich dvou slozek obou kompozic, s euklidovskou vzdalenosti 0,41,
ktera ale neni mensi nebo rovna vzdalenosti ptislusnych kompozic. Jako druhou
z vlastnosti zminime invariatnost vzhledem k permutaci. Protoze zménou poradi
slozek kompozi¢niho vektoru se nezméni podily mezi slozkami, méla by tuto vlast-
nost respektovat téz libovolna operace, pouzita pro analyzu kompozic.

Geometrie, ktera tyto prirozené vlastnosti kompozi¢nich dat respektuje, se na-
zyva Aitchisonova. Nyni si zavedeme dvé operace, pertubaci a mocninnou trans-
formaci, které odpovidaji standardnimu sc¢itani vektorid a nasobeni vektoru ska-

larem v realném prostoru.

Definice 1.3 Mé&jme ddny dvé kompozice x,y € SP. Pak pertubace mezi x a'y
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je definovana jako kompozice

xby=C (561y1,362y2> ce 75UDZJD) .

Neutralnim prvkem operace pertubace je

nebot

x®&n=C(z;-1,z3-1,...,2p-1) =C(x) x x.

Definice 1.4 Mé&jme ddanu kompozici x € SP a rediné ¢islo o € R. Pak moc-

ninnd transformace je definovdna jako kompozice
a®x=C(z7,25,...,20).
Nésledné zavedeme operaci ©. Pro kompozice x,y € S” a operaci © plati
yox=yad|[(-1) ox].

Dale si nadefinujeme v Aitchisonové geometrii skalarni soucin, normu a vzdalenost
mezi kompozicemi.
Definice 1.5 Skaldrni soucin dvou kompozic x,y € S? je definovdn vztahem

D

D
1 Zzlnle yz

11]1 T Yy

Definice 1.6 Norma kompozice x € SP je ddna vztahem

B 991 (15 NN

i=175=1

Definice 1.7 Vzddlenost mezi dvéma kompozicemi x,y € SP urcime ze vztahu

D D T " 2
dy (x,5) = | == In =t —1 = .
(x¥) = |5 zz(nm ny) Ixeyl,

J J



1.2. Vyjadreni kompozic v ortonormalnich souradnicich

Kvili simplexu, odlisnému vybérovému prostoru, a specifické geometrii, kte-
rou kompozi¢ni data vyzaduji, nelze na data tohoto typu pouzit standardni me-
tody pro jejich analyzu. Pokud bychom ale chtéli standardni postupy na kom-
pozic¢ni data pouzit, je potieba data nejprve upravit pomoci tzv. logratio trans-
formaci. Pouzitim téchto transformaci prevedeme data ze simplexu do realného
prostoru. Prace v redlném prostoru je nejenom podstatné snazsi, ale i odpovi-
dajici vysledky analyzy jsou obvykle snézeji interpretovatelné. Existuje nékolik
moznych typi logratio transformaci, nas bude ale zajimat jen izometricka logratio
transformace (znac¢ime ilr), protoze pomoci ni lze vyjadtit kompozice v ortonor-

malnich souradnicich.

Definice 1.8 Iir transformace prirazuje kazdé kompozici x € SP vddkovy vektor

z € RP7Y kde RP7! je redlny vektorovy prostor dimenze D — 1.

Uvazujme trojslozkovou kompocizi x = (xq, 72, 23) € S3. Aplikovanim ilr
transformace na kompozici x dostaneme soufadnice rovinného vektoru z = (21, z2)
R2. Jedn4 se tedy o zobrazeni ze simplexu do roviny a pro ziskani ortonormélnich

soufadnic rovinného vektoru z pouzijeme transformacni vztahy

2 1
AV = £ln o Lo = ln@, (1)
V3 /T2t N
respektive
@ V2 Ty @ 1 o
217 = —=1In , 2y = —=In—, 2
YOVB JEms P V2 @)
respektive

) — \/iln 3 @ 1 In 2L, (3)

2 = —= , Z
! \/3 VL1T2 2 \/5 X2

Vysledné rovinné vektory mtzeme zobrazit zpét do simplexu pomoci invezni

ilr transformace, kterou znacime ilr—!. Soufadnice t¥islozkové kompozice

x = (21,22, 23) €S®
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tak ziskdme v ptipadé (1) pomoci vztahii

71 = exp (\/229)) : (4)

1 1
T9 = €Xp <—\/62§1) + \/§Zél)> s (5)

Cen - (Lo L
$3—expl (\/61 +\/§2>]~ (6)

Pro zbylé dvé varianty 7l transformace obdrzime vyslednou kompozici permutaci

vztaht (4)—(6). Vyse uvedené vztahy budeme ilustrovat na néasledujicim piikladu.

Piiklad 1 Méjme danu kompozici x = (0,1;0,3;0,6), kterou transformujeme ilr

transformaci a poté zobrazime zpét do simplexu. Ilr transformaci provedeme

dosazenim do vztaht (1), (2), (3):

(1) (1)) ’

ilr (x) =2, = (zl ) 25

ilr (x) = z3 = (

(1 ﬁl O,l

_ T — 118
T 30306 e
0,3
2 = \/_1 ﬁ —0,49.
@ 0
2 0,3
@_ Y2, 03 g
V3 V0106
1 1
2D = J5ngg = LT
0,4,
2
Y = £mL = 1,014;
V3 0103
101
AY = NG In = 05" —0,777.
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Pro tfislozkovou kompozici jsme obdrzeli celkem tii moznosti jejiho vyjadieni

v R% Nyni ziskané rovinné vektory
z; = (—1,18;-0,49) ,z5 = (—1,166; —1,267) , z3 = (1,014; —0,777)

zobrazime zpét do simplexu uzitim vztaht (4) — (6):

ilr= (z1) = x = (v1, T2, 73)

2
T1 = exp <\/; (—1,18)) =0,382;

1 1
T (L) + (—0,49)) = 1,145;

y 1
T3 = €exXp | —

(—1,18) + —&= - (—0,49)>] = 2,289.
ilr~t (z2) = x = (21,22, 73),

T9 = €Xp <—

Sl

2

1 1
71 = exp <_\/6 -0,166 + 7 (—1,267)) = 0,382;

2
To = €xp <\/; . 0,166) = 1,145;

1 1
T3 = exp [— <\/6 - 0,166 + 7 (—1,267))] = 2,289.

ilr~1(z3) = x = (21, T2, 73)

1 1
T1 = exp <_\/6 -1,014 + ﬁ . (—0,777)> = 0,382;
1 1
Ty = exp [— (6 -1,014 + ﬁ . (—0,777))1 = 1,145;

2
T3 = exp (\/; 1,014) = 2,289.

Ziskanou kompozici x = (0,382;1,145;2,289) v poslednim kroce jesté upra-

vime na soucet 1 a tim ziskdme nasi ptivodni kompozici x,

0,382 1,145 2,289
3,816’ 3,816’ 3,816

11
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Dale se v této praci budeme vzhledem k moznosti detailniho konkrétniho

rozepsani obecnych vztaht zabyvat jen pripadem pro D = 3.
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2. Kompozi¢éni data jako funkce

Bézné se setkavame s kompozicnimi daty, které se vyvijeji v zavislosti na case,
teploté atd. Tento vyvoj mize byt popsan pomoci funkci realné proménné ¢ s hod-
notami na simplexu. V praxi pomoci téchto funkci budeme tedy schopni popsat
zmény v proporcionalnim zastoupeni slozek urcité latky, chemickych sloucenin,
hrubého doméciho produktu apod. V této kapitole se pokusime zminované funkce

nadefinovat a ukdZeme si také konkrétni piiklady kompozi¢nich funkei [4].

Definice 2.1 UvazZujme néjaky interval I v R. Vektor kladnych funkci redlné pro-
ménné je definovany jako zobrazeni f : I C R — R3, £(t) = (f1(t), f2(t), f3(t)),

t € 1. KaZda slozka f, fa, f3 vektoru £ je kladnd redlnd funkce redlné proménné.

Prikladem takového vektoru kladnych funkci realné proménné muize byt vektor

f(t) =

3t—10 4 1
( - ,3+sin(t),2t3—1>,te(4,10).

Definice 2.2 Necht I je interval v R. Kompozicni funkce redlné proménné t je
zobrazeni £ : I C R — 83, definované jako kompozice, jejiz slozky jsou kladné
funkce redlné proménné, na niZ je aplikovand operace uzdveru C. Kompozicni

funkce redlné promeénné je dana vztahem

fill) fa(t) 3(2)
?=1 fj(t)7 ?:1 fj(t)’ ?:1 fj(t)> ,tel.

£ = O 0. 0.5 0) = (
Povsimnéme si, ze kompozi¢ni funkce méa soucet slozek rovny 1.

2.1. Priklady kompozi¢nich funkci

Nyni se podivejme, jak by vypadaly konstantni a exponencialni kompozi¢ni

funkce a polynomy prvniho a druhého stupné.

Konstatni kompozicni funkce
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Uvazujme realna cisla «;,7 = 1,2,3,; > 0. Konstatni kompozi¢ni funkce je
definovana jako

f(t) =C (011, g, 043) S 83.

Prikladem takové kompozi¢ni funkce mize byt kompozi¢ni vektor

x:C(1,6,8):(1 0 8).

15'15’ 15

Neutralni prvek operace pertubace je taktéz prikladem konstatni kompozicni

111
n:C(1,1,1>:<3,3,3)

funkce

Pro grafické zobrazeni trojslozkové kompozice pouzivame ternarni diagram.
Pro kompozici x = (1,2, 23) dostdvame bod v rovnostranném trojuhelniku,

pricemz vzdalenosti od jednotlivych stran predstavuji hodnoty jednotlivych slozek

Vv

rovnostranného trojuhelniku, nebot hodnoty vSech slozek jsou stejné.

X3

X1 X2

Obrazek 1: Zobrazeni trojslozkové kompozice n.

Ezxponencialni kompozicni funkce

14



Uvazujme realna ¢isla aq, as, ag. Exponencidlni kompozi¢ni funkce je definovana
jako
f(t)=C (e‘“t, et e‘m) = Celutaztast) ¢ §3 t ¢ R,

Jako priklad této kompozi¢ni funkce muzeme uvést vektor (viz obrazek 2)
f(t) = C (6215’ e%t) 6—3t) _ Ce(2t,%t,f3t)7
soufadnice z1(t), z2(t) uréime ze vztahu

ilr(£(t)) = (%t%t) e (—4,4).

X3 S

o
X4 X2 T
T T T T T
-10 -5 0 5 10
Z4

Qe |
S o | x4(t)
5 ©
i =
2
g o
g 21
‘@
o
Q.
£
8 < |
@ o
ES]
k]
i)
T o«
£l |
S o

(1)
8 - x3(t)
T T T T T
-4 -2 0 2 4



Obrazek 2: Zobrazeni exponencialni kompozi¢ni funkce v ternarnim diagramu

(vlevo nahote), v ortonormalnich soufadnicich (vpravo nahote) a po slozkach

(dole).

Mutzeme se setkat i s dvojnou exponencidalni kompozicni funkci. Necht \;, a;, j =

1,2, 3, jsou realna c¢isla. Kompozi¢ni funkce v tomto piipadé je dana predpisem
£(t) = Celae N2 haet) ¢ G3 4 ¢ R,
Linedrni funkce

Méjme dany kompozice o, 3 € S®. Definujme kompozi¢ni funkci Py, kterd je
dana predpisem

Pi(t)=a® (te ).

Pro trojslozkové kompozice

a=C(ag,,a2),8=C(B, b, B2)

dostavame polynom prvniho stupné ve tvaru

P(t) = C(aw, 1, a2) ® (t © C (Bo, b1, B2))
= C(ap, a1, 00) & C (55, B, B5)

=C (Oéo 537 a1 53 o0 BS) :
Kvadraticka funkce

M¢éjme dany kompozice a, 3,v € S3. Definujme kompoziéni funkci P,, ktera je
dana predpisem

Pyt) =a® (toB)s (o).

Pro trojslozkové kompozice

o = C(a070417a2) ,B=C (50,51,52) Y = C(%a%;%)

16



dostavame polynom druhého stupné ve tvaru

Py(t) = C (a0, a1,02) @ (t O C (o, B, 52)) @ (2 © C (70, 71,72))
=C (Q((), aq, aQ) D C (/B(t)a ﬁia ﬁé) D C (7('5)277527’752)

2 2 2
:C(a05673 7a15§7§ ’a2657§)'

Obecné pro polynomy m-tého stupné bude platit vztah

P.(1) =B (teB) & (POB) & &m0,

Piiklad 2 V poslednim piikladé této kapitoly uvazujme interval I = (3,10) C

R. Kompozi¢ni funkce

3 4 ) 2 -7
f(t)=2C <5t -1, 3 + sin(¢), 13 )

I
Q

3t—5 4 i 2
’ +3sm(t)7t 7 Ctel
) 3 13

je znazornéna na obrazku 3. Soufadnice z;(t), z2(t) ziskdme z predpisu

: _ 5 3
ilr(f(t)) = (\/gln o \/5111 t21§7
V 39

9 3t—5 1 4+-sin(t)
V2 . tel

17



22
0.0 0.5
I I

X1 X2 |
T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8
Z4

e
§ =« |
= o
o
[ =
=]
K] © x3(t)
£ o 7
‘@
o
a
£
8 = |
o ©
£
S xi(t)
2 o
T o 7 xo(t)

e

=]

T T T T T T T T
3 4 5 6 7 8 9 10

Obrazek 3: Zobrazeni kompozi¢ni funkce z prikladu 2 v ternarnim diagramu

(vlevo nahote), v ortonormalnich soufadnicich (vpravo nahofe) a po slozkach

(dole).
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3. Diferencialni pocet pro kompozi¢ni data

V predchozi kapitole jsme se seznamili s kompozi¢nimi funkcemi, pomoci nichz
lze popsat zmény kompozic¢nich dat v ¢ase. Pokud chceme znat ale velikost zmény,
ktera v datech nastala, je nutné predstavit poznatky o diferencidlnim poctu pro
tyto funkce. S popisovanou problematikou se blize seznamime v této kapitole.
Uvidime, ze ptijde o analogii k standardnimu ptistupu k diferencidlnimu poctu

[3] 14].

3.1. Limita kompozi¢éni funkce

Definice 3.1 (Limita kompozi¢ni funkce v redlném bodé&) Necht f : I C
R — 83 je kompozicni funkce a necht'ty € I je hromadny bod mnoziny I. Rikdme,

ze kompozicni funkce £ mad v bode ty limitu Lg, jestlize
Ve>0 30>0 0<|t—to] <0:|f(t)eLyl, <e.

Zapisujeme

t—to

Poznamka:

e Definici miizeme ekvivalentné zapsat jako

t—to

t—to
kde n = C (1,1, 1) je neutrdlnim prvkem pertubace.

e Podminku ||f(t) © Ly||, < ¢ mtzeme aplikovanim ¢lr transformace piepsat
na

1£(2) © Loll, = llitr (£(2)) — ilr (Lo)|| <,
kde ||-|| je euklidovsk4 vzdalenost v R2.

V pfipadé, Ze je interval I neomezeny zdola, I = (—o0,a), nebo neomezeny

shora, I = (a,0), definujeme limitu v nevlastnim bodé nésledovné.
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Definice 3.2 (Limita kompozi¢ni funkce v nevlastnim bodé& +oo) Nechtf :
I =(—00,a) CR — & (resp. I = {(a,+00) C R — 8%) je kompozicni funkce.

Rikdme, Ze kompozicni funkce £ md limitu Ly v bodé —co (resp. +00), jestlize
Ve>0 K >0 t<K:|f(t)eLy,<e

(resp. Ve>0 3K >0 t>K:|f(t)eL,<e).

Zapisujeme

lim f(t) = Lo

t——o0

(resp.tlim f(t) = Ly).

—+o00

3.2. Vlastnosti limit kompozi¢nich funkci

Opét mizeme ocekavat, ze se i v tomto pripadé bude jednat o analogické

vlastnosti, které plati u standardnich limit funkeci.

Véta 3.1 KazZdd kompozicni funkce md v bodé nejvyse jednu limitu, tzn. jednu

nebo zZadnou.

Véta 3.2 Necht f,g : I C R — 83 jsou kompozicni funkce a o € R. Necht
existugi limity limy 4, £(t) a lim;_,;, g(t). Potom plati

lim (f ©g) () = (thm f(t)) D (lim g(t))

t—to —to t—to

lim (a0 ® f) (t) = @ © (lim f(t)) .

t—to t—to

Ptedchozi véta nam umoznuje pocitat limitu pertubace kompozi¢nich funkci
jako pertubaci limit kompozi¢nich funkci a pro libovolnou konstantu plati, ze ji

mizeme (prostfednictvim mocninné transformace) vytknout pred limitu.

Véta 3.3 Nechtf: 1 C R — S® je kompozicni funkce a necht ¢ : I CR — R

je redlnd funkce. Pokud existuji limity lim;_,,, £(t) a lim,_,, (1), pak

lim (0 © ) () = (tlig% w(t)) o (lim f(t)) |

t—to t—to
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Limitu mocninné transformace mezi realnou funkci a kompozi¢ni funkci mi-
zeme podle této véty pocitat jako mocninnou transformaci mezi limitami. Po-

sledni véta ndm dava do souvislosti predchozi vlastnosti s ¢/r transformaci.
Véta 3.4 Necht f: 1 C R — S3. Pokud lim;_,;, f(t) = Lo, pak

lim dlr (£(t)) = ilr (Lo) .

t—to

3.3. Spojitost kompozi¢nich funkci v bodé a na mnoziné

Spojitost funkce, jak uz nazev sam napovida, nam rika, zda je funkce v daném
bodé defini¢niho oboru spojita (1ze nakreslit graf funkce nepferusovanou ¢arou)
nebo je v uvazovaném bodé graf funkce prerusen. Spojitost je definovana po-
moci limity funkce a o funkci fekneme, Ze je v daném bodé spojita, jestlize se
limita funkce v daném bodé rovna funkéni hodnoté v tomto bodé. S prihlédnutim

k Aitchisonové geometrii mizeme spojitost na simplexu definovat analogicky:.

Definice 3.3 Nechtf:1 C R — S? je kompoziéni funkce a necht ty € I je bod,
v némZ md kompozicni funkce limitu. Rikdme, Ze funkce f je spojitd v bodé t,

pravé tehdy, kdyz lim, ., £(t) = £(to).

Dale se podivame na Ctyfi vlastnosti, které se spojitosti funkce v bodé souvisi.
Opét mizeme ocekavat platnost obdobnych vét jako v pripadé redlnych funkci

realné proménné.

Véta 3.5 Nechtf,g: 1 C R — S jsou kompozicni funkce a oo € R. Pokud jsou
f a g spojité vty € I, pak kompozicni funkce f &g a a©f jsou spojité v bodé ty.

Véta 3.6 Necht f : I C R — 82 je kompozicni funkce a necht ¢ : I — R je
redlnd funkce. Pokud jsou £ a o spojite vty € I, pak je funkce o ©f spojitd v t.

Véta 3.7 Necht f : I C R — S? je kompozicni funkce a necht ® : J — I je
redlnd funkce. Pokud je ® spojitd vty € J af je spojitd v bodé ®(ty) € I, pak je

sloZena funkce f o ® spojita v t.
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Véta 3.8 Necht £ : I C R — 83 je kompozicni funkce. Pokud je f spojitd v
to € I, pak je omezend na intervalu (ty — d,t9 +6) C 1.

O funkci fekneme, Ze je spojitd na mnoziné, je-li spojita v kazdém bodé na
nami uvazované mnoziné. Opét s prihlédnutim k Aitchisonové geometrii, ktera je

vyzadovana, definujeme spojitost na mnoziné nasledovné.

Definice 3.4 Kompozicni funkce £ : I C R — 82 je spojitd na mnoziné J C I,

jestlize je spojita v kaZdéem bodé mnozZiny J.
Nésledné tak obdrzime kompozi¢ni variantu znamé Weierstrassovy veéty.

Véta 3.9 Necht £ : I ¢ R — 83, Pokud je f spojitd na uzavieném intervalu
I, pak je na tomto intervalu omezend a Aitchisonova norma takové kompozicni
funkce nabyvd v néjakych bodech uzavreného intervalu I své minimalni a mazi-
malni hodnoty.

Priiklad 3 Pro kompozi¢ni funkci

2

- , L 24

spoc¢téme jeji limitu

t?—4
. T 2
%gr%f(t)—%l_rgc (exp(t 1),t3_8,3t+4> :

a to nejprve na simplexu. Oznac¢me si slozky kompozi¢ni funkce

2 —4

filt) = exp(t® = 1), folt) = 3

a spo¢téme limitu pro kazdou slozku zvlast. Tedy
%in% fi(t) = exp(t* — 1) = exp(2® — 1) = exp(3),
—
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-4  (t=2)(t+2)

l :1 =
i) = g = I @ o )

t+2 242 4 1

— 1 — = =
o2 (2 12t+d)  (2+2-244) 12 3

hmfg()—%1_1}1%(3t+4):3-2+4:10.

t—2

Spoc¢tenou limitu

. 1
lim £(1) = C <exp(3), - 10)

= (0,328,0,012, 0,660)

jesté prevedeme pomoci vztahu (1) do ortonormélnich soutadnic,

2 3
o = \/>ln exp(3) _ 1,958,
3 .10

1
3
L3
= —In-=2 =-2405
z9 \/§n10 3

Ziskdvame tak vektor se souradnicemi
= (1,958; —2,404) .

Limitu kompozi¢ni funkce mutzeme pouzitim ilr transformace pocitat také
v realném prostoru. Dosazenim do vztahu (1) dostavame vyjadieni kompozi¢ni

funkce f(t) jako funkce z(t) = (21(t), 22(t)),

\[ exp 3t+4 \[[ Y <t :'(3“4));]:

2| 5 (t—2)(t+2) |2
:\/;[(t ‘1>_ln<(t_2)(t2+2t+4)‘(3t+4)> ]_

2, (t+2)(3t +4)\ 2
- 3[(t _1)_ln<(t2+2t+4)>

Y
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1 L 1 t42
2(t) = —=In -8 = In .
2(1) V2 O 3t+4 V2 (242t +4)(3t+4)

Ve vypoctu jsme vyuzili toho, ze plati

ln% =1In(a) —In(b), In(a)°=c-In(a), a,b>0,ccR.

Vypoditejme limity pro z;(t), zo(%)

- 2| (2+2)(3-2+4))\2
%E}%zl(t)z\/;{@ —1)—ln< @ 12270 > ]:

— 1,958,

b za(t) = L 1 242 B
e 2 T AT (22 21 4) (324 4)

1 ) 4
= — 1N —
V2 12-10

Spoctené hodnoty (1,958, —2,405) jesté pfevedeme na simplex za pouziti vztahtu

(5), (6), (7).

= —2,405.

1 1
T1 = exp [— < 1,958 + 7 . (—2,405))1 = 2,4626,

— 1,958 + — - (—2,405)) = 0,082,

2
T3 = exp (\/; 1,958) = 4,9466.

Vyslednou kompozici x = (2,4626,0,082;4,9466) si jesté vyjadiime proporcio-

nalné,

2,462 20 4,94
C (%) = C (2,4626,0,082; 4,9466) = ( 4626 0,0820 4,9 66)

749127 7.4912° 7,4912
= (0,3280; 0,012; 0,660) .
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MiiZzeme si vS§imnout, ze vyjadienim kompozi¢ni funkce v soufadnicich jsme eli-

minovali nespojistost, kterd se vyskytla pfi vypoctu limity pro funkci fo(t). o

Provedme stejny postup pii vypoctu limity kompozi¢ni funkce i v nésledujicim

prikladu.

Priklad 4 Uvazujme kompozi¢ni funkci

f(t)y==C (%, exp(3t® + 3), exp(t)>

a spoctéme na simplexu jeji limitu

%i_r)ré f(t)==C (%, exp(3t* + 3),exp(t)> :

Oznacme si slozky kompozi¢ni funkce

sin?(2t)

— T con(2)’ f2(t) = exp(3t® +3), fa(t) = exp(t)

fi(t)

a spoc¢téme limity pro kazdou slozku zvlast.

in?(2¢ 4 sin®(t) cos®(t
lim f;(f) = lim & = lim sin”(#) cos ( 2) =
t—0 =0 1 — cos(2t) =01 — cos?(t) + sin”(t)
4 sin®(t) cos?(t
= lim i’ (¢) cos™(t) =2cos?0 = 2,

=0 2sin®(t)

lim fo(t) = %1_{101 exp(3t* +3) = exp(3 - 0> + 3) = exp(3),

t—0

lim f3(t) = %1_1;% exp(t) = exp(0) = 1.

t—0
U prvni limity jsme vyuzili toho, ze plati
sin®(t) + cos?(t) = 1, sin(2t) = 2sin(t) cos(t), cos(2t) = cos?(t) — sin*(t).
Vysledna limita je
iy () = € (2,exp(), )
— (0,087;0,87;0,043) ,
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a soufadnice vektoru z = (21, 25), dosazenim napiiklad do vztahu (1), jsou
2 = —0,6588, 2z — 2,1213.

Nyni se na celou situaci podivame z jiného pohledu. Vyjadiime se nejprve
kompozi¢ni funkci v ortonormalnich soutadnicich z(t), 25(t), potom pro kazdou

soutadnici z;(t), 22() spocitame limitu.

sin?(2t)
\/7111 1—cos(2t) _
\/exp 3t2 + 3) - exp(t)

2 [1 sin?(2¢)

In (exp(3t2 +t+ 3)) %]

3 nl—cos(Qt)
2 4sin’tcos®t 1

=4/= — -3t +t+3)| =
3ln1—cos2t+sin2t 2( T )1

— \/g [ln (2cos2t> — ;(3t2 +t+3)} ;

1 . exp(3t? +3)

1 5 B
2(t) = ﬁ HT@) = Eln (eXp(?)t —t+ 3)) =

(3t —t + 3).

Sl

Spocitané soufadnice pro funkei z(t) = (z1(t), 22(t)) jsou tedy

z(t) = (\/g {ln (2 cos? t) — ;(3152 +t+ 3)] : L(3t2 —t+ 3)) :

Nyni spocitame limity.

. L 2 2 Lo
%g%zl(t) = lim [\/; [ln (2 cos t) — 5(3t +t+ 3)}

\V)

= \/g [ln (2c0520) — ;(3 .02 _|_0_|_3)} =
_ \/g (m(z) - ; - 3) — _0,6588,
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. L 1, 1 9 B

Spoctené hodnoty (—0,6588,2,1213) jesté zobrazime zpét na simplex dosaze-
nim do vztahi (5), (6), (7).

[GSEN )

T1 = exp ( — - (—0,6588)) = 0,584,
1 1
Ty = exp (—\/6 - (—0,6588) + ﬁ . 2,1213> = 95,8646,

1 1
T3 = exp [— (% - (—0,6588) + 7 2,1213)] = 0,202.

Kompozici x = (0,584;5,8646; 0,292) si jesté upravime na soucet 1,

0,584 538646 0,292
C (%) = C(0,584;5,8646; 0,292) = ( ! ) : ) _

7,4912° 7,4912° 7,4912
= (0,087;0,870;0,043) .

Stejné jako v predchozim prikladu, i nyni vedlo vyjadieni kompoziéni funkce

v soufadnicich k odstranéni nespojitosti pfi vypoctu limity f(¢) v bodé t = 0. o

Z prikladu 3 a 4 vidime, Ze se muzeme sami rozhodnout, zda danou limitu

kompozi¢ni funkce budeme pocitat na simplexu, nebo v redlném prostoru.

3.4. Derivace kompozi¢ni funkce

Derivace kompozi¢nich funkci se definuje pomoci limit, stejné jako v pripadé
derivaci realnych funkci. Podivame se na derivaci kompozi¢ni funkce v bodé a
uvedeme si prislusné véty o derivaci kompozi¢ni funkce v daném bodé, které

v tomto pripadé také dokazeme.
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Definice 3.5 (Derivace kompozi¢ni funkce v bod8) Nechtf: I CR — S3
je kompozicni funkce a necht t € I je vnitrnim bodem I, tedy existuje § > 0
takové, Ze (t — 6,t + 0) C 1. Kompozicni funkce £ md derivaci v bodé t praveé

tehdy, kdyz limita
1
o (T
Df@y_g%(h®6@+hwaﬂ®»,

existuje. Pak kompozici D®f(t) € 83 nazgvdme derivaci kompoziéni funkce £ v

bodé t.

Poznamka: Polozime-li v =t + h, potom pro h — 0 dostavame v — t a derivaci

mizeme vyjadrit ve tvaru

D@ﬂw::hm<

v—t

O () S ).

v —

Pro jednostranné limity, derivace kompozi¢ni funkce f v bodé ¢ zprava D f(t)
(resp. zleva D®f(t)), plati analogie se standardnim diferenciadlnim poétem, po-

tazmo jednostrannymi derivacemi realnych funkeci.

Véta 3.10 Nechtf: I C R — S je kompoziéni funkce a necht't € I je vnitinim
bodem I. Pokud ma f derivaci vt € I, pak

D®f(t) = Cexp (DIn(f(t))) = Cexp (

Diikaz: Rozepiseme si vyraz

;@ (f(t+h)cf(t) =

= L IC A+ ), fult +B), Folt + ) & C (R, folt), H(0)],

provedeme operaci uzaveéru

:1®[< Ji(t+h) fa(t +h) fs(t +h) )@
h S filt +h) 5 fi(t+h) S fi(t 4 h)

28



ve (z?i(g@)’ s z;’*i(;j(t))H /

protoze vSechny slozky prvniho kompozi¢niho vektoru jsou nasobeny stejnym vy-

razem muzeme ho vypustit, protoze nam to nezméni poméry mezi

1
S filtHh)
jednotlivymi slozkami vektoru. Toho vyuzijeme i u druhého kompozi¢niho vek-

toru,

1 1 1
@kﬁ@+h%ﬁ@+h%ﬁ@+hn@(ﬁ@’h@’ﬁ@)y

SRS

a po provedeni pertubace a mocninné transformace dostavame

1 1 1
¢ <ﬁ@+m>h<ﬁ@+m>h(ﬁ@+m>h
fi(t) "\ fa(t) "\ fat) '
V nésledujicich dvou krocich vyuZijeme toho, Ze funkce exponencidlni ¢!, € R a

logaritmicka In(t),¢ € R" jsou navzajem funkcemi inverznimi, a vzpomeneme si

na pravidla pro pocitani s logaritmy, kterych jsme uz vyuzili v prikladé 3,
1 1 1
M\ 7 n n
=Cexp |In <f1(t + )> ,In (fQ(t * h)> ,In (f?’(t + h)> =
fi(t) fo(t) f3(t)

_ Cexp (lnfl(t +h)—Infi(t) Info(t+h)—1Info(t) Inf3(t+h)— ]nf3(t)> |

h h h

Pro limitu z tohoto vyrazu bude platit

D¥(t) = lim (fll O (ft+h)o f(t))) =

= Cexp (lim Infi(t+h) — 1nf1(t)7hm In fo(t 4+ h) —In fo(t)

h—0 h h—0 h ’

lim In f3(t +h) —In fg(t)> _

h—0 h
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=Cexp(Dln fi(t), DIn fo(t), D1n f5(t)) =
=Cexp(DIn (f(2))).
O

Vztah mezi spojitosti a derivaci kompozi¢ni funkce v bodé popisuje néasledujici

véta.

Véta 3.11 Necht f : I C R — 82 je kompozicni funkce, kterd md derivaci v
bodeé ty € I, bod ty je vnitrnim bodem I. Potom je kompozicni funkce v bodé t

spojitd.

Diikaz: Dtikaz provedeme pomoci nasledujiciho vypoctu

lim (£(t) © £(t5)) = Jim {(’5 — ) © ( 5 © (f(t) o f(to)))]
= (i (- w) © (Jim - © (60 2 1))
= (tli_gg (t — t0)> ©D%f(ty) = n,

=0

tedy lim;_, £(t) = £(ty) a podle definice 3.3 o spojitosti funkce v bodé je kom-

pozi¢ni funkce f v bodé ¢, spojita. a

Véta 3.12 Necht f,g : I C R — S maji derivaci v bodé t a necht A € R.

Potom

D® (fog)(t) = DUf(t) © D%g(1),

D¥(ANof)(t) = o D%(1).
Diikaz: Prvni vztah dokdzeme jednoduchymi tipravami vyrazu
1
pe(Fog) () = lim (O (Fer) t+ho o) )

= tim (5 © (£ + 1) @ g(t + 1) © (£(1) © (1))

h—0
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O (f(t+h)efit) e ;L © (g(t+h)e g(t))>

= lim (

1
h

— lim (2 o (F(t+h)of(t ))) ® lim (lll © (glt+h)o g(t)))
)

h—0

= D®f(t) ® D%g(t),

druhy vztah dokazeme obdobné

D® (A& f) (1) :}Lii%(}ll@(A@f(H—h)@)\@f(t)))

1
= 2@ lim (h o (E(t+h) o f(t))>
= \® D¥f(t).
O
Véta 3.13 Necht £ : I C R — 83 je kompozicni funkce, kterd md derivaci v
bodé t, t € I a necht ¢ : I C R — R je redlnd funkce, ktera mda derivaci v bodé
t,t e l. Pak

D (p @ f) (1) = (Dp(t) @ £(1)) @ (p(t) © DPE(1)) .

Dikaz: Podle véty 3.10 si rozepiSeme vyraz

D (9 © ) (1) = D (A1), (£(0)7. (f:(t)*)
= Cexp (D1In(f1(6)7, DIn(fo(6)?", DIn(f(1)?")
= Cexp (D (p() (A1), D (¢() In(£2(1)) , D (9() In(f(1)))

spocitame si derivaci soucinu vyrazu

Df;(t) .
O

D (¢(t) In(f;(t))) = De(t) In(f;(£)) + ¢(t) =123,

a pokracujeme

Dfi(t) Dfs(t)
0 , Do(t) In(fa(t)) + (1)
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De(t) In(fs(t)) + ¢(t)

¢ (exp (Dolt) In(£1(2))) - exp (M
D fo(t
fa(t) > 7

exp (D () In(fo(1))) - exp (wﬂf (g))) -

~—

exp (D(t) In(fo(1)) - exp (w(t)

Protoze kazda slozka vektoru je tvorena soucinem dvou funkci, mtizeme si roze-

psat vektor na pertubaci dvou vektori, tedy na kompozice

Cexp (In( (1)), In( fo(1)) P70, In( (1)) ") &

fi(t) fa(t) f3(t)
V nésledujicim kroku jesté upravime tvar druhého vektoru tak, ze aplikujeme

exponencialni funkci na kazdou slozku vektoru zvI4st,

Cexp (In(f1(6))”?Y, In(f2(1)) "7, In( f(1))*#V) @

(e SH) (o B (o)) -

= (Dy(t) @ £(t) @ (p(t) © D¥(1)).

O

Véta 3.14 (O derivaci slozené funkce) Necht ¢ : I C R — R je redlnd
funkce, kterd md derivaci v bodé t a necht f : (I) C R — 83 je kompozicni
funkce, kterd md derivaci v bodé ¢(t) € o(I). Potom fop : I C R — 83 je

kompozicni funkce, kterd ma derivaci v bodeé t a plati

D¥ (fo ) (t) = (Dp(t)) © D¥E(p(1))-
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Diikaz: Platnost vztahu dokédzeme pouzitim véty 3.10.

D® (fop)(t) =Cexp (DIn(f(p(t)))) =
= Cexp (DIn(f1(¢(t))), DIn(fa(e(t))), DIn(f3((1)))) =
Dfi(p(t))Dep(t) Dfa(p(t))Dep(t) Dfs(@(t))DsD(t))

:Cexp<

Ale@®) 7 fle®) T fle()
Slozky
Dfi(p(t)De(t) .
o) 7T
si mtuzeme upravit do tvaru
i((1)) .
i (e (@(O)) TR

protoze plati

D))" _ (oo DEGODYY _ o DE((0))
(e ) =20 (o0 ST ) ) = Do S

A pokrac¢ujeme v dokazovani se slozkami v tomto tvaru, tedy

) Dfi(p(t)\ " N D ()7
cor (l (eXp ﬁ(so(t))) ! (exp f2(90(t)>> |

. (exp nguo(t)))”(”) _

To(e ()
o (e, PRGN (DR ([ Dhlem)) " _
_C(< ’ fl(so(’f))) ( P f2(¢(t))> ( P fg(gp(?ﬁ))) -

= (Dg(t)) © D*f(p(t)).
O

Nakonec si dejme do souvislosti derivaci kompozi¢ni funkce s jejim vyjadienim

v ortonormaélnich souradnicich.
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Véta 3.15 Necht f,g : I C R — 8% je kompoziéni funkce a necht t € I je

vnitrnim bodem I. Jestlize £ ma derivaci v bodé t € I, pak
D®f(t) = ilr (D ilr(£(t))),

kde D znaci derivaci redlné funkce redlné proménné, kterd je aplikovand na kaZdou

sloZku funkce.

Dikaz véty 3.15 najdeme v [1].

3.5. Vypocdet derivaci kompozi¢nich funkci

Spocitame derivace kompozi¢nich funkei, které jsme jiz predstavili ve druhé
kapitole. Podivame se na derivace konstatni, exponencialni, linearni a kvadratické

funkce.
Derivace konstantni funkce

Necht f(t) = C(ay,az,a3) € S8 je konstatni funkce. Pro jeji derivaci v bodé ¢
bude platit

D®f(t) = Cexp (D In(ay, ag, a3)) = Cexp (DInay, DInay, DInas)
= Cexp(0,0,0) = n.

Derivace konstatni funkce se bude vzdy rovnat vektoru n.

Piiklad 5 Pro konstatni kompozi¢ni funkei f(¢) = C(1, 6, 8) spo¢itame jeji deri-

D®f(t) = Cexp (D1In(1,6,8)) = Cexp (D(In1), D(In6), D(In8))

111
= Cexp(0,0,0) =C(1,1,1) = <3, 3 3) :

Derivace exponencidalni funkce
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Uvazujme exponenciani kompozic¢ni funkci ve tvaru
f(t) = Cexp(ayt, ast,ast) € S*,a; € R,i =1,2,3.
Pro derivaci exponencialni funkce bude platit
D®f(t) = Cexp (D In(exp(a1t, ast, ast))) =

= Cexp (DIn(exp(ast)), D In(exp(ast)), D In(exp(ast))) =
= Cexp (D(aqt), D(ast), D(ast)) =

= Cexp(a1, az, as).

Priklad 6 Uvazujme exponencialni funkci ve tvaru
1
f(t)==C <exp(2t), exp (215) ,exp(—?)t)) :
a jeji derivaci
1
D®f(t) = Cexp (D In (exp(Zt), exp (21?) ,exp(—3t))>
1
= Cexp (D In(exp(2t)), D1n (exp (215)) ,Dln (exp(—St)))
1
= Cexp <D(2t), D (2t> ,D(—3t))

1 1
= Cexp (2, 3 —3) =C <€Xp 2,exp b} exp(—3))

= (0,8131;0,1814;0,0055) .

Vsimnéte si, ze derivace exponencialni funkce v bodé t € R je rovna vektoru

konstant. Tohle bude platit pro derivace vSech exponencialnich funkci.
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V kapitole o kompozi¢nich funkcich jsme se zminili i o dvojné exponencidlni

funkci. Uvazujme tedy nyni tuto funkci, kterd je dana predpisem
f(t) = Cexp (A exp(ait), o exp(ast), A3 exp(ast)) € S,
kde A\;,a;,1 = 1,2, 3, jsou realna ¢isla. Pro jeji derivaci bude platit
D®f(t) = Cexp (D1In (exp (A1 exp(ast), Ay exp(ast), A3 exp(azt)))) =

= Cexp (D (A1 exp(ait), A2 exp(agt), Az exp(ast))) =
= Cexp (D (A exp(art)) , D (Agexp(azt)), D (A3 exp(ast))) =
= Cexp (a1 exp(ait), ax Az exp(ast), azAz exp(ast)) -

Derivace linedrni funkce
Pro linearni funkci ve tvaru
P(t)=ad(toB),a,pBcS?
spocCteme derivaci
D¥(ad (t®B))=D%xd D? (t®B);

protoze pro derivaci kontantni funkce plati, Ze je rovna vektoru n, zde pro D%« =
n, mizeme s vyuzitim véty 3.13 o derivaci mocninné transformace pokracovat ve
vypoctu

D¥(toB) = ((Dt) o pB) @ (t© D)

=(1o8)e (to D)

=B =C(Bo, b1, P2) -

Derivace kvadratické funkce
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Méjme danu kvadratickou funkci
Py(t)=ad(topB)e P oy),a,8,v€ S
Pro derivaci kvadratické funkce bude platit
D¥Py(t) = D° (@@ (te B) @ (2 © 7))
=D%(a) @ D¥(to B)® D ©);

nyni jiz vime, ¢emu se rovnaji derivace konstatni a linearni funkce,

D¥(a)=mn, D%(topB)=4,
tedy
DPy(t) =n @ B2 D1 0 )
=Ba (D*(*) ov) @ ( © D)

= B3 (2t07) o (o D%)

—_——
n

=08d(2to7).

Dale se pokusime o obecny tvar derivace polynomické funkce. Ozna¢me mocnin-

nou funkci
pk(t) = tk @ /Blw

kde k je kladné celé &islo, 3, € 83, a uvazujme jeji derivaci. Tedy,

D% (o B,) = ((D*) @ B,) @ (1" © D*B,)
= (k"' o B,) @ (#* ©n)
= kt" 1O B,
Necht P, (t) = @ pr(t) = B, (t* © By) je polynom m-tého stupné. Pro

derivaci této funkce bude platit

DPP,,(t) = é (k" @ 8y).

k=0



Vedle pojmu derivace kompozi¢ni funkce v bodé zavadime i pojem derivace

kompozi¢ni funkce na mnoziné (otevieném intervalu).

Definice 3.6 Necht f : I C R — 83 je kompozicni funkce a necht J C I je
otevieny interval. Rekneme, Ze kompozicni funkce f md derivaci na otevieném
intervalu J pravé tehdy, kdyz md deriwvaci v kaZdém bode t € J. Kompozicni
funkce D®f : J C R — 83, kterd priradi kazdému bodu t € J derivaci v tomto

bode, D®f(t), se nazgvd derivace kompozicni funkce f.
Priklad 7 Uvazujme funkci

3t—5 4+3sin(t) t2 -7
5 3 T 13

f(t):C< ),te<3,10>

a spocteme jeji derivaci

— i 2 _
DPH(t) = Coxp (Dln <3t 5 4+ 3sin(t) t 7))

5 7 37 13

3t—5 4 + 3sin(t t2—7
—Cexp (DIn D 380 5y
5 3 13

15 9 cos(t) 26t
. t € (3,10).
Coxp <3t —5 4+ 3sin(t) 2 — 7) 1€ (310

V definici 2.10 jsme si pfedstavili vektor kladnych funkci redlné proménné
F(t) = (fi(t), f2(t), f3(t)). V nasledujici vété si ukdzeme, Ze i na ném muzeme

provést derivaci D®, protoze kompozi¢ni slozky ve vztahu

D®f(t) = Cexp (DIn(f(1))) = C exp (1;{ Eg) lj”ig) l}ig)) |

jsou slozkami vektoru kladnych funkeci.

Véta 3.16 Necht F : I C R — R2 a necht t € I je vnitrnim bodem intervalu I.

Jestlize existuje derivace slozek vektoru ¥, pak plati
D®CF(t) = CDYF(t) = DPF(t).
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Diikaz: Rozepsanim vztahu podle véty 3.10 dostavame
D®F(t) = Cexp (DInF(t)) =

=Cexp(DInFi(t),DIn F5(t), DIn F5(t)) =

DE\(t) DFy(t) DFy(t)
Fi(t) 7 B(t) ' Fs(t) )

Na celou situaci se mizeme podivat i z jiného pohledu. Jako prvni provedeme

:Cexp(

operaci uzavéru, poté budeme postupovat stejné jako v predchozim pripadu,

i o Fi(t) Fy(t) F3(t) _
DYCF(t) =D ( S E(t) S Fi(t) 23 Fj(t)>_

J=1 Jj=1 Jj=1

=Cexp (DlngFl(t)

F(t) F3(t)
DN P <t>> ’

?:1 Fj(t) 7 j=1 FJ
dale vyuzijeme toho, Ze pro pocitani logaritmu podilu plati, Ze jej mtizeme pocitat

jako rozdil logaritmi. Pro jednotlivé slozky dostavame

3 Fj<t>> |

1

Fi(t)
Din 5~ 0

j=1

=DInFy(t) — Dln (

<

R(t) >
Dlnm =DlnFy(t) — Dln (Z F](t)> ,

F3(t) 3

DIn —g——+—~ =DInF3(t) — DIn ZFJ(t) ,
j=1 F5(t)

dosazenim do kompozi¢niho vektoru ziskavame

= Cexp (D In Fi(t) — Dln (23: P}(t)) ,DIn F5(t) — DIn (23: Fj(t)) :

j=1 j=1

DIn F5(t) — Dln (23: Fj(t))) ;

i=1
nyni aplikujeme exponencialni funkci na kazdou slozku zvI&st
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=C (exp (DIn Fi(t)) - exp (—Dln (23: F](t))) )
exp (D1In F5(t)) - exp ( (23: ))

exp (D1n F3(t)) - exp (—Dln (23: E(t)))) =

=Cexp(DInFi(t),DIn Fy(t), DIn F5(t)) =

e (DF(t) DE() DF()
- ( <>’F2<t>’F3<>>

V predposlednim kroce jsme vyuzili toho, ze kazda slozka vektoru je nasobena
stejnym vyrazem exp (—D In <Z§?:1 F; (t))), proto ji mtizeme vynechat (bez ztraty

informace). O

Tvrzeni této véty vyuzijeme predevSim pii vypoctech. Dovoluje nam totiz
provést derivaci pfed operaci uzavéru, ¢imz dochazi ke zjednodusSeni vypocti.
Podivame-li se na piiklad 6, vidime, Ze zde jsme provedli pravé prvné derivaci.
V nasledujicim prikladé to zkusime obracené, jako prvni provedeme operaci uza-

véru a oba postupy nakonec porovname.

Priklad 8 Méjme dan vektor kladnych funkci

F(t) = (exp(Zt),exp (;t) 7exp(—3t)> , teR

a spoctéme jeho derivaci tak, ze prvné provedeme operaci uzavéru C

DECF(t) = D® (exps(?t) | eXpS(Qt) | eXp(S—3t)) |

kde
1
S = exp(2t) + exp (215) + exp(—3t).
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Uzitim véty 3.10 a pravidel pro pocitani s logaritmy dostavame

exp (it _
C exp (Dln eXpr%),Dln p§2 ),Dln eXp(S 3t)> _

C exp <D(2t) — DInS,D (;t) — DInS,D(=3t) — DIn S> ,

protoze

In (exp(2t)) = 2t, In (exp (;t)) = ;t, In (exp(—3t)) = —3t.

Pokracujeme tak, ze aplikujeme exponencialni funkci na kazdou slozku vektoru

zv1ast
1
C (eXp (D(2t) — DInS) ,exp (D (2t> —Dln S) ,exp (D(—3t) — D1n S)) :
a vyuzijeme toho, ze plati

exp (u+v) =exp (u) -exp (v), wu,v€R,

C (exp (D(2t)) exp (D1In S) ,exp (D (;t)) exp (DInS),
exp (D(—3t))exp (DInS)).

Vidime, ze kazda slozka vektoru je nasobena stejnym vyrazem exp (D In.S), mi-

zeme jej tedy vynechat a dostavame

1
c <exp (D(21)) , exp (D <2t>> Lexp (D(—St))) ,
nakonec provedeme derivaci a operaci uzavéru
1
c (exp 2,exp . eXp(—B)) — (0,8131; 0,1814; 0,0055) .

Dopocitali jsme se ke stejnému vysledku jako v prikladé 6, ale kdyz porovname
postupy vypoctl, vidime, ze pokud pied derivaci provedeme operaci uzavéru,
vypocet se ndm tim znac¢né zkomplikuje. o
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Podivejme se jesté na derivace vyssich radu. Dosud jsme totiz uvazovali tzv.
derivaci prvniho fadu. Derivaci druhého fadu (druhou derivaci) pak dostaneme
jednoduse tak, ze po provedeni prvni derivace opét derivujeme. Dalsim derivova-

nim bychom dostali derivaci tfetiho fadu (tfeti derivaci) a podobné.

Definice 3.7 (Derivace vy$sich fadt) Necht f : I C R — 82 je kompoziéni
funkce. Funkce £ md k-tou deriwvact na otevreném intervale J C I, jestliZe pro

k > 2 existuje limita

h—0

1
D®*£(t) = lim (h ® (D@(’“‘l)f(t +h)© D@(’“‘l)f(t))> .

Limitu nazgyvame k-tou derivaci kompozicni funkce £ v bodé t.
Kompozicni funkce £ mad k-tou derivaci na otevieném intervalu J C I, jestliZe
k-td derivace existuje v jakémkoliv bode intervalu J. Kompozicni funkci defino-

vanou na J predpisem DV*f(t),t € J nazgvdme k-tou derivaci f.

Véta 3.17 (O poéitani derivaci vyssich ¥adt) Necht £ : I C R — S je
kompozicni funkce, kterd md k-tou derivaci na otevieném intervalu J C I. Pak

k-ta derivace f vt € J je
DP¥f(t) = C (exp (DX In(£(1))), k=1,2,....

Priklad 9 Podivejme se, jak bude vypadat druhé derivace kompozi¢ni funkce

t—5 4 in(t) ¢ —
(1) = C 3 5’ +3sm()7 7
5 3 13

V této kapitole v prikladu 7 jsme si spocitali jeji prvni derivaci, ktera je rovna

kompozicni funkci

1 2
DeE(t) — Cexp( 5 9 cos(t) 6t ) ‘

3t—5 4+ 3sin(t) 2—7

Spocitejme nyni druhou derivaci.

D@2f(t) =C (exp (D2 In (f(t)))) -
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B 15 9 cos(t) 26t _
=C (exp <Dln (exp (325 — 574+ 3sin(t) 2 — 7>>>> N

15 9cos(t) 26t
_ D
C<eXp< <3t—5’4+3sin(t)’t2—7>>>’

nyni provedeme derivaci po slozkach vektoru podle vzorce pro derivaci podilu

realnych funkci u a v,

(1) ) = D) 100) 0 - D)

v) (v(to))? ’

tedy

B —15-3 —9sin(t)(4 + sin(t)) — 9cos(t) - 3 cos(t)
=¢ (eXp ((315 5y’ (4 + 3sin(1))? !

26(t> (—t27)_—7)226t : 2t>> |

a vyraz upravime,

_ofex —45  —36sin(t) — 27sin(t)? — 27cos(t)® —26t> — 182
¢ ( P ((3t -5 (4 + 3sin(t))? (2 —T)2 ))

_C —45  —36sin(t) — 27(sin®(t) + cos?(t))  26(t* +7)
- (eXp <(3t —5)*’ (4 + 3sin(t))? Tz 7y ))

- (oo (s T )

V predposlednim kroce jsme vyuzili toho, Ze plati rovnost sin?(¢) + cos?(¢) = 1. o
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ZAavér

Cilem mé bakalaiské prace bylo predstaveni problematiky diferencialniho po-
¢tu funkei na simplexu (specialné v ptipadé trojslozkovych kompozic, ktery umoz-
niuje detailni rozepsani vybranych diikazi vét) a nazorného vysvétleni teorie na
vlastnich prikladech. Poprvé jsem se zde setkala s kompozi¢nimi daty, které se
odlisuji od standardnich mnohorozmérnych dat tim, Ze pouze relativni informace
problematiky proniknout a seznamit se s odliSnou geometrii pro tento typ dat.
Za velmi prinosnou pro muj dalsi rozvoj povazuji dale praci s anglicky psanou
literaturou a seznameni se s dvéma programy, typografickym softwarem TEX, ve
kterém je ma prace vysazena, a statistickym softwarem R, ktery jsem pouzila pri
tvorbé grafi.

Musim konstatovat, Zze mé dané problematika zaujala a doufam, Ze se s ni pri

mém dalsim studiu jesté setkam.
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