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Univerzita Hradec Králové
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Bor̊uvková, V. Generalized derivatives of first and second order. Hradec Králové,
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1 Úvod 7

Seznam symbol̊u a značeńı 9
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3.1 Základńı vlastnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.2 Subdiferenciál funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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1 Úvod

Mnohoznačné funkce popisuj́ı situace a problémy, které v závislosti na proměnné
dávaj́ı v́ıce, i nekonečně mnoho řešeńı. Pro jejich studium se hod́ı grafický př́ıstup.
Mnohoznačná funkce je tedy charakterizována svým grafem. Také zde zavád́ıme
pojem efektivńı obor, jelikož hodnotou funkce v bodě může být i prázdná množina.

V kapitole 2 jsou popsány základńı vlastnosti mnohoznačných funkćı. Limes su-
perior a inferior, které úzce souviśı s polospojitost́ı shora a zdola, podobně jako u
jednoznačných funkćı limita a spojitost. Jak limes superior i inferior jsou uzavřené
množiny. Dále je rozebrána vlastnost monotonie. Pro mnohoznačné funkce neexi-
suj́ı termı́ny funkce rostoućı a klesaj́ıćı. Monotónńı funkce je jakýmsi zobecněńım
rostućı jednoznačné funkce. Silněǰśım pojmem je maximálně monotónńı mno-
hoznačná funce, která neńı obsažena v jiné monotonńı funkćı. Na konci kapitoly
je též definována lokálńı lipschitzovskost funkce. Zde, je zachován stejný geome-
trický význam jako u lipschitzovskosti jednoznačné funkce. V daľśıch kapitolách
se ukáže, jak lipschitzovskost funkce zjednodušuje daľśı úvahy.

Kapitola 3 se zdánlivě vraćı k jednoznačným funkćım. Zde je ćılem zobecnit deri-
vaci i pro funkce, které nejsou spojitě diferencovatelné, a tak pro konvexńı funkce
zavád́ıme subgradient a subdiferenciál ∂f(x). Subdiferenciál je vždy maximálně
monotónńı mnohoznačná funkce. Nav́ıc, je-li 0 ∈ ∂f(x0), potom má funkce v bodě
x0 globálńı minimum, pokud je ∂f(x) neprázdná, pak je funkce konvexńı.

V kapitole 4 jsou definovány tečné kužely k množině: kontingentńı kužel TK(x) a
Clark̊uv kužel CK(x). Jsou analogíı tečny ke křivce, uzavřené množiny a Clark̊uv
kužel je konvexńı. Vždy plat́ı CK(x) ⊂ TK(x) a je-li množina K konvexńı, jsou
shodné, CK(x) = TK(x). Kapitola obsahuje několik charakterizaćı obou kužel̊u,
pomoćı posloupnosti i pomoćı vzdálenosti od množiny. Charakterizace pomoćı
posloupnosti jsou provedeny podle knihy [8], kde je ovšem použitá jiná definice
Clarkova kuželu, tud́ıž nejde o triviálńı přepis z knihy a d̊ukaz je tedy zahrnut i
zde.

Část o kuželech zakončuje kapitola 5, která popisuje normálové kužely. Definu-
jeme jak kontingentńı, tak Clark̊uv normálový kužel, ovšem pouze Clark̊uv kužel
je d́ıky konvexitě polárńı se svým normálovým kuželem.

Z definice muśı každý kužel vycházet z počátku. Pro větš́ı názornost jsou ovšem
jak tečné a normálové kužely posunuty do bodu, kterým jsou určeny.

K derivaćım mohoznačné funkce se dostáváme v kapitole 6. Derivace definujeme
graficky, pomoćı tečných kužel̊u, źıskáváme tedy kontingentńı derivaci DF(x, y) a
Clarkovu derivaci CF(x, y). Tyto zřejmě splývaj́ı pro funkci, jej́ıž graf je konvexńı.
Obě derivace jsou charakterizovány pomoćı posloupnost́ı i pomoćı vzdálenost́ı od
množiny. Je zde vidět, jak se formule zjednoduš́ı, jestliže je funkce F lipschit-
zovská. Také definujeme jednu derivaci nikoli pomoćı grafu, ale pomoćı limity.
Jedná se o Diniho derivaci DL(x, y). Někdy se také nazývá Diniho dolńı derivace,
jelikož se od kontingentńı derivace lǐśı pouze v tom, že nemı́sto limes superior
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použijeme limes inferior stejné funkce. Někdy se proto také kontingentńı deri-
vace nazývá Diniho horńı derivace. Ukazuje se, že má-li mnohoznačná funkce F
konvexńı graf, všechny tři derivace splývaj́ı. Kapitola obsahuje několik př́ıklad̊u s
řešeńım, kde studujeme jak jednoznačné tak mnohoznačné funkce a je zde ukázán
vztah mezi funkćı f a jej́ım nadgrafem epi(f) a derivaćı této funkce a derivaćı
jej́ıho nadgrafu. Ovšem pouze při použit́ı kontingentńı derivace. V závěru jsou
definovány koderivace, které využ́ıvaj́ı normálové kužely.

Práci uzav́ırá kapitola 7, kde jsou krátce zmı́něny tečné kužely druhého řádu a k
nim analogicky derivace druhého řádu. Ukazuje se, jak vypadá derivace druhého
řádu jednoznačné funkce.

Značeńı v celé práci je převzaté z několika zdroj̊u, stejně jako definice. Pokud
jsou tvrzeńı převzatá z knihy, ale upravená z d̊uvodu použit́ı jiné definice, je toto
zmı́něno vždy na konci tvrzeńı.
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Seznam symbol̊u a značeńı

BX uzavřená jednotková koule v prostoru X
CK(x) Clark̊uv kužel

C
(2)
K (x, v) Clark̊uv kužel druhého řádu

∂f(x) subdiferenciál, tj. množina všech subgradient̊u funkce f v bodě x
dK(x) = d(x,K) vzdálenost bodu od množiny
Df definičńı obor jednoznačné funkce
Dom(F ) efektivńı obor mnohoznačné funkce
CF(x, y) Clarkova derivace funkce F v bodě (x, y)
C∗F (x, y) Clarkova koderivace funkce F v bodě (x, y)
C(2)F (x, y, u1, v1) Clarkova derivace druhého řádu
DF(x, y) kontingentńı derivace funkce F v bodě (x, y)
D∗F (x, y) koderivace funkce F v bodě (x, y)
DLF (x, y) Diniho derivace funkce F v bodě (x, y)
D(2)F (x, y, u1, v1) kontingentńı derivace druhého řádu
epi(f) nadgraf funkce f
f ′−(x), f ′+(x) jednostranné derivace funkce f
F (x) obraz / hodnota funkce F v x
F (C) obraz množiny C
F−1 inverzńı funkce k F
F−1(D) vzor množiny D
Graf(F ) graf relace
H(F ) obraz mnohoznačné funkce
Int(K) vnitřek množiny K
K uzávěr množiny
K− polárńı kužel
TK(x) kontingentńı kužel

T
(2)
K (x, v) kontingentńı kužel druhého řádu
NK(x) kontingentńı normálový kužel
NC
K(x) Clark̊uv normálový kužel

X∗ duálńı prostor
〈x, y〉 skalárńı součin
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2 Mnohoznačné funkce a jejich vlastnosti

2.1 Základńı pojmy

Definice 1 Necht’ F : X → P (Y ), neboli pro každé x ∈ X existuje odpov́ıdaj́ıćı
množina F (x) ⊂ Y , pak F (·) nazveme mnohoznačnou funkćı a znač́ıme

F : X ⇒ Y.

Definice 2 Mnohoznačnou funkci F : X ⇒ Y budeme charakterizovat gra-
fem relace F , znač́ıme Graf(F ), který je podmožinou kartézského součinu X×Y
a je definován následuj́ıćım zp̊usobem

Graf(F ) := {(x, y) ∈ X × Y | y ∈ F (x)}.

Řekneme, že F (x) je obrazem nebo hodnotou funkce F v x.
Řekneme, že mnohoznačná funkce je netriviálńı, právě když graf neńı prázdnou
množinou, tedy existuje alespoň jedno x ∈ X takové, že F (x) je neprázdnou
množinou.
Efektivńım oborem mnohoznačné funkce Dom(F ) rozumı́me podmnožinu prvk̊u

x ∈ X, pro něž je F (x) neprázdná.

Dom(F ) := {x ∈ X | F (x) 6= ∅}.

Obrazem mnohoznačné funkce H(F ) rozumı́me sjednoceńı F (x) pro všechna x ∈
Dom(F ).

H(F ) :=
⋃

x∈Dom(F )

F (x).

Inverzńı funkćı F−1 k funkci F rozumı́me mnohoznačnou funkci F−1 : Y ⇒ X
splňuj́ıćı

x ∈ F−1(y)⇔ y ∈ F (x)⇔ (x, y) ∈ Graf(F ).

Podle [1, str. 34].

Obrázek 1: Př́ıklad mnohoznačné funkce.

Pro mnohoznačnou funci zavád́ıme termı́n efektivńı obor namı́sto definičńıho
oboru, nebot’ mnohoznačná funkce je definovaná všude. Vždy je totiž alespoň
F (x) = ∅.
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Pozorováńı 3 Pro mnohoznačnou funkci F

i) vždy existuje inverzńı F−1,

ii) plat́ı (F−1)−1 = F.

Definice 4 Necht’ X, Y jsou normované vektorové prostory, C ⊂ X, D ⊂ Y ,
F : X ⇒ Y je mnohoznačná funkce. Definujme obraz množiny C

F (C) =
⋃
x∈C

F (x) = {y ∈ Y | F−1(y) ∩ C 6= ∅},

a vzor množiny D

F−1(D) =
⋃
y∈D

F−1(y) = {x ∈ X | F (x) ∩D 6= ∅}.

Podle [2, str. 149].

Tvrzeńı 5 Necht’ F : X ⇒ Y je mnohoznačná funkce, K, K1, K2 ⊂ X. Plat́ı

i) F (K1 ∪K2) = F (K1) ∪K2,

ii) F (K1 ∩K2) ⊂ F (K1) ∩K2,

iii) F (X \K) ⊃ H(F ) \ F (K),

iv) K1 ⊂ K2 ⇒ F (K1) ⊂ F (K2).

Podle [1, str. 36].

Důkaz.

i) F (K1∪K2) =
⋃
x∈K1∪K2

F (x) =
⋃
x∈K1

F (x)∪
⋃
x∈K2

F (x) = F (K1)∪F (K2).

ii) Zvolme y ∈ F (K1 ∩K2). Pak F−1(y) ∩ (K1 ∩K2) 6= ∅, potom
F−1(y) ∩ K1 6= ∅ a současně F−1(y) ∩ K2 6= ∅, tedy y ∈ F (K1) ∧ y ∈ F (K2)
a y ∈ F (K1) ∩ F (K2).

iii) Zvolme y ∈ H(F ) \ F (K). Odtud y ∈ H(F ) a současně y 6∈ F (K). Plat́ı
F−1(y)∩K = ∅. Pak pro každé x ∈ X takové, že y ∈ F (x) plat́ı x 6∈ K, tedy
X ∈ (x \K) a y ∈ F (X \K).

iv) K1 ⊂ K2, tedy K2 = K1 ∪K2 \K1. Podle části (i) plat́ı F (K2) = F (K1) ∪
F (K2 \K1) a odtud F (K1) ⊂ F (K2).

Definice 6 Necht’ X, Y jsou normované vektorové prostory, F1, F2 : X ⇒ Y
jsou mnohoznačné funkce. Definujme součet funkćı F1 +F2 jako součet množin

(F1 + F2)(x) = F1(x) + F2(x) = {y1 + y2 | y1 ∈ F1(x), y2 ∈ F2(x)}

a násobek funkce kF1, k ∈ R

(kF1)(x) = kF1(x) = {ky | y ∈ F1(x)}.

Podle [2, str. 24, 151].
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2.2 Polospojitost, spojitost

Definice 7 Necht’ X, Y jsou normované vektorové prostory, x0 ∈ X, F : X ⇒ Y
je mnohoznačná funkce. Pak definujme limes inferior funkce F v bodě x0

lim inf
x→x0

F (x) = {y ∈ Y | ∀V ∈ NY (y), ∃U ∈ NX(x0), ∀x ∈ U\{x0} : F (x)∩V 6= ∅}.

a limes superior funkce F v bodě x0

lim sup
x→x0

F (x) = {y ∈ Y | ∀V ∈ NY (y), ∀U ∈ NX(x0), ∃x ∈ U\{x0} : F (x)∩V 6= ∅}.

Podle [5, str. 78].

Př́ıklad 8 Př́ıklad mnohoznačné funkce, jej́ı̌z limes superior a inferior se v daném
bodě lǐśı.

Obrázek 2: Funkce, kde se lǐśı lim sup a lim inf

Tvrzeńı 9 Necht’ X, Y jsou normované vektorové prostory, x0 ∈ X, F : X ⇒
Y je mnohoznačná funkce. lim supx→x0 F (x) a lim infx→x0 F (x) jsou uzavřené
množiny.

Důkaz. Zvolme posloupnost {yn} ⊂ lim supF (x), yn → y. Vı́me, že pro každé
V ∈ NY (yn) a U ∈ NX(x0) existuje x ∈ U \ {x0} tak, že F (x) ∩ V 6= ∅. Chceme
ukázat, že y ∈ lim supF (x). Zvolme V ∈ NY (y) libovolně. Protože y = lim yn,
existuje n0 ∈ N tak, že yn0 ∈ V , tedy V ∈ NY (yn0) a plat́ı

∀U ∈ NX(x0)∃x ∈ U \ {x0} : F (x) ∩ V 6= ∅.

Množina V byla volena libovolně, tedy to plat́ı pro každou V ∈ NY (y) a tedy
y ∈ lim supF (x). Uzavřenost lim inf F (x) se ukáže analogicky.

Lemma 10 (Ekvivalentńı definice limes inferior)
Necht’ X, Y jsou normované vektorové prostory, x0 ∈ X, F : X ⇒ Y je mno-
hoznačná funkce. Pak y ∈ lim infx→x0 F (x), právě když pro každou posloupnost
{xn} ⊂ Dom(F ), xn → x0, existuje {yn} taková, že yn ∈ F (xn) pro všechna
n ∈ N a plat́ı yn → y.
Podle [2, str. 152].
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Důkaz. ” ⇒ ”y ∈ lim infx→x0 F (x) potom pro každé V ∈ NY (y) existuje U ∈
NX(x0) takové, že pro každé x ∈ U \ {x0} plat́ı F (x) ∩ V 6= ∅. Zvolme libovolně
posloupnost {xn} ⊂ Dom(F ), xn → x, a posloupnost množin {Vk} ⊂ NY (y), Vk =
B(y, 1

k
) a k ńı nalezneme posloupnost {Uk} ⊂ NX(x0) tak, že ∀x ∈ Uk \ {x0} :

F (x) ∩ Vk 6= ∅. Najděme vybranou posloupnost kn tak, že ∀n ∈ Nxn ∈ Ukn . Pak
plat́ı F (xn) ∩ Vkn 6= ∅. Nalezneme tedy yn ∈ F (xn) ∩ Vkn . Z definice Vkn plat́ı
yn → y.
”⇐”sporem: Necht’ plat́ı y 6∈ lim infx→x0 F (x), potom

∃V ∈ NY (y)∀U ∈ NX(x0)∃x ∈ U \ {x0} : F (x) ∩ V = ∅.

Nalezněme V ∈ NY (y) podle podmı́nky a zvolme posloupnost Un = B(x0,
1
n
).

Pro každé n ∈ N nalezněme xn takové, že F (xn)∩ V = ∅, tedy každé yn ∈ F (xn)
nelež́ı ve V - okoĺı y - tud́ıž neplat́ı yn → y, což je spor.

Lemma 11 (Ekvivalentńı definice limes superior)
Necht’ X, Y jsou normované vektorové prostory, x0 ∈ X, F : X ⇒ Y, je mno-
hoznačná funkce. Pak y ∈ lim supx→x0 F (x) právě když existuj́ı posloupnosti {xn} ⊂
Dom(F ), {yn} takové, že xn → x0, xn 6= x0, yn ∈ F (xn) pro všechna n ∈ N a
yn → y.
Podle [2, str. 152].

Důkaz. ”⇒”Zvolme y ∈ lim supx→x0 F (x), a k němu posloupnosti množin {Un} ⊂
NX(x0) a {Vn} ⊂ NY (y) takto: pro každé n ∈ N plat́ı Un = B(x0,

1
n
) a Vn =

B(y, 1
n
). Pak pro každé n ∈ N nalezneme xn ∈ Un\{x0}. Protože plat́ı Fn∩Vn 6= ∅,

nalezneme yn ∈ F (xn) ∩ Vn.
Pak plat́ı xn → x0, pro každé n ∈ N : yn ∈ F (xn) a yn → y.
”⇐”
Zvolme libovolně V ∈ NY (y), U ∈ NX(x0). Podle předpokladu existuje posloup-
nost {xn} ⊂ Dom(F ), xn → x0 a z vlastnosti limity existuje n0 ∈ N tak, že pro
každé n ∈ N, n ≥ n0 : xn ∈ U. Podle předpokladu nalezneme také posloupnost
{yn}, yn ∈ F (xn) a yn → y. Z vlastnost́ı limity muśı existovat n1 ∈ N takové, že
pro každé n ∈ N, n ≥ n1 plat́ı yn ∈ V. Zvolme n∗ = max{n0, n1}. Pak pro každé
n ∈ N, n ≥ n∗ plat́ı xn ∈ U, yn ∈ F (xn) a yn ∈ V , tedy V ∩ F (xn) 6= ∅.

Daľśı možnost́ı, jak popsat limes superior a limes inferior mnohoznačné funkce,
je pomoćı vzdálenost́ı od množiny, kde danou množinou je graf funkce.

Definice 12 Necht’ K ⊂ X, x ∈ X. Označme, vzdálenost x od K

dK(x) = d(x,K) = inf
y∈K

d(x, y),

kde klademe d∅(x) = +∞.
Podle [1, str. 16].

Lemma 13 (Charakterizace limes superior a inferior pomoćı vzdálenosti)
Necht’ X, Y jsou normované vektorové prostory, x0 ∈ X, F : X ⇒ Y, je mno-
hoznačná funkce. Potom

i) lim supx→x0 F (x) = {y ∈ Y | lim infx→x0 d(y, F (x)) = 0} ,
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ii) lim infx→x0 F (x) = {y ∈ Y | limx→x0 d(y, F (x)) = 0} .

Podle [1, str. 41].

Tvrzeńı 14 Necht’ X, Y jsou normované vektorové prostory, x0 ∈ X, F : X ⇒
Y, je mnohoznačná funkce. Pak plat́ı

lim inf
x→x0

F (x) ⊂ lim sup
x→x0

F (x).

Podle [1, str. 42].

Důkaz. Důkaz plyne př́ımo z lemmatu 13.

2.3 Zobrazeńı usco a cusco

Definice 15 Mnohoznačnou funkci F : X ⇒ Y nazveme shora polospojitou
(USC) v bodě x ∈ Dom(F ), právě když pro každé U okoĺı F (x)

∃ η > 0 tak, že ∀x′ ∈ BX(x, η) : F (x′) ⊂ U.

Mnohoznačnou funkci F : X ⇒ Y nazveme shora polospojitou, právě když je
shora polospojitá pro všechna x ∈ Dom(F ).
Podle [1, str. 38].

Tvrzeńı 16 Necht’ f : R → R ztotožńıme s mnohoznačnou, tedy F : R ⇒ R
definujeme takto F (x) = {f(x)} , x ∈ Df . Pak F je shora polospojitá (USC),
právě když f je spojitá.
Podle [3, str. 114].

Důkaz. Zde se hodnota F (x) redukuje na jednobodovou množinu {f(x)} a plat́ı
{f(x)} ⊂ U ⇔ f(x) ∈ U. A tvrzeńı zřejmě plat́ı.

Definice 17 Mnohoznačnou funkci F : X ⇒ Y nazveme zdola polospojitou
(LSC) v bodě x ∈ Dom(F ), právě když pro každé y ∈ F (x) a pro každou
posloupnost prvk̊u xn ∈ Dom(F ) konverguj́ıćı k x existuje posloupnost prvk̊u
yn ∈ F (xn) konverguj́ıćı k y.
Mnohoznačnou funkci F : X ⇒ Y nazveme zdola polospojitou, právě když je
zdola polospojitá pro všechna x ∈ Dom(F ).
Podle [1, str. 39].

Definice 18 Mnohoznačnou funkci F : X ⇒ Y nazveme spojitou v bodě
x ∈ Dom(F ), právě když je v x shora i zdola polospojitá.
Mnohoznačnou funkci F : X ⇒ Y nazveme spojitou, právě když je spojitá pro
všechna x ∈ Dom(F ).
Podle [1, str. 40].

Tvrzeńı 19 Necht’ X, Y jsou normované vektorové prostory. Mnohoznačná funkce
F : X ⇒ Y je zdola polospojitá v x0 ∈ Dom(F ), právě když F (x0) ⊂ lim infx→x0 F (x).
Podle [1, str. 42].
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Důkaz. Podle lemmatu 10 zřejmě plat́ı: F je zdola polospojitá v x právě tehdy,
když ∀ y ∈ F (x0) : y ∈ lim infx→x0 F (x). Odtud F (x0) ⊂ lim infx→x0 F (x).

Tvrzeńı 20 (Ekvivalentńı definice polospojitosti zdola)
Mnohoznačná funkce F : X ⇒ Y je zdola polospojitá v x, právě když pro každou
otevřenou množinu U ⊂ Y, U ∩ F (x) 6= ∅ plat́ı

∃ η > 0 tak, že ∀x′ ∈ BX(x, η) : F (x′) ∩ U 6= ∅.

Podle [1, str. 39].

Důkaz. Důkaz se vede podobně jako d̊ukaz lemmatu 10.

Definice 21 Množinu K nazveme konvexńı, jestlǐze pro každé dva body z K
lež́ı jejich spojnice také v K, tedy pro každé x0, x1 ∈ K plat́ı

(1− λ)x0 + λx1 ∈ K, pro každé λ ∈ (0, 1).

Podle [2, str. 38].

Tvrzeńı 22 Necht’ F : X ⇒ Y je mnohoznačná funkce. Pak lim infx→x0 F (x) je
konvexńı množina.
Podle [1, str. 26].

Důkaz. Necht’ y0, y1 ∈ lim infx→x0 F (x). Označme y = (1 − λ)y0 + λy1. Pro
spor předpokládejme, že y 6∈ lim infx→x0 F (x). Pak existuje V ∈ NY (y) tak, že v
každém U ∈ NX(x0) existuje x ∈ U \ {x0} splňuj́ıćı F (x) ∩ V = ∅. Nalezneme
V0 ∈ NY (y0) a V1 ∈ NY (y1) tak, že V ⊂ V0 ∩ V1. Pak existuj́ı

U0 ∈ NX(x0)∀x ∈ U0 \ {x0} : F (x) ∩ V0 6= ∅
U1 ∈ NX(x0)∀x ∈ U1 \ {x0} : F (x) ∩ V1 6= ∅

Zvolme U = U0 ∩ U1. Pak pro každé x ∈ U plat́ı F (x) ∩ V0 6= ∅ a současně
F (x) ∩ V1 6= ∅. Potom F (x) ∩ (V0 ∩ V1) = F (x) ∩ V 6= ∅, což je spor.

Definice 23 Necht’ U ⊂ X je otevřenou podmnožinou X. Pak mnohoznačnou
funkci f : X ⇒ Y nazveme usco na množině U (z anglického: upper-semicontinuous
multifunction on an open set), jestlǐze je shora polospojitá (USC) a obrazy F (x)
pro x ∈ U jsou neprázdné kompaktńı množiny. Pokud jsou nav́ıc obrazy funkce
konvexńımi množinami, nazveme tuto funkci cusco (z anglického: convex image
upper-semicontinuous multifunction on an open set).
Podle [3, str. 111].

2.4 Monotónńı a maximálně monotónńı zobrazeńı

Definice 24 Necht’ F : X ⇒ Y je mnohoznačná funkce. Řekneme, že F je
monotónńı, jestlǐze

∀x1, x2 ∈ Dom(F ), y1 ∈ F (x1), y2 ∈ F (x2) : 〈x1 − x2, y1 − y2〉 ≥ 0,

funkci F nazveme maximálně monotónńı, jestlǐze neexistuje jiná monotónńı
mnohoznačná funkce, jej́ı̌z graf by obsahoval graf funkce F .
Podle [1, str. 104].
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Obrázek 3: Př́ıklad monotónńı mnohoznačné funkce.

Tvrzeńı 25 Necht’ f : R → R je reálná funkce. Mnohoznačná funkce F : R ⇒
R, F (x) = {f(x)} je monotónńı, právě když je funkce f neklesaj́ıćı.

Důkaz. ”⇐ ” f je neklesaj́ıćı, pak ∀x1, x2 ∈ R : x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2). Pro
každé x ∈ R existuje právě jedno y ∈ F (x), y = f(x)⇒ (x1 − x2)︸ ︷︷ ︸

<0

(f(x1)− f(x2))︸ ︷︷ ︸
≤0

≥

0 a F je monotónńı.
” ⇒ ” sporem: f neńı neklesaj́ıćı ⇒ ∃x1, x2 ∈ R, x1 < x2 a f(x1) > f(x2) ⇒
(x1 − x2)︸ ︷︷ ︸

<0

(f(x1)− f(x2))︸ ︷︷ ︸
>0

< 0⇒ F neńı monotónńı, což je spor.

V práci [9, str. 23].

Poznámka 26 Předchoźı tvrzeńı nelze rozš́ıřit na maximálně monotónńı mno-
hoznačnou funkci, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 27 Definujme reálnou funkci:

f(x) =

{
ex, x < 0,

ex + 1, x ≥ 0.

f(x) je zřejmě neklesaj́ıćı, F (x) = {f(x)} je monotónńı, ale neńı maximálně
monotónńı.

Tvrzeńı 28 Necht’ f : R → R je neklesaj́ıćı, pak mnohoznačná funkce F : R ⇒
R, F (x) = [f(x−), f(x+)] ∩ R je monotónńı.
Podle [1, str. 105].

Důkaz. Je-li f je spojitá v bodě x ∈ Dom(F ), pak F (x) = {f(x)} a f je na okoĺı
bodu x monotónńı podle předchoźıho tvrzeńı.
Je-li f je v x ∈ Dom(F ) nespojitá, zvolme x1 ∈ Dom(F ), x1 < x a nalezněme
y1 ∈ F (x1), y ∈ [f(x−), f(x+)]. Jelikož f je neklesaj́ıćı, plat́ı y1 ≤ f(x−) ≤ y
a tedy 〈x1 − x, y1 − y〉 ≥ 0. Analogicky, pro x2 > x, y2 ∈ F (x2), dostaneme
y ≤ f(x+) ≤ y2 a 〈x2 − x, y2 − y〉 ≥ 0.

Poznámka 29 Předchoźı tvrzeńı opět nelze rozš́ıřit na maximálně monotónńı
mnohoznačnou funkci.
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Tvrzeńı 30 Mnohoznačná funkce F : R ⇒ R je monotónńı, právě když inverzńı
funkce F−1 je monotónńı.
Podle [1, str. 105].

Důkaz. ”⇒”F je monotónńı. Zvolme libovolně x1, x2 ∈ Dom(F ) a y1 ∈ F (x1), y2 ∈
F (x2). Pak plat́ı x1 ∈ F−1(y1) a x2 ∈ F−1(y2). Ze symetrie skalárńıho součinu
v́ıme 〈y1 − y2, x1 − x2〉 = 〈x1 − x2, y1 − y2〉 ≥ 0 a F−1 je monotónńı.
”⇐”Označme G(y) := F−1(y) monotónńı funkci. Podle předchoźıho je funkce
G−1(x) = (F−1)−1(x) = F (x) monotónńı.

Tvrzeńı 31 Mnohoznačná funkce F : R ⇒ R je maximálně monotónńı, právě
když inverzńı funkce F−1 je maximálně monotónńı.
Podle [1, str. 107].

Důkaz. Monotonie plat́ı podle tvrzeńı 30. Zbývá ukázat, že funkce jsou také
maximálně monotónńı.
”⇒”sporem: Předpokládejme, že F je maximálně monotónńı a současně F−1 neńı
maximálně monotónńı, tedy existuje (y, x) 6∈ Graf(F−1), ale ∀ (y1, x1) ∈ Graf(F )
plat́ı 0 ≤ 〈y1− y, x1− x〉 = 〈x1− x, y1− y〉. Protože F je maximálně monotónńı,
muśı být (x, y) ∈ Graf(F ) a současně (y, x) 6∈ Graf(F−1), což je spor.
”⇐”Označme G(y) := F−1(y) maximálně monotónńı funkci. Podle předchoźıho
je funkce G−1(x) = (F−1)−1(x) = F (x) maximálně monotónńı.

Tvrzeńı 32 (Charakterizace monotónńı funkce)
Mnohoznačná funkce F : R ⇒ R je monotónńı, právě když pro každé λ > 0

∀(x, p), (y, q) ∈ Graf(F ), ‖x− y‖ ≤ ‖x− y + λ(p− q)‖.

Podle [1, str. 105].

Důkaz. ”⇒”Necht’ F je monotónńı, pak pro všechna (x, p), (y, q) ∈ Graf(F ) plat́ı
〈p− q, x− y〉 ≥ 0. Potom 2λ〈p− q, x− y〉 ≥ 0 a tedy

‖x− y + λ(p− q)‖2 = ‖x− y‖2 + λ2‖p− q‖2︸ ︷︷ ︸
≥0

+ 2λ〈p− q, x− y〉︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ ‖x− y‖2.

Odtud ‖x− y + λ(p− q)‖ ≥ ‖x− y‖.
”⇐”Necht’ naopak plat́ı ‖x−y‖ ≤ ‖x−y+λ(p−q)‖. Podobně jako v předchoźım
umocńıme a úpravou dostaneme

0 ≤ 2λ〈x− y, p− q〉+ λ2‖p− q‖2, / : λ

0 ≤ 2〈x− y, p− q〉+ λ‖p− q‖2,

0 = lim
λ→0

0 ≤ lim
λ→0

(
2〈x− y, p− q〉+ λ‖p− q‖2

)
= 2〈x− y, p− q〉.

Odtud je F monotónńı.
Podle [1, str. 105].

Tvrzeńı 33 Mnohoznačná funkce F : R ⇒ R je maximálně monotónńı, právě
když následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:
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i) ∀ (x′, y′) ∈ Graf(F ) : 〈y − y′, x− x′〉 ≥ 0,

ii) y ∈ F (x).

Podle [1, str. 107].

Důkaz. ”⇒ ”

a) F je maximálně monotónńı a ∀ (x′, y′) ∈ Graf(F ) : 〈y−y′, x−x′〉 ≥ 0. Chceme
ukázat, že y ∈ F (x). Sporem: Předpokládejme, že y 6∈ F (x), y′ ∈ F (x′), potom
z definice monotónńı funkce 〈x− x′, y − y′〉 ≥ 0, což je spor.

b) F je maximálně monotónńı a y ∈ F (x). Př́ımo z definice plat́ı: pro každé
x′ ∈ Dom(F ), y′ ∈ F (x′) : 〈x− x′, y − y′〉 ≥ 0.

”⇐ ” Plat́ı ∀ (x′, y′) ∈ Graf(F ) : 〈y−y′, x−x′〉 ≥ 0⇔ y ∈ F (x). Chceme ukázat,
že F je maximálně monotónńı. Zvolme x, x′ ∈ Dom(F ), y ∈ F (x), y′ ∈ F (x′),
pak 〈y − y′, x− x′〉 ≥ 0 a F je monotónńı.
F maximálně monotónńı ukážeme sporem: Necht’ existuje (x, y) 6∈ Graf(F ) a mo-
notónńı mnohoznačná funkce F ∗, F ⊂ F ∗, y ∈ F ∗(x). Jelikož F ∗ je monotónńı,
plat́ı pro všechna (x′, y′) ∈ Graf(F ∗) : 〈y − y′, x − x′〉 ≥ 0. Nav́ıc F ⊂ F ∗, tedy
totéž plat́ı pro (x′, y′) ∈ Graf(F ) a podle podmı́nky je y ∈ F (x), což je spor.

Tvrzeńı 34 Necht’ F : R ⇒ R je maximálně monotónńı mnohoznačná funkce,
pak pro každé x ∈ Dom(F ) je F (x) uzavřenou a konvexńı množinou.
Podle[1, str. 107].

Důkaz. Zvolme x ∈ F (x). Pro uzavřenost zvolme posloupnost {yn} ⊂ F (x), yn →
y. Chceme ukázat, že y ∈ F (x). Podle tvrzeńı 33 pro každé (x′, y′) ∈ Graf(F ) :
〈x− x′, yn − y′〉 pro každé n ∈ N. Limitńım přechodem dostaneme

lim
n→∞
〈x− x′, yn − y′〉 ≥ 0,

〈x− x′, lim
n→∞

yn − y′〉 ≥ 0,

〈x− x′, y − y′〉 ≥ 0.

Toto plat́ı pro všechny (x′, y′) ∈ Graf(F ) a tedy y ∈ F (x).
Pro konvexitu zvolme libovolně y1, y2 ∈ F (x), označme y = (1− λ)y1 + λy2, λ ∈
[0, 1]. Chceme ukázat, že pro všechny (x′, y′) ∈ Graf(F ) : 〈x−x′, y−y′〉 ≥ 0. Plat́ı

〈x− x′, y − y′〉 = 〈x− x′, (1− λ)y1 + λy2 − y′〉 =

= 〈x− x′, (1− λ)y1 + λy2 − (1− λ)y′ − λy′〉 =

= 〈x− x′, (1− λ)y1 − (1− λ)y′〉+ 〈x− x′, λy2 − λy′〉 =

=(1− λ) 〈x− x′, y1 − y′〉︸ ︷︷ ︸
≥0

+λ 〈x− x′, y2 − y′〉︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ 0,

nebot’ y1, y2 ∈ F (x). Pak je F (x) je konvexńı.
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2.5 Lipschitzovská zobrazeńı

Definice 35 Řekneme, že f : X → R je lipschitzovská na množině D ⊂ X,
jestlǐze existuje konstanta L ∈ R, L ≥ 0 tak, že

|f(x)− f(y)| ≤ L‖x− y‖ pro všechna x, y ∈ D.

Jestlǐze pro každé x0 ∈ D existuje otevřená množina U ⊂ D a konstanta M tak,
že x0 ∈ U a |f(x)− f(y)| ≤M‖x− y‖ pro všechna x, y ∈ U , řekneme, že funkce
je lokálně lipschitzovská na D.
Podle[3, str. 19].

Pokud zvoĺıme L = ε
δ
, ihned dostaneme d̊usledek:

Důsledek 36 Je-li funkce f lipschitzovská, pak je spojitá.

Př́ıklad 37 Př́ıkladem funkce, která je lipschitzovská je funkce vzdálenosti bodu
od množiny. Je definována takto:
Necht’ K ⊂ X, x ∈ X. Označme vzdálenost x od K

dK(x) = d(x,K) = inf
y∈K

d(x, y),

kde klademe d∅(x) = +∞.

Tvrzeńı 38 Necht’ K ⊂ X, x ∈ X. Funkce vzdálenosti od množiny dK(x) je
lipschitzovská.

Důkaz. Zvolme libovolně x, y ∈ X, ε > 0. Z definice dK(x) existuje yε ∈ K tak,
že

d(y, yε) < dK(y) + ε.

Z vlastnost́ı infima plat́ı

dK(x) = inf
z∈K

d(x, z) ≤ d(x, yε) ≤ (podle trojúhelńıkové nerovnosti)

≤ d(x, y) + d(y, yε) < (z předchoźıho)

< d(x, y) + dK(y) + ε

Limitńım přechodem ε→ 0 dostaneme

dK(x) ≤ d(x, y) + dK(y).

Můžeme tedy odhadnout:

dK(x)− dK(y) ≤ d(x, y) + dK(y)− dK(y) = d(x, y)

a funkce dK(·) je lipschitzovská s konstantou L = 1.
Podle [9, str. 18].

Tvrzeńı 39 (Jensenova nerovnost)
Necht’ f : R→ R je konvexńı funkce a x < y < z. Pak plat́ı

f(y)− f(x)

y − x
≤ f(z)− f(x)

z − x
≤ f(z)− f(y)

z − y
.

Podle [3, str. 19].
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Důkaz. Označme y = (1−λ)x+λz. Úpravou dostaneme, že λ = y−z
z−x a z konvexity

v́ıme, že

f(y) ≤ (1− λ)f(x) + λf(z), /− f(x)

f(y)− f(x) ≤ −λf(x) + λf(z) = λ(f(x)− f(z)),

f(y)− f(x) ≤
(
y − x
z − x

)
(f(x)− f(z)), / : (y − x)

f(y)− f(x)

y − x
≤ f(z)− f(x)

z − x
.

Druhou nerovnost ukážeme analogicky.

Definice 40 Necht’ X, Y jsou normované vektorové prostory, x ∈ X. Řekneme,
že mnohoznačná funkce F : X ⇒ Y je lokálně lipschitzovská na okoĺı U ⊂
Dom(F ) bodu x, jestlǐze existuje l ∈ R, l > 0 tak, že pro všechna x1, x2 ∈ U :

F (x1) ⊂ F (x2) + l‖x1 − x2‖BY ,

kde BY znač́ı jednotkovou kouli v prostoru Y .
Podle [1, str. 41, 17].

Obrázek 4: K definici lipschitzovské funkce.
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3 Konvexńı funkce

3.1 Základńı vlastnosti

Definice 41 Necht’ f : Rn → R. Funkci f nazveme konvexńı, je–li pro každé
x1, x2 ∈ X,λ ∈ [0, 1]

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2).

V knize [4, str. 3].

Poznámka 42 Konvexńı funkce je vždy definovaná na konvexńı množině.

Věta 43 Necht’ D ⊂ X je otevřená konvexńı podmnožina X a f : D → R je
konvexńı funkce. Pak je funkce f lokálně lipschitzovská na D.
Podle [3, str. 25].

Důkaz. Zvolme x, y ∈ D a nalezneme z ∈ D tak, že z = y+h(y−x), kde h > 0.
Pak x, y, z jsou na př́ımce a podle Jensenovy nerovnosti plat́ı

f(y)− f(x)

y − x
≤ f(z)− f(x)

z − x
≤ f(z)− f(y)

z − y
, / lim

z→y

f(y)− f(x)

y − x
≤ lim

z→y

f(z)− f(y)

z − y
= f ′+(y).

Analogicky ukážeme, že

f ′−(x) ≤ f(y)− f(x)

y − x
.

Zvolme L = max{|f ′−(x)|, |f ′+(y)|}. Potom

−L ≤ −|f ′−(x)| ≤ f ′−(x) ≤ f(y)− f(x)

y − x
≤ f ′+(y) ≤ |f ′+(y)| ≤ L

a f je lipschitzovská na D.

3.2 Subdiferenciál funkce

Definice 44 Necht’ f : Rn → R je konvexńı funkce, x0 ∈ X. Vektor x∗ ∈ X∗

nazveme subgradientem funkce f v bodě x0, jestlǐze

∀x ∈ X : 〈x− x0, x
∗〉 ≤ f(x)− f(x0).

Množinu všech subgradient̊u funkce f v bodě x0 nazveme subdiferenciálem,
znač́ıme ∂f(x0).
V knize [4, str. 41].

Poznámka 45 Označme a(x) := f(x0)+〈x−x0, x
∗〉 ≤ f(x). Pro funkci f : R→

R je zřejmě

a(x) = f(x0) + 〈x− x0, x
∗〉 = f(x0) + (x− x0) · x∗ ≤ f(x), ∀x ∈ R

a a(x) je př́ımka lež́ıćı pod grafem funkce f . Subgradient x∗ je směrnice této
př́ımky.
V práci [9, str. 24].
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Obrázek 5: K subdiferenciálu jednoznačné funkce.

Tvrzeńı 46 Necht’ f : R→ R je konvexńı, x0 ∈ X. Potom

∂f(x0) =
[
f ′−(x0), f ′+(x0)

]
.

Důkaz. ” ⊂ ”
Zvolme x∗ ∈ ∂f(x0), pak (x− x0) · x∗ ≤ f(x)− f(x0). Mohou nastat dva př́ıpady

x < x0 : x > x0 :

x∗ ≥ f(x)− f(x0)

x− x0

x∗ ≤ f(x)− f(x0)

x− x0

Limitńım přechodem dostaneme:

x∗ ≥ lim
x→x−0

f(x)− f(x0)

x− x0

x∗ ≤ lim
x→x+0

f(x)− f(x0)

x− x0

x∗ ≥ f ′−(x0) x∗ ≤ f ′+(x0)

A tedy f ′−(x0) ≤ x∗ ≤ f ′+(x0).
” ⊃ ”
Pokud naopak zvoĺıme x∗ ∈

[
f ′−(x0), f ′+(x0)

]
, opačnými úpravami dostaneme

nerovnost (x− x0) · x∗ ≤ f(x)− f(x0) a tedy x∗ ∈ ∂f(x0).
V práci [9, str. 25].

Důsledek 47 Je-li subdiferenciál jednoprvkovou množinou ∂f(x0) = {a}, pak je
f diferencovatelná v x0 a plat́ı f ′(x) = a. Naopak je-li f diferencovatelná v x0,
pak ∂f(x0) = {f ′(x0)}.
Podle [4, str. 42].

Př́ıklad 48 Definujme jednoznačnou funkci (jej́ı graf je na obrázku 5)

f(x) =

{
x2 − 4x+ 6, x ≤ 1,
2x2 − 4x+ 5, x > 1.

Určete jej́ı subdiferenciál.
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Obrázek 6: Subdiferenciál jedné funkce.

Podle předchoźıch tvrzeńı můžeme použ́ıt derivaci funkce tam, kde existuje, jinak
interval derivace zleva a zprava. Zde je tedy subdiferenciál funce

∂F =


2x− 4, x < 1,
[−2, 0] x = 1,
4x− 4, x > 1.

Tvrzeńı 49 Necht’ f : R → R je konvexńı funkce, pak zobrazeńı x 7→ ∂f(x) je
maximálně monotónńı mnohoznačná funkce. (Budeme ji značit ∂f(x) : R ⇒ R).
Podle [6, str. 61].

Tvrzeńı 50 Spojitá konvexńı funkce f definovaná na otevřené množině D má
globálńı minimum v x0 ∈ D, právě když 0 ∈ ∂f(x0).
Podle [6, str. 15].

Důkaz. ”⇐”0 ∈ ∂f(x0), potom 〈x − x0, 0〉 = 0 ≤ f(x) − f(x0). Odtud f(x) ≤
f(x0) pro každé x ∈ D, tedy f má v bodě x0 minimum.
”⇒”Pro spor předpokládejme, že 0 6∈ ∂f(x0). Pak existuje x ∈ X takové, že

〈x− x0, 0〉 > f(x)− f(x0),

0 > f(x)− f(x0),

f(x0) > f(x),

což je spor s minimem.

Tvrzeńı 51 Necht’ X ⊂ Rn, f : X → R. Je-li ∂f(x) neprázdná pro každé x ∈ X,
pak f je konvexńı na X.
Podle [4, str. 41].

Důkaz. Necht’ x1, x2 ∈ X, λ ∈ [0, 1], x̄ = λx1+(1−λ)x2 ∈ X. Podle předpokladu

23



existuje a ∈ ∂f(x̄), tedy

f(x1)− f(x̄) ≥ 〈a, x1 − x̄〉, / · λ
f(x2)− f(x̄) ≥ 〈a, x2 − x̄〉, / · (1− λ)

λf(x1)− λf(x2) + f(x2)− λf(x2)− f(x̄) ≥ 〈a, λx1 − x̄〉+ 〈a, (1− λ)(x2 − x̄)〉,
λf(x1)− (1− λ)f(x2)− f(x̄) ≥ 〈a, λx1 + (1− λ)x2 − x̄〉,
λf(x1)− (1− λ)f(x2)− f(x̄) ≥ 〈a, x̄− x̄〉 = 〈a, 0〉,

f(x̄) ≤ λf(x1)− (1− λ)f(x2)

a f je konvexńı.
Podle [4, str. 41].

Tvrzeńı 52 Necht’ X ⊂ Rn je konvexńı, f1, f2, . . . , fm : X → R jsou konvexńı,
α1, α2, . . . , αm ≥ 0 a x0 ∈ Int(X). Pak

∂(α1f1 + · · ·+ αmfm)(x0) = α1∂f1(x0) + · · ·+ αm∂fm(x0).

Podle [4, str. 44].

Důkaz. Zvolme an ∈ ∂fn(x0) pro každé n ∈ {1 . . .m}. Chceme ukázat, že
α1a1 + · · ·+ αm ∈ ∂(α1f1 + · · ·+ αmfm). Pro každé n ∈ {1 . . .m} plat́ı

〈x− x0, an〉 ≤ fn(x)− fn(x0), / · αn
〈x− x0, αnan〉 ≤ αnfn(x)− αnfn(x0).

Poč́ıtejme

〈x− x0, α1a1 + · · ·αmam〉 = 〈x− x0, α1a1〉+ · · ·+ 〈x− x0, αmam〉 ≤
≤ (α1f1(x)− α1f1(x0)) + · · · (αmfm(x)− αmfm(x0)) =

= (α1f1(x) + · · ·+ αmfm(x))− (α1f1(x0) + · · ·+ αmfm(x0)) =

= (α1f1 + · · ·αmfm)(x)− (α1f1 + · · ·αmfm)(x0).

A tedy tvrzeńı plat́ı.
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4 Tečné kužely

4.1 Kontingentńı kužel

Definice 53 Necht’ K ⊂ X, x ∈ X. Označme, vzdálenost x od K

dK(x) = d(x,K) = inf
y∈K

d(x, y),

kde klademe d∅(x) = +∞.
Okoĺım množiny K budeme rozumět každou otevřenou množinu U ⊂ X, tako-
vou, že K ⊂ U.
Podle[1, str. 16].

Definice 54 Necht’ K ⊂ X. Pak řekneme, ze K je kužel, je-li splněna podmı́nka:

v ∈ K, t > 0 =⇒ tv ∈ K.

Definice 55 Necht’ K ⊂ X je podmnožinou normovaného vektorového prostoru
X a x ∈ K. Kontingentńım kuželem TK(x) budeme rozumět množinu

TK(x) = {v | lim inf
h→0+

dK(x+ hv)

h
= 0}.

Podle [1, str. 121].

Př́ımo z definice je zřejmé, že TK(x) = TK(x).

Tvrzeńı 56 Necht’ K ⊂ X, x ∈ K. Pak TK(x) je kužel.
Podle [1, str. 121].

Důkaz. Zvolme v ∈ TK(x), t ∈ R+. Plat́ı lim infh→0+
dK(x+hv)

h
= 0. Ukážeme, že

tv ∈ TK(x).

lim inf
h→0+

dK(x+ htv)

h
= lim inf

h→0+

dK(x+ htv)

ht
· t = 0 · t = 0,

pak a TK(x) je kužel.

Tvrzeńı 57 Necht’ K ⊂ X, x ∈ K. Pak TK(x) je uzavřený kužel.
Podle [1, str. 121].

Důkaz. Zvolme libovolnou konvergentńı posloupnost prvk̊u {yn}n∈N, yn ∈ TK(x) ∀n ∈
N, yn → y ∈ X. Pak plat́ı

∀n ∈ N lim inf
h→0+

dK(x+ hyn)

h
= 0.

Z př́ıkladu 37 v́ıme, že z 7→ dK(z) je lipschitzovská s konstantou L = 1, tedy

dK(z)− dK(z′) ≤ d(z, z′) ∀z, z′ ∈ X.
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Pak

dK(x+ hy)− dK(x+ hyn) ≤ d((x+ hy), (x+ hyn)) = d(hy, hyn) =

= |h| · d(y, yn) = h · d(y, yn).

Odhadneme

0 ≤ dK(x+ hy)

h
=
dk(x+ hyn)

h
+
dK(x+ hy)

h
− dK(x+ hyn)

h
≤

≤ dK(x+ hyn)

h
+

1

h
(h · d(y, yn)) =

dK(x+ hyn)

h
+ d(y, yn).

Přejdeme k lim infh→0+

0 ≤ lim inf
h→0+

dK(x+ hy)

h
≤ lim inf

h→0+

dK(x+ hyn)

h
+ d(y, yn) = 0 + d(y, yn),

dále přejdeme k limn→∞

0 ≤ lim inf
h→0+

dK(x+ hy)

h
≤ lim d(y, yn) = 0.

Odtud

lim inf
h→0+

dK(x+ hy)

h
= 0⇒ y ∈ TK(x).

Ukázali jsme, že limita posloupnosti prvk̊u z TK(x) je také v TK(x) a proto je
kužel TK(x) uzavřenou množinou.
V práci [9, str. 20-21].

Tvrzeńı 58 Necht’ K ⊂ X, x ∈ K, pak 0 ∈ TK(x).

Důkaz. Necht’ v = 0, potom

lim inf
h→0+

dK(x+ h · 0)

h
= lim inf

h→0+

dK(x)

h
= lim inf

h→0+

0

h
= 0,

tedy 0 ∈ TK(x).

Tvrzeńı 59 Necht’ K ⊂ X, x ∈ Int(K), potom TK(x) = X.
Podle [1, str. 122].

Důkaz. Pro x ∈ Int(K) existuje ε ∈ R, ε > 0 takové, že B(x, ε) ⊂ K. Zvolme
libovolně v ∈ X. Zřejmě existuje dostatečně malé hε ∈ R+ takové, že x + hεv ∈
B(x, ε) ⊂ K, a tedy pro všechna h ∈ (0, hε) plat́ı dK(x + hv) = 0, odtud i

lim infh→0+
dK(x+hv)

h
= 0 a v ∈ TK(x). Volili jsme v ∈ X libovolně, tedy X ⊂

TK(x). Opačná inkluze plat́ı vždy, tud́ıž X = TK(x).

Tvrzeńı 60 (Charakterizace kontingentńıho kuželu pomoćı posloupnosti)
v ∈ TK(x) právě tehdy, když existuj́ı posloupnosti {hn}, hn → 0+, {vn}, vn → v a
pro každé n ∈ N plat́ı x+ hnvn ∈ K.
Podle [1, str. 122].
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Důkaz. ”⇐ ”
Necht’ existuj́ı posloupnosti {hn}, {vn} podle podmı́nky. Jelikož dK(x) je lipschi-
tzovská funkce, můžeme odhadnout
dK(x+ hnv)− dK(x+ hnv) ≤ d(x+ hnv, x+ hnvn) = d(hnv, hnvn) = hnd(v, vn).
Úpravou dostaneme

dK(x+ hnv) ≤ dK(x+ hnvv) + hnd(v, vn), / : hn

dK(x+ hnv)

hn
≤ dK(x+ hnvn)

hn
+ d(v, vn),

lim inf
n→∞

dK(x+ hnv)

hn
≤ lim inf

n→∞

dK(x+ hnvn)

hn
+ lim inf

n→∞
(v, vn),

podle předpoklad̊u je x+ hnvn ∈ K a vn → v, tedy

lim inf
n→∞

dK(x+ hnv)

hn
≤ 0.

Pak

lim inf
h→0+

dK(x+ hv)

h
≤ lim inf

n→∞

dK(x+ hnv)

hn
≤ 0

a tvrzeńı plat́ı.
”⇒”
Necht’ v ∈ TK(x). Potom plat́ı lim infh→0+

dK(x+hv)
h

= 0. Zvolme posloupnost
{hn}, hn → 0+, pak plat́ı

lim inf
n→∞

dK(x+ hnv)

hn
= lim inf

h→0+

dK(x+ hv)

h
= 0.

Z vlastnosti infima pak pro každé n ∈ N exisuje yn ∈ K tak, že

d(x+ hnv, yn) < dK(x+ hnv) + h2
n.

Nalezněme posloupnost {vn} splňuj́ıćı yn = x+ hnvn, explicitně vn = yn−x
hn

. Plat́ı

d(x+ hnv, yn) = d(x+ hnv, x+ hnvn) = d(hnv, hnvn) = |hn| · d(v, vn),

hn · d(v, vn) < dK(x+ hnv) + h2
n, / : hn(hn > 0)

d(v, vn) <
dK(x+ hnv)

hn
+ hn,

lim inf
n→∞

d(v, vn) ≤ lim inf
n→∞

dK(x+ hnv)

hn
+ lim inf

n→∞
hn,

0 ≤ lim inf
n→∞

d(v, vn) ≤ 0 + 0,

lim inf
n→∞

d(v, vn) = 0.

Zde bud’ limita existuje nebo můžeme vybrat konvergentńı podposloupnost a
přeznačit tak, aby limn→∞ d(v, vn) = 0. Pak nutně limn→∞ vn = v a plat́ı x +
hnvn = yn ∈ K pro každé n ∈ N.

Tvrzeńı 61 Necht’ K ⊂ X je konvexńı, x ∈ K. Pak K − x ⊂ TK(x).
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Důkaz. Zvolme v ∈ K. Chceme ukázat, že v − x ∈ TK(x). K tomu zvolme
libovolně posloupnost {hn}, hn → 0+ a posloupnost {vn} ⊂ K, vn → v, označme
un = vn−x. Plat́ı un → v−x. Dále x+hnun = x+hn(vn−x) = x(1−hn)+hnvn.
Jelikož x, v ∈ K a K je konvexńı, plat́ı x + hnun ∈ K a tedy v − x ∈ TK(x) =
TK(x).

Tvrzeńı 62 Necht’ K ⊂ X a x ∈ K. Pro kontingentńı kužel plat́ı

TK(x) = lim sup
h→0+

K − x
h

.

Podle [1, str. 121].

Důkaz. Důkaz je př́ımou aplikaćı lemmatu 11, ekvivalentńı definice limes super-
ior, kde bereme funkci F (h) = K−x

h
a v namı́sto y.

Tvrzeńı vlastně ř́ıká, že pokud x přesuneme do počátku soustavy souřadnic (a s
ńım celou množinu K) a budeme zvětšovat, źıskáme tečný kužel TK(x).

Obrázek 7: Tečný kužel pomoćı zvětšováńı.

4.2 Clark̊uv kužel

Definice 63 Necht’ K ⊂ X je podmnožinou normovaného vektorového prostoru
X a x ∈ K. Clarkovým kuželem CK(x) budeme rozumět množinu

CK(x) = {v | lim
h→0+,x′→Kx

dK(x′ + hv)

h
= 0}.

Kde →K znač́ı konvergenci vzhledem k množině K.
Podle [1, str. 127].

Tvrzeńı 64 Necht’ K ⊂ X, x ∈ K. Pak CK(K) je kužel.
Podle [1, str. 128].
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Důkaz. Necht’ v ∈ CK(x). Zvolme libovolně t > 0. Plat́ı

lim
h→0+,x′→Kx

dK(x′ + htv)

h
= lim

h→0+,x′→Kx

dK(x′ + htv)

ht
· t = 0 · t = 0.

Odtud tv ∈ CK(x) a CK(x) je kužel.

Tvrzeńı 65 (Charakterizace Clarkova kuželu pomoćı posloupnosti)
v ∈ CK(x) právě tehdy, když pro všechny posloupnosti {hn}, hn → 0+, {xn}, xn →K x
existuje {vn}, vn → v tak, že pro každé n ∈ N plat́ı xn + hnvn ∈ K.
Podle [1, str. 128].

Důkaz. ”⇐ ” Zvolme {xn}, xn → x. Chceme ukázat, že limh→0+,x′→x
dK(x′+hv)

h
=

0. Zvolme posloupnost {yn} ⊂ K tak, že d(xn, yn) ≤ hn
n

. Limitńım přechodem
dostaneme lim d(xn, yn) ≤ lim hn

n
= 0, tedy yn → x.

Funkce dK(x) je lipschitzovská, tedy

dK(xn + hnv)− dK(yn + hnvn) ≤ d(xn + hnv, yn + hnvn) ≤ d(xn, yn) + hnd(v, vn)

≤ hn
n

+ hnd(v, vn).

Úpravou dostaneme

dK(xn + hnv) ≤ dK(yn + hnvn︸ ︷︷ ︸
∈K

) +
hn
n

+ hnd(v, vn), / : hn

dK(xn + hnv)

hn
≤ 0 + (

1

n
+ d(v, vn)),

lim
n→∞

dK(xn + hnv)

hn
≤ lim

n→∞

1

n
+ d(v, vn) = 0.

Vždy plat́ı

lim
h→0+,x′→x

dK(x′ + hv)

h
≤ lim

n→∞

dK(xn + hnv)

hn
= 0

a t́ım je implikace dokázána.
” ⇒ ” Předpokládejme, že v ∈ CK(x). Zvolme posloupnosti {xn} ⊂ K, xn →
x, {hn}, hn → 0+. Chceme nalézt posloupnost vn → v tak, že pro každé n ∈ N :
xn + hnvn ∈ K. Pak bude platit

lim
n→∞

dK(xn + hnv)

hn
= lim

h→0+,x′→x

dK(x′ + hv)

h
= 0.

Z vlastnost́ı infima v́ıme, že existuje posloupnost {yn} ⊂ K tak, že

d(xn + hnv, yn) < dK(xn + hnv) + h2
n.

Nalezněme posloupnost {vn} splňuj́ıćı yn = xn + hnvn. Potom

d(x+ hnv, x+ hnvn) = < hnd(v, vn) < dK(xn + hnv) + h2
n,

0 ≤ d(v, vn) <
dK(xn + hnv)

hn
+ hn,

0 ≤ lim d(v, vn) ≤ lim

(
dK(xn + hnv)

hn
+ hn

)
= 0,

a tedy lim vn = v a tvrzeńı plat́ı.
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Tvrzeńı 66 Necht’ K ⊂ X, x ∈ K. Pak CK(K) je uzavřený konvexńı kužel.
Podle [1, str. 128].

Důkaz. Důkaz uzavřenosti se provede podobně jako pro TK(x), tvrzeńı 57. Zbývá
d̊ukaz konvexity CK(x). Už v́ıme, že CK(x) je kužel, tedy stač́ı ukázat, že pro
každé u, v ∈ CK(x) plat́ı u+ v ∈ CK(x).
Zvolme {hn}, hn → 0+, {xn}, xn →K x libovolně. Pak existuje

{un}, un → u, x1n := xn + hnun ∈ K,
{vn}, vn → v, x1n + hnvn ∈ K.

x1n + hnvn = xn + hnun + hnvn = xn + hn(un + vn) ∈ K.

Odtud u+ v ∈ CK(x).
Podle [1, str. 128].

Tvrzeńı 67 Necht’ K ⊂ X, x ∈ K, pak 0 ∈ CK(x).

Důkaz. Necht’ v = 0, potom

lim
h→0+,x′→Kx

dK(x′ + h · 0)

h
= lim

h→0+,x′→Kx

dK(x)

h
= lim

h→0+,x′→Kx

0

h
= 0,

tedy 0 ∈ CK(x).

Tvrzeńı 68 Necht’ K ⊂ X je podmnožinou normovaného vektorového prostoru
X a x ∈ K. Pak plat́ı: CK(x) ⊂ TK(x).
Podle [1, str. 127].

Důkaz. Zvolme v ∈ CK(x). Podle tvrzeńı 65, charakterizace Clarkova kuželu
zvolme libovolně posloupnosti hn → 0+, xn = x pro každé n ∈ N a nalezneme
posloupnost vn → v tak, že xn + hnvn = x + hnvn ∈ K pro každé n ∈ N, a tedy
v ∈ TK(x) podle tvrzeńı 60, charakterizace kontingentńıho kuželu.

Obrázek 8: Kontingentńı a Clark̊uv kužel.
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Tvrzeńı 69 Necht’ K ⊂ X a x ∈ Int(K), potom CK(x) = X.
Podle [1, str. 128].

Důkaz. Analogicky k d̊ukazu Tvrzeńı 59 o kontingentńım kuželu ve vnitřńım
bodě.

Tvrzeńı 70 Necht’ K je uzavřený kuzel v X, potom je TK(0) = K.

Důkaz. ” ⊃ ”
Zvolme v ∈ K libovolně. Pak ∀h ∈ R+, hv ∈ K, tedy dK(0 + hv) = dK(hv) = 0.
Potom

lim inf
h→0+

dK(0 + hv)

h
= 0.

Vı́me tedy, že v ∈ TK(0) a tud́ıž TK(0) ⊃ K.
” ⊂ ”
Zvolme libovolně v ∈ TK(0). Podle tvrzeńı 60 existuj́ı posloupnosti {hn}, {vn}, hn →
0+, vn → v, takové, že

∀n ∈ N x+ hnvn = 0 + hnvn = hnvn ∈ K.

K je kužel, tedy ∀v ∈ K,⇔ tv ∈ K, t ∈ R+. Pro každé n ∈ N zvolme

tn =
1

hn
⇒ tn · (hnvn) =

1

hn
· hnvn = vn ∈ K.

K je uzavřený kužel, tedy limn→∞ vn = v ∈ K a plat́ı TK(0) ⊂ K.
V práci [9, str. 21].

Z tvrzeńı 66 o konvexitě Clarkova kuželu plyne, že obecně neplat́ı CK(0) = K,
když K je kužel. Stač́ı totiž, aby kužel K nebyl konvexńı.

Tvrzeńı 71 Necht’ K ⊂ X je konvexńı podmnožinou normovaného vektorového
prostoru X a x ∈ K. Potom K − x ⊂ CK(x).

Důkaz. Zvolme v ∈ K a posloupnosti {xn}, xn →K x, {hn}, hn → 0+. Označme
un = v − xn. Zřejmě un → v − x a plat́ı xn + hnun = xn + hn(v − xn) =
x−n(1− hn) + hnv ∈ K. Jelikož jsou xn, v ∈ K a K je konvexńı.

Tvrzeńı 72 Necht’ K ⊂ X je konvexńı podmnožinou normovaného vektorového
prostoru X a x ∈ K. Pak plat́ı: CK(x) = TK(x).
Podle [1, str. 138].

Důsledek 73 Je-li K ⊂ X konvexńı, pak je TK(x) také konvexńı.

Tvrzeńı 74 Necht’ K ⊂ X a x ∈ K. Pro Clark̊uv kužel plat́ı

CK(x) = lim inf
h→0+,x→Kx′

K − x′

h
.

Podle [1, str. 127].

Důkaz. Podobně jako pro TK(x) je d̊ukaz př́ımou aplikaćı lemmatu 10, ekviva-
lentńı definice limes inferior.
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5 Normálové kužely

Pro popsáńı vlastnost́ı množin můžeme využ́ıt dualitu. X∗ znač́ı duálńı prostor
k prostoru X.

Definice 75 Necht’ K ⊂ X, L ⊂ X∗, definujme polárńı kužely

K− = {p ∈ X∗ | ∀x ∈ K, 〈p, x〉 ≤ 0},

L− = {p ∈ X | ∀ p ∈ L, 〈p, x〉 ≤ 0}.

Podle [1, str. 25].

Poznámka 76 Z vlastnost́ı skalárńıho součinu ihned plyne, že polárńı kužely jsou
skutečně kužely.

Tvrzeńı 77 Necht’ K1, K2 jsou kužely, K1 ⊂ K2. Pak K−1 ⊃ K−2 .
Podle [2, str. 215].

Důkaz. Zvolme p ∈ K−2 . Potom pro každé x ∈ K2 plat́ı 〈x, p〉 ≤ 0. Jelikož
K1 ⊂ K2, plat́ı i pro každé x ∈ K1 tatáž podmı́nka. Odtud pak p ∈ K−1 a tvrzeńı
plat́ı.

Tvrzeńı 78 Necht’ K ⊂ X je kužel. Pak polárńı kužel K− je uzavřený a kon-
vexńı.
Podle [2, str. 216].

Důkaz. Že K− je kužel, už v́ıme. Zvolme posloupnost {pn} ⊂ K−, pn → p.
Chceme ukázat, že p ∈ K−. Pro každé n ∈ N plat́ı 〈x, pn〉 ≤ 0. Limitńım
přechodem dostaneme

lim〈x, pn〉 = 〈x, lim pn〉 = 〈x, p〉 ≤ 0,

jelikož skalárńı součin je spojitá funkce. Odtud pak K− je uzavřená množina.
Pro konvexitu zvolme p1, p2 ∈ K−. Chceme ukázat, že (1 − λ)p1 + λp2 ∈ K−.
Jelikož K− je kužel, stač́ı ukázat, že p1 + p2 ∈ K−.

〈x, p1 + p2〉 = 〈x, p1〉+ 〈x, p2〉 ≤ 0 + 0 = 0

a K− je konvexńı.

Definice 79 Necht’ K ⊂ X a x ∈ K. Pak Clarkovým normálovým kuželem
rozumı́me polárńı kužel

NC
K(x) = CK(x)− = {p ∈ X∗ | ∀ v ∈ CK(x), 〈p, v〉 ≤ 0}.

Podle [1, str. 157].

Tvrzeńı 80 Necht’ K ⊂ X, x ∈ K, potom jsou k sobě kužely NC
K(x) a CK(x)

vzájemně polárńı.
Podle [2, str. 216].
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Obrázek 9: Clark̊uv tečný a normálový kužel.

Důkaz. Stač́ı ukázat, že existuje p ∈ NC
K(x), p 6= 0. To ovšem plyne z konvexity

CK(x).

Definice 81 Necht’ K ⊂ X a x ∈ K. Pak kontingentńım normálovým
kuželem rozumı́me polárńı kužel

NK(x) = Tk(x)− = {p ∈ X∗ | ∀ v ∈ TK(x), 〈p, v〉 ≤ 0}.

Podle [8, str. 21].

Pokud kontingentńı kužel TK(x) neńı konvexńı, tak se kontingentńı normálový
kužel NK(x) redukuje na {0}. Zřejmě tedy, na rozd́ıl od Clarkových k̊užel̊u, ne-
funguje polarita mezi TK(x) a NK(x).

Tvrzeńı 82 Necht’ X, Y jsou normované vektorové prostory, A ⊂ X, E ⊂ Y,
jsou uzavřené, (x, y) ∈ A× E. Pak plat́ı

i) TA×E(x, y) ⊂ TA(x)× TE(y),

ii) CA×E(x, y) = CA(x)× CE(y).

iii) NC
A×E(x, y) = NC

A (x)×NC
E (y).

Podle [2, str. 227].

Důkaz.

i) v = (v1, v2) ∈ TA×E(x, y) právě tehdy, když existuj́ı posloupnosti hn → 0+ a
(v1n, v2n)→ (v1, v2) a pro každé n ∈ N plat́ı

(x, y) + hn(v1n, v2n) ∈ A× E,
(x+ hnv1n, y + hnv2n) ∈ A× E,

⇒ x+ hnv1n ∈ A ∧ y + hnv2n ∈ E,
v1 ∈ TA(x) ∧ v2 ∈ TE(y).

33



ii) v = (v1, v2) ∈ CA×E(x, y) právě tehdy, když pro všechny posloupnosti hn →
0+ a (xn, yn) →A×E (x, y) existuje (v1n, v2n) → (v1, v2) a pro každé n ∈ N
plat́ı

(xn, yn) + hn(v1n, v2n) ∈ A× E,
(xn + hnv1n, yn + hnv2n) ∈ A× E,

⇔ xn + hnv1n ∈ A ∧ yn + hnv2n ∈ E,
v1 ∈ CA(x) ∧ v2 ∈ CE(y).

iii) ” ⊃ ” Zvolme p1 ∈ NC
A (x) a p2 ∈ NC

E (y). Potom pro každé v1 ∈ CA(x) :
〈p1, v1〉 ≤ 0 a v2 ∈ CE(y) : 〈p2, v2〉 ≤ 0. Podle předchoźı části je v =
(v1, v2) ∈ CA×E(x, y). Chceme ukázat, že p = (p1, p2) ∈ NC

A×E(x, y).
〈p, v〉 = 〈p1, v1〉︸ ︷︷ ︸

≤0

+ 〈p2, v2〉︸ ︷︷ ︸
≤0

≤ 0, a tedy p ∈ NC
A×E(x, y).

” ⊂ ” Zvolme p = (p1, p2) ∈ NC
A×E(x, y). Pak pro každé v = (v1, v2) ∈

CA×E(x, y) plat́ı 〈p, v〉 ≤ 0. Podle předchoźı části plat́ı v1 ∈ CA(x) a v2 ∈
CE(y). Chceme ukázat, že 〈p1, v1〉 ≤ 0 a 〈p2, v2〉 ≤ 0.
Pro spor předpokládejme, že existuj́ı v1 ∈ CA(x) tak, že 〈p1, v1〉 > 0 a v2 ∈
CE(y) tak, že 〈p2, v2〉 > −〈p1, v1〉. Pak 〈p, v〉 = 〈p1, v1〉︸ ︷︷ ︸

>0

+〈p2, v2〉 > 0, což je

spor s předpokladem.

Tvrzeńı 83 Necht’ K ⊂ X, x ∈ K. Plat́ı NK(x) ⊂ NC
K(x).

Důkaz. Necht’ p ∈ NK(x), potom 〈p, v〉 ≤ 0 pro každé v ∈ TK(x). Vždy CK(x) ⊂
TK(x), tedy 〈p, v〉 ≤ 0 pro každé v ∈ CK(x), tedy p ∈ NC

K(x).

Tvrzeńı 84 Necht’ K ⊂ X, x ∈ Int(K). Pak NK(x) = NC
K(x) = {0}.

Důkaz. Podle tvrzeńı 59 a 69, v́ıme, že tečné kužely TK(x) = CK(x) = X, proto
se normálové kužely redukuj́ı na {0}.

Tvrzeńı 85 Necht’ K ⊂ X je konvexńı, x ∈ K, pak NK(x) = KC
K(x).

Důkaz. Podle tvrzeńı 72 je TK(x) = CK(x) a tedy NK(x) = KC
K(x).

Poznámka 86 Pokud CK(x) = {0}, pak je NC
K(x) = X.
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Obrázek 10: Tečné a normálové kužely konvexńı množiny.

Tvrzeńı 87 Necht’ jednoznačná funkce f : X → R je diferencovatelná a nabývá
minima na množině K v bodě x. Pak plat́ı

−f ′(x) ∈ NC
K(x) a 〈f ′(x), v〉 ≥ 0 ∀ v ∈ CK(x).

Podle [8, str. 21].
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6 Derivace mnohoznačné funkce

6.1 Základńı pojmy

Definice 88 Necht’ X, Y jsou normované prostory, F : X ⇒ Y je mnohoznačná
funkce. Kontingentńı derivaćı DF(x, y) funkce F v bodě (x, y) ∈ Graf(F )
budeme rozumět mnohoznačnou funkci z X do Y definovanou takto

Graf(DF(x, y)) = TGraf(F )(x, y)

Clarkovou derivaćı CF (x, y) funkce F v bodě (x, y) ∈ Graf(F ) budeme ro-
zumět mnohoznačnou funkci z X do Y definovanou takto

Graf(CF(x, y)) = CGraf(F )(x, y)

Pokud F := f je jednoznačná funkce, bereme:

Df(x) = DF (x, f(x)), Cf(x) = CF (x, f(x))

Podle [1, str. 181, 189].

Př́ıklad 89 Definujme mnohoznačnou funkci F : R ⇒ R :

F (x) = [0, cos(x)], x ∈
[
0,
π

2

]
.

Určete kontingentńı a Clarkovu derivaci v bodě (0, 1).

Dı́ky znalosti tečných kužel̊u v́ıme, že DF(0, 1) = {(0, r), (p, r) | p > 0, r ≤ 0},
graficky se jedná o třet́ı kvadrant, na obrázku posunutý do (0, 1).

Obrázek 11: Př́ıklad kontingentńı a Clarkovy derivace.

Tvrzeńı 90 Necht’ X, Y jsou normované prostory, F : X ⇒ Y je mnohoznačná
funkce, (x̄, ȳ) ∈ Graf(F ). Pak:

i) (x, y) ∈ Graf(DF(x̄, ȳ)) právě tehdy, když existuj́ı posloupnosti {tn}, tn → 0+

a {(xn, yn)} ⊂ X × Y, (xn, yn) → (x, y) takové, že ȳ + tnyn ∈ F (x̄ + tnxn)
pro každé n ∈ N.

ii) (x, y) ∈ Graf(DF(x̄, ȳ)) právě tehdy, když

lim inf
(x̂,t)→(x,0+)

d

(
F (x̄+ tx̂)− ȳ

t
, y

)
= 0.

Podle [5, str. 403].
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Důkaz.

i) Použijeme tvrzeńı 60, charakterizaci kontingentńıho kuželu: v = (x, y) ∈
TGraf(F )(x̄, ȳ), právě když existuj́ı posloupnosti {tn}, tn → 0+, vn = (xn, yn)→
(x, y) = v takové, že pro každé n ∈ N : (x̄, ȳ) + tn(xn, yn) ∈ Graf(F ) ⇔
(x̄+ tnxn, ȳ + tnyn) ∈ Graf(F )⇔ ȳ + tnyn ∈ F (x̄+ tnxn).

ii) Úpravou předchoźıho výrazu dostaneme, že (x, y) ∈ Graf(DF(x̄, ȳ)), právě
když existuj́ı posloupnosti podle podmı́nek a pro každé n ∈ N

yn ∈
F (x̄+ tnxn)− ȳ

tn
,

d

(
F (x̄+ tnxn)− ȳ

tn
, yn

)
= 0,

0 = lim inf
n→∞

d

(
F (x̄+ tnxn)− ȳ

tn
, yn

)
= lim inf

n→∞
d

(
F (x̄+ tnxn)− ȳ

tn
, y

)
=

= lim inf
(x̂,t)→(x,0+)

d

(
F (x̄+ tx̂)− ȳ

t
, y

)
.

Pokud naopak vyjdeme z limity, dokážeme naj́ıt takovou posloupnost, že
yn ∈ F (x̄+tnxn)−ȳ

tn
obě implikace plat́ı.

Pokud je funkce lipschitzovská, formule se značně zjednoduš́ı:

Tvrzeńı 91 Necht’ X, Y jsou normované prostory, F : X ⇒ Y je mnohoznačná
funkce, x ∈ Int(Dom(F )) a F je lipschitzovská na okoĺı x. Pak y ∈ DF(x̄, ȳ)(x)
právě tehdy, když

lim inf
t→0+

d

(
F (x̄+ tx)− ȳ

t
, y

)
= 0.

Podle [1, str. 186].

Důkaz. Z lipschitzovskosti plyne, že existuje konstanta l > 0 taková, že

F (x̄+ tx̂) ⊂ F (x̄+ tx) + lt‖x̂− x‖BY ,

F (x̄+ tx̂)− lt‖x̂− x‖BY ⊂ F (x̄+ tx).

Zvolme y ∈ DF(x̄, ȳ)(x), pak plat́ı

d(F (x̄+ tx), y) ≤ d(F (x̄+ tx̂)− lt‖x̂− x‖BY , y),

d

(
F (x̄+ tx)− ȳ

t
, y

)
≤ d

(
F (x̄+ tx̂)− lt‖x̂− x‖BY − ȳ

t
, y

)
=

= d

(
F (x̄+ tx̂)− ȳ

t
− l‖x̂− x‖BY , y

)
,

lim inf
t→0+,x̂→x

d

(
F (x̄+ tx)− ȳ

t
, y

)
≤ lim inf

t→0+,x̂→x
d

(
F (x̄+ tx̂)− ȳ

t
− l‖x̂− x‖BY , y

)
≤

≤ lim inf
t→0+,x̂=x

d

(
F (x̄+ tx̂)− ȳ

t
− l‖x̂− x‖BY , y

)
=

= lim inf
t→0+

d

(
F (x̄+ tx)− ȳ

t
, y

)
.
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Výraz vlevo je shodný s výrazem vpravo, tedy plat́ı rovnost:

lim inf
t→0+

d

(
F (x̄+ tx)− ȳ

t
, y

)
= lim inf

t→0+,x̂→x
d

(
F (x̄+ tx̂)− ȳ

t
− l‖x̂− x‖BY , y

)
=

= lim inf
t→0+,x̂→x

d

(
F (x̄+ tx̂)− ȳ

t
, y

)
+ lim inf

t→0+,x̂→x
d(l‖x̂− x‖BY , y)

= lim inf
t→0+,x̂→x

d

(
F (x̄+ tx̂)− ȳ

t
, y

)
.

Podle předchoźıho tvrzeńı je pak (x, y) ∈ Graf(DF(x̄, ȳ)), právě když

lim inf
t→0+

d

(
F (x̄+ tx)− ȳ

t
, y

)
= 0.

Tvrzeńı 92 Necht’ X, Y jsou normované prostory, F : X ⇒ Y je mnohoznačná
funkce, x̄ ∈ Int(Dom(F )), F je lipschitzovská na okoĺı x̄ s konstantou l ∈ R+ a
ȳ ∈ F (x̄). Pak Dom(DF(x̄, ȳ)) = X a mnohoznačná funkce DF(x̄, ȳ) je lipschit-
zovská s konstantou l.
Podle [1, str. 186].

Důkaz. Zvolme U okoĺı x̄ a x1, x2 ∈ X. Existuje dostatečně malé t > 0 tak, že
x̄+ tx1, x̄+ tx2 ∈ U . Pak plat́ı
F (x̄+ tx1) ⊂ F (x̄+ tx2) + l‖x̄+ tx1 − x̄− tx2‖ = F (x̄+ tx2) + lt‖x1 − x2‖.
Pro každé y plat́ı

d

(
F (x̄+ tx2) + lt‖x1 − x2‖ − ȳ

t
, y

)
≤ d

(
F (x̄+ tx1)− ȳ

t
, y

)
,

Zvolme y ∈ DF(x̄, ȳ)(x1) a přejděme k lim inft→0+ :

lim inf
t→0+

d

(
F (x̄+ tx2) + lt‖x1 − x2‖ − ȳ

t
, y

)
≤ lim inf

t→0+
d

(
F (x̄+ tx1)− ȳ

t
, y

)
= 0.

Potom

lim inf
t→0+

d

(
F (x̄+ tx2) + lt‖x1 − x2‖ − ȳ

t
, y

)
= 0,

lim inf
t→0+

d

(
F (x̄+ tx2)− ȳ

t
, y

)
≤ l‖x1 − x2‖,

y ∈ DF(x̄, ȳ)(x2) + l‖x1 − x2‖BY ,

F (x1) ⊂ F (x2) + l‖x1 − x2‖BY ,

a DF(x̄, ȳ) je lipschitzovská s konstantou l.

Tvrzeńı 93 (Ekvivalentńı definice kontingentńı derivace)
Necht’ X, Y jsou normované prostory, F : X ⇒ Y je mnohoznačná funkce,
(x̄, ȳ) ∈ Graf(F ). Pro kontingentńı derivaci plat́ı:

DF(x̄, ȳ)(x) = lim sup
(x̂,t)→(x,0+)

F (x̄+ tx̂)− ȳ
t

.

Podle [5, str. 403].
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Důkaz. Důkaz plyne př́ımo z tvrzeńı 90 ii) pomoćı lemmatu 13 o limes superior
pomoćı vzdálenosti.

Tvrzeńı 94 Necht’ X, Y jsou normované prostory, F : X ⇒ Y je mnohoznačná
funkce, Graf(F ) je konvexńı množinou, (x̄, ȳ) ∈ Graf(F ). Pak pro každé x ∈ X:

F (x)− ȳ ⊂ DF(x̄, ȳ)(x− x̄).

Podle [5, str. 413].

Důkaz. Podle tvrzeńı 61 je pro K konvexńı

K − x ∈ TK(x)

Graf F − (x̄, ȳ) ∈ Graf DF(x̄, ȳ).

(x, y) ∈ Graf F : (x, y)− (x̄, ȳ) ∈ Graf DF(x̄, ȳ),

(x− x̄, y − ȳ) ∈ Graf DF(x̄, ȳ),

(y − ȳ) ∈ DF(x̄, ȳ)(x− x̄),

y ∈ F (x) : F (x)− ȳ ⊂ DF(x̄, ȳ)(x− x̄).

Věta 95 Necht’ F : X ⇒ Y je monotónńı, (x, p) ∈ Graf(F ), pak DF(x, p) je
pozitivně semidefinitńı ve smyslu: ∀ (u, r) ∈ Graf(DF(x, p)) : 〈r, u〉 ≥ 0.
Podle [1, str. 195].

Důkaz. Necht’ (u, r) ∈ Graf(DF(x, p))⇒ existuj́ı posloupnosti {hn}, {un}, {rn}
takové, že hn → 0+, (un, rn)→ (u, r) a

(x, p) + hn · (un, rn) = (x+ hnun, p+ hnrn) ∈ Graf(F ).

Ve smyslu definice 24 označme (x1, y1) = (x + hnun, p + hnrn), (x2, y2) = (x, p).
Plat́ı

h2
n · 〈un, rn〉 = 〈hnun, hnrn〉 = 〈x+hnun−x, p+hnrn−p〉 = 〈x1−x2, y1−y2〉 ≥ 0,

jelikož F je monotónńı. Úpravou dostáváme 〈un, rn〉 ≥ 0, a limitńım přechodem
〈u, r〉 = 〈r, u〉 ≥ 0.
V práci [9, str. 34].

Implikaci v předchoźı větě nelze obrátit, jak ukazuje obrázek 12. Zde je splněno
∀ (u, r) ∈ Graf(DF(x, p)) : 〈r, u〉 ≥ 0, ale přesto neńı funkce monotónńı.
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Obrázek 12: Protipř́ıklad.

Tvrzeńı 96 Necht’ X, Y jsou normované prostory, F : X ⇒ Y je mnohoznačná
funkce, (x̄, ȳ) ∈ Graf(F ). Pak:

i) (x, y) ∈ Graf(CF(x̄, ȳ)) právě tehdy, když pro všechny posloupnosti {tn}, tn →
0+ a {(x̄n, ȳn)} ⊂ Graf(F ), (x̄n, ȳn)→ (x̄, ȳ) existuje posloupnost {(xn, yn)}, (xn, yn)→
(x, y) taková, že ȳn + tnyn ∈ F (x̄n + tnxn) pro každé n ∈ N.

ii) (x, y) ∈ Graf(CF(x̄, ȳ)) právě tehdy, když

lim sup
t→0+,(x̂,ŷ)−−−−→

Graf(F )
(x̄,ȳ)

inf
x̃→x

d

(
F (x̂+ tx̃)− ŷ

t
, y

)
= 0.

Podle [5, str. 408].

Tvrzeńı 97 Necht’ X, Y jsou normované prostory, F : X ⇒ Y je mnohoznačná
funkce, x ∈ Int(Dom(F )) a F je lipschitzovská na okoĺı x. Pak y ∈ CF(x̄, ȳ)(x)
právě tehdy, když

lim
t→0+,(x̂,ŷ)−−−−→

Graf(F )
(x̄,ȳ)

d

(
F (x̂+ tx)− ŷ

t
, y

)
= 0.

Podle [1, str. 192].

Př́ıklad 98 Uvažujme mnohoznačnou funkci F : R ⇒ R

F (x) = {| tg(x)|}, x ∈
(
−π

2
,
π

2

)
.

Určete kontingentńı derivaci v bodě (0, 0).

Graf kontingentńı derivace je shodný s grafem funkce absolutńı hodnoty, tedy
Graf(DF(0, 0)) = Graf(|x|), neboli DF(0, 0) = {(x, x), (−x, x) | x ∈ R+

0 }.
Funkce je sudá, graf je souměrný podle osy y a tedy i graf DF(x) je takto
souměrný. Stač́ı nám tedy ověřit, že (x, x) ∈ Graf(DF ) a (−x, x) ∈ Graf(DF)
automaticky.
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Podle tvrzeńı 90 stač́ı ukázat, že existuj́ı posloupnosti {tn}, tn → 0+ a {(xn, yn)} ⊂
R+

0 × R, (xn, yn)→ (1, 1) takové, že

0 + tnyn ∈ F (0 + tnxn) = {| tg(0 + tnxn)|},
tnyn = | tg(tnxn︸︷︷︸

>0

)| = tg(tnxn).

Zvolme

tn =
1

n
, xn = 1, yn =

tg 1
n

1
n

.

Plat́ı lim tn = 0, limxn = 1, xn ∈ R+
0 , lim yn = 1. Odtud

tnyn =
1

n
·

tg 1
n

1
n

= tg
1

n
= tg(1 · 1

n
) = tg(tnxn).

Tud́ıž (1, 1) ∈ DF(0, 0). Jelikož Graf(DF) je kužel a souměrný podle osy y, jsou
také (x, x), (−x, x) ∈ Graf(DF(0, 0)).
Je třeba ověřit, že (1, q), (−1, q) 6∈ DF(0, 0) pro q 6= 1. Oba př́ıpady se řeš́ı stejně.
Zvolme posloupnost {qn}, qn → q. Chceme ukázat, že pro všechny posloupnosti
{tn}, {xn} podle podmı́nek plat́ı 0+tnqn 6∈ F (0+tnxn). Pro spor předpokládejme,
že

tnqn = | tg(tnxn)|,

qn =
| tg(tnxn)|

tn
,

q = lim
n→∞

qn = lim
n→∞

| tg(tnxn)|
tn

= lim
n→∞

tg(tnxn)

tnxn
· xn · sgn(tg(tnxn))︸ ︷︷ ︸

=sgn(tnxn)=sgn(xn)

=

= 1 · lim
n→∞

|xn| = 1,

což je spor.
Zbývá ukázat, že (0, r) 6∈ DF(0, 0) pro r 6= 0. Zvolme libovolně posloupnosti
{rn}, rn → r, tn → 0+, xn → 0. Potom (xn, rn)→ (0, r).
Pro spor předpokládejme, že

tnrn = | tg(tnxn)|,

rn =
| tg(tnxn)|

tn
,

r = lim
n→∞

rn = lim
n→∞

| tg(tnxn)|
tn

= lim
n→∞

tg(tnxn)

tnxn
· xn · sgn(xn) =

= 1 · lim
n→∞

|xn| = 1 · 0 = 0,

což je spor. ♣

Předchoźı př́ıklad lze zobecnit pro spojité funkce.

Tvrzeńı 99 Necht’ f : R → R je spojitá funkce, a ∈ R a existuj́ı jednostranné
derivace f ′−(a) 6= f ′+(a). Potom

Df(a, f(a)) = {(1, f ′+(a)), (−1, f ′−(a)), (0, 0)}.
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Důkaz. Předpokládejme, že vektor tvaru (1, y) ∈ (DF(a, f(a))). Zvolme libovolně
posloupnosti tn → 0+, xn → 1, yn → y. Pak plat́ı

f(a) + tnyn = f(a+ tnxn),

yn =
f(a+ tnxn)− f(a)

tn
,

y = lim
n→∞

yn = lim
n→∞

f(a+ tnxn)− f(a)

tn · xn
· xn = f ′+(a) · 1 = f ′+(a),

kde můžu předpokládat, že od nějakého n0 dále je xn > 0, jelikož limxn = 1.
Analogicky ukážeme, že (−1, f ′−(a)) ∈ (DF(a, f(a))).
Zbývá ukázat, jak je to s vektorem tvaru (0, r). Zvolme libovolně posloupnosti
tn → 0+, xn → 0, rn → r a předpokládejme, že (0, r) ∈ (DF(a, f(a))).

f(a) + tnrn = f(a+ tnxn),

rn =
f(a+ tnxn)− f(a)

tn
,

r = lim
n→∞

rn =

{
xn 6= 0 lim f(a+tnxn)−f(a)

tn·xn · xn....limita neexistuje,

xn = 0 lim f(a+tn·0)−f(a)
tn

= lim 0
tn

= 0.

Tedy jediným vektorem tohoto tvaru je (0, 0).

Podle předchoźıho tvrzeńı je zřejmé, že pokud je funkce diferencovatelná, plat́ı
f ′−(a) = f ′+(a) = f ′(a) a tedy Df(a, f(a)) = {(0, 0), (1, f ′(a))}.

Př́ıklad 100 Uvažujme mnohoznačnou funkci F : R ⇒ R

F (x) = {| tg(x)|}, x ∈
(
−π

2
,
π

2

)
.

Určete Clarkovu derivaci v bodě (0, 0).

Vždy plat́ı, že CK(x) ⊂ TK(x). V tomto př́ıpadě neńı kontingentńı kužel TK(x)
konvexńı, takže Clark̊uv kužel muśı být jeho vlastńı podmnožinou. Zde CF(0, 0) =
{(0, 0)}.
Chceme ukázat, že (1, 1) 6∈ Graf(CF(0, 0)). Pro spor podle tvrzeńı 96 i) zvolme
tn = 1

n
, x̄n = − 1

n
, ȳn = | tg(x̄n)| = tg( 1

n
). Pak libovolná posloupnost prvk̊u

(xn, yn) → (1, 1) splňuje: pro každé ε > 0 existuje n0 tak, že pro každé n ≥ n0

plat́ı |xn − 1| < ε, |yn − 1| < ε.
Zvolme ε = 1

2
. Potom od nějakého n0 dále je |xn − 1| < 1

2
a yn > 1− ε = 1

2
.

Podmı́nka ȳn + tnyn ∈ F (x̄n + tnxn) zde má tvar

tg

(
1

n

)
+

1

n
yn︸︷︷︸
> 1

2

=

∣∣∣∣tg(− 1

n
+

1

n
xn

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣tg
 1

n
|xn − 1|︸ ︷︷ ︸

< 1
2


∣∣∣∣∣∣∣ ,

tg

(
1

n

)
+

1

2n
<

∣∣∣∣tg( 1

2n

)∣∣∣∣ = tg

(
1

2n

)
,

což je spor.
Fakt, že (−1, 1) 6∈ Graf(CF(0, 0))) se ukáže analogicky.
Podle tvrzeńı 67 je {0} ∈ CK(x) vždy, tedy zde CF(0, 0) = {(0, 0)}.
♣
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Obrázek 13: Derivace funkce F (x) = {|tg(x)|}.

Tvrzeńı 101 Pro jednoznačnou funkci F = f je CF(x)(u) bud’ prázdnou nebo
jednoprvkovou množinou. Konkrétně Cf(x)(u) = f ′(x)u, pokud je f spojitě dife-
rencovatelná v x.
Podle [1, str. 189].

Každá mnohoznačná funkce má k sobě funkci inverzńı a pro jejich derivace plat́ı
následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 102 Necht’ F : X ⇒ Y je mnohoznačná funkce, (x, y) ∈ Graf(F ). Plat́ı

i) D(F−1)(y, x) = DF (x, y)−1,

ii) C(F−1)(y, x) = CF (x, y)−1.

Podle [1, str. 182, 190].

Důkaz.

i) Podle tvrzeńı 90 i) je (x, y) ∈ Graf(DF (x, y)) právě tehdy, když existuj́ı
posloupnosti tn → 0+, (xn, yn) ⊂ X × Y, (xn, yn)→ (x, y) tak, že ȳ + tnyn ∈
F (x̄+ tnxn). Pro inverzńı funkci plat́ı x̄+ tnxn ∈ F−1(ȳ+ tnyn), tedy (y, x) ∈
Graf(DF )−1.

ii) Důkaz prob́ıhá analogicky s předchoźı část́ı za použit́ı tvrzeńı 96 i).

Definice 103 Necht’ X, Y jsou normované prostory, F : X ⇒ Y je mnohoznačná
funkce, (x̄, ȳ) ∈ graph(F ). Diniho derivaćı rozumı́me mnohoznačnou funkci
DLF (x̄, ȳ) : X ⇒ Y takovou, že

DLF (x̄, ȳ)(x) = lim inf
(x̂,t)→(x,0+)

F (x̄+ tx̂)− ȳ
t

.

Podle [5, str. 409].

Někdy se také použ́ıvá termı́n Diniho dolńı derivace, přičemž se pak kontingentńı
derivace nazývá Diniho horńı derivace.
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Tvrzeńı 104 (Ekvivalentńı definice Diniho derivace) Necht’ X, Y jsou normo-
vané prostory, F : X ⇒ Y je mnohoznačná funkce. (x, y) ∈ Graf(DLF (x̄, ȳ))
právě tehdy, když pro všechny posloupnosti {tn}, tn → 0+ a {xn}, xn → x exis-
tuje posloupnost {yn} taková, že ȳ + tnyn ∈ F (x̄+ tnxn) pro každé n ∈ N.
Upraveno podle [5, str. 408].

Důkaz. Označme G(x̂, t) = F (x̄+tx̂)−ȳ
t

. Pak podle tvrzeńı 10 pro limes inferior
mnohoznačné funkce plat́ı: y ∈ DLF (x̄, ȳ)(x) právě tehdy, když pro každou po-
sloupnost {(xn, tn)}, (xn, tn) → (x, 0+) existuje {yn} tak, že yn → y a pro každé
n ∈ N

yn ∈ G(xn, tn),

yn ∈
F (x̄+ tnxn)− ȳ

tn
,

ȳ + tnyn ∈ F (x̄+ tnxn).

Tvrzeńı 105 Necht’ X, Y jsou normované prostory, F : X ⇒ Y je mnohoznačná
funkce. (x, y) ∈ Graf(DLF (x̄, ȳ)) právě tehdy, když

lim
(x̂,t)→(x,0+)

d

(
F (x̄+ tx̂)− ȳ

t
, y

)
= 0.

Podle [5, str. 409].

Důkaz. Tvrzeńı plyne př́ımo z lemmatu 13 ii.

Věta 106 Necht’ X, Y jsou normované prostory, F : X ⇒ Y je mnohoznačná
funkce, jej́ı̌z graf je konvexńı množinou. Pak

DF (x, y) = CF (x, y) = DLF (x, y).

Podle [5, str. 409].

6.2 Od reálné funkce k mnohoznačné

Reálnou funkci můžeme studovat jako funkci mnohoznačnu pomoćı F (x) = {f(x)},
jak již bylo zmı́něno v předchoźım textu. Dokonce nemuśı platit Df (x) = R. Jed-
noduše vezmeme

F (x) =

{
{f(x)} x ∈ Df (x),
∅ x 6∈ Df (x),

Daľśı možnost́ı je použ́ıt funkci nadgrafu.

Definice 107 Necht’ f : Rn → R je jednoznačná funkce, pak m̊užeme definovat
nadgraf funkce f jako množinu

epi f =
{

(x, α) ∈ Rn+1 | α ≥ f(x)
}
.

Tvrzeńı 108 Nadgraf funkce epi f je konvexńı množinou právě tehdy, když f je
konvexńı funkce.
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Důkaz. Důkaz plyne př́ımo z definice nadgrafu, konvexńı funkce a konvexńı
množiny.

V práci [9, str. 30] bylo dokázáno následuj́ıćı tvrzeńı pro diferencovatelnou funkci.

Tvrzeńı 109 Necht’ K ⊂ R, f : K → R je jednoznačná funkce, definujme F :
R ⇒ R mnohoznačnou funkci takto

Graf(F ) = epi(f), tedy F (x) = {y ∈ R | y ≥ f(x)} .

Necht’ a ∈ K a f je diferencovatelná v a. Pak

DF(a, f(a)) = {(x, y) ∈ R | y ≥ f ′(a) · x, x ∈ R} .

Př́ıklad 110 Bereme jednoznačnou funkci f z př́ıkladu 98. Definujme mnohoznačnou
funkci F = epi(f) = {(x, y) | y ≥ | tg(x)|}. Určete kontingentńı a Clarkovu deri-
vaci v bodě (0, 0).

Kontingentńı derivace je shodná s Clarkovou a plat́ı

DF(0, 0) = CF(0, 0) = {(x, y) | y ≥ |x|}.

To plyne z konvexity nadgrafu a následuj́ıćıho tvrzeńı.

Obrázek 14: Ilustrace k př́ıkladu 110.

Tvrzeńı 111 Necht’ f : R→ R je spojitá funkce a Graf F (x) = epi f. Potom

Graf DF(x̄, ȳ) = Graf DF(x̄, f(x̄)) = epiDf(x̄).

Důkaz. Zvolme x. Podle tvrzeńı 90 splňuj́ı body existuj́ı posloupnosti tn →
0+, xn → x̄. Ze spojitosti f plyne f(xn)→ f(x).

(x, y) ∈ Graf(DF(x̄, f(x̄))), (x, y) ∈ Graf(Df(x̄, f(x̄))),

f(x̄) + tnyn ∈ F (x̄+ tnxn), f(x̄) + tnyn = f(x̄+ tnxn),

f(x̄) + tnyn ≥ f(x̄+ tnxn),

yn ≥
f(x̄+ tnxn)− f(x̄)

tn
, yn =

f(x̄+ tnxn)− f(x̄)

tn
,

y = lim yn ≥ Df(x̄, f(x̄))(x).
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Obrázek 15: Kontingentńı derivace nadgrafu.

A tvrzeńı zřejmě plat́ı.

Jak je patrné z obrázku, kontingentńı derivace nekonvexńı funkce je nekonvexńı
množinou.

Analogické tvrzeńı pro Clarkovu derivaci CF neexistuje, jak ukazuj́ı př́ıklady 100
a 110.

6.3 Koderivace

Definice 112 Necht’ F : Rn ⇒ Rm je mnohoznačná funkce, (x̄, ȳ) ∈ Graf(F ).
Definujme koderivaci D∗F (x̄, ȳ) funkce F v bodě (x̄, ȳ) jako mnohoznačnou
funkci z Rm do Rn

D∗F (x̄, ȳ)(y) = {x ∈ Rn | (x,−y) ∈ NGraf(F )(x̄, ȳ)}.

Podle [2, str. 324].

Definice 113 Necht’ F : Rn ⇒ Rm je mnohoznačná funkce, (x̄, ȳ) ∈ Graf(F ).
Pokud F je uzavřená, definujme Clarkovu koderivaci C∗F (x̄, ȳ) funkce F v
bodě (x̄, ȳ) jako mnohoznačnou funkci z Rm do Rn

C∗F (x̄, ȳ)(y) = {x ∈ Rn | (x,−y) ∈ NC
Graf(F )(x̄, ȳ)}.

Podle [5, str. 103].

Na rozd́ıl od grafu derivace neńı graf koderivace D∗F (x, y) totožný s normálovým
kuželem NGraf(F )(x, y). Toto je zp̊usobeno znaménkem mı́nus a také faktem, že
se nejedná o funkci z Rn do Rm, ale naopak. Obrázek 16 ilustuje situaci.
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Obrázek 16: K definici koderivace.

Tvrzeńı 114 Necht’ F : Rn ⇒ Rm je mnohoznačná funkce, (x̄, ȳ) ∈ Graf(F ).
Plat́ı y ∈ D∗F (x̄, ȳ)(x)⇔ −x ∈ D∗(F−1)(ȳ, x̄)(−y).
Podle [2, str. 327].

Důkaz. V následuj́ıćıch úvahách se jedná vždy o ekvivalence:
y ∈ D∗F (x̄, ȳ)(x)⇔ (y,−x) ∈ NGraf(F )(x̄, ȳ)⇔ (−x,−y) ∈ DF (x̄, ȳ)⇔
⇔ (−y,−x) ∈ DF (x̄, ȳ)−1 = D(F−1)(ȳ, x̄)⇔ (−x, y) ∈ NGraf(F−1)(ȳ, x̄)⇔
⇔ −x ∈ D∗(F−1)(ȳ, x̄)(−y).
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7 Derivace druhého řádu

7.1 Tečné kužely druhého řádu

Definice 115 Necht’ K ⊂ X je podmnožinou normovaného vektorového prostoru
X, x ∈ K a v1, ..., vm−1 ∈ X. Kontingentńım kuželem m-tého řádu množiny
K v bodě (x, v1, ..., vm−1) budeme rozumět množinu

T
(m)
K (x, v1, ..., vm−1) = lim sup

h→0+

K − x− hv1 − ...− hm−1vm−1

hm
.

Podle [1, str. 171].

V této práci se budeme zabývat jen kužely druhého řádu, tedy

T
(2)
K (x, v) = lim sup

h→0+

K − x− hv
h2

.

Zřejmě plat́ı

T
(1)
K (x) = lim sup

h→0+

K − x
h

= TK(x).

Tvrzeńı 116 (Charakterizace kontingentńıho kuželu druhého řádu)

u ∈ T (2)
K (x, v), právě když existuj́ı posloupnosti {hn}, hn → 0+ a {un} ⊂ X, un →

u tak, že pro každé n ∈ N plat́ı x+ hnv + h2
nun ∈ K.

Upraveno podle [5, str. 171].

Důkaz. Podle tvrzeńı 11 o limes superior mnohoznačné funkce je u ∈ T (2)
K (x, v),

právě když pro funkci F (h) = K−x−hv
h2

existuj́ı posloupnosti hn → 0+, hn 6= 0 pro
každé n ∈ N, un → u a plat́ı

un ∈ F (hn),

un ∈
K − x− hnv

h2
n

,

x+ hnv + h2
nun ∈ K.

A tedy tvrzeńı plat́ı.

Tvrzeńı 117 Kontingentńı kužel druhého řádu T
(2)
K (x, v) je uzavřená množina.

Podle [5, str. 172].

Důkaz. Plyne př́ımo z tvrzeńı 9 o uzavřenosti limes superior mnohoznačné funkce.

Tvrzeńı 118 Necht’ K ⊂ X, x ∈ K. Plat́ı T
(2)
K (x, 0) = TK(x).

Podle [5, str. 171].

Důkaz. Tvrzeńı se dokáže dosazeńım v = 0.

Tvrzeńı 119 Necht’ K ⊂ X, x ∈ K, v ∈ X. Plat́ı:
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i) v 6∈ TK(x), pak T
(2)
K (x, v) = ∅,

ii) T
(2)
K (x, v) 6= ∅, pak v ∈ TK(x).

Podle [5, str. 172].

Důkaz.

i) Předpokládejme, že v 6∈ TK(x). Pak pro všechny posloupnosti hn → 0+, vn →
v plat́ı x + hnvn 6∈ K. Zvolme libovolně u ∈ X a posloupnost un → u.
Označme vn = v + hnun. Pak vn → v a x + hnvn = x + hn(v + hnun) =

x+ hnv + h2
nun 6∈ K, a tedy u 6∈ K a T

(2)
K (x, v) = ∅.

ii) Jedná se o obměnu předchoźı implikace.

Tvrzeńı 120 Necht’ K ⊂ X, x ∈ K, v ∈ TK(x). Pak

T
(2)
K (x, v) = {u ∈ X | lim inf

h→0+

dK(x+ hv + h2u)

h2
= 0}.

Podle [5, str. 171].

Důkaz. Důkaz plyne př́ımo z tvrzeńı 13.

Tvrzeńı 121 Necht’ K ⊂ X je konvexńı, x ∈ K, v ∈ TK(x). Potom

T
(2)
K (x, v) ⊂ TTK(x)(v).

Podle [5, str. 187].

Důkaz. Zvolme u ∈ TTK(x)(v), potom existuj́ı posloupnosti {hn}, hn → 0+, {un}, un →
u takové, že pro každé n ∈ N : x + hnv + h

(2)
n un ∈ K. K je konvexńı, tedy podle

tvrzeńı 61 je hnv+h2
nun ∈ TK(x). Z vlastnost́ı kužele plyne , že v+hnun ∈ TK(x).

Kontingentńı kužel konvexńı množiny je také konvexńı. Opětovným použit́ım tvr-
zeńı 61 a vlastnosti kužele dostáváme hnun ∈ TTK(x)(v) a un ∈ TTK(x)(v). Kon-
tingentńı kužel je uzavřenou množinou, tedy u = limn→∞ un ∈ TTK(x)(v). T́ım je
tvrzeńı dokázáno.

Definice 122 Necht’ K ⊂ X je podmnožinou normovaného vektorového prostoru
X, x ⊂ K a v1, ..., vm−1 ∈ X. Clarkovým kuželem m-tého řádu množiny K
v bodě (x, v1, ..., vm−1) budeme rozumět množinu

CK(x, v1, ..., vm−1) = lim inf
h→0+,y→Kx

K − y − hv1 − ...− hm−1vm−1

hm
.

Podle [1, str. 172].
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7.2 Derivace druhého řádu

Definice 123 Necht’ X, Y jsou normované prostory a F :⇒ Y je mnohoznačná
funkce. Pak kontingentńı derivace m-tého řádu funkce F v bodě (x, y) ∈
Graf(F ) je mnohoznačná funkce

Graf(D(m)F (x, y, u1, v1, ..., um−1, vm−1)) = T
(m)
Graf(F )(x, y, u1, v1, ..., um−1, vm−1).

Podle [1, str 215].

V této práci se budeme zabývat pouze derivacemi druhého řádu, tedy zjed-
nodušeně kontingentńı derivace druhého řádu :

Graf(D(2)F (x, y, u1, v1)) = T
(2)
Graf(F )(x, y, u1, v1).

Tvrzeńı 124 Necht’ K ⊂ X, f je jednoznačná funkce, která má spojitou druhou
derivaci na okoĺı bodu x ∈ K. Pak kontingentńı derivace druhého řádu

D(2)(f |K)(x, u1)(u2) = D(2)(f |K)(x, f(x), u1, f
′(x)u1)(u2) = f ′(x)u2+

1

2
f ′′(x)(u1, u1),

pro u2 ∈ T (2)
K (x, u1).

Podle [1, str. 215].

Důkaz. Podle tvrzeńı 116 plat́ı (u2, v2) ∈ D(2)F (x, y, u1, v1) právě tehdy, když
existuj́ı posloupnosti {hn}, hn → 0+, {(u2n, v2n)}, (u2n, v2n)→ (u2, v2) takové, že

(x, y) + hn(u1, v1) + h2
n(u2n, v2n) ∈Graf F (x.y),

(x+ hnu1 + h2
nv2n, y + hnv1 + h2

nv2n) ∈ Graf F (x, y),

y + hnv1 + h2
nv2n ∈ F (x+ hnu1 + h2

nv2n),

f(x) + hnv1 + h2
nv2n ∈ f(x+ hnu1 + h2

nv2n),

f(x) + hnv1 + h2
nv2n = f(x+ hnu1 + h2

nv2n).

Jelikož f je dvakrát diferencovatelná, můžeme pravou stranu upravit

f(x+ hnu1 + h2
nv2n) = f(x) + f ′(x)(̇hnu1 + h2

nu2n) +
1

2
· f ′′(x)(hnu1 + h2

nu2n)2 + ε(hn)h2
n =

(kde ε(hn)→ 0 pro hn → 0),

= f(x) + f ′(x)(hnu1) + f ′(x)h2
nu2n +

1

2
f ′′(x)(h2

nu
2
1 + 2h3

nu2n + h4
nu2n) + ε(hn)h2

n =

f(x) + hnf
′(x)u1 + h2

n(f ′(x)u2n +
1

2
f ′′(x)u2

1 + ε(hn)).

Vrat’me se zpět k rovnici

f(x) + hnv1 + h2
nv2n = f(x) + hnf

′(x)u1 + h2
n

(
f ′(x)u2n +

1

2
f ′′(x)u2

1 + ε(hn)

)
,

v2n =
f ′(x)u1 − v1

hn
+ f ′(x)u2n +

f ′′(x)

2
u2

1 + ε(hn),
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Jelikož (u1, v1) ∈ Df(x, y) pak v1 = f ′(x)u1 a f ′(x)u1 − v1 = 0,

v2n = 0 + f ′(x)u2n +
f ′′(x)

2
u2

1 + ε(hn),

v2 = lim v2n = f ′(x)u2 +
1

2
f ′′(x)u2

1.

Definice 125 Necht’ X, Y jsou normované prostory a F :⇒ Y je mnohoznačná
funkce. Pak Clarkova derivace m-tého řádu funkce F v bodě (x, y) ∈ Graf(F )
je mnohoznačná funkce

Graf(C(m)F (x, y, u1, v1, ..., um−1, vm−1)) = C
(m)
Graf(F )(x, y, u1, v1, ..., um−1, vm−1).

Clarkova derivace druhého řádu funkce F v bodě (x, y) ∈ Graf(F ) je mno-
hoznačná funkce

Graf(C(2)F (x, y, u1, v1)) = C
(2)
Graf(F )(x, y, u1, v1).
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8 Závěr

I přesto, že tato diplomová práce je rozš́ı̌reńım práce bakalářské, představuje stále
jen jakýsi úvod do problematiky, nav́ıc jen z jednoho úhlu pohledu. Kromě za-
vedeńı Diniho derivace pomoćı limity je totiž celý systém založen na grafickém
př́ısupu derivace pomoćı tečného kuželu. To ovšem umožňuje vysokou názornost
prováděných operaćı, proto jsem se ho držela.

Pravděpodobně nejv́ıce použ́ıvanými pojmy a tvrzeńımi jsou definice limes super-
ior a inferior mnohoznačné funkce a jejich charakteristiky pomoćı posloupnosti.
Na samotné tečné kužely totiž můžeme nahĺıžet jako na mnohoznačné funkce a
tak zkoumat jejich vlastnosti.

Jelikož celá problematika nemá pevně zavedenou terminologii a značeńı, bylo
někdy obt́ıžné se orientovatve zdroj́ıch, zvláště když autoři použ́ıvaj́ı r̊uzné de-
finice. Někde se jedná jen o drobnou změnu, jako např́ıklad definice derivace
druhého řádu v knihách [5, 1], někde se jedná o úplně rozd́ılný př́ıstup, jako
např́ıklad definice Clarkova kuželu v knihách [1, 8, 2]. V takovém př́ıpadě jsem
vždy vybrala jednu a podle ńı změnila definice daľśıch pojmů, kde je označeno,
že jsou upravené.

V daľśım studiu bych se ráda zaměřila na tzv. epiderivaci, jej́ı propojeńı s již
známými pojmy a také tvrzeńı, která umožňuj́ı použit́ı teorie k praktickým účel̊um,
jako je např́ıklad hledáńı optimálńıho řešeńı, tj. minima v problémech popsaných
mnohoznačnými funkcemi.
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4 K definici lipschitzovské funkce. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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