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1 Uvod

Mnohoznaéné funkce popisuji situace a problémy, které v zavislosti na proménné
davaji vice, i nekoneé¢né mnoho feseni. Pro jejich studium se hodi graficky ptistup.
Mnohoznaéna funkce je tedy charakterizovana svym grafem. Také zde zavadime
pojem efektivni obor, jelikoz hodnotou funkce v bodé muze byt i prazdna mnozina.

V kapitole 2 jsou popsany zakladni vlastnosti mnohoznaénych funkei. Limes su-
perior a inferior, které \izce souvisi s polospojitosti shora a zdola, podobné jako u
jednoznacnych funkei limita a spojitost. Jak limes superior i inferior jsou uzaviené
mnoziny. Déle je rozebrana vlastnost monotonie. Pro mnohoznaéné funkce neexi-
suji terminy funkce rostouci a klesajici. Monoténni funkce je jakymsi zobecnénim
rostuci jednoznacné funkce. SilnéjSim pojmem je maximélné monoténni mno-
hozna¢na funce, ktera neni obsazena v jiné monotonni funkci. Na konci kapitoly
je téz definovana lokalni lipschitzovskost funkce. Zde, je zachovan stejny geome-
tricky vyznam jako u lipschitzovskosti jednoznacné funkce. V dalsich kapitolach
se ukaze, jak lipschitzovskost funkce zjednodusuje dalsi tvahy.

Kapitola 3 se zdanlivé vraci k jednozna¢nym funkcim. Zde je cilem zobecnit deri-
vaci i pro funkce, které nejsou spojité diferencovatelné, a tak pro konvexni funkce
zavadime subgradient a subdiferencidl Jf(z). Subdiferencidl je vzdy maximélné
monoténni mnohoznaénd funkce. Navic, je-li 0 € 0f(zy), potom ma funkce v bodé
xo globalni minimum, pokud je df(z) neprazdna, pak je funkce konvexni.

V kapitole 4 jsou definovany teéné kuzely k mnoziné: kontingentni kuzel Tk (z) a
Clarkuv kuzel Ck(x). Jsou analogii tecny ke kiivce, uzaviené mnoziny a Clarkav
kuzel je konvexni. Vzdy plati Ck(z) C Tk(x) a je-li mnozina K konvexni, jsou
shodné, Ck(z) = Tk(x). Kapitola obsahuje nékolik charakterizaci obou kuzeld,
pomoci posloupnosti i pomoci vzdalenosti od mnoziny. Charakterizace pomoci
posloupnosti jsou provedeny podle knihy , kde je ovSsem pouzitd jina definice
Clarkova kuzelu, tudiz nejde o trividlni prepis z knihy a dikaz je tedy zahrnut i
zde.

Cést o kuzelech zakoncuje kapitola 5, ktera popisuje normalové kuzely. Definu-
jeme jak kontingentni, tak Clarkuv normalovy kuzel, ovsem pouze Clarkuv kuzel
je diky konvexité polarni se svym normélovym kuzelem.

7 definice musi kazdy kuzel vychézet z pocatku. Pro vétsi nazornost jsou ovsem
jak tecné a normalové kuzely posunuty do bodu, kterym jsou urceny.

K derivacim mohoznacné funkce se dostavame v kapitole 6. Derivace definujeme
graficky, pomoci tecnych kuzelu, ziskavame tedy kontingentni derivaci DF(x,y) a
Clarkovu derivaci CF(z, y). Tyto zfejmé splyvaji pro funkei, jejiz graf je konvexni.
Obé derivace jsou charakterizovany pomoci posloupnosti i pomoci vzdalenosti od
mnoziny. Je zde vidét, jak se formule zjednodusi, jestlize je funkce F' lipschit-
zovska. Také definujeme jednu derivaci nikoli pomoci grafu, ale pomoci limity.
Jednd se o Diniho derivaci Dy (x,y). Nékdy se také nazyvéd Diniho dolni derivace,
jelikoz se od kontingentni derivace lisi pouze v tom, Ze nemisto limes superior



pouzijeme limes inferior stejné funkce. Nékdy se proto také kontingentni deri-
vace nazyva Diniho horni derivace. Ukazuje se, ze ma-li mnohoznacna funkce F
konvexni graf, vSechny tti derivace splyvaji. Kapitola obsahuje nékolik ptikladu s
feSenim, kde studujeme jak jednoznacné tak mnohoznacné funkce a je zde ukazan
vztah mezi funkci f a jejim nadgrafem epi(f) a derivaci této funkce a derivaci
jejtho nadgrafu. Ovsem pouze pii pouziti kontingentni derivace. V zavéru jsou
definovany koderivace, které vyuzivaji normalové kuzely.

Préaci uzavira kapitola 7, kde jsou kratce zminény tecné kuzely druhého fadu a k
nim analogicky derivace druhého fadu. Ukazuje se, jak vypada derivace druhého
fadu jednoznacné funkce.

Zmaceni v celé praci je prevzaté z nékolika zdroju, stejné jako definice. Pokud
jsou tvrzeni prevzatd z knihy, ale upravena z duvodu pouziti jiné definice, je toto
zminéno vzdy na konci tvrzeni.



Seznam symboli a znaceni

C*F(x,y)
COF(x,y,uy,v1)
DF(z,y)
D*F(z,y)
DpF(z,y)
D@ (2, y,uy,v;)
epi(f)
712, £4(0)
F(C)

F—l

F-(D)
Graf(F')
H(F)
Int(K)

K

-

Tk (x)

Ty (x,0)
Nk (z)

NE ()

X*

(z,y)

uzaviend jednotkova koule v prostoru X

Clarkuv kuzel

Clarkuv kuzel druhého radu
subdiferencial, tj. mnozina vsech subgradientu funkce f v bodé x
vzdalenost bodu od mnoziny

defini¢ni obor jednoznacné funkce

efektivni obor mnohoznac¢né funkce
Clarkova derivace funkce F' v bodé (z,y)
Clarkova koderivace funkce F' v bodé (z,y)
Clarkova derivace druhého fadu
kontingentni derivace funkce F' v bodé (z,y)
koderivace funkce F' v bodé (z,y)

Diniho derivace funkce F' v bodé (x,y)
kontingentni derivace druhého fadu
nadgraf funkce f

jednostranné derivace funkce f

obraz / hodnota funkce F' v x

obraz mnoziny C'

inverzni funkce k F

vzor mnoziny D

graf relace

obraz mnohoznac¢né funkce

vnitfek mnoziny K

uzaver mnoziny

polarni kuzel

kontingentni kuzel

kontingentni kuzel druhého radu
kontingentni normélovy kuzel

Clarkuv normalovy kuzel

dudlni prostor

skalarni soucin



2 Mnohoznacné funkce a jejich vlastnosti

2.1 Zakladni pojmy

Definice 1 Necht F : X — P(Y), neboli pro kazdé v € X existuje odpovidagici
mnozina F(x) CY, pak F(-) nazveme mnohoznaénou funkci a znacime

F: X=Y.

Definice 2 Mnohoznacénou funkci F': X =Y budeme charakterizovat gra-
fem relace F', znacime Graf(F), ktery je podmozinou kartézského soucinu X XY
a je definovdn nasledujicim zpusobem

Graf(F) :={(z,y) e X xY |y € F(x)}.

Rekneme, Ze F(z) je obrazem nebo hodnotou funkce F v x.

Rekneme, ze mnohoznacénd funkce je netrividlng, prdve kdyz graf neni prazdnou
mnozinou, tedy ezistuje alespori jedno x € X takové, Ze F(x) je meprdzdnou
mnozinou.

Efektivnim oborem mnohoznacné funkce Dom(F') rozumime podmnoZinu proki

x € X, pro néz je F(x) neprdzdnd.
Dom(F) :={x € X | F(z) # 0}.
Obrazem mnohoznacné funkce H(F) rozumime sjednoceni F(x) pro viechna x €
Dom(F).
HF):= ] Fl)

z€Dom(F)

Inverzni funkci F~' k funkci F' rozumime mnohoznacnou funkei F~1:Y = X
splnugici

v € F Y y) & ye F(r) < (z,y) € Graf(F).
Podle [1} str. 34].

Obrazek 1: Priklad mnohoznacné funkce.

Pro mnohozna¢nou funci zavadime termin efektivni obor namisto defini¢niho
oboru, nebot mnohozna¢énd funkce je definovand vsude. Vidy je totiz alespon

F(z) = 0.
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Pozorovani 3 Pro mnohoznacnou funkci F
i) vidy existuje inverzni F~—1,
i) plati (F~1)~1 = F.

Definice 4 Necht X,Y jsou normované vektorové prostory, C C X, D C Y,
F: X =Y je mnohoznacnd funkce. Definujme obraz mnozZiny C

FO)=|JF@) ={yeY |F'(y)nC +#0},

zeC

a vzor mnoziny D

F'D)=|JF'(y)={r € X | F(x)n D #0}.

yeD

Podle [2], str. 149].

Tvrzeni 5 Necht F : X =Y je mnohoznacnd funkce, K, K, Ko C X. Plati
i) F(K1UK,y) = F(K;)U K,

i) F(K;NKy) CF(Kp)N K,

i) F(X\ K)DH(F)\ F(K),

i) Ky C Ky = F(K;) C F(K3).

Podle (1} str. 36].

Dikaz.
i) F(KUK) = Useyom P@) = U, F(0) UU, e, Fl) = POEUF(K).

ii) Zvolme y € F(K; N Ks). Pak F~'(y) N (K; N K3) # 0, potom
F~Yy) N Ky # 0 asoucasné F~1(y) N Ky # 0, tedy y € F(K,) Ay € F(K)

ili) Zvolme y € H(F) \ F(K). Odtud y € H(F) a soucasné y ¢ F(K). Plati
F~Y(y)N K = (. Pak pro kazdé = € X takové, ze y € F(z) plati x ¢ K, tedy
Xe@x\K)aye F(X\K).

iV) K1 C KQ, tedy K2 = K1 U K2 \ Kl. Podle c¢asti (1) plati F(KQ) = F(Kl) U
F(KQ \ Kl) a odtud F(Kl) C F(Kg)

Definice 6 Necht X,Y jsou normované vektorové prostory, Fy, F, : X = Y
jsou mnohoznacné funkce. Definujme soucet funkci Fy + Iy jako soucet mnozin

(F1 + F2)(z) = Fi(2) + Fa(x) = {y1 + v2 | y1 € F1(2), 92 € Fa(2)}
a ndasobek funkce kFy, k € R
(kF)(z) = kFi(x) = {ky | y € Fi(2)}.
Podle [2] str. 24, 151].
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2.2 Polospojitost, spojitost

Definice 7 Necht X,Y jsou normované vektorové prostory, xo € X, F: X =Y
je mnohoznacnd funkce. Pak definuyme limes inferior funkce F v bodé x

liminf F(x) ={y € Y |VV € Ny(y), 3U € Nx(x0), Vo € U\{zo} : F(x)NV # 0}.

Tr—xQ

a limes superior funkce ' v bodé x

limsup F(z) = {y € Y | VV € Ny(y), YU € Nx(xy), Iz € U\{zo} : F(z)NV # 0}.

Tr—T0

Podle [} str. 78].

Piiklad 8 Priklad mnohoznacné funkce, jejiz limes superior a inferior se v daném
bodé list.

lim sup F(x)
XX,

liminfF(x) =@
X%,

A\

Obrazek 2: Funkce, kde se lisi lim sup a lim inf

Tvrzeni 9 Necht X,Y jsou normované vektorové prostory, vo € X, F : X =
Y je mnohoznacnd funkce. limsup, ,, F(x) a liminf, ., F(z) jsou uzavrené
mmnoziny.

Dikaz. Zvolme posloupnost {y,} C limsup F(z), y, — y. Vime, ze pro kazdé
Ve Ny(yn) a U € Nx (o) existuje z € U \ {xo} tak, ze F(x) NV # (. Chceme
ukdzat, ze y € limsup F(x). Zvolme V' € Ny (y) libovolné. Protoze y = limy,,
existuje ny € N tak, ze y,, € V, tedy V' € Ny (yy,) a plati

VU € Nx(x9) 3z € U\ {xo}: F(z) NV #£0.

Mnozina V' byla volena libovolng, tedy to plati pro kazdou V' € Ny (y) a tedy
y € limsup F(z). Uzavienost liminf F'(x) se ukdze analogicky. m

Lemma 10 (Ekvivalentni definice limes inferior)

Necht XY jsou mnormované vektorové prostory, zo € X, F': X =Y je mno-
hoznacnd funkce. Pak y € liminf, . F(z), prdvé kdyz pro kaZdou posloupnost
{z,} € Dom(F), x, — xo, existuje {y,} takovd, Ze y, € F(x,) pro vSechna
n € N a plati y, — y.

Podle [2] str. 152].
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Dukaz. ” = "y € liminf, ,,, F(z) potom pro kazdé V € Ny (y) existuje U €
Nx (z9) takové, ze pro kazdé x € U \ {xo} plati F(z) NV # 0. Zvolme libovolné
posloupnost {x,} C Dom(F'), z,, — z, a posloupnost mnozin {V;y} C Ny (y), Vi =
B(y, 1) a k nf nalezneme posloupnost {Uy} C Nx(zo) tak, ze Vo € Uy \ {zo} :
F(z) NV, # (. Najdéme vybranou posloupnost k, tak, ze Vn € Nz, € Uy, . Pak
plati F(z,) NV, # 0. Nalezneme tedy y, € F(x,) NV, . Z definice V}, plati
Yn — 1.

”«<"sporem: Necht plati y ¢ liminf, .., F'(z), potom

AV e Ny (y)VU € Nx(x9) Iz € U\ {xo}: F(z) NV =0.

Naleznéme V' € Ny (y) podle podminky a zvolme posloupnost U, = B(xo, %)
Pro kazdé n € N naleznéme x,, takové, ze F(z,) NV =0, tedy kazdé y,, € F(z,)
nelezi ve V' - okoli y - tudiz neplati y,, — y, coz je spor. m

Lemma 11 (FEkvivalentni definice limes superior)

Necht X,Y jsou normované vektorové prostory, xo € X, F : X =Y, je mno-
hoznacénd funkce. Paky € limsup,_,, F(x) prave kdyz existugi posloupnosti {x, } C
Dom(F), {yn} takové, zZe x, — xq, x,, # x0, Yp € F(x,) pro vsechna n € N a
Yn — Y.

Podle [2} str. 152].

Diikaz. " =-"Zvolme y € limsup,_,,, F'(x), ak nému posloupnosti mnozin {U,} C
Nx(zo) a {V,} C Ny(y) takto: pro kazdé n € N plati U, = B(xzg,+) a V,, =
B(y, +). Pak pro kazdé n € N nalezneme ,, € U, \{xo}. Protoze platf F,,NV,, # 0,
nalezneme y,, € F(x,) NV,

Pak plati z,, — zo, pro kazdé n € N: y,, € F(x,) ay, = y.

7 ¢77

Zvolme libovolné V' € Ny (y),U € Nx(zo). Podle predpokladu existuje posloup-
nost {x,} € Dom(F), x, — zo a z vlastnosti limity existuje ny € N tak, ze pro
kazdé n € N;n > ng : x, € U. Podle predpokladu nalezneme také posloupnost
{yn}, Yn € F(x,) a y, — y. Z vlastnosti limity musi existovat n; € N takové, ze
pro kazdé n € N,n > ny plati y, € V. Zvolme n* = max{ng,n;}. Pak pro kazdé
neNn>n*plati z, €U, y, € F(x,) ay, €V, tedy VN F(x,) #0. =

Dalsi moznosti, jak popsat limes superior a limes inferior mnohoznacné funkce,
je pomoci vzdélenosti od mnoziny, kde danou mnozinou je graf funkce.

Definice 12 Necht K C X, z € X. Oznacme, vzddlenost ¢ od K

dg(z) = d(z, K) = inf d(z,y),

yeK

kde klademe dy(z) = +oo.
Podle [1} str. 16].

Lemma 13 (Charakterizace limes superior a inferior pomoci vzddlenosti)
Necht X,Y jsou mormované vektorové prostory, vo € X, F : X = Y, je mno-
hoznacnd funkce. Potom

i) limsup,_,, F(r)={y €Y |liminf, ,,, d(y, F(z)) = 0},

13



it) liminf, ., F(z) ={y € Y | lim,_,, d(y, F'(x)) = 0} .
Podle [1} str. 41].

Tvrzeni 14 Necht X,Y jsou normované vektorové prostory, zo € X, F : X =
Y, je mnohoznacnd funkce. Pak plati

liminf F'(z) C limsup F(z).

T—=Z0 T—T0

Podle [1} str. 42].

Dikaz. Dukaz plyne piimo z lemmatu [13] =

2.3 Zobrazeni usco a cusco

Definice 15 Mnohoznacnou funkci F' : X =Y nazveme shora polospojitou
(USC) v bodé x € Dom(F), pravé kdyz pro kazdé U okoli F(x)

an >0 tak, z2e Vo' € Bx(x,n): F(z") C U.

Mnohoznacénou funkci F': X =Y nazveme shora polospojitou, prdve kdyz je
shora polospojitd pro vsechna x € Dom(F).
Podle [1f str. 38].

Tvrzeni 16 Necht f : R — R ztotoinime s mnohoznacnou, tedy F : R = R
definujeme takto F(x) = {f(x)}, x € Dy. Pak F je shora polospojita (USC),
praveé kdyz f je spojitd.

Podle [3] str. 114].

Dukaz. Zde se hodnota F(x) redukuje na jednobodovou mnozinu { f(z)} a plati
{f(x)} CU & f(z) € U. A tvrzeni ziejmé plati. m

Definice 17 Mnohoznacnou funkci F' : X = Y nazveme zdola polospojitou
(LSC) v bodé x € Dom(F), prdvé kdyz pro kazdé y € F(x) a pro kaZdou
posloupnost prvki x, € Dom(F) konvergujici k x existuje posloupnost proki

Yn € F(x,) konvergujici k y.

Mnohoznacénou funkci F: X =Y nazveme zdola polospojitou, pravé kdyz je
zdola polospojitd pro vsechna x € Dom(F).

Podle [1} str. 39].

Definice 18 Mnohoznacnou funkci F': X =Y nazveme spojitou v bodé

x € Dom(F), prdvé kdyz je v x shora i zdola polospojitd.

Mnohoznacénou funkci F: X =Y nazveme spojgitou, pravé kdyz je spojitd pro
vSechna x € Dom(F).

Podle [1f str. 40].

Tvrzeni 19 Necht X,Y jsou normované vektorové prostory. Mnohoznaénd funkce

F: X =Y jezdola polospojitd v xg € Dom(F), pravé kdyz F(xy) C liminf, ., F(x).
Podle [1} str. 42].
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Dikaz. Podle lemmatu (10| zfejmeé plati: F' je zdola polospojita v x pravé tehdy,
kdyz Vy € F(xo) : y € liminf,_,,, F(z). Odtud F(xy) C liminf, ., F(z). m

Tvrzeni 20 (Ekvivalentni definice polospojitosti zdola)
Mnohoznacénd funkce F': X =Y je zdola polospojitd v x, prdvé kdyz pro kazdou
otevienou mnozinu U CY, UN F(x) # 0 plati

dn > 0 tak, z2e V' € Bx(z,n): F(z')NU # 0.
Podle [1} str. 39].
Dukaz. Dukaz se vede podobné jako dukaz lemmatu [I10] m

Definice 21 MnozZinu K nazveme konvexnt, jestlize pro kazdé dva body z K
lezi jejich spojnice také v K, tedy pro kazdé xo, x1 € K plat?

(1 —=MNxo+ Azy € K, pro kazdé X € (0,1).
Podle [2| str. 38].

Tvrzeni 22 Necht F : X =Y je mnohoznaénd funkce. Pak liminf, . F(z) je
konvexni mnoZina.
Podle (1} str. 26].

Dukaz. Necht yg, y1 € liminf, ,,, F(z). Oznacme y = (1 — N)yo + Ayz. Pro
spor predpoklddejme, ze y & liminf, ,,, F(z). Pak existuje V € Ny (y) tak, ze v
kazdém U € Nx(zg) existuje z € U \ {xo} spliwyjici F(x) NV = (. Nalezneme
Vo € Ny (o) a Vi € Ny (1) tak, ze V C VN V. Pak existuji

Us € Nx(zo)Vx € Ug\ {xo} : F(x)NVy # D
Ui € Nx(zo)Vae e U\ {xo}: F(z)NVy # 0

Zvolme U = Uy N U;. Pak pro kazdé x € U plati F(z) NVy # 0 a soucasné
F(x)NVy # 0. Potom F(z)N (VoNVy) = F(x)NV # 0, coz je spor. m

Definice 23 Necht U C X je otevienou podmnoZinou X. Pak mmnohoznacnou
funkci f : X =Y nazveme usco na mnoziné U (z anglického: upper-semicontinuous
multifunction on an open set), jestlize je shora polospojita (USC) a obrazy F(x)
pro x € U jsou neprazdné kompaktni mnoziny. Pokud jsou navic obrazy funkce
konvexnimi mnoZinami, nazveme tuto funkci cusco (z anglického: convex image
upper-semicontinuous multifunction on an open set).

Podle [3| str. 111].

2.4 Monotéonni a maximalné monotdénni zobrazeni

Definice 24 Necht F : X = Y je mnohoznaénd funkce. Rekneme, Ze F je
monotonni, jestlize

Vi, xe € Dom(F)ayl S F(fﬁl)am € F(%) : <$1 — Z2,Y1 — y2> > 0,

funkci F' nazveme maximadlné monotonni, jestliZe neexistuje jind monotonni
mnohoznacnd funkce, jejiz graf by obsahoval graf funkce F'.
Podle [1} str. 104].
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Obréazek 3: Piiklad monoténn{ mnohoznac¢né funkce.

Tvrzeni 25 Necht f : R — R je redlnd funkce. Mnohoznaénd funkce F: R =
R, F(z) = {f(x)} je monotonni, prive kdyz je funkce f neklesajici.

Dukaz. ” <7 f je neklesajici, pak Va1, 25 € R: 2y < 29 = f(x1) < f(22). Pro
kazdé x € R existuje pravé jednoy € F(x), y = f(x) = (x1 — x2) (f(x1) — f(x2))
%

< =

0 a F' je monoténni.

7 =7 gporem: f neni neklesajici = Jz1, o € R, 77 < 9 a f(z1) > f(x2) =
(x1 — x2) (f(x1) — f(x2)) < 0 = F neni monoténni, coz je spor. m

N s g

~

~
<0 >0

V préci [9] str. 23].

Poznamka 26 Predchozi tvrzeni nelze rozsivit na maximdlné monotonni mno-
hoznacnou funkci, jak ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 27 Definuyme redlnou funkci:

e’, x <0,
f(x)_{egﬁ—l—l, x> 0.

f(z) je zrejmé neklesajict, F(z) = {f(x)} je monoténni, ale neni maximdlné
monotonnd.

Tvrzeni 28 Necht f : R — R je neklesajici, pak mnohoznacnd funkce F : R =
R, F(z) = [f(z—), f(z+)] N R je monotdinni.
Podle [1} str. 105].

Dikaz. Je-li f je spojita v bodé x € Dom(F'), pak F(x) = {f(z)} a f je na okoli
bodu x monoténni podle predchoziho tvrzeni.

Je-li f je vz € Dom(F) nespojitd, zvolme z; € Dom(F), 1 < x a naleznéme
y1 € F(z1),y € [f(z_), f(zy)]. Jelikoz f je neklesajici, plati y; < f(z_) <y
a tedy (x; — x, y1 — y) > 0. Analogicky, pro zo > x, yo» € F(z3), dostaneme
y< fe) < alos—n gp—y) >0 m

Poznamka 29 Predchozi tvrzeni opét nelze rozsitit na maximdlné monotonni
mnohoznacnou funkci.
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Tvrzeni 30 Mnohoznacnd funkce F : R = R je monotonni, prdvé kdyz inverzni
funkce F~ je monoténni.
Podle [1} str. 105].

Diikaz. ”="F je monoténni. Zvolme libovolné x|, o € Dom(F) ay, € F(x1), y2 €
F(x,). Pak plati 1y € F~(y;) a 29 € F~1(ys). Ze symetrie skaldarniho souéinu
vime (y; — Yo, 1 — T2) = <3:1 — X9,%1 — ¥2) > 0 a F! je monoténni.
7<"0znacme G(y) = F(y) monotonni funkeci. Podle predchoziho je funkce
G (z) = (F ") Y(z) = F(z) monoténni. m

Tvrzeni 31 Mnohoznacnd funkce F' : R = R je maximdlné monoténni, prdve
kdyz inverzni funkce F~ je maximdiné monotonnd.
Podle [1}, str. 107].

Dikaz. Monotonie plati podle tvrzeni 30, Zbyva ukézat, ze funkce jsou také
maximélné monoténni.

”="sporem: Predpoklddejme, Ze F je maximalné monoténni a soucasné F'~! neni
maximalné monoténni, tedy existuje (y, z) € Graf(F~1), ale V (yy, x1) € Graf(F)
plati 0 < (y; —y, 1 — ) = (x; — z,y1 — y). Protoze F je maximalné monoténni,
musi byt (z,y) € Graf(F) a soucasné (y,z) € Graf(F 1), coz je spor.
7<”Oznacme G(y) := F~'(y) maximéalné monoténni funkci. Podle predchoziho
je funkce G7Y(z) = (F~')"!(z) = F(z) maximalné monoténni. m

Tvrzeni 32 (Charakterizace monoténni funkce)
Mnohoznacénd funkce F': R = R je monotonni, prdve kdyz pro kazdé A > 0

V(z,p), (y,q) € Graf(F), |z —y[| < [z —y + Ap — 9.

Podle [t} str. 105].

Diuikaz. ”="Necht F je monoténni, pak pro vsechna (z, p), (v, q) € Graf(F) plat{
(p—q,x —y) > 0. Potom 2\(p — ¢,z —y) > 0 a tedy

lz =y + A = )|I> = lz = ylI> + Nllp — all> + 2Mp — ¢, © — y) > ||z — y|>

vV vV
>0 >0

Odtud [z —y 4+ A(p — @)|| = [|z — yl|-
7« Necht naopak plati ||z —y|| < ||z —y+A(p—¢)|. Podobné jako v predchozim
umocnime a upravou dostaneme
0<2Mz —y, p—aq) + N[p—dql /A
0<2(x—y, p—q) +Alp—dl

0=lm0 < lim (2<x—y,p—Q>+AHp—QH ) 2(x —y, p—q).
—0 0

Odtud je F' monoténni.
Podle [1] str. 105]. m

Tvrzeni 33 Mnohoznacna funkce F' : R = R je mazimalné monotonni, prdve
kdyz nasledugici podminky jsou ekvivalentni:
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i) V(2 y') € Graf(F) : (y — ¢,z — ') >0,
ii) y € F(x).

Podle (1} str. 107].

Duikaz.” =7

a) F je maximdlné monoténni aV (z/,y') € Graf(F') : (y—y',z—a’) > 0. Chceme
ukdzat, ze y € F(x). Sporem: Piedpokladejme, ze y & F(z), y € F(z'), potom
z definice monoténni funkce (z — 2/, y — y/) > 0, coz je spor.

b) F je maximdlné monoténni a y € F(z). Piimo z definice plati: pro kazdé
¥ € Dom(F),y € F('): (x —2',y —y/) > 0.

7 <7 PlatiV (2, y) € Graf(F) : (y—y',x—2') > 0 <y € F(x). Chceme ukézat,
ze F' je maximalné monoténni. Zvolme x,2’ € Dom(F), y € F(z), y € F(2'),
pak (y — v,z — 2’) > 0 a F je monoténni.

F maximalné monoténni ukdzeme sporem: Necht existuje (z,y) ¢ Graf(F) a mo-
noténni mnohoznaénd funkce F*, F' C F*, y € F*(z). Jelikoz F* je monoténni,
plati pro vsechna (2/,y") € Graf(F*) : (y —y/,x — 2’) > 0. Navic F' C F*, tedy
totéz plati pro (z/,y') € Graf(F) a podle podminky je y € F(z), coz je spor. m

Tvrzeni 34 Necht F : R = R je maximdiné monoténni mnohoznacnd funkce,

pak pro kazdé x € Dom(F) je F(x) uzavienou a konvexni mnozZinou.
Podle[l} str. 107].

Dikaz. Zvolme x € F'(x). Pro uzavienost zvolme posloupnost {y,} C F(x), y, —
y. Chceme ukdzat, ze y € F(z). Podle tvrzeni B3] pro kazdé («/,y’) € Graf(F) :
(x — 2’ y, — ') pro kazdé n € N. Limitnim prechodem dostaneme

nh—>nc>10<x - xla Yn — y,> 2 07

(x — 2/, lim y, — 1) >0,
n—oo

(x — 2,y —y') > 0.

Toto plati pro v8echny (2, y') € Graf(F) a tedy y € F(x).
Pro konvexitu zvolme libovolné y;, yo € F(x), oznaéme y = (1 — A)y; + Aya, A €
[0, 1]. Cheeme ukézat, ze pro viechny (2,y') € Graf(F) : (x—a',y—vy') > 0. Plati

(@—a'y—y) = (-2, (1= Ny + A2 — ) =
=@ -2, (1 =Ny + Ay — (1 =Ny = \) =
= (-2, (1= — (1 =A)y) + (x— 2", dyo = \y) =
=1 -N@—a"y—y)+Az—a2" 1 —y) >0,

-~

>0 >0

nebot yi, yo € F(z). Pak je F(z) je konvexni. m
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2.5 Lipschitzovska zobrazeni

Definice 35 Rekneme, ze f : X — R je lipschitzovskd na mnoziné D C X,
jestlize existuje konstanta L € R, L > 0 tak, Ze

|[f(x) = f(y)| < Lllx — yl| pro vsechna z,y € D.

Jestlize pro kazdé oy € D existuje otevrend mnozina U C D a konstanta M tak,
zexg €U alf(x)— f(y)| < M|z —yl|| pro vSechna x,y € U, rekneme, Ze funkce
je lokdlné lipschitzovskd na D.

Podle[3] str. 19].

Pokud zvolime L = %, ihned dostaneme dusledek:
Disledek 36 Je-li funkce f lipschitzovskd, pak je spojita.

Piiklad 37 Prikladem funkce, ktera je lipschitzovskd je funkce vzdalenosti bodu
od mnoziny. Je definovdna takto:
Necht K € X, z € X. Oznacme vzddlenost x od K

di(x) = d(z, K) = inf d(z,vy),

yeK

kde klademe dy(x) = +o0.

Tvrzeni 38 Necht K C X,z € X. Funkce vzddlenosti od mnoZiny d(x) je
lipschitzovska.

Diukaz. Zvolme libovolné z,y € X, e > 0. Z definice di (z) existuje y. € K tak,
z7e
d(y,ye) < dr(y) +e.
Z vlastnosti infima plati
dg(z) = Zlglf; d(z,z) <d(z,y.) < (podle trojuhelnikové nerovnosti)

<d(z,y)+d(y,y.) < (z ptedchoziho)

<d(z,y) +dk(y) +¢
Limitnim pfechodem ¢ — 0 dostaneme

dic(2) < d(z,y) + di(y).

Muzeme tedy odhadnout:

dg () —dg(y) < d(x,y) + dx(y) — dx(y) = d(z,y)

a funkce dg/(+) je lipschitzovskd s konstantou L = 1. m
Podle [9] str. 18].

Tvrzeni 39 (Jensenova nerovnost)
Necht f: R — R je konvexni funkce a x <y < z. Pak plati

) = @) _ J(2) = @) _ ()= f)

Yy—x - Z—x - Z—1

Podle [3}, str. 19].
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Dikaz. Oznacme y = (1-\)z+Az. Upravou dostaneme, 7e A = 4=~ a z konvexity
vime, ze

fly) < (1 =Nf(x) + Af(2), /= f(x)
fy) = f(z) < =Af(@) + Af(2) = A(f(2) = f(2)),

(@) < (_) ) /(=)
v _ fG)— ()

Z—XT

<
<

f()

—f
()f

VAN

Druhou nerovnost ukazeme analogicky. m

Definice 40 Necht X,Y jsou normované vektorové prostory, x € X. Rekneme,
Ze mnohoznacnd funkce F' : X =Y je lokdlné lipschitzovskd na okoli U C
Dom(F') bodu z, jestlize existuje | € R, [ > 0 tak, Ze pro vSechna x1, xo € U :

F(I’l) C F(l‘g) + l||ZL‘1 - ZEQ”By,

kde By znaci jednotkovou kouli v prostoru Y .

Podle [l str. 41, 17].

F(x)

Obrazek 4: K definici lipschitzovské funkce.
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3 Konvexni funkce

3.1 Zakladni vlastnosti

Definice 41 Necht f : R®™ — R. Funkci f nazveme konvexni, je-li pro kazdé
x1, o € X, A € [0,1]

FQy+ (1= Nzz) < Af(21) + (1 = A) f(22).
V knize [4] str. 3].
Poznamka 42 Konvexni funkce je vidy definovand na konverni mnoziné.

Véta 43 Necht D C X je otevrend konvexni podmnozina X a f : D — R je
konvexni funkce. Pak je funkce f lokdlné lipschitzovskd na D.
Podle [3] str. 25].

Dukaz. Zvolme x, y € D a nalezneme z € D tak, ze z = y+ h(y —x), kde h > 0.
Pak x, y, z jsou na pfimce a podle Jensenovy nerovnosti plati

) =) _fE =) _f&=0)
y—x - z—x - z—y sy
Analogicky ukazeme, ze
oy < T = 1)
o) s =
Zvolme L = max{|f’ (z)|, | f\(y)|}. Potom
L) < @< D < <<

a f je lipschitzovskd na D. m

3.2 Subdiferencial funkce

Definice 44 Necht f : R®™ — R je konvexni funkce, xo € X. Vektor z* € X*
nazveme subgradientem funkce f v bodeé xq, jestlize

Ve e X : (x —xo,2") < f(x) — f(z0).

MnoZinu vsech subgradientu funkce f v bodé xo mazveme subdiferencidlem,
znacime O f(xo).
V knize [4] str. 41].

Poznamka 45 Oznacme a(x) := f(xo)+(x —x0,2*) < f(z). Pro funkci f : R —
R je zreyme
a(z) = f(xo) + (v — xo,27) = f(x0) + (x — @) - 2" < f(z), V& €R

a a(z) je primka leZici pod grafem funkce f. Subgradient x* je smérnice této
primky.
V préci [9] str. 24].
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Obréazek 5: K subdiferencidlu jednoznacné funkce.

Tvrzeni 46 Necht f:R — R je konvexni, xy € X. Potom

Of (z0) = [f" (20), fi(x0)] -

Dikaz.” C”
Zvolme x* € 0f(xg), pak (z —xp) - z* < f(z) — f(xp). Mohou nastat dva piipady

r < Xp: x> Xxp:

x*zf(ﬂf)—f(ﬂfo) x*gf(x)—f(ﬂfo)

Tr — 2y Tr — 2y

Limitnim pfechodem dostaneme:

T—ay T — X9 J:—):Ear T — T
x> f (xg) z* < f(z)
A tedy fL(z0) < o < fi ().

7 D 7

Pokud naopak zvolime z* € [f’ (), f}(z0)], opatnymi tpravami dostaneme
nerovnost (x — xg) - z* < f(x) — f(zo) a tedy * € 0f(z0). ®

V préci [9] str. 25].

Disledek 47 Je-li subdiferencidl jednoprvkovou mnozinou 0f (xo) = {a}, pak je
f diferencovatelnd v xo a plati f'(z) = a. Naopak je-li f diferencovatelnd v xo,

pak O f(zo) = {f'(0)}.
Podle [4], str. 42].
Piiklad 48 Definujme jednoznacénou funkci (jeji graf je na obr(izku@

flz) = 22— 42 +6, <1,
YT 222 — 4o+ 5, x> 1.

Urcete jeji subdiferencidl.
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AF(x)

/

Obrazek 6: Subdiferencial jedné funkce.

Podle predchozich tvrzeni muzeme pouzit derivaci funkce tam, kde existuje, jinak
interval derivace zleva a zprava. Zde je tedy subdiferencidl funce

20 — 4, © <1,
OF =< [-2,0] =1,
dr —4, x> 1.

Tvrzeni 49 Necht f : R — R je konvexni funkce, pak zobrazeni x — Of(x) je
mazximdlné monotdnni mnohoznacnd funkce. (Budeme ji znacit 0f(z) : R = R).
Podle [6] str. 61].

Tvrzeni 50 Spojitd konvexni funkce f definovand na oteviené mnoziné D md
globalnd minimum v xo € D, prdvé kdyz 0 € Of (xq).
Podle [6] str. 15].

Dikaz. "<"0 € Jf(z), potom (x — x¢,0) = 0 < f(z) — f(xp). Odtud f(z) <
f(zo) pro kazdé = € D, tedy f mé v bodé xy minimum.
”="Pro spor predpoklddejme, ze 0 & Jf(zo). Pak existuje x € X takové, ze
(x — 9,0) > f(x) = f(z0),
0> f(x) = f(zo),
f(xo) > f(z),

COZ je spor s minimem. W

Tvrzeni 51 Necht X CR", f: X — R. Je-li f(x) neprdzdnd pro kazdé x € X,
pak f je konvexni na X.

Podle |4} str. 41].

Dukaz. Necht z, 75 € X, A € [0,1], Z = Az1+(1—\)z2 € X. Podle predpokladu
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existuje a € Of(

HI
-t
@
o,
<

f(x1>_f(i')2 <@>$1 l’>, /'>‘
f(z2) — f(Z) > (a,20 —Z), /- (1-))
Af(1) = Af(x2) + fa2) = Af(22) — f(Z) = (@, Az = ) + (a, (1 — A)(z2 — 7))
Af(z1) = (L= A) fx2) = f(Z) = (a, Az + (1 = N)az — 7)
Af(@1) = (L= A)f(z2) = f(T) 2 (0,7 — &) = (a,0),
(@) < Af(x1) — (1= A) f(2)

a f je konvexni.
Podle [4], str. 41]. =

Tvrzeni 52 Necht X C R" je konvexnd, fi,fa,..., fm : X — R jsou konvexnt,
1,09, ..., 0, >0 axg € Int(X). Pak

I arfi + -+ amfm)(@0) = 10 f1(x0) + - - + @m0 frn(20).

Podle [4] str. 44].

Dukaz. Zvolme a, € 0f,(zo) pro kazdé n € {1...m}. Chceme ukéazat, ze
a1y + -+ € 0o fi + -+ @y f). Pro kazdé n € {1...m} plati

(. —20,an) < ful@) = fulzo), /- an
(x — o, pay) < apfr(x) — o fr(zo).
Pocitejme
T — To,101) + -+ + (T — T, Q) <
Oélfl(*r) - a1f1($0)) + e (amfm(w) - amfm(xO)) =

(

(

(arfi(@) + -+ + amfm(@)) — (1 fi(zo) + -+ + amfin(30)) =
= (afi+ - anfn)(@) = (fi + - am fin) (o).

(x — zo, 101 + + - Q)

[IA

A tedy tvrzeni plati. m

24



4 Tecné kuzely

4.1 Kontingentni kuzel
Definice 53 Necht K C X, z € X. Oznacme, vzddlenost ¢ od K

di(x) = d(z, K) = inf d(z,vy),

yeK

kde klademe dy(x) = +o0.

Okolim mnozZiny K budeme rozumeét kazZdou otevirenou mnozinu U C X, tako-
vou, ze K C U.

Podle[l], str. 16].

Definice 54 Necht K C X. Pak rekneme, ze K je kuZel, je-li splnéna podminka:
veEK, t>0 = tvekK.

Deﬁnice_55 Necht K C X je podmnozinou normovaného vektorového prostoru
X ax € K. Kontingentnim kuZelem Tk (x) budeme rozumét mnozinu

. .. dK(x + h’U)
facte) =t it =

= 0}.
Podle [1} str. 121].
Piimo z definice je ziejmé, ze Tk (x) = T (z).

Tvrzeni 56 Necht K C X, x € K. Pak Ty (z) je kuzZel.
Podle [1} str. 121].

Dukaz. Zvolme v € Tk (x),t € RT. Plati liminf;, o+ dK(thrh”) = 0. Ukdzeme, ze
tv € TK(ZL')
d hit d hit
hminfw — hmme.t: 0-t=0,
h—0+ h h—0+ ht

pak a Tk (z) je kuzel. m

Tvrzeni 57 Necht K C X, x € K. Pak Tx () je uzavieny kuzel.
Podle [1} str. 121].

Dikaz. Zvolme libovolnou konvergentni posloupnost prvku {y, tnen, yn € Tk (x) Vn €
N, y, — y € X. Pak plati

Vn € N liminf M

= 0.
h—0t h

Z prikladu [37| vime, Ze z +— dk(z) je lipschitzovska s konstantou L = 1, tedy

di(2) —dg (') < d(z,2')Vz,2' € X.
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Pak

di (v + hy) — dg(z + hyn) < d((z + hy), (z + hy,)) = d(hy, hy,) =

Odhadneme
0< di(xthy)  di(z+hy,)  de(@+hy)  di(z+hy,) <
h h h h
di (x4 hy, 1 dg(x + hyp
< Gt hn) Ly, ) = BEERI) g,
h h h
Prejdeme k lim infj,_,o+
.. dr(z+ hy) .. di(z+ hyy)
< — _ =
0 < lim inf - < lim inf : +d(Y,yn) = 0+ d(y, yn),

dale prejdeme k lim,,

0 < liminf dic(w + hy) < limd(y,y,) = 0.
h—07+
Odtud p ;
liminfM =0=y e Tk(x).
h—0+

Ukézali jsme, ze limita posloupnosti prvka z Tk (z) je také v Tk(x) a proto je
kuzel Tk (x) uzavienou mnozinou. m

V préci [9] str. 20-21].
Tvrzeni 58 Necht K C X, x € K, pak 0 € Tk(x).

Diikaz. Necht v = 0, potom

i inf R0 @) e S — o
h—0+ h h—0+ h—07t

tedy 0 € Tk(x). =

Tvrzeni 59 Necht K C X, x € Int(K), potom Tk (x) = X.
Podle [1}, str. 122].

Dikaz. Pro x € Int(K) existuje ¢ € R, ¢ > 0 takové, ze B(z,e) C K. Zvolme
libovolné v € X. Ziejmé existuje dostatecné malé h, € R* takové, ze x + h.v €
B(z,e) C K, a tedy pro vsechna h € (0,h.) plati dx(z + hv) = 0, odtud i
lim inf;,_,o+ M =0awv € Tk(x). Volili jsme v € X libovolné, tedy X C
Tk (z). Opacnd inkluze plati vzdy, tudiz X = Tk (z). =

Tvrzeni 60 (Charakterizace kontingentniho kuZelu pomoci posloupnosti)

v € Tk(x) prdvé tehdy, kdyz existuji posloupnosti {h,}, h, — 07 {v,}, v, = v a
pro kazdé n € N plati x + hyv, € K.

Podle [1} str. 122].
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Dikaz. 7 <7

Necht existuji posloupnosti {h,}, {v,} podle podminky. Jelikoz dx (z) je lipschi-
tzovska funkce, muzeme odhadnout

di(x + h,v) — dg(z + hyv) < d(z + hyv, © + hyvy) = d(hpv, hyvy,) = hed(v, vy).
Upravou dostaneme

dK('r + hnv) S dK(:r + hn”v) + hnd(v7 ’Un), / : hn

dK(l' + hnU) < dK(x + hnvn)
hy, - ho,

d h d h

dic(x + hv) < liminf dic(w & havn) + lim inf (v, v,,),

" n—oo0 h, n—00

+ d(v,v,),
lim inf
n—od

podle predpokladu je x + h,v, € K a v, — v, tedy

lim jnf 2@+ nv)
n—»00 h,
Palk d h d h
i ing EEEI) e @ Ren)
h—0+ n—o0 h,
a tvrzeni plati.
7 j”
di (x+hv)

Necht v € Tx(z). Potom plati liminf,_,q+ = 0. Zvolme posloupnost

R
{hn}, hy, — 0T, pak plati
i inf EEFv) el )
n—00 hn h—0t h

7 vlastnosti infima pak pro kazdé n € N exisuje y, € K tak, ze
d(x + hov,yn) < dg(z + hav) + h2.
Naleznéme posloupnost {v,,} spliujici y, = x + h,v,, explicitné v, = ==, Plati

hn

d(x + hpyv,yn) = d(x + hyv, x + hyvy,) = d(hyv, hyog) = by - d(v,vy,),

By - d(v,v,) < dic(z + hpv) + b2, | hn(hy, > 0)
d h
d(v,v,) < M + hy,
liminf d(v, v,,) < lim inf dic(w + hnv) + lim inf A,
n—oo n—00 hn n—oo
0 < liminfd(v,v,) < 0+0,
n—oo
lim inf d(v, v,) = 0.
n— o0

Zde bud limita existuje nebo muZeme vybrat konvergentni podposloupnost a
preznacit tak, aby lim, . d(v,v,) = 0. Pak nutné lim, .., v, = v a plati = +
hpov, =y, € K prokazdé n € N. m

Tvrzeni 61 Necht K C X je konvexni, v € K. Pak K — x C Tk (x).
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Dukaz. Zvolme v € K. Chceme ukédzat, ze v — x € Tk(z). K tomu zvolme
libovolné posloupnost {h,}, h, — 07 a posloupnost {v,} C K, v, — v, oznac¢me
Up, = v, — . Plati u,, — v—x. Ddle 4+ h,u, = v+ h, (v, — ) = (1 —hy,) + h,v,.
Jelikoz x,v € K a K je konvexni, plati z + h,u, € K a tedy v — v € T(z) =
TK(ZL‘) |

Tvrzeni 62 Necht K C X a x € K. Pro kontingentni kuZel plati
K —
Tk (x) = limsup L
h—0+t h

Podle [1} str. 121].

Diikaz. Dukaz je ptimou aplikaci lemmatu ekvivalentni definice limes super-

ior, kde bereme funkci F(h) = £=% a v namisto y. =

Tvrzeni vlastné ik, ze pokud x presuneme do pocatku soustavy souradnic (a s
nim celou mnozinu K) a budeme zvétsovat, ziskame tecny kuzel Tk (x).

Obrazek 7: Tecny kuzel pomoci zvétsovani.

4.2 Clarkuv kuzel

Definice 63 Necht K C X je podmnoZinou normovaného vektorového prostoru
X ax € K. Clarkovgm kuZelem Ck(x) budeme rozumét mnozinu

, dg (' + ho)
CK(x) - {U ’ h%o#l*lftrll—)j(x h

—0}.

Kde — g znaci konvergenci vzhledem k mnoziné K.
Podle [1}, str. 127].

Tvrzeni 64 Necht K C X, x € K. Pak Cx(K) je kuZel.
Podle [1} str. 128].
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Ditkaz. Necht v € C(z). Zvolme libovolné ¢ > 0. Plat{

! /
lim dg (2" + htv) lim M.tzo.tzo.

h—0t o' — g h h—0t.a’ =gz ht
Odtud tv € Ck(x) a Ck(x) je kuzel. =

Tvrzeni 65 (Charakterizace Clarkova kuZelu pomoci posloupnosti)

v € Ck(x) prdvé tehdy, kdyz pro viechny posloupnosti {h,}, h, — 0%, {z,}, v, =k x
existuje {v,}, v, — v tak, Ze pro kazdé n € N plati z,, + h,v, € K.

Podle [1} str. 128].

. , - dg (' +h
Dikaz.” <7 Zvolme {z,}, x, — =. Chceme ukdzat, ze lim,_,o+ 4/, w =

0. Zvolme posloupnost {y,} C K tak, ze d(z,,y,) < “=. Limitnim pfechodem
dostaneme lim d(z,, y,) < lim 22 = 0, tedy y, — .

Funkce dg(x) je lipschitzovska, tedy
A (xy + hpv) — dic(Yn + hovn) < d(xy + hov, Yn + hpvy) < d(x, yn) + hpd(v,v,)

h
< =+ hpd(v,vy).
n

Upravou dostaneme

h,
dK<xn + hnv) S dK(yn + hnvn) + —+ hnd(va vn)a / : h’n
—_— n
eK
d h 1
W <0+ <ﬁ +d(v, ),
1

n—00 n n—oo N,

Vzdy plati

lim di (2" + hv) < lim di (zn + hyv) 0
h—0+ 2/ =z n—00 h,,

a tim je implikace dokazana.

7 = 7 Predpokladejme, ze v € Ck(x). Zvolme posloupnosti {z,} C K, =, —

x, {hn}, by, = 07. Chceme nalézt posloupnost v, — v tak, ze pro kazdé n € N :

Tn + hyv, € K. Pak bude platit

/
lim dK(an + hnU) _ lim d[{(ﬂ? + hU)

nSoo hy, e R
Z vlastnosti infima vime, ze existuje posloupnost {y,} C K tak, ze
d(xy + hyv,yn) < dg (2, + hov) + B2
Naleznéme posloupnost {v,} spliujici y,, = x,, + h,v,. Potom
d(x 4 hyv, T + hpvy) = < hpd(v,v,) < dg (2 + hov) + b2,
di (z, + hyv)

0 <d(v,v,) < " + hy,
0 <limd(v,v,) < lim (M + hn) =0,

a tedy limwv, = v a tvrzeni plati. m
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Tvrzeni 66 Necht K C X,z € K. Pak Cx(K) je uzavieny konverni kuZel.
Podle [1} str. 128].

Diukaz. Dukaz uzavienosti se provede podobné jako pro Tk (z), tvrzeni[57 Zbyvé
dukaz konvexity Ck(z). Uz vime, ze Ck(x) je kuzel, tedy staci ukazat, ze pro
kazdé u,v € Ck(x) plati u + v € Ck(z).

Zvolme {h,}, h, — 0%, {z,,}, &, =k @ libovolné. Pak existuje

{Un}, Up —> U, Tip = Tp + hnun € K,
{va}, va = v, @10+ hyv, € K.
T1in + hnvn = Tn + hnun —|'- hn’ljn =T + hn(un _|_ /Un) c K

Odtud u + v € Ck(x).
Podle [1} str. 128]. m

Tvrzeni 67 Necht K C X, x € K, pak 0 € Ck(x).

Diikaz. Necht v = 0, potom

dg(x' +h-0 d
g @ HR0) o dk@) =0,
h—0t, 2’ >k h h—0t, 2’ >k h h—0t 2’ >k

tedy 0 € Ck(z). m

Tvrzeni 68 Necht K C X je podmnoZinou normovaného vektorového prostoru
X azx e K. Pak plati: Cx(z) C Tk(x).
Podle [1} str. 127].

Dukaz. Zvolme v € Ck(z). Podle tvrzenf [65] charakterizace Clarkova kuzelu
zvolme libovolné posloupnosti h, — 0, z, = x pro kazdé n € N a nalezneme
posloupnost v, — v tak, ze z, + h,v, = © + h,v, € K pro kazdé n € N, a tedy
v € Tk (z) podle tvrzeni charakterizace kontingentniho kuzelu. m

Te(x)

—
, \\ \\ \\ \\ \\ \\ \\ \\ \\ \\
, “, \\ \\ 3 A \\ \\ \\ \\ \\ \\
, i ™ , \\ ™ \\ \\ \\ \\ \\ \\ )
N N \\ \\ \\ N \\ \\ \\ \\ \\ ~
, \\ \\ \\ \\ \\ \\ \\ \\ \\
i , , \\ \\ \\ , \\ \\ \\ \\ \\ ~N
N \ b \\ \\ \\ \\ \\ \\ \\ \\
i , , \\ h \\ \\ \\ \\ \\ \\
\ - N \ SN N NN -
~ NONON NN
Ob 7’ . v o ~
razek 8: Kontingentni a Clarkiv kuzel.
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Tvrzeni 69 Necht K C X ax € Int(K), potom Ck(z) = X.
Podle [1}, str. 128].

Dikaz. Analogicky k dukazu Tvrzeni o kontingentnim kuzelu ve vnitinim

bodé. m
Tvrzeni 70 Necht K je uzavieny kuzel v X, potom je Tk (0) = K.

Dikaz.” D7

Zvolme v € K libovolné. Pak Vh € RT, hv € K, tedy dk (0 + hv) = dg(hv) = 0.

Potom 4o(04 h
Jim inf G0+ )
h—0+ h

Vime tedy, ze v € Tk (0) a tudiz Tk (0) D K.

” C 7

Zvolme libovolné v € Tk (0). Podle tvrzeni[60|existuji posloupnosti {h, }, {vn}, hn —

0", v, — v, takové, ze

=0.

Vn €N ax+ h,v, =0+ h,v, = hpv, € K.

K je kuzel, tedy Vv € K, < tv € K, t € RT. Pro kazdé n € N zvolme

1 1
K je uzavieny kuzel, tedy lim,, oo v, =v € K a plati Tx(0) C K. =
V préci [9] str. 21].

Z tvrzeni [66{ o konvexité Clarkova kuzelu plyne, ze obecné neplati Ck(0) = K,
kdyz K je kuzel. Staci totiz, aby kuzel K nebyl konvexni.

Tvrzeni 71 Necfi K C X je konvexni podmnozinou normovaného vektorového
prostoru X a x € K. Potom K —x C Ck(x).

Dukaz. Zvolme v € K a posloupnosti {x,}, x, =k x, {h,}, hn — 07, Oznacme
Uy = U — Tp. ZFeJmé u,, — v — x a plati z, + hyu, = z, + hp(v — z,) =
z_n(l— h,) + hyv € K. Jelikoz jsou z,,v € K a K je konvexni. m

Tvrzeni 72 NecliK C X je konvexni podmnoZinou normovaného vektorového
prostoru X a x € K. Pak plati: Cx(z) = Tk(x).
Podle [1} str. 138].

Dusledek 73 Je-li K C X konvexni, pak je Tk (z) také konvexnd.

Tvrzeni 74 Necht K C X a x € K. Pro Clarkiv kuZel plati

Ck(z) = liminf K—x.

h—0t,z— g x’ h

Podle [1}, str. 127].

Dikaz. Podobné jako pro Tk (x) je dukaz piimou aplikaci lemmatu ekviva-
lentni definice limes inferior. m
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5 Normalové kuzely

Pro popsani vlastnosti mnozin muzeme vyuzit dualitu. X* znac¢i dudlni prostor
k prostoru X.

Definice 75 Necht K C X, L C X*, definujme poldrni kuZely
K ={pe X" |Vz e K, (p,z) <0},
L™ ={peX|Vpe L (pz) <0}

Podle [1f str. 25].

Poznamka 76 7 vlastnosti skaldrniho soucinu ihned plyne, Ze poldrni kuZely jsou
skutecné kuZely.

Tvrzeni 77 Necht Ky, Ky jsou kuzely, K1 C Ky. Pak K| D K, .
Podle [2] str. 215].

Dukaz. Zvolme p € K, . Potom pro kazdé x € K, plati (z,p) < 0. Jelikoz
K, C K, plati i pro kazdé =z € K; tataz podminka. Odtud pak p € K| a tvrzeni
plati. m

Tvrzeni 78 Necht K C X je kuZel. Pak poldrni kuZel K~ je uzavreny a kon-
vernd.

Podle [2] str. 216].

Diikaz. Ze K~ je kuzel, uz vime. Zvolme posloupnost {p,} € K~, p, — p.
Chceme ukéazat, ze p € K~. Pro kazdé n € N plati (x,p,) < 0. Limitnim
prechodem dostaneme

lim(z, p,) = (v, limp,) = (z,p) <0,

jelikoz skalarni soucin je spojita funkce. Odtud pak K~ je uzaviend mnozina.
Pro konvexitu zvolme p;, po € K~. Chceme ukézat, ze (1 — \)p; + Ap, € K.
Jelikoz K~ je kuzel, staci ukazat, ze p; + p, € K.

(z,p1+p2) = (x,p1) +(2,p2) <0+ 0=0
a K~ je konvexni. m

Definice 79 Necht K C X a x € K. Pak Clarkovym normdlovym kuZelem
rozumime poldrni kuZel

N&(z) = Cg(z)” = {p€ X* | Vv € Ck(z), (p,v) <0}.
Podle [1} str. 157].
Tvrzeni 80 Necht K C X,z € K, potom jsou k sobé kuzely N$(x) a Cr(x)

vzdjemne poldrni.
Podle [2] str. 216].
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Obrazek 9: Clarkuv teény a normalovy kuzel.
Diikaz. Staci ukézat, ze existuje p € N%(z), p # 0. To oviem plyne z konvexity

CK(ZE) |

Definice 81 Necht K C X a x € K. Pak kontingentnim normdlovym
kuzelem rozumime poldarni kuZel

Ng(z) =Ti(z)” ={p € X" | Vv € Tk(z), (p,v) <0}.
Podle [§] str. 21].

Pokud kontingentni kuzel Tk (x) neni konvexni, tak se kontingentni normalovy
kuzel Ng(z) redukuje na {0}. Ziejmé tedy, na rozdil od Clarkovych kuzela, ne-
funguje polarita mezi Tk (x) a Ng(z).

Tvrzeni 82 Necht X, Y jsou normované vektorové prostory, A C X, E C Y,
jsou uzavrené, (x,y) € A x E. Pak plati

i) Taxe(z,y) C Talz) x Tp(y),
it) Caxp(x,y) = Ca(z) X Cp(y).
i) NS.p(w,y) = N§(2) x NE(y).
Podle [2} str. 227].

Dikaz.

i) v = (v1,v2) € Taxp(z,y) pravé tehdy, kdyz existuji posloupnosti h, — 07 a
(U1, V2,,) = (v1,v2) a pro kazdé n € N plati

(2,y) + hn(Vin, v2n) € A X E,
(2 + hV1n, y + hpan) € A X E,
= T+ hpv1, € AN Y+ hpve, € F,
vy € Ta(x) A v2 € Tp(y).
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i) v = (v1,v2) € Caxp(x,y) pravé tehdy, kdyz pro vsechny posloupnosti h,, —
0" a (n,yn) —axe (T,y) existuje (vin,ve,) — (v1,v9) a pro kazdé n € N
plati

(Tn, Yn) + "oy (V1n, v2n) € A X E,
(Tn + haVin, Yn + hava,) € A X E,
S Ty + hovi, € AN Yy, + hpve, € E,
(U CA<I) N vy € CE(?J)

iii) 7 D 7 Zvolme p; € NY(z) a p» € N&(y). Potom pro kazdé v; € Cy(x) :
(p1,v1) < 0 a vy € Cgy) : (pa,v2) < 0. Podle predchozi ¢ésti je v =
(v1,09) € Caxp(a,y). Cheeme ukdzat, ze p = (p1,p2) € N, g2, y).

(p,v) = (p1,v1) + (p2,v2) <0, a tedy p € NY, p(x,y).
—
<0 <0

C 7 Zvolme p = (p1,p2) € NS, p(z,y). Pak pro kazdé v = (vi,v9) €

Caxp(z,y) plati (p,v) < 0. Podle ptredchozi ¢ésti plati v; € Ca(x) a vy €

Cg(y). Checeme ukéazat, ze (p1,v1) < 0 a (p2,v) < 0.

Pro spor predpoklddejme, ze existuji v; € Cy(x) tak, ze (p1,v1) > 0 a vy €

Ci(y) tak, ze (p2,v2) > —(p1,v1). Pak (p,v) = (p1,v1) +(p2,v2) > 0, coz je

——

2

>0
spor s predpokladem.

]
Tvrzeni 83 Necht K C X, x € K. Plati Ng(z) C N$(z).

Dtuikaz. Necht p € Ni(z), potom (p,v) < 0 pro kazdé v € Tk (z). Vzdy Cx(x) C
Tk (z), tedy (p,v) <0 pro kazdé v € Cg(x), tedy p € N¢(z). m

Tvrzeni 84 Necht K C X, x € Int(K). Pak Ng(z) = N (x) = {0}.

Diikaz. Podle tvrzeni 59| a[69] vime, ze tecné kuzely Tk (z) = Ck(z) = X, proto
se normalové kuzely redukuji na {0}. =

Tvrzeni 85 Necht K C X je konverni, x € K, pak N (v) = K$(z).
Dikaz. Podle tvrzenije Tx(z) = Ck(z) a tedy Ng(z) = K¢(z). m

Poznamka 86 Pokud Cx(x) = {0}, pak je N¢(z) = X.
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Obrazek 10: Te¢né a normalové kuzely konvexni mnoziny.

Tvrzeni 87 Necht jednoznacnd funkce f : X — R je diferencovatelnd a nabijvd
minima na mnozine K v bodé x. Pak plati

—f'(z) € N¢(z) a (f'(z),v) >0 VYve Cg(z).

Podle [8] str. 21].
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6 Derivace mnohoznac¢né funkce

6.1 Zakladni pojmy

Definice 88 Necht X,Y jsou normované prostory, F: X =Y je mnohoznacnd
funkce. Kontingentni derivaci DF(z,y) funkce F v bodé (z,y) € Graf(F)
budeme rozumét mnohoznacnou funkci z X do'Y definovanou takto

Graf(DF(:z:, y)) = TGraf(F) (l’, y)

Clarkovou derivaci CF(x,y) funkce F' v bodé (z,y) € Graf(F) budeme ro-
zumét mnohoznacnou funkci z X do'Y definovanou takto

Graf (CF(z,y)) = Carat(r) (2, Y)

Pokud F := f je jednoznacnd funkce, bereme:
Df(x) = DF(x, f(z)), Cf(x) = CF(z, f(x))
Podle [1} str. 181, 189].
Piiklad 89 Definujme mnohoznacnou funkci F: R = R :
F(z) =[0,cos(x)], x € [0, g] .
Urcete kontingentni a Clarkovu derivaci v bodé (0,1).

Diky znalosti te¢nych kuzelu vime, ze DF(0,1) = {(0,r), (p,7) | p > 0, r < 0},
graficky se jedna o tfeti kvadrant, na obrazku posunuty do (0, 1).

©.1) =

Obrazek 11: Priklad kontingentni a Clarkovy derivace.

Tvrzeni 90 Necht X,Y jsou normované prostory, F : X =Y je mnohoznacnd
funkce, (z,7y) € Graf(F). Pak:

i) (x,y) € Graf(DF(z,q)) prdvé tehdy, kdyz existuji posloupnosti {t,}, t, — 0T
@ {(Tn,yn)} C X XY, (0, yn) = (,y) takové, Ze § + tyy, € F(T + tu7n)
pro kazdé n € N.

it) (z,y) € Graf(DF(z,y)) prdvé tehdy, kdyz

liminf d <w’ y> = 0.

(&,t)—(x,0+) t
Podle [5| str. 403].
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Dukaz.

i) Pouzijeme tvrzeni [60} charakterizaci kontingentniho kuzelu: v = (z,y) €
Terat(r) (T, Y), prave kdyz existuji posloupnosti {t, }, t, = 07, v, = (zn, yn) —
(z,y) = v takové, ze pro kazdé n € N : (z,9) + t,(,,yn) € Graf(F) &
(T + tyn, T+ thyn) € Graf(F) < g+ tyy, € F(T + tpxy,).

ii) Upravou piedchoziho vyrazu dostaneme, ze (z,y) € Graf(DF(z, 7)), prave
kdyz existuji posloupnosti podle podminek a pro kazdé n € N

F(Z + tyxn) — §
e Pt tatn) =7

n

tn ’

F(x tn n) ]

d( (x+tx) ?J,yn>:0,
F(Z +tya,) — 7 F(@+tarn) —y
0:11minfd< (T + tatn) y,yn) zliminfd< (2 + tntn) y,y> =
Pz N -
— liminf d <M7y) '
(&,t)—(x,0%) t

Pokud naopak vyjdeme z limity, dokazeme najit takovou posloupnost, ze

U € F@%nww—y obé implikace plati.

[ |
Pokud je funkce lipschitzovska, formule se znacné zjednodusi:

Tvrzeni 91 Necht X.Y jsou normované prostory, F': X =Y je mnohoznacnd
funkce, x € Int(Dom(F)) a F je lipschitzovskd na okoli x. Pak y € DF(z,y)(x)

prave tehdy, kdyz
Fz+tz)—vy
lim inf d (M y> 0.
t—0+ t

Podle [1] str. 186].
Dikaz. 7 lipschitzovskosti plyne, ze existuje konstanta [ > 0 takova, ze

F(z +tz) C F(T + tx) + lt||z — z|| By,
F(z +tz) — lt|z — z||By C F(Z + tx).

Zvolme y € DF(z, y)(x), pak plati

d(F(z +tx),y) < d(F(z +tz) — lt||T — z|| By, y),
d(F(:c—irt:t ,y)gd( x+t:c)—lt|]x—m||By—"y>:

t
F(r+1t2
:d(—< ; ) — ||z — z|| By, y)
F(z+txr)—y F t
liminf d (M,y) < liminf d (w — ||z — z|| By, y) <
t—0+, iz t t—0t d—x t
F
< liminf d (M — ||z — z|| By, ) =
t—0+, 2=z t
Pz e
— liminfd <M7y) .
t—0+ t
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Vyraz vlevo je shodny s vyrazem vpravo, tedy plati rovnost:

lim inf d <w,y> = liminf d <w —I||z — :UHBy,y) =

t—0+ t t—0t 23—z

= liminf d<w,y> + liminf d(l||& — z| By, y)

t—0t, 82—z t t—0t,2—x
Flz+tz)—1u
= liminf d<M,y>.
t—0t 2z t

Podle ptedchoziho tvrzeni je pak (z,y) € Graf(DF(z,y)), prave kdyz
Flz+tx)—y
liminf d (M7y) = 0.
t—0t t

Tvrzeni 92 Necht X,Y jsou normované prostory, F : X =Y je mnohoznacnd
funkce, & € Int(Dom(F)), F' je lipschitzovskd na okoli T s konstantou | € Rt a
y € F(z). Pak Dom(DF(Z,y)) = X a mnohoznacénd funkce DF(Z,y) je lipschit-
zovskd s konstantou [.

Podle [1} str. 186].

Dikaz. Zvolme U okoli T a x1, x9 € X. Existuje dostatecné malé t > 0 tak, ze
T+ txy, T+ txy € U. Pak plati

F(Z+4tx)) C F(T 4 txs) + 1|+ txy — T — tas|| = F(T + tag) + lt]|z1 — 2.
Pro kazdé y plati

p <F(x+t:172) + lt]|zy — 2o —y’y) <d (F($~|—t:v1) —y7y> |

t t

Zvolme y € DF(Z,y)(z1) a prejdéme k liminf; ,o+:

F(z —mll — F(@+tn) —
hminfd( (Z +122) + ltf|z1 — 2 y,y)gnminfd( (@ + tx1) y,y>:o.

t—0+ t t—0+ t
Potom
F(z+t Itz — o] —
liminfd( (Z + twp) + i1 — o] y,y> =0,
t—0t+ t
F(Z +txy) — 7§
hminfd( (7 + 1) y,y) <@y — 24|,
t—0+ t

y € DF(z,9)(x2) + l||lz1 — 22| By,
F(.Tl) C F(ZEQ) + l”fL’l — JIQHBy,

a DF(z,y) je lipschitzovska s konstantou [. m

Tvrzeni 93 (Ekvivalentni definice kontingentni derivace)
Necht X,Y jsou normované prostory, F : X = Y je mnohoznacnd funkce,
(z,y) € Graf(F). Pro kontingentni derivaci plati:
F(z+ti) — 3
DF(z,y)(z) = limsup (x—f——x)y
(&) (2,04) t

Podle [}, str. 403].
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Dukaz. Dikaz plyne piimo z tvrzeni [90|ii) pomoci lemmatu [13| o limes superior
pomoci vzdalenosti. m

Tvrzeni 94 Necht X,Y jsou normované prostory, F': X =Y je mnohoznacnd
funkce, Graf(F') je konvexni mnoZinou, (Z,y) € Graf(F'). Pak pro kazdé v € X:

F(z) - § € DF(z,5)(x — 7).
Podle [} str. 413].

Dikaz. Podle tvrzeni [61]je pro K konvexni

K —2 e Tk(x)
Graf F' — (z,y) € Graf DF(z, y).
(z,y) € Graf F': (x,y) — (E y) € Graf DF(z, 7),

)
(x —z,y —y) € Graf DF(z, y),
)

(v 1) € DF(@,p)e - 9),
ye Fla): F(z) - § € DF(z,5)(x — 7).

Véta 95 Necht F : X = Y je monoténni, (x,p) € Graf(F), pak DF(z,p) je
pozitivné semidefinitni ve smyslu: ¥ (u,r) € Graf(DF(z,p)) : (r,u) > 0.
Podle [1] str. 195].

Diukaz. Necht (u,r) € Graf(DF(z, p)) = existuji posloupnosti {h,}, {u,}, {r.}
takové, ze h, — 0% (u,,r,) — (u,r) a

(377]7) + hn : (U,n, Tn) = (37 + hnun,p + hn’f’n) < Graf(F)

Ve smyslu definice 24| oznac¢me (z1,y1) = (x + hptn, p + hory), (22,92) = (x,p).
Plati

h2 - (U, ) = (P, tp) = {2+ hptty, — 2, p+ hyry — p) = (21 — To, Y1 — y2) > 0,
jelikoz F' je monotonni. Upravou dostavame (u,,r,) > 0, a limitnim pfechodem
(u,7) = (r,u) 2 0.

V préci [9] str. 34]. m

Implikaci v predchozi vété nelze obratit, jak ukazuje obrazek Zde je splnéno
V (u,r) € Graf(DF(z,p)) : (r,u) > 0, ale pfesto neni funkce monoténni.
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Obrazek 12: Protiptiklad.

Tvrzeni 96 Necht X,Y jsou normované prostory, F : X =Y je mnohoznacnd
funkce, (z,y) € Graf(F'). Pak:

i) (z,y) € Graf(CF(z,q)) pravé tehdy, kdyz pro vsechny posloupnosti {t,}, t, —
0" a {(jN7gn)} C Graf(F), (jnagn) — (fvg) e:m'stuje posloupnost{(xn,yn)}, ($n>yn) —
(x,y) takovd, Ze Yn + tpyyn € F(ZTy + tpxy,) pro kazdé n € N.

ii) (z,y) € Graf(CF(z,y)) prdvé tehdy, kdyz

F(i +t3) — 3§
(T 4 tx) y,y)zo.

lim sup inf d ( "

t 0+7 A7A 777 T
=0+, (& y)—>Gmf(F) (z,9)

Podle [}, str. 408].

Tvrzeni 97 Necht X,Y jsou normované prostory, F : X =Y je mnohoznacnd
funkce, x € Int(Dom(F)) a F je lipschitzovskd na okoli x. Pak y € CF(z,y)(x)
pravé tehdy, kdyz

e
lim ()d(w,y)zo,
x7y

t—07+,(2,9) = t

Podle [1} str. 192].

Priklad 98 UwvazZujme mnohoznacnou funkci F: R = R
T
Fa) ={ltg(@)|}, v € (-5.5)

Urcete kontingentni derivaci v bodé (0,0).

Graf kontingentni derivace je shodny s grafem funkce absolutni hodnoty, tedy
Graf(DF(0,0)) = Graf(|z|), neboli DF(0,0) = {(z, ), (—z,z) | * € R }.

Funkce je sudd, graf je soumérny podle osy y a tedy i graf DF(x) je takto
soumeérny. Sta¢i nam tedy ovérit, ze (x,z) € Graf(DF) a (—z,z) € Graf(DF)
automaticky.
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Podle tvrzeni[00|staci ukdzat, ze existuji posloupnosti {t,}, t, — 07 a {(z,, yn)} C
Ry X R, (2, yn) — (1,1) takové, ze
0+ thyn € F(O+tyz,) = {|tg(0 + t,x,)|},
toln = | 18(thxy)| = tg(thTs)-
Yn = [ t8(tntn)| = tg(tntn)
>0
Zvolme

1 tg L
tn=—,xp=1, Yy, = g".
n

1
Plati limt¢, =0, limx, =1,z, € R(J{, limy, = 1. Odtud

1 tgi 1 1
bty = —  —2 =tg = =tg(1- =) = te(t,z,).
Y : & g(Tﬂ g(tntn)

3

Tudiz (1,1) € DF(0,0). Jelikoz Graf(DF) je kuzel a soumérny podle osy y, jsou
také (z,z), (—z,x) € Graf(DF(0,0)).

Je tteba ovérit, ze (1, q), (—1,q) € DF(0,0) pro g # 1. Oba pfipady se Fesi stejné.
Zvolme posloupnost {¢,}, ¢, — ¢. Chceme ukazat, ze pro vSechny posloupnosti

{t.}, {z,} podle podminek plati 0+t,q, & F(0+t,z,). Pro spor predpokladejme,
ze

thn = |tg<tnxn)‘a

_ |tg<tnxn)‘
n tn )
tg(thzy, . tg(t,x,
g = lim g, = lim |g(t—x)| = lim % 2y sgn(tg(tars)) =
n oo n oo n n o ndn %’_/

=sgn(tnxn)=sgn(zn)

=1-lim |z,| =1,
n—oo

COZ je spor.

Zbyva ukazat, ze (0,7) ¢ DF(0,0) pro r # 0. Zvolme libovolné posloupnosti
{ro}, rn = 1, t, = 07, 2, = 0. Potom (x,,r,) — (0,7).

Pro spor predpokladejme, ze

_ | te(tnzn)|
n tn )
tg(tnTn . tg(t,x,
r = Tim 1, = lim (BTl 8T ) =
n—00 n—00 tn n—oo 1, Tp

=1-lim |z,|=1-0=0,
n—o0
coZ je spor. &
Ptedchozi priklad lze zobecnit pro spojité funkce.

Tvrzeni 99 Necht f : R — R je spojitd funkce, a € R a existuji jednostranné
derivace f' (a) # f'(a). Potom

Df((l, f(a)) = {(1>f—/&-(a))> (_Lfl—(a))? (O’O)}
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Dukaz. Predpokladejme, ze vektor tvaru (1,y) € (DF(a, f(a))). Zvolme libovolné
posloupnosti ¢, — 0%, z,, = 1, v, — y. Pak plat{

f(a) + Y = f(a + tngjn)7
fla+tya,) = f(a)
n - tn
y = tim yo = tim L0 F 022 = (@)

Y

T, = fi(a)- 1= fi(a),

kde muzu predpokladat, ze od néjakého ng déle je x,, > 0, jelikoz lim x,, = 1.
Analogicky ukazeme, ze (—1, f' (a)) € (DF(a, f(a))).

Zbyva ukézat, jak je to s vektorem tvaru (0,7). Zvolme libovolné posloupnosti
t, = 07, 2, — 0, r, — r a predpokladejme, ze (0,7) € (DF(a, f(a))).

fla) +tyr, = fla+t,z,),
. f(a + tnwn) B f(a)

n — ’

tn

{xn #0 lim W - Tp....Jimita neexistuje,

p— hmnf(g-i-tn-())—f(a)
n t'n

r= limr, =

tn

Tedy jedinym vektorem tohoto tvaru je (0,0). m

Podle predchoziho tvrzeni je ziejmé, ze pokud je funkce diferencovatelna, plati
fL(a) = fi(a) = f'(a) a tedy Df(a, f(a)) = {(0,0), (1, f'(a))}.
Priklad 100 UvazZujme mnohoznacnou funkci F': R = R

T
F(o) = {|tg@}, v € (-5.5) -
Urcete Clarkovu derivaci v bodé (0,0).

Vzdy plati, ze Ck(z) C Tk(x). V tomto piipadé neni kontingentni kuzel Tk (z)
konvexni, takze Clarkuv kuzel musi byt jeho vlastni podmnozinou. Zde CF(0,0) =
{(0,0)}.

Chceme ukazat, ze (1, 1) ¢ Graf(CF(0, 0)) Pro spor podle tvrzeni [96|1) zvolme
th = 1, %, = —2, 4, = |tg(7,)| = tg(2). Pak libovolnd posloupnost prvku
(xn,yn) (1, 1) splnuye pro kazdé € > 0 existuje ng tak, ze pro kazdé n > ng
plati |z, — 1| <e¢, |y, — 1| <e.

Zvolme ¢ = % Potom od néjakého ny déle je |z, — 1] < % ay,>1—¢e= %
Podminka g, + t,y, € F(Z, + t,x,) zde ma tvar

1 1 1 1 1
tgl =) +— yn ={t8| ——+ -2, )| = |18 _|xn_1| )
n N S~ n n T N —

COZ je spor.

Fakt, ze (—1,1) € Graf(CF(0,0))) se ukdze analogicky.

Podle tvrzeni |67 je {0} € Ck(x) vzdy, tedy zde CF(0,0) = {(0,0)}.
&
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FOO=(ltg(al}

DF(0,0)

CF(0.0)={0}

Obrazek 13: Derivace funkce F(z) = {|tg(z)|}.

Tvrzeni 101 Pro jednoznacnou funkci F = f je CF(z)(u) bud prdzdnou nebo
jednoprokovou mnozinou. Konkrétné Cf(x)(u) = f'(x)u, pokud je f spojité dife-
rencovatelnd v .

Podle [1} str. 189].

Kazda mnohozna¢nda funkce ma k sobé funkci inverzni a pro jejich derivace plati
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 102 Necht F: X =Y je mnohoznaénd funkce, (x,y) € Graf(F). Plati
1) D(F~Y)(y, x) = DF(w,y)"",
i) C(F 1Y) (y,z) = CF(x,y)" .

Podle [1} str. 182, 190].

Dukaz.

i) Podle tvrzeni 90| i) je (z,y) € Graf(DF(z,y)) pravé tehdy, kdyz existuji
posloupnosti t, = 07, (2, y,) C X XY, (2, yn) — (z,y) tak, ze §+ t,y, €
F(z+t,z,). Pro inverzni funkci plati Z +t,z, € F~Y(y+t,y,), tedy (y,z) €
Graf(DF)™*.

ii) Dukaz probihd analogicky s predchozi ¢dsti za pouziti tvrzeni [96[1).
]

Definice 103 Necht X,Y jsou normované prostory, F : X =Y je mnohoznacnd
funkce, (Z,y) € graph(F). Dintho derivaci rozumime mnohoznacnou funkci
Dy F(z,y) : X =Y takovou, Ze

o o Flz+tz)—y
DLF = liminf —"— "7
LF(@9)(e) (@0 (000) t

Podle [5} str. 409].

Nekdy se také pouziva termin Diniho dolni derivace, pricemz se pak kontingentni
derivace nazyva Diniho horni derivace.
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Tvrzeni 104 (Ekvivalentni definice Diniho derivace) Necht XY jsou mormo-
vané prostory, F' : X =Y je mnohoznaénd funkce. (z,y) € Graf(DpF(z,y))
prdve tehdy, kdyZ pro vsechny posloupnosti {t,}, t, — 0" a {z,}, v, — x exis-
tuje posloupnost {y,} takovd, zZe § + t,y, € F(T + t,x,) pro kazdé n € N.
Upraveno podle [5], str. 408].

Dukaz. Oznatme G(z,t) = w Pak podle tvrzeni [10| pro limes inferior
mnohozna¢né funkce plati: y € Dy F(Z,y)(z) pravé tehdy, kdyz pro kazdou po-
sloupnost {(x,,t,)}, (xn,t,) — (z,07) existuje {y,} tak, ze y, — y a pro kazdé
neN

yn E G('rn>tn>7
F _+tn n -y
€ (z tx ) )

U+ tayn € F(T + thxy).

Tvrzeni 105 Necht X,Y jsou normované prostory, ' : X =Y je mnohoznacnd
funkce. (x,y) € Graf(DyF(z,7)) prdvé tehdy, kdyz

lim  d (M’ y) = 0.
(&) —(x,0%) t
Podle [ str. 409].

Dikaz. Tvrzeni plyne piimo z lemmatu [13]ii. m

Véta 106 Necht X,Y jsou normované prostory, F : X =Y je mnohoznacnd
funkce, jejiz graf je konvexni mnoZinou. Pak

DF(z,y) = CF(x,y) = DF(z,vy).

Podle [} str. 409].

6.2 Od realné funkce k mnohoznaéné

Reélnou funkei muzeme studovat jako funkci mnohoznaénu pomoci F'(z) = {f(z)},
jak jiz bylo zminéno v pfedchozim textu. Dokonce nemusi platit D¢(z) = R. Jed-

noduse vezmeme
_J{f(@)} =z € Dy(x),
ra = Lo

Dalsi moznosti je pouzit funkci nadgrafu.

Definice 107 Necht f : R®™ — R je jednoznacénd funkce, pak miZeme definovat
nadgraf funkce f jako mnoZinu

epi f = {(z,a) eR" |a> f(2)}.

Tvrzeni 108 Nadgraf funkce epi f je konvexni mnoZinou pravé tehdy, kdyz f je
konvexni funkce.
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Dukaz. Dukaz plyne primo z definice nadgrafu, konvexni funkce a konvexni
mnoziny. m

V praci @, str. 30] bylo dokézéno nésledujici tvrzeni pro diferencovatelnou funkei.

Tvrzeni 109 Necht K C R, f : K — R je jednoznacnd funkce, definujme F :
R = R mnohoznacnou funkci takto

Graf(F) = epi(f), tedy F(z) ={y e R [y > f(z)}.
Necht a € K a f je diferencovatelnd v a. Pak
DF(a, f(a)) = {(z,y) eR |y > f'(a) - x,x € R}.

Priklad 110 Bereme jednoznacénou funkci f z prikladu 98 Definugme mnohoznacénou
funkci F = epi(f) = {(x,y) | y > |tg(x)|}. Urcete kontingentni a Clarkovu deri-
vaci v bodé (0,0).

Kontingentni derivace je shodnd s Clarkovou a plati
DF(0,0) = CF(0,0) = {(z,y) | y = [x[}.
To plyne z konvexity nadgrafu a nasledujicitho tvrzeni.

\ \ N\
N \FX & \
\ \
N N R \ \
\ \ \ N\
\

DF(0,0)=CF(0.,0)

Obréazek 14: Tlustrace k prikladu [110]

Tvrzeni 111 Necht f: R — R je spojitd funkce a Graf F(x) = epi f. Potom
Graf DF(z,y) = Graf DF(z, f(Z)) = epi D f(Z).

Dikaz. Zvolme z. Podle tvrzeni splnuji body existuji posloupnosti ¢, —
0%, x, — . Ze spojitosti f plyne f(z,) — f(x).

(z,y) € Graf(DF(z, f(2))), (z,y) € Graf(Df(z, f(2))),
f(Z) + twyn € F(T + tpxy), F(Z) + toyn = f(T + tpxy),
f(&@) 4+ thyn > f(T + thxy),

ynzf(m“’tnfn)_f(x)’ yn:f(x“'tnfn)_f(z)7

y =limy, > Df(z, f(z))(z).
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Obrazek 15: Kontingentni derivace nadgrafu.

A tvrzeni ziejmeé plati. m

Jak je patrné z obrazku, kontingentni derivace nekonvexni funkce je nekonvexni
mnozinou.

Analogické tvrzeni pro Clarkovu derivaci CF neexistuje, jak ukazuji priklady
a 110

6.3 Koderivace

Definice 112 Necht F : R" = R™ je mnohoznacnd funkce, (z,y) € Graf(F).
Definugme koderivact D*F(z,y) funkce F v bodé (Z,y) jako mnohoznacnou
funkci z R™ do R™

D*F(fag)(y) = {.T e R" ‘ (33', _y> € NGraf(F)(i.ag)}'
Podle [2] str. 324].

Definice 113 Necht F : R" = R™ je mnohoznacnd funkce, (Z,y) € Graf(F).
Pokud F je uzaviend, definujme Clarkovu koderivaci C*F(z,y) funkce F v
bodé (z,y) jako mnohoznacnou funkci z R™ do R™

O*F(j7g>(y) = {ZE eR” | (1’, _y) € Ngraf(F)<j7g)}'
Podle [} str. 103].

Na rozdil od grafu derivace neni graf koderivace D* F'(z,y) totozny s normalovym
kuzelem Ngae(r)(2,y). Toto je zpiisobeno znaménkem minus a také faktem, ze
se nejednd o funkci z R™ do R™, ale naopak. Obrazek [16] ilustuje situaci.
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graf DF(X,y)

N, (%)

graf D*F(x,y)

Obréazek 16: K definici koderivace.

Tvrzeni 114 Necht F : R"™ = R™ je mnohoznacnd funkce, (z,y) € Graf(F).

Plati y € D*F(z,7)(z) & —x € D*(F~')(3,7)(~y).
Podle [2} str. 327].

Diikaz. V nasledujicich uvahéch se jedna vzdy o ekvivalence:
ye D*F(f,g)(.l’) = <y7 —l’) € NGraf(F)<j7g) <~ (—ZL‘, _y) S DF(i‘7g) And
And (_ya —l’) S DF(jag)il = D(Fil)(gaf) g (—x,y) € NGraf(Ffl)(ga:i‘) g

& —r e DN(F ) (y,7)(~y). u
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7 Derivace druhého radu

7.1 Tecné kuzely druhého radu

Definice 115 Necht K C X je podmnoZinou normovaného vektorového prostoru
X,z e Kavy,...,v,_1 € X. Kontingentnim kuZelem m-tého radu mnoziny
K v bodé (x,v1,...,Um_1) budeme rozumét mnozinu

m . K—z—hvy—...—h™ o,
TI(< )(x,vl, ey Upp—1) = lim sup ! L
h—0+ hm

Podle [1} str. 171].

V této préaci se budeme zabyvat jen kuzely druhého téadu, tedy

K—x—h
T[(?)(:c,v) = lim sup #
h—0+ h
Ziejmeé plati
K —
Tl((l)(x) = lim sup T Tk (x).
h—0+ h

Tvrzeni 116 (Charakterizace kontingentniho kuzelu druhého rddu)

u € T](f) (x,v), prdveé kdyz existugi posloupnosti {h,}, h, — 0" a{u,} C X, u, —
u tak, Ze pro kazdé n € N plati x + hyv + hZu, € K.

Upraveno podle [5, str. 171].

Dikaz. Podle tvrzeni|l1|o limes superior mnohoznacné funkce je u € T1(<2 ) (x,v),
pravé kdyz pro funkeci F'(h) = W existuji posloupnosti h, — 0%, h,, # 0 pro
kazdé n € N, u,, — u a plati

un, € F(hy),
K—z—hyv
uneh—z,

T+ hpv+ hiun € K.
A tedy tvrzeni plati. m

Tvrzeni 117 Kontingentni kuZel druhého rddu T[(?)(x,v) je uzavrend mnozina.

Podle [} str. 172].

Dukaz. Plyne piimo z tvrzeni[9|o uzavienosti limes superior mnohoznaéné funkce.
|

Tvrzeni 118 Nech! K C X, x € K. Plati TS (x,0) = Ty ().
Podle B} str. 171].

Dukaz. Tvrzeni se dokdze dosazenim v =0. m

Tvrzeni 119 Necht K C X, x € K, v € X. Plati:
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i) v Tk(x), pak Tl(f)(x,v) =0,
i) TS (x,0) # 0, pak v € Tx ().
Podle [}, str. 172].
Dikaz.

i) Predpoklddejme, ze v & Tk (). Pak pro véechny posloupnosti h,, — 0%, v, —
v plati * + h,v, € K. Zvolme libovolné u € X a posloupnost u, — u.
Ozna¢me v, = v + hyu,. Pak v, — v a x + hyv, = 4+ hy(v + hyuy,) =
T+ hov + h2u, € K, atedy u g K a T (z,0) = 0.

ii) Jedna se o obménu predchozi implikace.

Tvrzeni 120 Necht K C X, v € K, v € Tk (). Pak

@) - .. dg(z+ hv+ h?u) B
Ty (x,v) ={ue X | hhH_lﬂl]IJ'rlf 2 = 0}.

Podle [} str. 171].
Dukaz. Dukaz plyne piimo z tvrzeni[13] =

Tvrzeni 121 Necht K C X je konveani, v € K, v € Tx(x). Potom
2

T2 (@, 0) C Tryo(a)(v).

Podle [} str. 187].

Diikaz. Zvolme u € T, () (v), potom existuji posloupnosti {h, }, hn, — 0%, {u,}, u,, —

u takové, ze pro kazdé n € N: x + h,v + h,(f)un € K. K je konvexni, tedy podle
tvrzen{[61] je hnv+h2u, € Tk (x). Z vlastnost{ kuzele plyne , ze v+ hyu, € Tk ().
Kontingentni kuzel konvexni mnoziny je také konvexni. Opétovnym pouzitim tvr-
zeni [61] a vlastnosti kuzele dostavame hpu, € T @) (v) a up € Ty (z)(v). Kon-
tingentni kuzel je uzavienou mnozinou, tedy u = limy, o0 U, € Ty () (v). Tim je
tvrzeni dokazéno. m

Definice 122 Necht K C X je podmnoZinou normovaného vektorového prostoru
X, CK avy,...,vy,_1 € X. Clarkovym kuzZelem m-tého vddu mnoziny K
v bodé (x,v1,...,Vm_1) budeme rozumét mnozinu

o K—y—hv —...—h" o,
Ck(z,v1, ..., V1) = liminf .
m
h—0t y— g h

Podle [1} str. 172].
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7.2 Derivace druhého radu

Definice 123 Necht X,Y jsou normované prostory a F :=Y je mnohoznacnd
funkce. Pak kontingentni derivace m-tého tddu funkce F' v bodé (x,y) €
Graf(F) je mnohoznacénd funkce

Graf(D(m)F(x, Y, U1, Vi, ey Um—1, Um—l)) = T((;;;)f(p)(x7 Y, U1, Vi, ey Um—1, Um—l)-
Podle [1} str 215].

V této praci se budeme zabyvat pouze derivacemi druhého tadu, tedy zjed-
nodusené kontingentni derivace druhého rddu:

Graf (D@ F (5, ur, v1)) = Ty (@, 1,11, 01).

Tvrzeni 124 Necht K C X, f je jednoznacnd funkce, kterd md spojitou druhou
derivaci na okoli bodu v € K. Pak kontingentni derivace druhého rddu

D®(flr)(w,ur)(uz) = DP(flx)(w, f(2), ur, f'()ur)(uz) = f’(w)quL%f”(w)(uh u1),

Pro us € Ti(f)(x,ul).
Podle [1} str. 215].

Dukaz. Podle tvrzeni plati (ug,vs) € D@ F(z,y,u;,v;) pravé tehdy, kdyz
existuji posloupnosti {h,}, h, — 07, {(uzn, v2n)}, (ton, v2,) = (ug, v2) takové, ze

(z,9y) + hn(ur,v1) + h2 (ugp, vo,) € Graf F(z.y),
(2 + hpuy 4+ h2vgn, y + hyvy + h2vy,) € Graf F(z,y),
Y+ hpvr + h2vg, € F(x + hput + h2vay,),
f () + hyvi 4+ h2vy, € flo + hyup + h2vay),
f(z) + hpvr + R2vg, = f( + hput + B2 vg,,).

Jelikoz f je dvakrat diferencovatelna, muzeme pravou stranu upravit

. 1
(kde e(h,,) — 0 pro h,, — 0),

= f(@) + f'(@)(hour) + f'(@)hyuz, + %f”(w)(hilﬁ + 2hiyuzn + hiyuza) + €(ha) iy, =

F@) + hof'()ur + by (f(2)uzn + %f"(x)iﬁ +e(hn)).

) ~ o .
Vratme se zpét k rovnici

@)+ I+ R = 1)+ b s+ (s + 1700+ () ).

ui + e(hy),

50



Jelikoz (uy,v1) € Df(z,y) pak vy = f'(z)u; a f'(x)uy — vy =0,

Vop = 0+ f/(x)UZn + %(x)u% + g(hn)a

1
Vo = lim vy, = f'(z)us + §f"(x)uf.

Definice 125 Necht X,Y jsou normované prostory a F :=Y je mnohoznacnd
funkce. Pak Clarkova derivace m-tého *ddu funkce F' v bodé (z,y) € Graf(F)

je mnohoznacnd funkce
Graf(C(m)F(x, Y, U1, V1, ey Up—1, vmfl)) = ngf(p) (IE, Y, U1, V1, .oy Um—1, Umfl)'

Clarkova derivace druhého Fddu funkce F v bodé (x,y) € Graf(F) je mno-

hoznacnd funkce

Graf(0(2)F(x, Y, U, Ul)) = Cgr)af(F) (ZL’, Y, v, 1}1).
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8 Zaveér

I presto, ze tato diplomova préce je rozsitenim prace bakalaiské, predstavuje stéle
jen jakysi ivod do problematiky, navic jen z jednoho thlu pohledu. Kromé za-
vedeni Diniho derivace pomoci limity je totiz cely systém zalozen na grafickém
prisupu derivace pomoci tecného kuzelu. To ovSsem umoznuje vysokou nézornost
provadénych operaci, proto jsem se ho drzela.

Pravdépodobneé nejvice pouzivanymi pojmy a tvrzenimi jsou definice limes super-
ior a inferior mnohoznacné funkce a jejich charakteristiky pomoci posloupnosti.
Na samotné tecné kuzely totiz muzeme nahlizet jako na mnohoznacéné funkce a
tak zkoumat jejich vlastnosti.

Jelikoz celd problematika nemd& pevné zavedenou terminologii a znaceni, bylo
nékdy obtizné se orientovatve zdrojich, zvlasté kdyz autori pouzivaji ruzné de-
finice. Nékde se jedna jen o drobnou zménu, jako naptiklad definice derivace
druhého tadu v knihéach , , nékde se jedna o uplné rozdilny piistup, jako
napiiklad definice Clarkova kuzelu v knihach , , . V takovém piipadé jsem
vzdy vybrala jednu a podle ni zménila definice dalsich pojmu, kde je oznaceno,
7Ze jsou upravené.

V dalsim studiu bych se rdda zaméfila na tzv. epiderivaci, jeji propojeni s jiz
znamymi pojmy a také tvrzeni, kterd umoznuji pouziti teorie k praktickym ucelum,
jako je napriklad hledani optimalniho feSeni, tj. minima v problémech popsanych
mnohozna¢nymi funkcemi.
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