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Abstrakt

V této praci najdeme nejen feseni ulohy inverzni kinematiky, ale i ivod do teorie geo-
vyuzivame k feseni inverzni kinematiky robotického ramene v roviné. Soucasti prace je
i priloha obsahujici algoritmy k vyteSeni inverzni kinematiky robotického ramene i pti
pozadavku na trajektorii efektoru.

Summary

In this thesis we find not only solution of inverse kinematics problem, but also an intro-
duction to the theory of geometric algebras. The focus of the thesis is the description of
conformal geometric algebra CGA, which we use to solve the planar inverse kinematics
of the serial robotic arm. Part of the work is an attachment containing algorithms for
solving inverse kinematics of the serial robotic arm when specific trajectory is required.

Klicova slova
inverzni kinematika, geometrickd algebra, konformni geometrickd algebra, robotické ra-
meno
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L d
Uvod

K problému inverzni kinematiky robotického ramene pristupujeme v této praci netra-
di¢nim zptusobem vyuzitim konformni geometrické algebry CGA. Jednou z vyhod tohoto
pristupu je, ze ¢asti robotického ramene i transformace vedouci k vyreseni tlohy inverzni
kinematiky jsme schopni reprezentovat jako objekty v ramci jedné matematické struktury.
Navic jsou vypocty v ramci CGA vedouci k vyfeseni tilohy inverzni kinematiky rychlejsi
a jednodussi, nez v pripadé tradi¢niho pristupu pres maticové pocty.

Rozumnym pozadavkem mize byt predepsand trajektorie efektoru. Naptiklad v pii-
padé pohybu po pfimce snizujeme energii potiebnou k vykonani pohybu na minimum.
Casto se miizeme setkat s potiebou vyhnout se prekédzce v cesté efektoru a pozadovat tak
trajektorii naptiklad po oblouku.

Tato prace se zabyva konkrétné inverzni kinematikou robotického ramene v roviné a
resi trajektorii po primce a oblouku. Vystupem préace neni pouze algoritmus pro dané
robotické rameno, ale i ivod do teorie geometrickych algeber. Tento ivod do teorie tvori
stavovala takzvany black box.

Text je ¢lenén do dvou hlavnich celki vénujicich se postupné teorii geometrickych
algeber a inverzni kinematice. V rdmci prvni ¢asti jsou nejprve zavedeny zakladni pojmy
a vlastnosti, které jsou dale vyuzivany pti dikladnéjsim popisu struktury geometrické
algebry. Najdeme zde i naznaceni souvislosti s hlubsim matematickym pozadim nebo
dikladné rozebrani dekompozice dvojbodu. Druhé ¢ast prace podava reseni tllohy inverzni
kinematiky jednoduchého robotického ramene v roviné s predepsanou trajektorii pohybu,
a to i s ukadzkou kodu v jazyce Python.



1 GEOMETRICKA ALGEBRA
1 Geometricka Algebra
1.1 Cliffordova algebra

Existuje vice zptisobti, jak zavést Cliffordovu algebru. Obecnou definici lze nalézt na-
ptiklad v praci Oldficha Spacila, [12]. Pro potieby této prace je Cliffordova algebra vek-
torovym prostorem spolu s kvadratickou formou, diky které se jedna o volnou unitarni
asociativni algebru.

Slovo volnd odkazuje na fakt, ze bazi Cliffordovy algebry mtzeme volné generovat z
baze toho vektorového prostoru, ke kterému se vaze dand kvadraticka forma. Existence
asociované bilinearni formy k dané kvadratické formé nam dava pravo nazyvat tuto algebru
unitdrni a vzhledem k asociativité daného soucinu lze hovorit o algebte asociativni. Slovem
algebra je zde myslen vektorovy prostor spolu s operacemi.

V dalsim textu se omezime na vektorovy prostor R™ nad télesem R a nedegenerovanou
kvadratickou formu.

Definice 1.1. Bud RP? realny vektorovy prostor dimenze p + ¢ a ¢ : RP? x RPY — R
bilinearni forma. Kanonickou bazi RP? rozumime usporadanou mnozinu:

_p’q_ p,q
R ={ey, - ,epe€p1,---,€,0 CR

linearné nezavislych vektort splinujicich

H, 1<i=j<p,
(,O(Gi,ej): _17 p<2:]§p+(]a
0, ij

Jinymi slovy, pro prvnich p vektoru plati ¢(e;, e;) =1 a pro ¢ > p plati p(e;, e;) = —1.

Definice 1.2 (Geometricka algebra). Necht RP? je vektorovy prostor dimenze p+¢ nad
R a ¢ : RP? x RPY — R symetrickd bilinedrni forma. Déle necht A(RP?) znad¢i asociativni
algebru nad dvojici (RP, ) a o znad¢i soucin na této algebte, potom fekneme, Ze algebra
A(RP?) se nazyva geometrickd, jestlize navic Ya € RP? plati:

aoa=yp(aa). (1.1)

Symetricka bilinearni forma z Definice 1.2 na R je asociovana kvadratické formeé Q
skrze vztah p(a,b) = 1(Q(a+b) — Q(a) — Q(b)). Dvojici (R, ¢) proto mizeme chapat
jako vektorovy prostor s kvadratickou formou.

Geometrickou algebru A(RP9) déle znac¢ime jako G(RP?) nebo jednoduse G, ,. Sou-
¢in o se nazyva Cliffordiv nebo geometricky. Prvky G, , se nazyvaji multivektory a jsou
generovany pomoci geometrického soucinu prvki baze R”. Z tohoto plyne, Ze geomet-
rickd algebra je gradovany vektorovy prostor, coz bude rozebrano pozdéji. V dalsim textu
budeme vynechavat znak ,,0“ a geometricky soucin dvou vektorti @ a b budeme znacit
strucné ab.



1.2 ZAKLADNI VLASTNOSTI

Poznamka 1.3. Soucin ¢ je pouze pseudoskalarni, nebot nespnuje druhy axiom skalar-
niho soucinu v pripadech, kdy ¢ # 0. Ptesto v dalsim textu budeme ¢asto pro jednoduchost
pouzivat privlastek skalarni.

Poznamka 1.4. Je dobré si uvédomit, ze konkrétni zadani bilinearni formy ¢ je to, co
nam urcuje konkrétni geometrii. Rikdme tim, jak se bude chovat skalarni souéin, diky
némuz mizeme sledovat thly a vzdélenosti. Napiiklad pro a,b € R? miizeme zavést
bilinedrni formu ¥ (a,b) = a1b; + asbs vedouci na eukleidovskou geometrii, kde bude
obecné jind geometrie nez pro bilinedrni formu s vihami 7 (a, b) = Z?:l cia;b;, kde ¢; € R
je vaha soucinu ¢-tych souradnic.

1.2 Zakladni vlastnosti

Vlastnosti geometrického souc¢inu mohou byt odvozeny z definiéni rovnice (1.1). Né-
ktera dulezita a uzitecna odvozeni si v této kapitole ukazeme.

Priklad 1.5. Necht a,b € R?? C G,,,. Spoc¢téme nyni (a + b)(a + b).
(a+b)(a+b) =o((a+b)(a+b)),

aa + ab+ba + bb = p(a,a) + p(a,b) + ¢(b,a) + p(b,b),
ab + ba = 2¢(a,b),

%(ab + ba) = p(a,b). (1.2)

Vyraz na levé strané rovnice (1.2) je symetricky soucin a znadi se a-b. Soucin ab muzeme
vyjadrit jako soucet symetrického a antisymetrického soucinu, kde antisymetricky soucin
zna¢ime a A b. Abychom dostali

ab=a-b+aAb, (1.3)
upravime
a-b+aNb=ab,

1
a/\b:ab—a-b:ab—é(ab—l—ba),
1
a/\b:§(ab—ba).

Definujeme tak a - b= 1(ab+ ba) a a Ab= 1(ab— ba).
Ukazme chovani geometrického sou¢inu na bazovych prveich e; € R™. Protoze uva-
zujeme ortogonalni bazi a nedegenerovanou kvadratickou formu, plati

ei-e;#0 ale e;-e; =0, i#].

Z toho dostavame
€;€; :ei~ej—|—ei/\ej :e,-/\ej,
eje;=e;-e; +ejNe; =e;jNe;.

Navic diky rovnici (1.2) hned vidime, ze

€;€; = —€;¢€;. (14)



1 GEOMETRICKA ALGEBRA

Poznamka 1.6. Prvek e;e; ¢ R ale e;e; € G, ,. Jedna se o dalsi prvek baze prostoru
G, Slovo wolnd algebra z tivodu textu znamena, 7e takto generujeme z béze R™? dalsf
prvky baze prostoru G, ,.

1.2.1 Baze geometrické algebry

Jak jiz bylo nastinéno, bazi geometrické algebry G(RP?) generujeme z béze prostoru
RP. Pro motivaci uvazujme G(R*Y) a vyndsobme ab, kde a, b € R?.

ab = (a1e1 + azes)(bie; + baes) = a1by e1ey +a1breres + azby eze; +ashy esey =
~—~— ~
:e§:1 =—eje2 =e5=1

= (a1b1 + (1262) + ((llbg — a2b1)€1€2.

Ziskali jsme soucet skaldru a nasobku prvku ejes, ktery tvori dalsi prvek baze prostoru
G(R??). Generovani tedy probfhd volnym pouZivanim geometrického soucinu na prvcich
baze generujiciho prostoru. Presto mame zaruc¢enu konecnou dimenzi. Ukazme, ze dalSim
nasobenim uz neziskame dalsi prvky béze:

napriklad e ece; = —esee; = —es.
~—~—

=1

Vyuzili jsme rovnice (1.2) a asociativity geometrického souc¢inu (mizeme zaménit poradi
ve dvojici bdzovych vektorli a zménit pfitom znaménko). Z prostoru R? uz tedy volnym
generovanim nedostaneme nové prvky.

Definice 1.7 (Bazovy blade). Bdzovy blade je geometricky soucin libovolného poctu
libovolnych prvki generujici béze R™.

Pro G3 dostavdme mnozinu vSech bazovych bladi
{1,e1,ez,e3,e1e5,€1€3,€5e3, € €263} (1.5)

Poznamka 1.8. V mnoziné (1.5) se vyskytuje tuéna jednicka jako vektor zamérné. Skalar
je také prvkem geometrické algebry a kvadraticka forma v definici geometrické algebry
nam dodava vlastné koeficient, respektive nasobek této jednicky. Formalné spravné by
se mél v definiéni rovnici (1.1) vyraz na pravé strané ndsobit touto jednickou, abychom
zustali v algebfe, tedy a o a = p(a,a)l.

Definice 1.9 (Kanonicka baze geometrické algebry). Kanonickou bizi geometrické
algebry G, , rozumime uspofddanou mnozinu G, , vSech bazovych bladi, kde zavedeme
lexikografické usporadani. I-ty prvek baze znac¢ime E;.

Poznamka 1.10. Je dulezité si uvédomit, ze mnozina vSech bazovych blada (1.5) neni
to samé jako béaze geometrické algebry v definici (1.9). Mnozina (1.5) neni usporadana
a klidné bychom mohli zaménit pofadi (o kterém vlastné nemd smysl v neusporadané
mnoziné ani mluvit) jejich prvki. OvSem mnozina z definice (1.9) je uspofadana.

Chépeme-li tedy mnozinu (1.5) jako G (coz skutecné mizeme, poradi prvki je zapséano
v lexikografickém usporadéni), dostdvame znaceni

{1, e, e, e5 ,e1ey,e1e3 €03, €1€0€3}. (1.6)
el e
E, Es E3 E, E5 Eg E7 Eg



1.2 ZAKLADNI VLASTNOSTI

Vzhledem ke zptisobu generovani @p,q je zfejmé, ze pocet prvkl bude odpovidat poctu pod-
mnozin potenénf{ mnoZiny mnoziny R*?. Jinymi slovy, dimenze prostoru Gyp,q je konecna
a je rovna 2", kde n = p + ¢ je dimenze generujiciho prostoru RP*4. Obecny multivektor

pak muzeme zapsat jako
2"L

A=) aFE;, (1.7)
=1

kde n je mohutnost generujici baze a a; € R jsou koeficienty linearni kombinace. Multi-
vektorem A € (3 je naptiklad A = 2 + 3e; — 2eqse3 + ejeqes.

Definice 1.11 (Stupen béazového bladu). Stuperi bazového bladu je ¢islo udévajict
pocet prvki generujici baze tvoricich bazovy blade. Znadi se gr(E;) VE; € G,,.

Napriklad pro E; € @370 je gr(E;) = gr(eqes) = 2.

Definice 1.12 (Pseudoskalar). Necht @p,q je kanonicka baze geometrické algebry. Pseu-
doskaldr je bazovy blade E, 4 nejvyssiho stupné a znaci se I.

Bylo zminéno, ze geometrickd algebra ma strukturu gradovaného vektorového pro-
storu. Uvazujme konkrétné Gs. Zde je tabulka bazovych vektori.

Stupen | Nazev Bazové blady | Pocet
0 Skalar 1 1
1 Vektor €, e, e3 3
2 Bivektor | eies, ee3, eses 3
3 Trivektor eieses 1

Tabulka 1.1: Baze prostoru Gs
Mizeme tedy uvazovat vektorové prostory generované bazovymi blady stejného stupné.

Definice 1.13 (k-podprostor). Rekneme, 7e k-podprostor prostoru G,,4 je vektorovy

prostor generovany bazovymi blady stupné k. Znaci se (G’;?q. Jeho baze se znaci @p,q a jeho

p+Q) )

dimenze je ( .

Napifklad G} = span{ei, es, e3}.

Definice 1.14 (k-vektor). Multivektor ve tvaru linedrni kombinace bazovych bladi
stupné k se nazyva k-vektor.

Poznamka 1.15. Nékdy budeme v pripadé 1-vektoru pouzivat pouze slovo vektor. Na-
opak slovem vektor budeme nékdy oznacovat i obecny multivektor. Text je ale psan tak,
aby z kontextu byl vyznam zfejmy.

Naptiklad v G3 je ejeq — eze; 2-vektor, ale e; + ejes je obecny multivektor, nebof
bazové blady e; a ejes nejsou stejného stupné. Bézné se pro 2-vektory, resp. 3-vektory
pouziva znaceni bivektor resp. trivektor.



1 GEOMETRICKA ALGEBRA

1.2.2 Geometricka interpretace soucini

Priklad 1.16. Uvazujme nyni vektory a,b € G}. Vektor b ziskdme jako soucet dvou
vektort, z nichz jeden je rovnobézny s a a druhy kolmy na a. Jinymi slovy b = b + b,

b” a
Obrézek 1.1: Symetricky soucin
Spoctéme nyni a - b.
a-b:a-(b”%—bL) :a~bH—|—a-bL:a-b”.
=0

Vyuzili jsme rovnice (1.2), tudiz faktu, ze skalarni soucin dvou na sebe kolmych vektoru
je roven nule. Je zndmo a lze snadno ukazat, ze

b-a
=2
lall
Potom b b
‘a ‘a
byl = —=llal = 7~
lall all
je velikost projekce vektoru b na a. Ziejmé cos() = H”bT”H, tudiz
b-a
b|| cos(0) = —,
[bllcos(s) = 7
b-a=a-b=|allb| cos(®). (1.8)

Jsou-li @ a b jednotkové vektory, pak souéin a - b ma geometrickou interpretaci jako
délka projekce vektoru b na a.

Priklad 1.17. Spoc¢téme nyni pro a, b € G soucin a A b.

aNb= (a161 + CLQGQ) VAN (b161 + bgeg)
= a1b1 el Neq +a1b261 N ey + a2b162 Nep+ CLQbQ es N ey
=0 =0
= a1b261 N ey — a26161 N ey = ((llbg — agbl)el N es. (19)

Cislo (a1ba—agby) je determinant ¢tvercové matice radu 2, kde ve sloupcich jsou souradnice
vektort a a b. Jedna z interpretaci determinantu je obsah rovnobézniku tvoreného vektory
a a b. Proto

(a A b)ese; =||all||b]| sin(8). (1.10)

7



1.3 VNITRNI A VNEJSI SOUCIN
b, b

anb

O

b” a
Obrazek 1.2: Antisymetricky soucin

Soucin a A b mé tedy interpretaci jako orientovany obsah. Pti zdméné poradi nasobeni
vektortt bychom mohli hovotit o opacné orientaci, nez jak je zndzornéna na Obrazku 1.2.

1.2.3 Reverse

Pro dalsi potteby prace je tfeba zavést pojem reverse, jakozto diilezitého aspektu
geometrické algebry. Pozdéji ocenime jeji aplikaci v transformacich.

Definice 1.18 (Reverse). Bud E; € @M. Reverse E; se znadl E; a je to takovy blade,
ktery vznikne obracenim potfadi nasobeni prvki generujici baze.

Napifklad v G5 plati Es = esese;. Reversi obecného multivektoru potom definujeme
vztahem

A=) aE,. (1.11)

i=1

Dals{ vlastnosti reverse, jako je A = A a jiné, je mozné najit napiiklad v publikaci od C.
Perwasse, [10].

1.3 Vnitrni a vnéjsi soucin

V Kapitole 1.2 jsme nastinili dva nové souéiny. Predstavili jsme vnitrni (symetricky)
a vné&jsi (antisymetricky) soucin na vektorech, pfesnéji na prvcich G, ,. Nyni rozsiiime
tyto pojmy na multivektory.

Definice 1.19 (Stuptiova projekce). Necht E; € G,,. Stupiiovd projekce bézového
bladu E; na stupen k se znaci (E;); a definuje jako

() E;, gr(E;) = k,
R0, gr(E;) # k.

Pro obecny multivektor definujeme projekci jako

(A)), = Zai<Ei>k. (1.12)
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Priklad 1.20. Aplikujme stuprové projekce na multivektor A € Gz, A = 3+2e; —e3+
e es+ 2616263.

(A)o = (3)o+ (2e1)0 + (—es)o + (e1e3)0 + (2e1e2€3)0,
<A>0 = <3>0 +2 61>0 — <€3>0 + <€1€3>0 +2 <€1€263>0 = 3.
~— —_ — —

=3 =0 =0 =0 =0

<A>1 = <3>1 +2 <€1>1 — <€3>1 + <€163>1 +2 <€162€3>1 = 261 — €é3.
~—~ N N — ——

=0 =e =es3 =0 =0

(A)s = (3)2 +2(e1)s — (€3)2 + (e1€3)2 +2 (€1e2€3)2 = €;€3.
—_ e e —

=0 =0 =0 =eles =0

(A)s = (3)3 +2(e1)s — (e3)3 + (e1e3)s +2 (e1eze3)3 = 2e1e5€3.
~— N i ———

=0 =0 =0 =0 =ejezes

Definice 1.21 (Vnitini souéin). Budte E;, E; € G, ,. Vnitini sou¢in vektortt E; a E;,
kde gr(E;) =k a gr(E;) = [, se znadi E; - E; a definuje jako

E;. Ej = <EiEj>\k—l|a Z,] > 0. (]_]_3)

Pro obecné multivektory A, B € G,,, kde A = o, E;, B = b;E;, definujeme vnitrn{
soucin jako
i,

Déle uvazujeme nasledujici pfirozené vlastnosti pro A, B,C € G, ,, [10].

A- (B+C)=A-B+ A-C, (Distributivita)
(aA) - (bB) = ab(A - B). (Homogenita)

Definice 1.22 (Vné&jsi souéin). Necht E;, E; € G,,. Vnéjsi soucin vektort E; a Ej,
kde gr(E;) = k a gr(FE;) = [, se znaci E; A E; a definuje jako

Pro obecné multivektory A, B € G, 4, kde A = a,F;, B = b; E;, definujeme vnéjsi soucin
jako
2

Dale uvazujeme nésledujici pfirozené vlastnosti pro A, B,C € G, ,, [10].

ANB+C)=ANB+ ANC, (Distributivita)
(aA) N (bB) = ab(A N B). (Homogenita)
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Priklad 1.23. Ukazme chovani vnitfniho a vnéjsiho souc¢inu na bazovych bladech z Gs.

>|2—1| = <€1>1 = €,

>|2—1| = <€1€2€3>1 =0,
= (e1ez2e2)211 = (e1)3 = 0,

)

241 = <€1€2€3>3 = €1€3€3.

Vnitini souéin ma vyznam snizovani stupné, kdezto diky vnéjsimu soucinu mizeme stupen
zvetsovat.

Priklad 1.24. Spoc¢téme pro A, B € G3 souciny A-B a AN B, kde A =2+ 3e; —e;e3,
B = e + ejes.

A-B=2(1-€)+2(1-(erez)) +3(e1-€1)+3(er-(ere)) — ((ere3) - €1)—
((6163) : (6162))
= 2(eq1)j0-1 + 2(e1€2)j0-2 + 3(e1e1)1-1| + 3(e1e1€2) 19 — (€1€3€1) 21| — (€1€3€1€2) 29|
= 2(e1)1 + 2(e1e2)2 + 3(1)o + 3({ez)1 + (e3)1 + (esez)o
=3+ 2e; + 3es + e3 + 2e;es.

AANB=21ANep)+ 2(1 A (8162)) +3(e; Nep)+ 3(e1 A (6182)) — ((8183) A el)—
((6163) A (8162))
= 2(e1)o+1 + 2(€1€2)012 + 3(e1€1)141 + 3(€1€1€2) 142 — (€1€3€1)241—
(erezeiez)ays
= 2(e1)1 +2(e1e2)2 + 3(1)2 + 3(e2)s + (e3)3 + (esea)s
= 2e; + 2e;es.

1.4 Blady

Rozsitme nyni pojem bazového bladu. Zavedeme obecné pojem blade, protoze prave
blady mohou reprezentovat geometrické objekty, jak uvidime dale.

Definice 1.25 (Blade). Necht & € Na {a;} C G,, je libovolnd mnozina k linedrné
nezavislych 1-vektorii. Potom vnéjsi soucin téchto vektorti se nazyva blade stupné k nebo
k-blade. Blade stupné k se pak znaci jako

k
A<k>:a1/\a2/\---/\ak:/\ai. (1.17)
i=1

Pro ukazku si vezméme vektory A, B € G3,, A = ejes + eje3, B = eje; + ezey.
Vektor A je bivektor i 2-blade, nebot eje; + eje; = e; A (e + e3). Vektor B je sice
bivektor, ale nikoliv 2-blade, nebot ejes + eses se neda vyjadrit jako vnéjsi soucin dvou
1-vektoru.

10



1 GEOMETRICKA ALGEBRA

1.4.1 Geometricky soucin bladt

Uvazujme geometricky soucin dvou bladi Ay, By € G, 4. Ziejmé plati

AwBy = (AwBg):- (1.18)

r=1

Maji-li navic dva bazové blady Ew, Eg € G, m spoleénych bazovych vektorid, potom
plati
EwEy = (EgEg)kti-om-

Napfiklad Pro €;eq, eses € @3 plati (8182)(6263) = <€1€26263>2+2_2 = <6163>2 = eeé3.
Rovnici (1.18) muzeme nakonec prepsat do tvaru

A Bgy = (AwB) -1+ (Aw Bay) p-+2+ -+ (Aw By kvi—2+ (Aw Bk (1.19)

Prvek nejnizstho stupné |k — | v rovnici (1.19) je tedy vysledek vnitiniho soucinu a prvek
nejvyssiho stupné k + [ je vysledek vnéjsiho soucinu.
Vezmeme-li a, b € G, ,, potom dostdvame z (1.19)

ab = (ab);;_1 + (ab)1;1 =a-b+aAb.
Pro vnéjsi a vnitini soucin dvou bladu tedy ziejmé plati

Ay N By = (Auy By )it
Ay - By = (A Byy) jk1-

Véta 1.26. Bud Ay, € Ggé‘“. Inverze k bladu Ay je ve tvaru
Al=—2 (1.20)

Dikaz vyuziva faktu, ze jedna-li se o non-null blady, jak rika predpoklad, potom plati,
ze geometricky soucin jeho samého se sebou je roven skalarnimu soucinu a ze jeho reverse
rozhoduje pouze o znaménku. Dukaz lze nalézt v [10].

Definice 1.27 (Dual). Necht E; € G,,. Dudl k E; se zna¢i E; a definuje jako
E' =EI" (1.21)
Ukazme pro Gs, ze I7! = ezeqe;.
II_1 = (616263)(63€2€1>
— €1€3 €3€3 €€
=1

— €1 €262 €

—~—

=1
= e e = 1.

11
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Operaci dudlu na obecny multivektor pak definujeme jako
2n
A" =) oE;. (1.22)
i=1
Dale rozsitime pojem skalarniho souc¢inu ve smyslu bilinearni formy z Definice 1.2,

nebot dosud byl definovan pouze pro 1-vektory.

Definice 1.28. Necht Ay, By € Gy 4. Jejich skaldrni soucin znacime  a definujeme
jako
Ay * By = (AwBu)o- (1.23)
1.4.2 Outer product a inner product null space
V této kapitole ukazeme, ze k-blady muzeme chapat jako k-dimenzionalni podprostory.

Definice 1.29 (Outer-Product Null Space). Outer-Product Null Space (OPNS) bladu
Ay € GE - je mnozina znacend NO(A ) a definovand jako

NO(Ay) ={x €G,, : xANAy =0}. (1.24)
Napiiklad pro @ € G, , dostédvime
NO(a) ={z €G,, : Na=0} ={aa : « € R},

coz reprezentuje primku prochézejici pocatkem ve sméru vektoru a. Pro a A b € Gf,q
dostavame

NO(aAb)={xcG,,: cAarb=0}={aa+Bb: a,f R}

coz reprezentuje rovinu prochéazejici pocatkem a obsahujici vektory a a b. Jinymi slovy
pro Ay = AL, a; plati NO(Auy) = spanf{a,,--- ,a}.

Definice 1.30 (Inner-Product Null Space). Inner-Product Null Space (IPNS) bladu
Ay € GF | je mnozina znacend NI(A ) a definovand jako

NH(A<k)) = {il? € Gllhq MY A A<k> = 0} (1.25)

Protoze néktera chovani bladi plati jen za predpokladu urcité vlastnosti, je tfeba si
definovat nésledujici pojem.

Definice 1.31 (Null blade). Blade Ay € G nazyvame null blade, jestlize
Ay - Agy = 0.

Mnozina null blada v Glziq se znaci GZ,]Z C G’;q. Mnozina bladi, které nejsou null
blady, se znaci G [’; C G’;q. Takovym bladim potom fikame non-null blady. Mnozinoveé
Zapsano

Gyl ={Aw €GL, - Ay - Ayy =0},
Gyy ={Aw €Gp,: Apy - Agy # 0}

12



1 GEOMETRICKA ALGEBRA

V Kapitole 1.4 jsme si zavedli operaci dudl a tekli, Zze jeho vyznam ocenime pozdéji.
Pravé v konceptu prostorti vnéjsiho a vnitiniho souc¢inu se jedné o zasadni operaci, ktera
nam umozni prechézet mezi reprezentacemi objekti.

Véta 1.32. Necht x € Gﬁ;, Ay € G;q’ kdek>1,ale€ @M bud pseudoskalar. Potom
plati

(;B A A<k>)* = (.’13 A A<k>) I t=zx- A?’ﬂ’

z ¢ehoz vyplyva, ze
ZII/\A(@ =0 <<= CB-A?M =0.

Proto plati
NO(A ) = NI(A,). (1.26)

Vétu nechdme bez dikazu. Lze jej najit v publikaci od C. Perwasse [10].

Faktu, Ze OPNS bladu Ay se rovnd IPNS jeho dudlu, se hojné vyuziva napiiklad v
reprezentacich geometrickych objektii, jako jsou sféry, kruznice, primky, roviny a jiné, jak
uvidime pozdéji.

1.4.3 Projekce a rejekce

Pro odvozeni transformaci zavedeme pojmy projekce a rejekce bladi. V Kapitole 1.2.2
jsme se dotkli pojmi projekce a rejekce na vektorech. Nyni tyto pojmy zobecnime pro
blady.

Mé¢jme dva blady a € Gg ; an e Gg ;. Podobné jako pii odvozovani rovnice (1.8)
vektor @ mizeme napsat jako soucet ¢asti kolmé na n a ¢asti rovnobézné s n. Projekce
a na n je potom ta ¢ast rovnobézna a da se vyjadrit jako

(a-n)n"' = (a-n)n =|al cosfn,

kde n = 2

[l

Definice 1.33 (Projekce). Projekce bladu A,y € G2} na blade Ny, € G2,
kde 1 < k <1 < n, se definuje jako
Py, (Awy) = (A - Ny )Ny, (1.27)

Uvazujme projekci vektoru a € Gﬁ; na blade Ny € Gﬁé. Obecné ma vektor a cast a,

kterd lezi v podprostoru reprezentovanym bladem INyy. Tedy a) € span{n, ..., n;}, kdyz
Ny = /\ﬁz1 n;. Proto ay A Ny, = 0. Déle a = a4+ a, a a; ¢ span{n,,...,n;}, pak z
definice plati a; - Nyy = 0. MizZeme tedy napsat

Py (@) = ((a) +a1) - Ny )Ny = aNy' Ny = .

Definice 1.34 (Rejekce). Rejekce bladu Ay € G} z bladu Ny € G}, kde 1 < k <
[ < n se definuje jako

,PJJ\_’(D <A<k>) - A<k> - PN(z) (A<k))' (1.28)

13
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1.5 Versory

Definice 1.35. Versor V' je multivektor, ktery mtize byt vyjadien jako geometricky
soucin non-null 1-vektori.

Versor se dé tedy zapsat jako V' = [[n;, kde {nq,...n;} C Gg; je mnozina ne
i=1

nutné lineérné nezavislych non-null 1-vektort. Navic pro kazdy versor existuje jeho inverze

H n; !, takze VV~! = V-V = 1. Toto tvrzeni zde neuvadim jako vétu, ale jeji

dikaz (v1z [10]) vyuZiva mimo jiné faktu, Ze geometricky soucin bladu se sebou samym je
roven jeho skaldrnimu soucinu se sebou samym (dle Definice 1.12).

Ptiklad 1.36. Spoctéme pro a, n € G| soucin nan":

1

nan ' =(n-a+nAa)n’

=m-an'+mAa)-nt+(nAa)An
Protoze n~! = iz Jsou m a n~! linedrné zdvislé. Takze (n A a) An~' = 0. Dale Ize

-1

ukdzat, ze (n Aa) -n~!'=(a-n"')n — (n-n"')a. Celkem potom dostaneme

nan ' =2(a-n)n —a = 2P(a) — a.

Vektor a jisté muzeme zapsat jako a = Py(a) + Pa(a). Nakonec tedy mizeme psdt
nan~' = Py(a) — Px(a). (1.29)

Timto jsme se pribliZili transformacim. Vzali jsme vektory a, n € G2} »q> brovedli ope-
raci nasobeni a dostali jsme vektor, ktery ma stejnou cast rovnobéznou s n jako a, ale
opacnou kolmou cast. Jinak feceno, dostali jsme reflexi a podle n. Pro geometrickou
algebru popisujici euklidovskou rovinu je reflexe znazornéna zde na Obrazku 1.3.

Tl(lllil

Obrézek 1.3: Reflexe

Stoji za to zduraznit, ze vysledkem operace byl znovu 1-vektor. Navic budeme-li uva-
k
zovat obecny versor V = H n;, potom operace VaV ! je vlastné provedeni po sobé

jdoucich reflexi podle danych vektor m;, coz zachovava stupen puvodniho vektoru. Jeli-
koz rotace je slozeni dvou reflexi, 1ze vytusit, Ze jejim generatorem budou pravé bivektory.

14
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1.6 Reprezentace objekti

V této kapitole rozsitime myslenku reprezentovani geometrickych objekti, jak jsme
naznacili v Kapitole 1.4.2. Bylo feceno, ze blade stupné k miize reprezentovat k-dimenzi-
onalni podprostor v dané algebre diky jeho OPNS, respektive IPNS. Vysli jsme z Definice
1.29 a ukézali, ze OPNS bladu stupné 1 reprezentuje primku prochéazejici pocatkem ve
sméru tohoto vektoru. Pro blade stupné 2 jsme dostali rovinu prochéazejici pocatkem a
rovnobéznikem tvorenym vektory z daného bladu. Takovato reprezentace je ale znacné
limitujici, nebot reprezentujeme pouze objekty obsahujici pocatek.

Pro lepsi reprezentaci zavedeme rozsireni ptuvodniho prostoru, ve kterém chceme re-
prezentovat geometrické objekty, do vyssi dimenze. Zpusobt rozsiteni je vice, muzeme
napriklad uvazovat takzvanou projektivni geometrickou algebru PGA c¢asto vyuzivanou
napriklad v pocitacovém vidéni. V dalsim textu budeme uvazovat takzvanou konformni
geometrickou algebru CGA, kterda ma radu aplikaci naptiklad v pocitacové grafice nebo
robotice. Slovem konformni se zjednodusené mysli, Ze transformace zachovavaji thly lo-
kélné (naptiklad dhel dvou protinajicich se piimek v roviné je stejny i po projekei na
sféru, kdy se budou kruznice vzniklé projekei protinat zase pod stejnym thlem).

Nasim cilem bude reprezentovat objekty v prostoru R"™. Nejdrive zavedeme Stereo-
grafické rozsirent, kde prostor R™ rozsifime do prostoru R"™! a ndsledné provedeme jeho
homogenizaci rozsitenim do dalsi dimenze.

Nejprve zavedeme jesté jeden pojem, na ktery se budeme odvolavat.

Definice 1.37. Necht R"™ je vektorovy prostor, ve kterém budeme reprezentovat geomet-
rické objekty. Bud X : G;S — X bijektivni zobrazeni, kde X C G},’q ar+s < p+q. Potom
geometricky outer- a inner-product null space bladu Ay € G’;q se znaci jako NOg (A )
a Nlg(Angy) a definuje jako

NOu(Aw) = {z € G, : X(x) A Ayy = 0}, (1.30)
NIg(Ag) = {z € G, : X(z) Ay = 0}. (1.31)

Poznamka 1.38. Uvédomme si rozdil mezi OPNS (IPNS) a geometrickym OPNS (ge-
ometrickym IPNS). Naptiklad na Obrazku 1.7 je zelené znézornéno OPNS wedge dvou
bladti. Jejich geometrické OPNS by byly mnozinové pravé dva odpovidajici body z roz-
sitovaného prostoru. OPNS tedy reprezentuje geometricky objekt, ale geometrické OPNS
timto objektem uz pifimo je.

1.6.1 Stereografické rozsireni eukleidovského prostoru

Stereografické rozsireni budeme doprovazet obrazky hlavné pro jednorozmérny euklei-
dovsky prostor. Obecné rozsifujeme prostor R® do R**!.
Zavedeme zobrazeni S : R" — S™ € R"™! ve tvaru

2 +:B2—1
T
xr2+1 2+ 1

S:x— e, (1.32)

kde e, = e, € R"" a S" znadi jednotkovou sféru, proto HS(:L')H =1 VxeR"
Tvar rozsireni lze odvodit napriklad z podobnosti trojuhelnikii a je podrobnéji vysvétlen
v [11].

15



1.6 REPREZENTACE OBJEKTU

RZ
L
st S(x)
Y x
. @,
RZ
Sly)
(a) Rozsifeni R! (b) Rozsfieni R?

Obrézek 1.4: Priklady rozsiteni

Poznamka 1.39. Cervend osa na Obrizku 1.4 vlevo miZe predstavovat i R™. Stejny
obrazek by tak mohl predstavovat rozsifovani prostoru R™ pro libovolné n € N.

1.6.2 Homogenizace stereografického rozsireni

Zatim jsme rozsifili prostor R zobrazenim S na jednotkovou sféru S* C R™™!. Tuto
déle roz&ffime do prostoru R*™H!. Dostaneme se tak do n + 2 dimenziondlniho prostoru.
Zavedeme zobrazeni H : R"*1 — Ant! c R**L1 definované jako

Hz—X=x+e_, (1.33)

kde e_ = e, 2, a proto €2 = —1. Mnozina A""! je tak Minkowského afinni rovina.

A2

Obrazek 1.5: Homogenizace
Ukazme, co plyne z faktu, Ze se pohybujeme v prostoru, kde e2,, = —1.
Priklad 1.40. Bud a € R\{0} ndsobek vektoru H(S(z)) € R*"". Potom plati
2
(0H(S(2)) = a*(S(x) +e )’
= a?(S8*(z) + S(z)e_ + e_S(x) + €*)

=a*(1-1)
= 0.

Protoze S(x) je 1-vektor v ", plati e L S(x) VS(x) € S, takze geometricky soucin
S(x)e. =S(x) -e_+S(x)Ne_ = —e_AS(x) = —e_S(x). Navic S(x) € S™ jsou vektory
——

=0
jednotkové, proto S?(z) =1 Vz € R™, coZ lze vidét i po rozepsani.
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Dostali jsme dileZity vysledek, Ze vsechny vektory v Rl které jsou vysledkem
rozsiteni H prostoru R”, jsou v druhé mocniné rovny nule. Uvazujeme-li rozsiteni pro-
storu R", pak z Prikladu 1.40 dostavame mnozinu bodt lezicich na takzvaném null-kuzelu
Kt = {X € R**b . X2 = 0}, jimZ budeme ifkat null-vektory. Navic z konstrukce
rozsiteni vidime, zZe libovolny nenulovy nasobek takového vektoru reprezentuje stale jeden
vektor v piivodnim prostoru a plat{ K" = {aH(S(R")) : a € R\{0}}.

Zavedeme-li dale mnoZinu SA™ C A"*! jako obraz homogenizace celé mnoZiny S, tedy
SA™ = H(S(R™)), pak pravé pouze tahle mnozina vektor z R se zobrazi zpét do S”
inverznim zobrazenim H~! : X — X — e_ definovaném pravé na SA". Odtud mizeme
inverznim zobrazenim k stereografickému rozsiteni, které neuvadim a lze jej dohledat
napiiklad v [10], zobrazit libovolny vektor vyjma vektoru e, +e_ do puvodniho prostoru
R™ (vektor e, + e_ bude reprezentovat bod v nekone¢nu, ktery nema reprezentaci v R").
Uvidime, ze pro ostatni vektory ma geometricky vyznam jejich OPNS nebo IPNS. V
nasem piipadé pro A € R"*! mame

NOg(A) = {z € R" : H(S(z)) A A = 0},
NIg(A) = {x e R": H(S(x)) - A = 0}.
Celkem tedy dostavame

2
w22+1:c+i2+16++e. (1.34)
Protoze se jedna vlastné o prvek projektivniho prostoru, mizeme jej vynasobit nenulovym
¢islem bez zmény reprezentace v ptivodnim prostoru. Takovym ¢islem je bezesporu %(azz +
1). Praveé finalni tvar rozsifeni pracuje s timto nasobkem, protoze se vyrazné zjednodusi.

Celé vloZeni bodu tedy zajistuje zobrazeni C : R* — K"t ¢ R**b! definované jako

H(S(@)) =

C:m s %(:ﬁ + R (S(@)). (1.35)

Obrazek 1.6: Rozsifeni R! s null-kuzelem. Bile je zndzornéna mnoZina vektort se stejnou
reprezentaci v R!. Zluté je zndzornénd parabola, na kterou se dostane bod po vynasobeni
1(.2

Rovnice (1.35) se da déle upravit:
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Po zméné béze e, = e_ + e, a ey = 3(e_ — e, ) dostdvdme zndmy findlni tvar vlozeni
bodu v CGA:

1
Clx)=x+ 5:132600 + €y. (1.37)

Zatim jsme tedy rozsifili prostor R do prostoru R™™5! a nic nebrdni tomu, abychom
na tomto prostoru zavedli bilinedrni formu jako v Kapitole 1.1, tedy sestrojit nad timto
prostorem geometrickou algebru G,,41 ;. Uvidime, Ze geometrické OPNS a IPNS bladi
jsou ptrimo objekty v ptuvodnim prostoru.

Uvazujme konkrétni konformni geometrickou algebru G, ; a dva blady X,Y € Gé,l.

Obrazek 1.7: OPNS dvou bladt v Gy

Jejich ONPS je zfejmé linedrni podprostor, rovina v Gy, tvofend koncovymi body
vektori X, Y a pocatkem. Pojdme se podivat na geometrické OPNS bladu tvoreného
témito vektory. Plati

NOG(XAY)={zcR" :C(x)ANX AY =0}
Protoze méme k dispozici inverzni zobrazeni z null-kuZelu do R, mame
NOG(X ANY) :C_l({A EK*:ANXAY = 0})7
coz neni nic jiného nez
NOG(X ANY)=C'(NO(X AY)NK?).

Na Obrazku 1.7 je to mnozina vektorti znazornéna dvéma bilymi primkami, které kazda
reprezentuji pravé jeden vektor z R!, protoze vime, ze pohyb v téchto piimkach je jen
nasobeni nenulovym skalarem. Presnéji odpovidaji mnoziné vektori, kterou dostaneme
prinikem téchto dvou pifmek s mnozinou SA', coz jsou dva vektory, které by lezely na

Obrézku 1.7 v priiniku modré kruZznice a biljch pfimek. Vysledkem jsou dva body v R?,
takzvany dvojbod.

1.6.3 Geometrické objekty v konformni geometrické algebre G,

V tuto chvili vime, jak vypadd reprezentace bodu v CGA. Je na misté zavést dalsi
objekty. Vychazet budeme z reprezentace vnitinim sou¢inem (IPNS) a zaméfime se na
prostor R3.
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Sféra

Rovinu miizeme chapat jako sféru s nekonec¢nym polomérem, bod jako sféru s nulovym
polomérem, kruznici jako prunik dvou sfér, dvojici bodu jako prunik ti sfér a primku jako
kruznici s nekone¢nym polomérem. Proto v textu radime sféru jako prvni.

Vime, ze vektory z null-kuzele reprezentuji body z prostoru, ktery jsme rozsitovali. Pro
nas tedy z R3. Pojdme nastinit vyznam vektorii mimo tento kuZel. UvaZujme napiiklad
vektor a € R?, respektive A = C(a) € G4 ;. Déle definujeme vektor S € G}Ll jako

1
S=A- 5p2eoo, (1.38)
kde p € R. Ziejmé vektor A lezi na null-kuzelu a vektor S mimo néj. Protoze chceme do-
stat reprezentaci vnitinim soucinem, pfipomenme definici geometrického IPNS: NI (A ) =

{x e R*: C(x) - Ayy = 0}. Vyndsobme tedy vektor S s vektorem X € K*.

1
S X=A-X--ple-X

2
L, L, L, L,
:(a+§aem+eo)~(w+§weoo+eo)—§peoo-(m+§zceoo—l—eo)
_ Ly 1, 15,
=a-x 2a 2:1; +2,0
1 2, 1o
= 2(a x) +507

To znamend, ze S- X = 0 pravé tehdy, kdyZ (a—x)? = p?, jinak feceno, kdyz & = C~1(X)
lezi na sfére se sttedem v bodé a a polomérem p. Geometrické IPNS vektoru S je tedy

stéra:
NIg(S)={x eR*: 8- X =0} = {x € R® : ||z — a|® = p?}.

Stoji za zminku, Ze stejné jako pro body tu plati, Ze libovolny nenulovy skaldrni na-
sobek vektoru reprezentujiciho sféru reprezentuje stale tu samou sféru. O tom se lze jed-
noduse presvédcit vynasobenim vektoru S néjakym parametrem ¢t € R a po provedeni
stejnych tprav jako v odstavci vyse se nam na obou stranach rovnice parametr vyrusi.

Vyhodou formy zapisu jako v (1.38) je fakt, ze muzeme jednoduse zjistit polomér sféry
vnitfnim souc¢inem samé se sebou jako

S? =A% - p*A-e, = p.
Déle existuji zpusoby, jak zjistit, jestli néjaky bod lezi na sféfe, v jejim vnititku a nebo
vné. O téchto moznostech se lze docist naptiklad v [10].

Poznamka 1.41. V [10] lze najit tvar imagindrn{ sféry jako S = A + $p?e,,. Ukaze se,
ze ndsobeni S s vektorem X € K* vede na sféru s imagindrnim polomérem. Tuto sféru
vyuzijeme v Kapitole 1.8.

Rovina

P1i odvozovani tvaru vektoru reprezentujicitho sféru bylo zminéno, ze rovinu muzeme
chapat jako sféru s nekone¢nym polomérem. V nasem prostoru to znamend polozit Cast
vektoru s ey rovnu nule, tedy tento vektor odecist. Ziistane tak pouze vektor reprezentujici
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1.6 REPREZENTACE OBJEKTU

normalu a vektor e, reprezentujici nekone¢no. Uvazujme podobné jako pri konstrukci
sféry. Bud A = C(a) € G4;. Vezméme vektor P € Gy, jako

1 1 1 1 1
P=A-— §p2600 —ey=a-+ §azeOC> + ey — 5,02600 —ey=a+ 50,2600 — 5,02600.

Spoc¢téme ted vnitini soucin s vektorem X € K*.

1 1
P-X=(a+ i(a2 —plex) - (z+ 5332600 + ep)
1

—arz— (a7

1
=|lal|||=|| - 5(02 - p),

kde x| = Pqs(x) je slozka vektoru x rovnobéznd s a. Pouzili jsme stejnou tpravu jako pfi
odvozovani (1.8). Z toho vyplyvé, ze P - X = 0 pravé tehdy, kdyz Ha:H H = %. Takze v
geometrickém IPNS vektoru P leZi takové vektory & € R3, které maji danou fixni délku
komponenty v rovnobézném sméru s a. Lze si to predstavit tak, ze koncové body vsech
téchto vektorti pak tvori rovinu a vektor a je jejim normalovym vektorem. Ve vysledku
pro normalizovany vektor a = IV%II dostavame pouzivany tvar pro reprezentaci roviny se
vzdalenosti d € R od pocatku:

P = a+ de. (1.39)

KruzZnice

Déle ukazme, ze kruznici mizeme reprezentovat jako prinik dvou rtiznych sfér. Méjme
tedy 81, S2 € G4 dva linedrné nezdavislé vektory reprezentujici dvé rtzné sféry svym
IPNS. Ukazeme, ze C = S; A S je IPNS kruznice. Plati NIg(C) = {x € R*: C(z)-C =
0}. Vynéasobime-li tento vektor s vektorem X € K*, dostaneme

To znamena, ze X - C = 0 pravé tehdy, kdyz X - S; = 0 a soucasné X - Sy = 0. To ale
znamend, ze NIg(C') je mnozina bodi z R? lezicich na obou sférach Sy, Sy soucasné, coz
neni nic jiného nez jejich prunik - kruznice. Pokud se tyto sféry protinaji pravé v jednom
bodé, potom C reprezentuje tento bod. Neprotinaji-li se sféry, potom Nl (C) je prazdna
mnozina.

Primka

Piimku lze reprezentovat jako prinik dvou rovin. Muzeme postupovat ve stejném
duchu jako u kruznic. Méjme dva linedrné nezavislé vektory P;, P, € G4 reprezentujici
dvé rtizné roviny v R® v IPNS reprezentaci a vektor X € K*. Zavedme L = P, A Ps.
Podobné jako u kruznic mame

NIg(L) = {x € R*: C(z) - L = 0}

X L=X (PAP)=(X -P)P,— (X -P)P.

To znamend, ze X - L = 0 pravé tehdy, kdyz X - P; = 0 a soucasné X - P, = (. Takze
NIg(L) je mnoZina bodu lezicich v obou rovindch soucasné, tedy v jejich pruniku, primce.
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Dvojbod

Na stejném principu lze ukazat, ze existuje vektor reprezentujici dvojici bodi v IPNS
jako prinik tif sfér. Pokud mdme tii linedrné nezavislé vektory Si, Si, S3 € Gy, re-
prezentujici tri rizné sféry, potom jejich prinik miuzeme v IPNS reprezentovat jako
Pp = S, AN Sy A S;. Geometrické IPNS takového vektoru dédva mnozinu bodi v R3, které
lezi na vsech sférach soucasné, coz jsou (existuje-li prunik) dva body (pokud neuvazujeme
situaci, kdy je prunikem pouze jeden bod).

Shrnuti CGA

Tabulka 1.2 znazornuje kanonickou bazi konformni geometrické algebry bez transfor-
mace bazee,, = e_+e, aey = %(e_ —e ). Znaceni e;;), odpovidd geometrickému soucinu
e;eje; pro 1,7,k € {1,2,3,+, —} a podobné.

Stupen Nézev Bazové blady Pocet
0 Skalar 1 1
1 Vektor e, e, e3, €., €e_ )
2 Bivektor €12, €13, €1+, €1, €23, 10
€24,€2 ,€3,,€3_, €,
3 Trivektor €123, €12+, €12, €13+, €13, 10
€14—, €234, €23, €34, €4 _
4 4-vektor €123+, €123, €121, €131, €234 5
5 Pseudoskalar €193 1

Tabulka 1.2: Baze prostoru Gy

Protoze jde o ortogonalni béazi, geometricky soucin téchto prvkia je antisymetricky a
muze byt nahrazen vnéjsim soucinem. To uz ale neplati po transformaci pomoci e, a ey,
protoze lze snadno ukazat, ze e.ceg = —1 + e, ANeg= —1+ e, e_. V literatute se presto
pouziva znaceni baze CGA s notaci napriklad pseudoskalaru I = ej93,0. V této praci
budeme déle uvazovat bazi CGA ve formé vnéjsiho soucinu, jak ukazuje Tabulka 1.3.
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Stupen Néazev Blady Pocet
0 Skalar 1 1
1 Vektor €1, ey, e3, ey, € 5
9 Bivektor e Ney, e Nes, e N\ey, er/\ey, e es, 10
es N\ ey, €2 N\ €y, €3N\ €, €3\ €y, €5 N\ €
e NexsNesg, e NeyN\ey, e \ex ey,
. N eg N N ez A N A
3 Trivektor €171 €3 /A €oo; €174 €3 /1 €0, €1 /A €0 /A €0, 10

ey Nes/\ey, ea Nes /ey e e e,
esNex Neg

e Nes Nes/N\ey, e NexN\es ey,
4 4-vektor etNey Nes Neg, el NegAex N eg, 5
ex Nes/N\ex e

5 Pseudoskalar etNeys Nes\es N e 1

Tabulka 1.3: Baze prostoru G4; po transformaci
Jesté ukazme, Ze v CGA mame inverzi k pseudoskaldru I-! = —1T.
IT'=(eiNeyNesNex Ney)(—er Aey AesAes Ae).

Protoze exey = (e- +e;)s(e_ +ey) =3(e2 —e_e; +eie. —€el)= —1 + eje_,
v \v/
—€x'€0 =esc/\ep
muzeme psat
-1
II = (618263(1 -+ 80080)) (638261(1 + 80080)>
= (e1eze3 + ejeseseep)(esese; + eseserenep)
= e1€s€e3€e3€2€e] 1 €1€2e3€e362€1€,,€) 1 €1€e2e3e,€pe3e2e 1+
+ ejezezeepezere e €
=1+ e ey+ €€y + exepesey
2
=14+2(-1+eje )+ (—1+e e ).

Vyraz (—1 + e,e_)? se d4 ddle upravit: (-1 +e,e )  =1—2e,e_ + e,e_ee. =
—_————

=—eje_e_e =1
2—-2e,e_=2(1—e e ). Celkem dostavame

IT'=1+4+2(-1+ee )+2(1—e,e)
= 1.

Na zavér kapitoly je na misté shrnout do Tabulky 1.4 reprezentace objekti1, kde uvedenym
tvarim budeme fikat normalizovana reprezentace daného objektu.
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1 GEOMETRICKA ALGEBRA

Objekt IPNS reprezentace OPNS reprezentace
Bod A =a+ id’e, + €
Sféra S=A-1ipes S*=A; NA, ANA5 N Ay
Rovina P =a+dey P = A NAy; N A3 N ey
Kruznice C=5 N85, C*"=A NA; N\ Az
Primka L=P AP, L*=A NAsNey
Dvojbod | Pp =51 ASA 83 Pp=ANA,

Tabulka 1.4: Reprezentace geometrickych objeki v CGA

Poznamka 1.42. Je vhodné pripomenout, ze z IPNS reprezentace objektu dostaneme
OPNS reprezentaci vyndsobenim inverzi k pseudoskaldru a naopak, [10].

1.7 Generatory transformaci

V této kapitole se budeme vénovat zejména rotacim v R3. UkéZeme si spojitosti s kva-
terniony, grupou rotaci a Lieovou algebrou. Zkusime odiivodnit tvary vektort zajistujici
tyto transformace - generatory rotaci. Cilem kapitoly neni podat striktni a presné odvo-
zeni jejich tvart, ani disledné zavedeni vSech zminénych pojmii, ale naznaceni souvislosti
s bohatym matematickym pozadim. V Kapitole 1.5 jsme zminili, ze reflexe je ,zdkladnim
stavebnim® prvkem transformaci. Rotaci lze chapat jako provedeni postupné dvou reflexi
vzhledem ke dvéma vektortiim v roviné, jejiz normalovy vektor je osou rotace. Translaci
jako dvé reflexe vzhledem ke dvéma rovnobéznym rovinam.

Oznacéme H jako mnozinu kvaternioni. Ty se vyuzivaji pfedevsim k popsani pro-
storovych rotaci. Kazdy kvaternion muzeme napsat ve tvaru a + v, kde a € R a v =
v1t + voJ + v3k je ryze imaginarni kvaternion, ktery mtzeme chapat jako vektor v =
(v1;v9;v3) € R3 vzhledem ke klasické ortonormalni bazi. Chceme-li napifklad provést ro-
taci vektoru p € R3, chdpeme jej jako ryze imagindrni kvaternion p = pi¢ + paj + psk.
Déle potfebujeme osu a tihel rotace. Vime, zZe rotace o thel 6 kolem osy o je reprezen-
tovdna jednotkovym kvaternionem h = cos(6/2) + sin(6/2)o = e%", kde o je jednotkovy
vektor. Otoceny vektor p’ potom dostaneme jako sou¢in kvaterniontt hgh™' = p'.

Chceme li najit souvislost s geometrickou algebrou, podivejme se na bivektory. Mame k
dispozici podstrukturu, ktera je, jak uvidime, izomorfni kvaternionim. Pro jednoduchost
uvazujme geometrickou algebru nad R3. Jeji bdze je v Tabulce 1.1. Oznacme 7 = ese,,
j = ejes, k = ese;. Libovolny bivektor A € G2 pak mtZeme napsat jako A = a2 +
asj + ask. Lze se velmi jednoduse presveédcit, ze jsou splnény vsechny vztahy pro ¢, 7, k z
definice kvaternionti. Konkrétné napriklad vektor A = eje; + 2e1e3 — Seses vidime jako
A=51+25 — k.

Jednou z nevyhod kvaternionil, na rozdil od geometrické algebry, je moznost rotace
pouze kolem os jdoucich pocatkem. Vyhodou geometrické algebry oproti kvaterniontim
jsou pak i translace. Navic pii praci s kvaterniony rotujeme pouze body, nikoliv objekty
v geometrickém slova smyslu.
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1.7.1 Grupa rotaci

Rotace jsou ziejmé linedrni zobrazeni v R3, proto kazdou miiZeme reprezentovat matici
vzhledem k vybrané bazi. Pokud vybereme ortonormélni bézi prostoru R3, bude kazda
rotace popsand matici 3x3 s determinantem rovnym jedné a splitujici AAT = I, kde I je
jednotkova matice. Dostdvame se tak k mnoziné SO(3) redlnych ortogonalnich matic 3x3
s determinantem rovnym jedné. Se skladanim zobrazeni jde o grupu vsech rotaci kolem
pocatku souradnic v R3. Ve skute¢nosti jde o Licovu grupu, ale to je pojem, ktery piesahuje
ramec této prace a budeme jej chapat velmi zjednodusené a ziistaneme na tirovni mnoziny
matic. K této grupé existuje Lieova algebra so(3), kterou budeme chépat jen jako mnozinu
3x3 redlnych antisymetrickych matic spolu s exponenciadlnim zobrazenim. Exponencidlni
zobrazeni exp : 80(3) — SO(3), definujeme pro matici A € s0(3) jako

= 1
exp(A) = EA”. (1.40)

n=0

Obecnéji se pracuje v R", takze obecnéji mame exp : s6(n) — SO(n). Mé&me pro jedno-
duchost napiiklad matici z R?

0 —0
0 0

A:

Spoctéme pro ni exp(A). Protoze exp(A) = I+ A+ 5 A* + 5 A%+ L A* +. .- spoctéme
nejdiive prvnich nékolik ndsobki matice A.

-6 0 0 —6
A? = o | T —’I, A= A’A=—0’A= ;
0 -6 0 0
g+ 0 0 —6*
A= A2A? = 9'T = . AP =0'A=
0 o4 6+ 0

Jak budou vypadat dalsi mocniny matice A je zfejmé. Matice exp(A) vypada tedy takto:

N (TS VRN W CRT—
b — 50"+ — 50+ 50— sin(f)  cos(0)

coZ je matice rotace v R?. Pokud bychom pouZili exp na vétsi antisymetrické matice,
dostali bychom matici rotace pro vyssi dimenze. Zanedlouho uvidime, ze pouziti expo-
nencialniho zobrazeni na jednotkovy bivektor vede na analogii matice rotace v geomet-
rické algebTe - generdtor rotace rotor. Zjistime totiz, ze mizeme ztotoznit antisymetrickou
matici s bivektorem nebo i ryze imaginarnim kvaternionem.

1.7.2 Algebra vnéjsiho soucinu

Geometrickd algebra je gradovany vektorovy prostor. Pokud budeme uvazovat podpro-
stor bazovych bladi stupné dva, ukédzeme, Ze je lze ztotoznit s antisymetrickymi maticemi.
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1 GEOMETRICKA ALGEBRA

Berme v tvahu A*(R") = span{e; A ey, e; Aes,--- e  Aen,esAes, - e, 1 Aey}, kde
se omezime na priklad n = 3. Kazda antisymetrickd matice A je tvaru

0 b ¢
A=1|-b 0 d
—c —d 0

Takovou matici muzeme identifikovat jako b(e; A es) +c(ey Aes) +d(es Aes), takze 1 jako
—di + ¢j — bk. Jinak feceno existuje izomorfismus mezi \*(R?) a so(3) a H.

Diky témto izomorfismim tak mtzeme ztotoznit, jak jiz bylo zminéno, antisymetric-
kou matici, bivektor i ryze imaginarni kvaternion. Pisobeni exponencialniho zobrazeni
na bivektor tak vyusti v prvek generujici rotaci. Navic toto exponencialni zobrazeni je
zobrazeni z bivektori, respektive algebry vnéjsiho soucinu, do geometrické algebry, tedy
vlastné z Lieovy algebry do jeji Lieovy grupy (kterd je algebrou ve smyslu vektorového
prostoru).

1.7.3 Rotace

Vime, 7Ze rotace mame hledat mezi bivektory. Nasli jsme izomorfismy, které jsou dobrou
motivaci pro zavedeni exponencialniho zobrazeni z prostoru /\2(R3). Kazdy vektor mi-
zeme chépat jako né¢jaky nésobek jeho normalizované verze. Pouzijme exponencidlni zob-
razenf na o nasobek takového bivektoru N € A*(R?).

N N)? N)3
exp(ozN)zl—ka +(0z )+(oz )+

1! 2! 3!
Lze snadno nahlédnout, ze N2 = —1. Diky tomu dostédvame
o ot a o ad
exp(aN):(1—?+Z—--~)+N(ﬁ—§+a—---) (1.41)

= cos(a) + N sin(«).

Zobrazeni exp je tedy zobrazeni z bivektori do geometrické algebry. Ukazme, Ze ndm
vysel v obecné formé prvek zajistujici rotaci.

Budte 1 a 7 jednotkové vektory z G svirajici thel #/2. Chceme-li otocit vektor x € G,

provedeme dvé reflexe s vyuZitim m a n. Po prvni reflexi dostdvame vektor nxzn !, po

druhé reflexi vektor mnxnlm .
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mnrnm

nrn

Obrazek 1.8: Rotace vektoru pomoci dvou reflexi

Oznaéme R = mmn. Potom dostdvime R™! = n~'m~! = nm = R, protoZe pracu-

jeme s jednotkovymi vektory. Celkem dostavame rotaci o dvojnasobek ithlu mezi n a m.
Navic plati R = mn = 1 - R+ m An = cos(d) — HZQ—Z” sin(%). Odvodili jsme tak tvar
prvku geometrické algebry, ktery se nazyva rotor. Rotor R budeme uvadét ve tvaru

R = cos(g) —L sin(g), (1.42)

kde L je normalizovany bivektor reprezentujici osu otaceni. Lze jej napsat i ve tvaru
R=e1l, (1.43)

Rotaci objektu o potom dle [4] dostaneme sou¢inem op = RoOR.
Uvazujme nyni matici

0 —40
6 0

A:

Pouzitim exponencionalniho zobrazeni dostaneme matici rotace v roving, jak jsme ukazali
v Kapitole 1.7.1. Diky izomorfismu mezi antisymetrickymi maticemi a bivektory (pres-
né&ji mezi Licovou algebrou s0(3) a algebrou vnéjsiho soucinu A\*(R™), kterd je tedy také
Lieovou algebrou) muzeme tuto matici chépat jako bivektor —f(e; A e3). Pouzijme nyni
exponencialni zobrazeni na tento bivektor.

—9(61 A 62) n (—9(61 VAN 62))2 N

exp(—0(e1 Nes)) =1+

1! 2!
_1—%(61/\62)—2_2!‘1‘2_?(61/\62)"’%"_"‘
:(1—2—2!—1-%1—'“)4—(61/\62)(_1—!8—1-2—?—i—?—f—"')
:(1_2_2!+Z_T_...)_(el/\e2)(%_z_j+i_j_...)

= cos(0) — (e1 N ey)sin(0).

Vysledkem je presné rotor pro rotaci v roviné kolem pocatku (pfesnéji kolem osy repre-
zentované normalovym vektorem roviny tvorené vektory e; a ep). Uvédomme si ale, ze
pouziti takového rotoru vyusti v rotaci o tihel 26.
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1 GEOMETRICKA ALGEBRA
1.7.4 Translace

Precizni a Uplné odvozeni tvaru translatoru pfes reflexe lze dohledat v [10] nebo [1].
V této préaci jsou shrnuta fakta z tohoto pristupu.

Méjme Py, Pg € G} 11,1 vektory reprezentujici v IPNS dvé rovnobézné roviny. Necht a
je jejich normalizovany normalovy vektor a dy,ds; € R jsou jejich ortogonalni vzdalenosti
od pocatku. Tyto roviny jsou pak tvaru Py = a + dié,, Pg = a + dye.. Bud € R”
bod, ktery chceme posunout. Tento bod je reprezentovany vektorem X = C(x) € G,111.

Provedeme-li operaci PAX Py = (a + diex)(x + %:c?eoo + ep)(a + dies), potom
lze ukéazat, ze tento vektor lezi na K" a jeho zpétnou projekci do R” je vektor y =
x+2(dy—a-x)a. Dostali jsme tak reflexi. Provedeme-li druhou reflexi jako Pg Py X P Pg,
vysledkem bude vektor z = C1(PgPy X PyPg) = = + 2(dy — dy)a, ktery je oproti x
posunuty ve sméru a o vzdalenost dvojnasobku vzdalenosti rovin Pg, P4. Vektor T =
PP, tak oznacime jako transldtor. Ten je ve tvaru

T = (& -+ d2600>(& -+ dleoo) =1- (dg — dl)&eoo.

Nakonec se definuje vektor t = 2(dy — dy)a jako vektor translace. Finalni tvar translatoru

T potom dostavame jako

1
T=1-tex. (1.44)

Diky tomu, Ze e* = 0, mizeme psat T' = 1 — %teoo =1- %teOo + %(—%teoo)2 4=

1 . . v
e~ 2= Translaci objektu o potom dostaneme souéinem or = ToT'.

1.7.5 Rotace kolem libovolné osy

V G411 miZeme provadét rotaci kolem libovolné osy. Pokud pouzijeme translator T
na rotor R, obdrzime vektor T'RT', ktery oznacime jako G. Jestlize provedeme operaci
GXG, kde X = C(x), obdrzime

roEzEce
TR TXT RT.
t 1 —t

-~

translace o £

J/

Vektor )
G =TRT (1.45)

se nazyva obecny rotor. Checeme-li ziskat iplné obecny pohyb, musime pridat jesté jeden
translator zajistujici translaci ve sméru osy otaceni. Obecny rotor tento pohyb neumozno-
val, pouze nam umoznil rotovat kolem libovolné osy jdouci uvazovanym bodem. Takovému
rotoru, ktery bude zajistovat obecny pohyb, budeme tikat motor M a je ve tvaru

M = T,T,RT;, (1.46)

kde Ty zajistuje translaci podél osy rotace.
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1.8 DEKOMPOZICE DVOJBODU
1.8 Dekompozice dvojbodu

V této kapitole ukdzeme, ze muzeme z reprezentace dvojbodu extrahovat jeden, pri-
padné druhy z jeho bodi. Predstavme si, ze mame dva riizné body a a b v R". Mzeme
sestrojit primku £ prochézejici témito body a najit stfed mezi témito body « = GTH’. Jisté
potom plati a, b = +rd, kde r je polovina vzdalenosti mezi body a a b (polomér sféry se
stfedem v @, na které lezi body a a b) a d je normalizovany smérovy vektor primky L.
Méame tak nastroj, jak z dvou boda vybrat jeden z nich a nyni budeme hledat analogii
pro CGA.

Déle budeme znacit se symbolem ,,x*“ IPNS reprezentaci a bez tohoto symbolu OPNS
reprezentaci. ProtoZe budeme demonstrovat tuto dekompozici v R3, uvazujme CGA nad
timto prostorem.

Uvazujme nyni prunik piimky L a sféry S. Predpokladejme, ze polomér sféry je mensi
nez ortogonalni vzdélenost jejiho stfedu od primky, tedy ze prinikem je dvojbod. Necht
A =C(a), B = C(b) reprezentuji dva rizné body a @ = AAB necht reprezentuje dvojbod
tvoreny témito body. Vektor L = QAe,, = AN B Ae,, potom reprezentuje OPNS primku
prochazejici body a a b. Ukazme nejprve, co reprezentuje vektor P* = (A A B) - €.

1 1
(ANB)-ex = ((a+ ;0% +e0) A (b+ Jbex +e0)) - e

1 1
:a/\b-eoo—l—§b2a/\eoo-eoo+a,/\eg-eoo—|—5612800/\b-eOO

1 1
—|—50,2600/\(30~eoo—i—eo/\b-eoo—l—§b2<20/\eoo~eOO
1 1
:O—{—O—a+0—§azeoo+b+§bzeC>O
1
:b—a+§(b2—a2)em. (1.47)

Vlek;uorzp* je tedy IPNS reprezentace roviny kolmé na primku L s ortogonalni vzdalenosti
s (b*—a
Aol
V literature se casto zavadi operace join a meet, jez pracuji s podprostory, které
reprezentuji ucastnici se blady (viz [10] str. 84). V naSem odvozeni vyuzijeme faktu, ze
prinik pfimky L a roviny P* lze najit jako jejich meet. V nasem konkrétnim pripadé to
znamena soucin P*- L. Pokud se podivame na vyraz za druhym ,=* v odvozeni roviny P*
v (1.47), misto vnitinich soucini s e, budou v pripadé piimky L vnéjsi souciny. Snadno

od pocatku, ktera prochazi v poloviné usecky tvorené body a a b.

28



1 GEOMETRICKA ALGEBRA

tak nahlédneme, ze L = AN B ANex =a/AbA ey + (a—b)AeyA ey. Spoétéme nyni
sou¢in P* - L.
1
P L= ((b—a)+§(b2—a2)eoo) (@AbAesx+(a—b)AeyAesy)

=(b—-a)-aNbhey+(b—a) aeyNex+(b—a) - (—bley A ey +

-~ -— -~

@ @ ®)

1 1
—|—§(b2 —az)eoo-a/\b/\em+§(b2 —a’)es - aey A ey +
@ ®
1
+ §(b2 —a’)es - (—b)ey A es

Pro prehlednost rozeberme jednotlivé souciny.

Soucin Vysledek
((a2 — ba)(arbs — asby) + (az — bs)(arbs — asby))erex+
+((br — a1)(arby — ashy) + (as — bs)(asbs — azbs))ese+
+((b1 — a1)(arbs — asby) + (by — as)(azbs — azbs))esen.
(a1(61 —ay) + az(by — as) + az(bz — ag))eo A€o
(bi(ar — b1) + ba(as — ba) + bs(az — bs))eo A e
0

©

s(b*+a*)a ey

@®E®E

1B ad)b A en
Tabulka 1.5: Vysledky sou¢ini v P* - L

Vsimnéme si, ze po secteni @ a @ vznikne u bladu eg A e« koeficient —((a; —b1)* +
(a2 —ba)* + (a3 —bs)?) = — S (@i — b;)?. Pro lepsi orientaci zavedme oznacent visledku

v . v . o . 1 1
soucinu @ jako u A e, a souctu koeficienti z @ a @ jako —3 (tedy 8 = m)
Tabulka 1.5 se tak zjednodusi do tvaru

Soucin Vysledek

@ U N ey
@—l—@ —%eo N €so

(4) 0
(5)+(6) | 3(0* + a*)(a—b) Aex

Tabulka 1.6: Vysledky soucinti v P* - L po zméné znaceni
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Sec¢teme-li vSe dohromady, dostavame
* 1 2 2 1
P - L= (u+§(b +a )(a—b))/\eoo—geo/\eoo,
1
~ —B(u—l—§(b2+a2)(a—b))/\eoo+eo/\eoo. (1.48)

Protoze libovolny nenulovy skalarni nasobek nezméni reprezentaci, symbol ,,~* znamena
rovnost az na nasobek nenulovym skalarem. Podivame-li se na vyraz (1.48) dikladné, jde
o tvar tAey +egAes, kde t € R3. Jednd se o takzvany homogenni bod. Homogenni bod je
dvojbod, ktery obsahuje bod v R? a bod v nekonecnu. Jestlize méame ¢ € R3 a T = C(¢),
potom H =T A e, je reprezentace homogenniho bodu. Protoze bod v nekone¢nu nemé
reprezentaci v R3, jsou H i T reprezentace bodu ¢, prestoze T = t + %t2eoo + €y a
H =tN e, + ey ey. Celkem jsme dostali, ze Xy = P*- L je OPNS reprezentace bodu
v poloviné mezi body a a b.

UkéZzeme déle, Ze soucin Q - L' je reprezentace sféry se stfedem v bodé reprezen-
tovaném vektorem Xy a polomérem rovnym poloviné délky tsecky tvorené body a a b.
Uvédomme si, ze A, B i e, jsou jisté 1-vektory. L = A A B A e, je potom blade stupné
3. Lze se snadno presvédcit, ze L = —L, takze

L —L L

L_1: p = = .
LL —-LL L+xL

Spoctéme tedy nejdiive L * L.

L«xL=(aAbAhex+(a—b)AeyNex)*(arbAes+ (a—b)AeyAey)
:(a/\b/\eoo)*(a/\b/\eoo)+2(a/\b/\eoo)*((a—b)/\eo/\eoo)
+ ((@—b)AegAex) * ((a—b) Aeg A ex)

=040+ ((a1 — b1)* + (az — b2)? + (a3 — b3)*)
1

3
Je velmi dilezité poznamenat, Ze tento vysledek plati pouze pokud pracujeme s dvojbo-
dem @, ve kterém se vyskytuje wedge normalizovanych bodi A a B. P1i feseni problémi
se ale setkdvame s dvojbodem zadanym jako prinik t¥i sfér v prostoru, respektive dvou
kruznic v roviné (IPNS forma). Dudlni operaci potom dostaneme OPNS reprezentaci, ale
nikoliv normalizovanych bodti. Ve skutecnosti dostaneme néjaky nasobek normalizované
reprezentace. Tento nasobek sice nema vliv na reprezentaci, ale ma vliv na vysledek ska-
larniho sou¢inu. V nasem odvozovani si jej ale mizeme dovolit zanedbat a polozit roven
jedné, coz jsme udélali v predpokladech, nebot vychazime ze standardizovanych bodi A
a B, respektive z dvojbodu tvorenym témito body. Na konci odvozeni ukédzeme, Ze tento
nasobek skutecné nema vliv na platnost vzorce pro extrahovani bodi z dvojbodu. Vypo-
et se nam tak zjednodusi na Q - L' = 8(Q - L). Pro jednoduchost spoc¢téme nejprve
soucin Q - L.
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1 GEOMETRICKA ALGEBRA

Q-L=(ANB)- (AANBAey)
1 1 1
:(a/\b—|—ibza/\eocﬂ—a/\eo—l—§a2600/\b+§a2600/\eg+eo/\b+
1
—bgeo/\eoo)-(a/\bAeoo+(a—b)/\eeroo)

\)

:(a/\b).(a/\b/\eoo)+(%b2(aAeoo))-((a—b)/\eo/\eoo)—l—

(.

D ® ’
(a/\eo)-(a/\b/\eoo)+£a/\€o)'((a_b)/\eﬁ/\eOO)j"'
® @

(%a?(eoo Aeg)) - ((a—b)AegAex)+ (%a,2 (e AD)) - ((@a—b) Aeg Aex)+

® ©®

\(eo/\b)-(a/\b/\eoo)j—l—\(eo/\b)'((a_b)/\eo/\eoo)j"'

S
()3

Vynechali jsme souciny, které se vynuluji. Rozeberme zbylé souciny postupné a pro do-
drzeni rozumné délky zapisu zvolme substituci x = a0y — agby, y = a1bs — azby, z =
asbs — azby. Jde o koeficienty vektoru a A b = reie; + yeies + zeqes.

Soucin Vysledek

—(2* +y* + 2%)ex
b2 (a1(ar — by) + as(az — by) + az(as — bs))ex
(asx + azy)e; + (azz — a1x)es + (—ayy — azz)es
(=1)(ai(ar — by) + as(az — ba) + as(as — bs))eo
_la (a—b)

—1a?(bi(ar — by) + ba(az — ba) + bs(as — bs)) ex
(—boxr — bsy)e; + (—bsz + bix)es + (biy + baz)es
(bl(al —b1) + ba(ay — be) + bz(az — bg))@o
sb%(a —b)

Tabulka 1.7: Vysledky sou¢ini v Q - L

CICIOIIOIOIOION®
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1.8 DEKOMPOZICE DVOJBODU

Vsimnéme si, ze @,@,@,@ jsou v souc¢tu vektor z R3. Navic soucet @ a @ je

presné vektor u. Dostavame tak

Q- L= ﬁ(%(bz —a’)(a—b)+u+ (% <b2 (a1(ar — b1) + az(ag — by) + as(as — bs))—
—a®(bi(ar — by) + ba(az — by) + bs(as — bg))) —a? =y - z2> €oo—
— ((a1 = b1)* + (a2 — b2)* + (a3 — b3)2)eo>. (1.49)

Uvédomme si, 7e koeficient u eq je vlastné — 30 (a; — b)) = =87, Ve vysledku tak
po vyndsobeni 5 dostavame u ey méné jednicku. Uvazujme vektor X = C(x), kde x je
vektor z R? reprezentovany vektorem X g. Tusime, Ze vysledkem mé byt sféra se stiedem
v bodé & a polomérem rovnym poloviné normy ||a — b||. Protoze IPNS tvar takové sféry je
S* =X - %,02800 =x+ %:132600 +eg— %,02600, miizeme koeficient u e, ve vektoru Q - L1
uvazovat jako soucet casti Vyjadfujici polomeér sféry a normu vektoru jejiho sttedu. Vime,
la—bl 2 _ locbl? _ Zia(a—hy?

ze polomér p = , potom 2 50 3 , kde vyraz v citateli neni nic
jiného nez 371 Vytykanlm se d& potom koeficient u e, upravit do tvaru 3(a? + b? —

(a1b1 + CLQbQ + agbg)) ( — l(albl + a2b2 + agbg)) 56_ ( — —(Clel + a/2b2 + ngg)) Urcite
miiZeme pri¢ist a odedist v pravé zavorce &islo 3 Dostaneme tak soucet ¢asti vyjadiujici

polomér a &4sti vyjadiujici normu vektoru 51 ((b* — a?)(a — b) + u). Provedme.
1
/8/8_1( _ §(a1b1 =+ a2b2 + (l3b3))€
1 1
=(—=(mb b b o =
( 2(@1 1+CL2 2—|—a3 3) 85 Sﬁ)e
L (1(b+ by + b)+1)e
=—e.— (=(a a a — e
% 50101+ azbz + ashs) + o5
Hned j L= Zalash? 1 Ukagme ddl by + ashy + azh ~
ned je ziejmé, ze gz = ==Sg—— = +p?. Ukazme déle, Ze $(aiby + asbs + ashs) + B =
sa? = §H:c|] . Skutecné,
3 3
1 11 a?+b> - 203 a;by)
5 ibi 2 5 ibi) + = =
2(;“ )t 35 2(2“ )+ 3
_ 4(2? L aibi) +a® +b% — (Zz 1 4ibi) _e +b2+2(21  4ibi) _ ||a,2+b2H2 _
8 8 8
_ A+ o7
24
Pokud budeme déle upravovat rovnici IH'ITH = ||a:||2, vynasobenim dvéma a odmocné-

nim (které je v poradku, jde vzdy o nezdpornd éisla) dostaneme =||z||. To je ale
prece pravda, nebot x je stfed kruznice a polovina souctu vektori a a b je presné vektor
urcujici stred tsecky tvorené témito vektory.

a+b]
2
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Béhem odvozeni nam vysel méné jedna néasobek standardizované sféry, dostavame

~ _ b||? 3 (ai—b;)? v/

viastné S* =Q - L' ~x + %HCHT”eOO +ey— %Meo@ =X - %pzeoo, kde ~ znaci
rovnost az na nenulovy skalarni nasobek, v nasem pripadé —1, a

T = (—1),6’(%(b2 —a’)(a—b) +u).

Mame k dispozici normalizovany tvar sféry. Jeji polomér mizeme jednoduse dostat

jako
-~ /Q-Q

Vyraz pod odmocninou nenf nic jiného nez S*2. Protoze S* je non-null blade, geomet-
ricky soucin jeho samého se sebou je roven skaldrnimu, respektive vnitinimu soucinu (u
vnittniho souc¢inu bude vzhledem ke stejnému stupni tcastnicich se bladi projekce na
stupeit nula). Z toho dostavame §** = X2 — p?X - e,,. Protoze X je konformni rozsiren{
bodu @, jeho druhd mocnina je nulova (lezi na null-kuzelu). Zrejmé X - e, = —1, a proto
S*% = p?. Proto plati vzorecéek pro vipocet poloméru (1.50).

Vzpomenme si, na zacatku kapitoly bylo feceno, ze z dvojice bodi v R" lze vybrat
jeden nebo druhy z jeho bodl pomoci piimky tyto body spojujici a sféry se stfedem ve
stredu téchto dvou bodt. Nyni mame tyto objekty k dispozici v ramci CGA a uvidime, ze
do jednoho, respektive druhého konformniho bodu se dostaneme, kdyz k imaginarni sfére
se stfedem v & a imaginarnim polomérem rovnym r pricteme, respektive odecteme rovinu
prochézejici jejim stiedem a kolmou na pfimku L. Nejprve ukaZzme pro R?, Ze skutecné
plati vzorecek uvadény v literatuie. Napiiklad v [4] nebo [1] najdeme vzorecek

ap_ @ QQ
eoo'Q

diky kterému muzeme z dvojbodu ziskat jednotlivé body. Ve skutecnosti pri pouziti presné
tohoto tvaru dostaneme méné jedna nasobek konformniho bodu. Dokazme nyni, ze kdyz
vezmeme verzi s rozdilem, dostaneme bod A. Uvidime totiz, ze bod B bychom dostali
analogicky souctem.

(1.51)

Véta 1.43. Bud G4 ; konformni geometrickd algebra. M&me vektory a,b € R®* a A =
C(a), B =C(b) € G4;. Déle necht Q = A A B. Potom plati
/@ Q+Q

€x - Q '

Diikaz. Z¥ejmé A = —(Q — /Q - Q)(e - Q) L. Inverzi k e, - Q najdeme podobné jako
u primky L. Hned vyjde (e - Q)™ = % Rovnost (1.52) tak prejde déle na tvar

A= (1.52)

A=—7—7(Qlex Q) —VQ Qex- Q).

33



1.8 DEKOMPOZICE DVOJBODU

Pripomenme substituci x = a1by — aghy,y = a1b3 — azby, z = asbs — azby, kterou budeme i
nadéle vyuzivat. Je tfeba spocitat souciny Q(e~ - Q), e - Q a Q - Q. Provedme.

QQ::—<$2+Z/2+Z Zazz +b2 ( b2)2+<§a’2)2

1
= (22 +y? + 22) Za” 240 + (2(aQ+b2))2

3

— = (%(a2 + b%) — (Z aibi))Q-

=1

Proto Q- Q = 3(a® + b%) — (27 aiby).

1 1
eoo-Q:eoo-(aAeO)+eoo-(EaQeoo/\eo)+eoo-(eo/\b)+eoo-(§b260/\eoo) =
%/_/ NG —

—a ~~ ——b ~\~

1
=a—b+ E(a2 —b%)en.

V Tabulce 1.8 jsou vysledky nenulovych soucini v Q(ey - Q).

Soucin Vysledek
(a Ab)(a —b) u
1(a* - b*)(a Ab)es 1(a@*—b*)(aNbles
((a—b)ey)(a —b) —%eo
((a? = b?))((a — b)eg)ex U a2)(a b) + 3(a’® — b?*)(a — b)eyg A e
1p%(a A exo)(a — b) ( 152(% ai(a; — bl))> +1b%(a Ables
—3a’(bAex)(a—b) (%aQ(Z - z)))eoo——a (aAb)e
(30 - BPlew A o) - (30 - e e
s(a? — b*)(ex Neg)(a—b) —3(a*> —b*)(a —b)(ep N ex)

Tabulka 1.8: Vysledky soucini v Q(e - Q)

Podivame li se na Tabulku 1.8 dikladné, vSimneme si, Ze vSechny blady stupné 3 se
nakonec odectou a zistanou pouze blady stupné 1 (plati vliastné Q(e..-Q) = Q- (ex-Q)).
Abychom dokézali, ze dostaneme bod A, je treba ukazat, ze koeficient u vektoru eq je
jednicka, soucet vektorti z R? dava skuteéné vektor a a u vektoru e, musi byt dvojnisobek
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1 GEOMETRICKA ALGEBRA

druhé mocniny normy vektoru a. Uvédomme si, ze kdyz vSe seCteme, u vektoru ey mame
. 1 -1 _ p1 _
koeficient —“IL 5 — BB =1.
Déle ukazme, ze koeficient u e,, dava druhou mocninu normy vektoru a.

_ ﬁ (( _ %bQ(iai(ai - bi))> i (%G'Z(Zi;bi(ai - b,-)))) _

1=

E e i e

1
2L -L

( — CI,2CL1b1 + an% + GQb% — b2a1b1 — a2a2b2 + bQCL% + a2b§ — b2a2b2—
3
1 1
— a’azbs + b’a; + a’b; — b’azbs + §(a2 —b%)% + (é(a2 +b%) — (Z a;b;))(a® + b2)> —

i=1

1
RETAY ( —a’a;by + bzaf + a2b% — b2a by — a’aybs + bzag + a2b§ — bPagby+
+ a4 — a2b2 — (12<CL1b1 + a2b2 + a3b3) + bZ(Clel + a/2b2 + Clgbg)) =
1 9/ 9 19 ) a’L-L 1,
2L«L<a (a +b (@1b1+a2b2)) YA 54
Nakonec je tfeba ukdzat, ze vysledkem —+7(u + (b* — a?)(a — b) — V/Q - Q(a — b))

je vektor a. Lze podobnou tvahou jako pri odvozovani koeficientu u e,, postupné cely
vyraz uvniti zavorky roznasobit a po jednotlivych slozkach vektort vytykat a; pro dané
e;. Dostaneme nakonec ﬁ(ai(—L . L)) = a; pro dané e;, kde i € {1, 2, 3}.

Celkem jsme tak dostali vektor A = a + %a2 + eg presné ve formé predpokladu véty.
Timto je dikaz proveden. ]

Vratime-li se k formé vzorecku (1.51), tak jsme ukézali, Ze vektor _—W skutecné
reprezentuje bod a. Presnéji mame _—VfQQJrQ ~ A. Vyse bylo zminéno, ze extrahovani
jednoho bodu z dvojbodu neni nic jiného, nez soucet imaginarni sféry se stredem v bodé
x a polomérem r a roviny prochézejici bodem x a kolmé na primku L. Protoze z rovnice

(1.51) dostavame méné jedna néasobek normalizovanych bodi, vezméme si jeji pravou
stranu s opa¢nym znaménkem a upravujme.

QR+ Q _ —(Q+VQ Q)lex- Q)"

eoo'Q
- @V Q2
Q(eoo'Q) \/QQ eoo'Q

L-L VL. L L L
" —— ——

imagindrni sféra

(1.53)

jeji polomér normalizovana
rovina

Jedna-li se skutecné o takovou imagindrni sféru, jak tvrdime, mizeme pokracovat v tpra-
vach:

_Q(eooQ):F VQ'Q'GOO.Q

=X+ 17’2600 Trv/Blex - Q) =

L L "VIL VI L 2
1 1 1
=z + j2’es + e+ grlen FrV/Ba — bt S (a” — bex). (1.54)
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Déle budeme chtit ukazat, ze vyraz (1.54) je bod A, budeme tedy uvazovat soucet misto
F (nésobili jsme uz méné jednickou, proto soucet zde znamena ve skutecénosti od¢itani v
ramci vzorce (1.51), coz je v poradku, pokud chceme ziskat bod A). Abychom ukazali, ze
se jedna o bod A, je treba, aby koeficient u vektoru ey byla jednicka, coz je ale zfejmé.
Dale je treba, aby euklidovska ¢ast davala vektor a. Uvazujeme-li tedy euklidovské vektory
z vyrazu (1.54), kde zfejmé @ = %t dostdvdme

atb . JBla-b) ,
—_———

2
M jednotkovy smérovy
dvi)%irk?gdu vektor primky
prochazejici
body a a b

coz je presné tvar x+rd, o kterém jsme hovorili na zacatku kapitoly, kde d je soucasné
jednotkovy normalovy vektor roviny e, - Q. Nakonec je tfeba, aby koeficient nasobici ey,
byl roven dvojnasobku druhé mocniny normy vektoru a. Sec¢téme tedy koeficienty u e,
z vyrazu (1.54):

1 1 1
_$2+—T2+T\/E§(a2—b2),

2 2
kde /3 = ”b;‘l” ||b—1aH = %, proto

Lo 1, Lo o 29 1 lla+b|* [b-al®  2a*-2b
- - “(a?—b%) = - -
5% 5T —i—r\/EQ(a ) 2( T T 1t 1 )
C1,a?+ 02 +2300 (ab) + 0 +a? - 2370 (ab) + 2a% —2b%,
= 5( 1 ) -

1
= -a’.

2

Timto jsme ukéazali, ze skutecné dostaneme body z dvojbodu souctem, respektive rozdilem
specialni imaginarni kruznice a specialni roviny.

Na zavér si ukazme, ze zanedbanim nasobku ze skalarnich soucinti jsme se nedopustili
chyby. Jak bylo zminéno, ve skutec¢nosti se budeme setkavat s dvojbodem zadanym jako
prusecik dvou kruznic v roviné nebo tii sfér v prostoru. Z této reprezentace (IPNS) dosta-
neme vynasobenim inverzi k pseudoskalaru OPNS reprezentaci, ktera je obecné urcitym
nasobkem normalizované verze. Misto @ = A A B tak dostaneme Q' = cA A B, kde

¢ € R\{0}. Uvédomme si, ze v prvnim ¢élenu vzorce (1.51) dostaneme %, takze

nasobek se zkrati. V druhém c¢lenu podobné C—W Nezajima-li nas tedy normali-

zovany tvar a jde-li pouze o reprezentaci, mizeme pouzit vzorecek

AB~(Q+t+/Q Q)lex Q). (1.55)

Chceme-li naopak normalizovany konformni bod, mtizeme pouzit vzorecek

1
A,Bz—ﬁ(Qi\/Q-Q)(eo@-Q). (1.56)
Priklad 1.44. Spoctéme body pruniku kruznic S,, Sy, S., které maji poporadé stredy v
bodech @ = —e; + e; + 3e;, b = 2e; + e3, ¢ = e; — 2e3 + 2e3 a poloméry r, = 3, 1, = 2,
re = 3.
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1 GEOMETRICKA ALGEBRA

Problém prevedeme do CGA a dostavame body a kruznice:
L, Ly
A:a+§aem+eoza+5.56m+eg, Sa:A—éraeoo:a—i—eoo—i—eo,
1 1
B=b+ §b2600 + ey = b+ 2.5e, + e, S, =B — 57"5600 = b+ 0.5e,, + ey,

1 1
C:C+§C2€m+€020+4.56m+60, Sc:C—érgeoo:c+eo.

Prinik kruznic je dvojbod S, A Sy A S.. Zde na chvili zistaneme u nerozepsanych tvart
vzhledem k délce zapisu. Tento dvojbod médme v IPNS reprezentaci. Chceme-li pouzit
nékterou formu vzorecku (1.51), je tieba ziskat OPNS reprezentaci, tedy vynasobit IPNS
reprezentaci invezri k pseudoskalaru:

(Sa ASyAS)I = — (S, ASyAS.)(er Aex Aes Aes, Aep).

Oznac¢me pro prehlednost vysledek tohoto soucinu jako Q. Zkonstruujme déle primku
L prochéazejici timto dvojbodem, tedy L = Q A e,,. Nyni mame vse potiebné k tomu,
abychom dostali body z dvojbodu Q jako soucet, respektive rozdil, imaginarni sféry a
roviny jako v (1.53):

]

Simz—M, r— P:eOO'Q

L-L L L’ VL L
Sim = 1.06e; + 0.513ez + 1.593e3 + 3.226e,, + €y, r = 1.58535,
P = —0.57735e; — 0.11547e5 — 0.80829e3 — 1.96299%¢..
Nakonec tak dostavame z S;,, F rP body

]

X = (1.06 + 1.58535 - 0.57735)e; + (0.513 + 1.58535 - 0.11547)ea+
(1.593 4 1.58535 - 0.80829)es + (3.226 + 1.58535 - 1.96299)e, + €
= 1.98197e; + 0.69639e, + 2.87476e3 + 6.33870e, + ey,

a podobné
X5 =0.15136e; 4+ 0.33027e, + 0.31191e3 + 0.11464e., + €.

Vsimnéme si, ze jsme skutecné dostali body v normalizovaném tvaru, proto jsou reSenim
primo jejich euklidovské casti, tedy

x; = 1.98197e; + 0.69639%¢, + 2.87476e3,

Ty = 0.15136e; + 0.33027e2 + 0.31191e3.

1.9 Geometricka algebra Gs;;

Protoze druhé ¢ast prace resi problém inverzni kinematiky v roviné, popisme geome-
trickou algebru nad R2. V predchozich kapitolach byla provedena pozorovani a odvozeni,
které ve zkratce shrneme pro algebru Gs ;. Predevsim rozsitujeme prostor R? jak jsme po-
psali v Kapitolach 1.6.1 a 1.6.2. Cilem kapitoly je podat shrnuti toho, co budeme vyuzivat
pri feSeni problémt inverzni kinematiky.
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1.9 GEOMETRICKA ALGEBRA Gg,
Baze

Nésledujici tabulka zndzornuje bazi geometrické algebry Gs ;.

Stupen Néazev Béazové blady Pocet
0 Skalar 1 1
1 Vektor €y, ey, ey, € 4

. eirNey el Ney, e1 N\ e
2 Bivektor ’ o ’ 6
€ N\ ey, €2 N\ ey, €5 N €

e;Nex\ey, e Nes e,
3 Trivektor ! 2 oo =1 2 0
eiNexNeg, e Ney N eg

4 Pseudoskalar erNey\ex A e 1

Tabulka 1.9: Baze prostoru Gs;

Objekty

Protoze popisujeme rovinny prostor, je pro nas sféra vlastné kruznice a dvojice bodi
prinik dvou kruznic. Tabulka 1.10 shrnuje reprezentace objekt pro Gs ;.

Objekt IPNS reprezentace | OPNS reprezentace

Bod A =a+ ja’e, + e
Kruznice C=A-3r'es C"=A, NA; N A;
Primka L=n+dey L*= A N Ay N ey
Dvojbod Pp=C, NC, Pp=ANA,
Tabulka 1.10: Reprezentace geometrickych objekt v Gs 4

V Tabulce 1.10 je vektor n jednotkovy normalovy vektor primky, d je jeji ortogonalni
vzdalenost od pocatku a r je polomeér kruznice.

Transformace

V roviné muzeme provést reflexi vzhledem k primce a rotaci pouze v roviné tvorici
tento prostor. Z toho dostavame nasledujici tvary vektori zajistujicich transformace.

Transformace Generator Akce na objektu o
Reflexe F=n+de or = —FoF
Rotace R = cos(4) —sin($)e; A ey or = RoR

Translace T=1- %t N € or = ToT

Tabulka 1.11: Generatory transformaci v Gs;

V Tabulce 1.11 je t = t1e; + toey vektor posunuti (translace).
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2 INVERZNI KINEMATIKA

2 Inverzni kinematika

V robotice a pocitacové grafice lze narazit na problém zadany nésledujici otazkou.
Vzhledem k pozadované poloze Tetézce téles, jaka sekvence prikazi jej do této polohy
privede? Na tuto otazku dava odpovéd inverzni kinematika. V tomto textu se omezime
na jednoduché robotické rameno v roviné tvorené dvéma linky a moznosti rotace kolem
zékladny a v kloubu. Budeme tedy resit dopocitani ihli natoceni téchto kloubt vzhledem
k pozadované pozici efektoru.

Nejprve ukazeme nejjednodussi feseni, kdy ndas zajima pouze vysledna poloha c¢asti
robota. Poté priddme podminku na trajektorii efektoru. Je napiiklad rozumné pozado-
vat, aby trajektorii byla pfimka, ¢imz se omezi energie potfebnéd k vykonani pohybu na
minimum. Naopak miizeme pozadovat, aby se efektor vyhnul néjaké prekazce. V takovém
pripadé mtzeme napiiklad pozadovat trajektorii po oblouku.

2.1 2D manipulator

Predmétem této prace je robotické rameno z ¢lanku [5] zndzornéné na Obrézku 2.1.

Obrazek 2.1: 2D manipulator

Bod B predstavuje zdkladnu robota (joint B), Jy poc¢ateéni polohu kloubu (joint J),
G, pocatecni polohu efektoru, G pozadovanou polohu efektoru a body J a J' predstavuji
mozné vysledné polohy jointu J. Pocatecni poloha ramene je tak urcena trojici bodt
(B, Jy, Gy). Protoze problém ma ziejmé dvé feseni (B, J,G) a (B, J', G), je tfeba vybrat
jedno z nich. Vybér feseni se provadi pomoci signatury trojuhelniku, o které detailnéji
pojednava préace [8]. V priloze této prace se ale omezime na to, Ze z ilustraci bude jasné,
ktery bod chceme z dvojbodu dostat a nebudeme signaturu trojihelniku fesit. Protoze je
tkolem nalézt ithly natoceni pro oba jointy a z rotorii lze tyto thly dostat, mizeme fesit
ekvivalentni tlohu najit rotory pro tyto jointy. Pro lepsi orientaci v textu doplnime slovni
popis feSeni sekvenci obrazki, na které se budeme prubézné odkazovat.

2.1.1 Konkrétni uloha v rovinné CGA

Byva rozumné volit pocatek souradnic v zédkladné robota. Méjme pocateéni polohu
ramene zadanou v roviné body b = 0, jo = e1, go = e;+e€5 a pozadovanou polohu efektoru
bodem g = %el + %eg. Tato poloha ramene odpovida Obrazku 2.1. Dostavame konformni
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2.1 2D MANIPULATOR

bOdy B = C(b) = €y, JO = C(]O) =e; + %600 + ey, G() = C(go) =e;t+e+ e, +ea
G =C(g) = %el + %eQ + %eoo + ey.

Kruznice S, a S, sestrojime jednoduse, kdyz zndme jejich stfedy a poloméry, které
jsou v nasem pripadé shodné a jednotkové. Proto S, = B — %eoo a S, = G- %eoo.
Pranik téchto kruznic je dvojbod S, A S,. Z néj po dualizaci dostaneme vzoreckem (1.51)
jednotlivé body J' a J. Déle je tfeba zjistit signatury trojtihelnika (B, Jy, Gy), (B, J, G)
a (B,J',G). Z obrazku 2.1 je ziejmé, zZe signatura (B A Jy A Gg A ex)* je shodna se
signaturou (B A J A G A ey)*, proto si vybereme bod J jako kone¢nou pozici jointu J
(viz Obrazek 2.2 a)).

Miizeme uz sestrojit rotor pro prvni joint a to jednou ze dvou moznosti. Bud mizeme

zjistit thel a jako arccos (ﬁgﬁ‘;ﬁﬁiif”fg/f}’?jsﬁ) (viz [4]) a dostat rotor v exponencidlnim

. _1 o y . . P
tvaru jako R = e 2%¢"¢2_ pebo muzeme najit rotor ve formé reflexi pomoci pifmek.

Druha moznost ma tu vyhodu, zZe je jednodussi, pokud fesime rotaci kolem jiného bodu,
nez je pocatek souradnic. Obecné bychom pti takové rotaci museli pouzit obecny rotor, coz
vyzaduje hledat prislusny translator. Navic prvnim zptisobem nejsme schopni kontrolovat
zménu sméru rotace. V priloze je pripad trajektorie efektoru po kruznici, pricemz kolem
zakladny je tfeba rotovat chvili v kladném a poté v zaporném sméru. Z funkce arccos
dostaneme ale pouze kladny thel.

Pouzijme nyni rotor pro joint B ve formé reflexi. Proto je tfeba dostat bod v poloviné
dvojbodu JyAJ. Ten dle [5] ziskdame jako Jo = (JoAJ)ex (JoAJ ). Potom zfejmé rotor pro
rotaci kolem zakladny, tedy pro joint B, je ve tvaru Rg = (B A Jo A ex)(B A Jy A ex)
(viz Obrazek 2.2 b)). Diky tomu muzeme provést prvni rotaci, bod J tak dostaneme
jako J = RpJyRp. Je dilezité poznamenat, 7e bod J jsem ziskali jako bod pohybu
uz z dvojbodu drive. Pro fyzicky joint je ale potfeba znat tihel, aby se mohl otocit do
pozadované pozice. Proto je tfeba znat tvar rotoru, ktery zajistuje rotaci kolem daného
jointu z pocatecni polohy do bodu pohybu. Jinymi slovy je potieba, aby byl bod pohybu
vyjadritelny jako rotace pomoci daného rotoru vzhledem k uvazovanému jointu.

Béhem piisobeni rotace kolem zakladny se prirozené pohybuje i druhy link robota.
Pozice efektoru se tak méni a po rotaci dostavame jeho novou pozici jako Gg = RBG0R~B.
Najdeme stfed dvojbodu Gg A G jako Go = (G A G)es(Gp N G) a sestrojime rotor
R; = (JANGcNeyw)(JANGpAey), coz je rotor pro rotaci v prostiednim kloubu, tedy pro
joint J (viz Obrézek 2.2 ¢)). Do pozadované pozice G se tak dostaneme rotaci R;GzR,,
coz je rotace kolem jointu .J, kterou potfebujeme. Timto je tloha vyteSena, nasli jsme
dvojici rotora (Rp, Rj).
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2 INVERZNI KINEMATIKA

B BN

V BAJOAeinf

(a) Bod J jako jeden (b) Situace po nalezeni (¢) Situace po prvni ro-
bod dvojbodu z priniku bodu J. s piimkami tvo- taci kolem zdkladny, kdy
kruznic S; (dole) a S, ficimi rotor Rp, kde se dostal efektor do ze-
(nahote) einf = e, leného bodu a nasledné

nalezeni bodu G, pro
druhy rotor

Obrazek 2.2: Postupna rotace

2.1.2 Diskretizace pohybu

Mize byt vyhodné pohyb diskretizovat, diky ¢emuz mtzeme snadnéji ptizptsobit tra-
jektorii efektoru danym potrebam. Budeme-li diskretizovat postupnou rotaci, jak jsme
popsali vyse, dostaneme vysledek na Obrazku 2.3 vlevo. Provedeme-li rotaci v obou join-
tech soucasné, dostavame vysledek na Obrazku 2.3 vpravo. V prvnim ptipadé jsou pouzity
rotory v exponencialnim tvaru, nicméné pouziti exponencialniho tvaru nam zjednodusi
diskretizaci tim zplsobem, Ze miiZzeme uvazovat stejny tvar rotoru pro joint B v kazdém
kroku s dosazenym zlomkem uhlu « tak, aby po provedeni vSech kroki rotoval o cely
tento thel (chceme-li déleni ihlu na 10 ¢&sti, volime «; = «/10). Pokud bychom chtéli
dodrzet pouzivani tvaru s reflexemi, chapali bychom modré body pouze jako body pohybu
a v kazdém kroku pocitali stred dvojbodu daného budoucim a aktudlnim bodem pohybu
a s jeho vyuzitim sestrojili v kazdém kroku novy rotor pro joint B. Pro druhou rotaci
kolem prostfedniho kloubu je tfeba pouzit obecny rotor vzhledem k bodu J, tedy uva-
zovat translator tvoreny euklidovskou ¢asti bodu J a pouzit jej na rotor rotujici o dany
zlomek 1hlu . Nakonec miizeme timto obecnym rotorem provadét rotaci efektoru kolem
jointu J (€ervené body na obrazku 2.3 vlevo). V druhém piipadé, kdy rotujeme soucasné v
obou jointech, lze postupovat podobné s tim rozdilem, ze v kazdém kroku se méni vektor
translace pro druhy rotor (rotujeme vzhledem k aktuélni pozici prostredniho kloubu dle
diskretizace). V kazdém kroku tak probihd rotace v jointu B a v jointu J (viz Obrazek 2.3
vpravo). Konkrétni provedeni lze nalézt v algoritmech v pfiloze. Podobné jako v prvnim
pripadé bychom mohli chapat ziskané body jako body pohybu, pocitat stiedy a sestrojit
rotory ve formeé reflexi.
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2.1 2D MANIPULATOR

S S

(a) postupnd rotace (b) soucasnd rotace

Obréazek 2.3: Diskretizace pohybu

2.1.3 Pohyb po predepsané trajektorii

Byly zminény dva rozumné pozadavky na trajektorii efektoru - po primce a po kruznici,
respektive oblouku. Tyto pristupy lze riznym zptisobem kombinovat. Napriklad mtzeme
chtit ¢asti trajektorie po primkach a ¢asti po kruznicich. V této praci budeme resit pouze
jednodussi nekombinované trajektorie. O komplexnéjsich trajektoriich se lze doc¢ist napfti-
klad v [8], kde se mimo jiné fesi plynulé prechody mezi ndhlymi zménami trajektorie, coz
je prirozeny pozadavek, nebot ostré prechody nejsou z technického hlediska pro robota
vhodné.

Mame-li predepsanou trajektorii efektoru, je vhodnéjsi pouzivat rotory ve formeé reflexi
pro rotaci v jointech. Na druhou stranu rotory v exponencialnim tvaru muze byt vyhodné
pouzit pro nalezeni bodu pohybu, diky nimz potom miuzeme konstruovat rotory ve formé
reflexi.

Trajektorie po primce

Z hlediska minimalizace energie pottebné k vykonani pohybu pozadujme, aby trajek-
torii byla nejkratsi vzdalenost - pohyb po pfimce. Podivame-li se na Obrazek 2.3 vpravo,
vidime, zZe se trajektorie prilis nelisi od primky. Tento pohyb se realizoval rotaci kolem
jointu J vzdy o stejny thel dany diskretizaci. Chceme-li docilit pohybu po pfimce, je
potieba rotovat v kazdém kroku jen o takovy thel, aby vysledna pozice efektoru byla na
primce. V prvnich iteracich bude tihel rotace mensi nez jaky je v pripadé na Obrazku 2.3
vpravo, bude se zvétsovat, az nakonec bude vétsi nez tento hel. Lze to pozorovat na tom,
ze nejdrive se ¢ervené body vychyluji smérem od primky a postupné prechazi do sméru k
primce. Pozadovaného pohybu docilime nasledujicim zptisobem.

Stejné jako v Obrazku 2.3 najdeme modré body pohybu J; jointu J a rotory pro joint
B pro kazdy krok Rp; (viz Obrazek 2.4 b)). Déle sestrojime pfimku spojujici body G a
Gy jako L = GANGyNes (viz obrazek 2.4 ¢)). V kazdém kroku potom sestrojime kruznici
S =J; — %eoo se stfedem v aktudlnim modrém bodé (pozice jointu J) a polomérem
rovnym délce druhého linku. Tyto kruznice protinaji pfimku L ve dvojbodech a z nich
na zakladé signatury trojihelniku vybereme body lezici mezi body G a Gy (viz Obréazek
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2 INVERZNI KINEMATIKA

2.4 d)). Timto jsme ziskali body pohybu efektoru. V kazdém kroku tak muzeme spocitat
stted dvojbodu tvorenym bodem pohybu efektoru a bodem efektoru po provedeni rotace
kolem zékladny rotorem Rp. Diky témto stfediim mutzeme nakonec sestrojit rotory R;
pro rotaci efektoru kolem pozic J; jointu J. Timto jsme nasli pro kazdy krok hledanou
dvojici rotora (Rp;, Rj;) a tloha je vyTesena. Tento pohyb je zndzornén na Obrazku 2.4

e).

10 oB J0
(a) Vychozi situace po na- (b) Situace po nalezeni (c) Situace po konstrukei
lezeni bodu J jako jed- bodu pohybu jointu J primky, kterd prochazi
noho bodu dvojbodu z body Gy a G
pruniku kruznic Sj (dole)
a S, (nahofe)

\\
\\ Jo
(d) Situace po nalezeni bodu (e) Pohyb po piimce

pohybu efektoru jako pru-
seCiku kruznic se stiedy v
bodech pohybu jointu J a
piimky Go A G A e

Obréazek 2.4: Rotace po primce

Trajektorie po kruznici

Nékdy je tfeba vyhnout se prekazce, nebo mame néjaky jiny divod k tomu, abychom
zvolili jinou trajektorii nez po primce. Ukazme si, jak 1ze vyTesit pohyb efektoru po kruz-
nici. Chtéjme naptiklad pohyb po kruznici se stfedem uprostifed mezi body G a Gy.

Nejdrive nalezneme stfed této kruznice jako stied dvojbodu Gy A G. Ziskame stied
Go = (Go N G)ew(Go A G) (viz Obrazek 2.5 b)). Dale chceme sestrojit body pohybu
efektoru. Ty muzeme v kazdém kroku dostat rotaci bodu Gy o tihel 7; (mysleno 7; radiani,
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2.1 2D MANIPULATOR

kdy v souctu dostavame rotaci o 180 stupnu) kolem bodu G¢ (dostat tak body pohybu
G,). Pro tento ucel byl zvolen rotor R’ = emam€he Protoze cheeme docilit rotace kolem
bodu G, je tieba zkonstruovat obecny rotor. Proto musime uvazovat translator T' tvoreny
z euklidovské ¢asti bodu G a vynasobit TR'T, abychom dostali obecny rotor, kterym
muzeme pusobit v kazdém kroku na bod G; a po i krocich dostaneme rotaci o tthel 7
(v prvnim kroku uvazujeme G; = Gy). Uvédomme si, Ze tento rotor neni ¢asti feseni,
protoze se nejedna o rotaci kolem jointu J, ale pouze o pomocnou konstrukci, diky které
dostaneme svétle ¢ervené body na Obrazku 2.5 c).

Daéle muzeme v kazdém kroku konstruovat kruznice Sq; = G; — %eoo se stfedem v
bodé pohybu G; a polomérem rovnym délce druhého linku. Diky témto kruznicim muzeme
nalézt priniky s kruznici S, a na zakladé signatury trojihelniku urc¢it ty body z dvojbodi,
které néas zajimaji (mezi Jy a J viz Obrazek 2.5 d)). Mame-li tyto body, muzeme najit
stfedy mezi jednotlivymi body vyse zminénym zptsobem a zkonstruovat rotory Rp; ve
formé reflexi pro rotaci kolem zakladny. Nakonec mtzeme postupovat podobné jako v
pripadé pohybu po primce, kdy zname v kazdém kroku polohu efektoru po rotaci kolem
zakladny a bod pohybu efektoru. Muzeme tak v jednotlivych krocich diky stfediim mezi
témito body sestrojit rotory R ;; ve formeé reflexi pro rotaci kolem jointu .J. Nasli jsme pro
kazdy krok dvojici rotorti (Rp;, Ry;) a timto je tloha vyfesena. Tento pohyb je zndzornén
na Obrazku 2.5 e).
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(a) Vychozi situace po
nalezeni bodu J jako jed-
noho bodu dvojbodu z
pruniku kruznic S}, (dole)
a S, (nahofe)
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(b) Situace po nalezeni
bodu G,

N

(c) Situace po rotacich
bodu Gy kolem G, po
kterych jsme obdrzeli
svétle  Cervené  body
pohybu efektoru

2 INVERZNI KINEMATIKA

(d) Situace po nalezeni bodu (e) Pohyb po kruznici
pohybu jointu J jako priise-

¢iku kruznic se stiedy v bo-

dech pohybu efektoru a kruz-

nice Sy

Obréazek 2.5: Rotace po kruznici

2.1.4 Implementace v jazyce Python

Protoze jednim z cili této préace je sestrojit algoritmus v jazyce Python, vénujeme
posledni kapitolu ukézce tohoto kédu, ktery je cely soucasti prilohy. Algoritmus byl vy-
tvoTren spiSe za ucelem nazornosti nez efektivnosti. Diraz byl tedy kladen na citelnost a
nazornost kodu.

V této praci se vyuziva knihovny Clifford, ktera obsahuje potfebny aparat pro praci
v geometrickych algebrach. Déle se vyuziva knihovna Pyganja, ktera obsahuje predevsim
nastroje pro vizualizaci. Tabulka 2.1 obsahuje zakladni popis pouzivanych operaci a funkei.
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2.1 2D MANIPULATOR

Operator Vyznam

* geometricky soucin

| vnitini soucin

~

vneéjsi soucin

~ reverse
o umocnéni
Funkce Vyznam
dual() vrati dual k multivektoru
valuel]| vrati ¢iselnou hodnotu (koeficient) u daného vektoru
up() projekce vektoru do CGA

down() | zpétna projekce do prostoru, nad kterym uvazujeme CGA

Tabulka 2.1: Operatory a funkce v algoritmu

Uvedme nyni konkrétni ukazku z algoritmu, ktery resi pohyb efektoru po kruznici tak,
jak lze vidét na Obrazku 2.5. Nejprve je tfeba do prostredi Pythonu importovat zminéné
knihovny.

from numpy import =x
from clifford.g2c import x
from pyganja import GanjaScene, draw #(pro vizualizaci)

Dale jsou piidany do prostiedi body B, Jy, Go, G a kruznice Sy, S,.

B = up(0)

JO = up(el)

GO = up(el+e2)

G = up((1/2xel)+(3/2xe2))
Sb = B—1/2%einf

Sg = G—1/2xeinf

Nésledné byl vypocten z dvojbodu J A Jy bod J (zde jako J2) a predepsana diskretizace
(déleni).

J1J2 = Sbh™Sg

J1J2 = J1J2.dual ()

L = J1J2 einf

deleni = 10

J2 = ((J1J2—sqrt ((J1J2%J1J2).value[0]))x
(einf|J1J2))/(—(LxL).value[0])

Nasleduje ulozeni bodt Jy a Gy do pomocnych proménnych Ji, Gi, Pi, které se pozdéji
vyuzivaji v iteracnim cyklu. Bod midG G0 predstavuje bod G, ve stfedu mezi body Gy a
G. Dale se konstruuje translator T' a rotor RmidGG0. Z téchto generatort transformaci
se nakonec sestroji obecny rotor GR, ktery se vyuzije k pro rotaci bodu Gy kolem G,
abychom ziskali body pohybu efektoru.
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Ji = JO
Gi = GO
Pi = GO

midGGO = (GOG)x*einf x(GO™G)

t = down(midGGO)

T = (1)—(1/2%t " einf)

RmidGGO = exp(((—1/2%pi)/deleni) el e2)
GR = T*RmidGGOx~T

Nakonec je zde cyklus pro nalezeni rotori Rp; a Rj;. Pi jsou body pohybu efektoru,
vznikaji rotaci obecnym rotorem GR pusobicim na body Pi, kde ¢ = 0,...,deleni a pro
¢t = 0 madme Pi = G,. Déle je v kazdém kroku spoctena kruznice S a jeji pozadovany
prisecik s kruznici Sb pomoci dvojbodu PP1. Poté se konstruuje vysledny rotor pro rotaci
kolem zakladny RB, kterym se pak provadi rotace bodt Ji a G4. Nakonec se najde stfed
dvojbodu PP2 jako PC2 a zkonstruuje rotor R.J pro rotaci kolem jointu J, ktery ptisobi
na body G.

for x in range(deleni):
Pi = GR«Pix~GR
S = Pi—1/2xeinf
PP1 = (S7Sb).dual ()
PJ = (PPl4+sqrt ((PP1|PP1).value[0]))*(einf|(PP1))
PCl = (Ji"PJ)xeinf*(Ji"PJ)
RB = (B"PC1 einf )% (B"Ji"einf)
Ji = RBxJi*~RB
Gi = RBxGix~RB
PP2 = Gi~Pi
PC2 = (Gi"Pi)*einf*(Gi"Pi)
RJ = (Ji"PC27einf )« (Ji"Gi"einf)
Gi = RJ*xGix~RJ

Kompletni provedeni véetné komentarta 1ze dohledat v priloze.

Poznamka 2.1. V algoritmu se pouzivaji funkce up() a down() na nékteré body jako
up(down(Bod)). Duvod je ten, Ze se muze stat, ze mé-li z néjakého soucinu vyjit bod, tak
vyjde neprijemny nasobek, ktery mize dédle ve vypoctech vadit. Navic se mtize stat, ze se
naptiklad pfi translacich vytvori v ramci chodu programu na bodech v ramci knihovny
Clifford urcité vlastnosti, které jsou béznému uzivateli skryty a knihovna pro vykreslovani
je nezvladne zpracovat. Pouziti funkci up() a down() tomuto predchdzi, nebot objekt
,0Cisti“ od téchto skrytych vlastnosti. Presnéji a podrobnéji viz [8].
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V tvodu prace byla predstavena geometricka algebra jakozto volna unitarni asociativni
algebra s kvadratickou formou. Néasledné byla podrobnéji popsana jeji struktura a chovani
operaci, predevsim geometrického souc¢inu. Bylo ukazano, zZe reprezentace objektt v ramci
geometrické algebry se realizuje pomoci mnozin OPNS a IPNS v zavislosti na uvazovaném
soucinu, a ze se jedna o vektory, respektive prvky geometrické algebry. Nasledné byl
zaveden stézejni pojem konformni geometrické algebry CGA tak, ze jsme vnorili prostor
R™ do prostoru s dimenzi (n + 2) signatury (n + 1,1), nad kterym jsme zkonstruovali
geometrickou algebru.

Zvlastni pozornost byla vénovana dekompozici dvojbodu a generatorim rotaci. V sou-
vislosti s generatory rotaci byla naznacena souvislost s bohatym matematickym pozadim,
jako jsou Lieovy grupy a pojmy Lieovym grupam blizké. Také jsme zjistili, ze i generatory
transformaci jsou vektory a ze provést transformaci objektu je pouhé nasobeni vektort.
Pri popisu dekompozice dvojbodu bylo zdtiraznéno, ze vzorecek v literature vede na méné
jedna nasobek normalizovaného bodu. Navic bylo rozepsano, jak uzitim tohoto vzorecku
dostaneme chténé body. V neposledni radé bylo predstaveno, ze uziti tohoto vzorecku
predstavuje soucet, respektive rozdil imaginarni sféry a roviny.

Posledni ¢ast bakalarské prace je vénovana inverzni kinematice robotického ramene.
Resi se pohyb jednoduchého manipuldtoru v roviné s pfedepsanou trajektorii efektoru.
Tato trajektorie je zadana nikoli jako obecna ktivka, ale ve smyslu pohybu po oblouku a
pifmce. Reseni inverzni kinematické tilohy je podédno jako nalezeni rotorti vykonavajicich
rotace kolem kloubti ramene.

Soucasti prace je i priloha, ktera obsahuje algoritmy pro nalezeni pozadovanych rotort.
Provedent je v jazyce Python s pomoci knihoven Clifford a Pyganja a jsou zde predstavena
reseni i pro diskretizovany pohyb. Algoritmy zde uvedené maji diky geometrické algebre
intuitivni strukturu a oproti klasickému pristupu neni treba pri transformacich nasobit
matice, coz je dalsi z vyhod naseho Teseni.
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