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Abstrakt

V této praci najdeme nejen feseni ulohy inverzni kinematiky, ale i ivod do teorie geo-
vyuzivame k TeSeni inverzni kinematiky robotického ramene v roviné. Soucasti prace je
i priloha obsahujici algoritmy k vyfeseni inverzni kinematiky robotického ramene i pti
pozadavku na trajektorii efektoru.

Summary

In this thesis we find not only solution of inverse kinematics problem, but also an intro-
duction to the theory of geometric algebras. The focus of the thesis is the description of
conformal geometric algebra CGA, which we use to solve the planar inverse kinematics
of the serial robotic arm. Part of the work is an attachment containing algorithms for
solving inverse kinematics of the serial robotic arm when specific trajectory is required.

Klicova slova
inverzni kinematika, geometricka algebra, konformni geometricka algebra, robotické ra-
meno
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L d
Uvod

K problému inverzni kinematiky robotického ramene pristupujeme v této praci netra-
di¢nim zpusobem vyuzitim konformni geometrické algebry CGA. Jednou z vyhod tohoto
pristupu je, ze ¢asti robotického ramene i transformace vedouci k vyreseni tlohy inverzni
kinematiky jsme schopni reprezentovat jako objekty v ramci jedné matematické struktury.
Navic jsou vypocty v ramci CGA vedouci k vyfeseni tlohy inverzni kinematiky rychlejsi
a jednodussi, nez v pripadé tradi¢niho pristupu pres maticové pocty.

Rozumnym pozadavkem mize byt predepsana trajektorie efektoru. Napiiklad v pri-
padé pohybu po primce snizujeme energii potfebnou k vykonani pohybu na minimum.
Casto se miiZeme setkat s potiebou vyhnout se piekézce v cesté efektoru a pozadovat tak
trajektorii napriklad po oblouku.

Tato prace se zabyva konkrétné inverzni kinematikou robotického ramene v roviné a
resi trajektorii po primce a oblouku. Vystupem prace neni pouze algoritmus pro dané
robotické rameno, ale i ivod do teorie geometrickych algeber. Tento 1ivod do teorie tvori
stavovala takzvany black box.

Text je ¢lenén do dvou hlavnich celklt vénujicich se postupné teorii geometrickych
algeber a inverzni kinematice. V rdmci prvni ¢asti jsou nejprve zavedeny zakladni pojmy
a vlastnosti, které jsou dale vyuzivany pri dikladnéjsim popisu struktury geometrické
algebry. Najdeme zde i naznaceni souvislosti s hlubsim matematickym pozadim nebo
dikladné rozebrani dekompozice dvojbodu. Druha ¢ast prace podava reseni tilohy inverzni
kinematiky jednoduchého robotického ramene v roviné s predepsanou trajektorii pohybu,
a to i s ukdzkou kodu v jazyce Python.



1 GEOMETRICKA ALGEBRA
1 Geometricka Algebra
1.1 Cliffordova algebra

Existuje vice zptusobt, jak zavést Cliffordovu algebru. Obecnou definici Ize nalézt na-
ptiklad v praci Oldficha Spécila, [12]. Pro potieby této prace je Cliffordova algebra vek-
torovym prostorem spolu s kvadratickou formou, diky které se jedna o volnou unitarni
asociativni algebru.

Slovo wvolnd odkazuje na fakt, ze bazi Cliffordovy algebry mizZeme volné generovat z
baze toho vektorového prostoru, ke kterému se vaze dand kvadraticka forma. Existence
asociované bilinearni formy k dané kvadratické formé ndm déva pravo nazyvat tuto algebru
unitdrni a vzhledem k asociativité daného soucinu lze hovorit o algebte asociativni. Slovem
algebra je zde myslen vektorovy prostor spolu s operacemi.

V dalsim textu se omezime na vektorovy prostor R” nad télesem R a nedegenerovanou
kvadratickou formu.

Definice 1.1. Bud RP? redlny vektorovy prostor dimenze p + q a ¢ : RP? x RP»? — R
bilinearni forma. Kanonickou bazi RP? rozumime usporadanou mnozinu:

_pvq_ p,q
R™ ={ei, - ,epepr1,- - ,e,} CR

linearné nezavislych vektorta splnujicich

1, 1<i=j<p,
@(ei,ej): _17 p<Z:]§p+Q>
0, i+

Jinymi slovy, pro prvnich p vektoru plati p(e;, e;) = 1 a pro i > p plati p(e;, e;) = —1.

Definice 1.2 (Geometricka algebra). Necht R je vektorovy prostor dimenze p+q nad
R a ¢ : RP? x RP? — R symetrickd bilinearni forma. Déale necht A(RP) znaci asociativni
algebru nad dvojici (RP9, ) a o znaci soucin na této algebie, potom fekneme, Ze algebra
A(RP?) se nazyva geometrickd, jestlize navic Va € RP? plati:

aoca=y(a,a). (1.1)

Symetricka bilinearni forma z Definice 1.2 na R je asociovana kvadratické formé Q
skrze vztah ¢(a, b) = 1(Q(a+b) — Q(a) — Q(b)). Dvojici (R”4, ¢) proto miiZeme chapat
jako vektorovy prostor s kvadratickou formou.

Geometrickou algebru A(RP9) déle znacime jako G(RP?) nebo jednoduse G, ,. Sou-
¢in o se nazyva Cliffordiv nebo geometricky. Prvky G, , se nazyvaji multivektory a jsou
generovany pomoci geometrického soucinu prvki baze R”. Z tohoto plyne, Ze geomet-
ricka algebra je gradovany vektorovy prostor, coz bude rozebrano pozdéji. V dalsim textu
budeme vynechavat znak ,0“ a geometricky soucin dvou vektorii @ a b budeme znacit
struéné ab.



1.2 ZAKLADNI VLASTNOSTI

Poznamka 1.3. Soucin ¢ je pouze pseudoskalarni, nebot nespnuje druhy axiom skalar-
niho soucinu v pripadech, kdy ¢ # 0. Pfesto v dalsim textu budeme ¢asto pro jednoduchost
pouzivat privlastek skaldrni.

Poznamka 1.4. Je dobré si uvédomit, ze konkrétni zadani bilinedrni formy ¢ je to, co
nam uréuje konkrétni geometrii. Rikdme tim, jak se bude chovat skaldrni soucin, diky
némuz mizeme sledovat thly a vzdélenosti. Napiiklad pro a,b € R? miZeme zavést
bilinedrni formu ¢ (a,b) = a1b; + asbs vedouci na eukleidovskou geometrii, kde bude
obecné jind geometrie nez pro bilinearni formu s vihami 7(a, b) = 2321 cia;b;, kde ¢; € R
je vaha soucinu i-tych souradnic.

1.2 Zakladni vlastnosti

Vlastnosti geometrického souc¢inu mohou byt odvozeny z defini¢ni rovnice (1.1). Né-
ktera diilezita a uzitecna odvozeni si v této kapitole ukazeme.
Priklad 1.5. Necht a,b € R?? C G, ,. Spoctéme nyni (a + b)(a + b).
(a+b)(a+b)=¢((a+b)(a+b)),
aa +ab+ba+bb=y(a,a)+ ¢(a,b)+ b, a)+ ¢(b,b),
ab+ ba =2y¢(a,b),

%(abera) — olab). (12)

Vyraz na levé strané rovnice (1.2) je symetricky soucin a znaéi se a-b. Soucin ab miuzeme
vyjadrit jako soucet symetrického a antisymetrického soucinu, kde antisymetricky soucin
znaCime a A b. Abychom dostali

ab=a-b+aAb, (1.3)
upravime
a-b+aNnb=ab,

a/\b:ab—a-b:ab—%(ab+ba),
1
a/\b:§(ab—ba).

Definujeme tak a - b= 1(ab+ ba) a a Ab = 3(ab — ba).
Ukazme chovéni geometrického sou¢inu na bazovych prveich e; € R”. Protoze uva-
zujeme ortogonalni bazi a nedegenerovanou kvadratickou formu, plati
87;'87;7&0 ale ei'ej:(), Z%]
Z toho dostavame
€;€; :ei'€j+€i/\€j :ei/\eja
eje;=ej-e; +e;Ne; =e;Ne;.

Navic diky rovnici (1.2) hned vidime, ze

€;€; = —€;€;. (14)



1 GEOMETRICKA ALGEBRA

Poznadmka 1.6. Prvek e;e; ¢ R, ale e;e; € G, ,. Jednd se o dalsi prvek baze prostoru
Gyp,q- Slovo volnd algebra z Gvodu textu znamend, Ze takto generujeme z baze R™ dalst
prvky baze prostoru G, 4.

1.2.1 Baze geometrické algebry

Jak jiz bylo nastinéno, bazi geometrické algebry G(IRP?) generujeme z baze prostoru
RP4. Pro motivaci uvazujme G(R?°) a vynidsobme ab, kde a, b € R?.

ab = (a181 + ageg)(blel + bgeg) = albl €1€éq +a162€1€2 + agbl €9€1 +agbg €Er€y =
—— ~—— ~—~
=e2=1 =—e1e =e2=1

= (albl + agbg) + (albg - agbl)eleg.

Ziskali jsme soucet skalaru a nasobku prvku ejes, ktery tvori dalsi prvek baze prostoru
G(R??). Generovani tedy probihd volnym pouzivanim geometrického souc¢inu na prvcich
baze generujiciho prostoru. Presto mame zarucenu konecnou dimenzi. Ukazme, ze dalsim
nasobenim uz neziskdme dalsi prvky béze:

napi"iklad €121 = —€es e1e; = —€q.
—~—

=1

Vyuzili jsme rovnice (1.2) a asociativity geometrického souc¢inu (mizeme zaménit poradi
ve dvojici bdzovych vektort a zménit pfitom znaménko). Z prostoru R? uz tedy volnym
generovanim nedostaneme nové prvky.

Definice 1.7 (Bazovy blade). Bdzovj blade je geometricky soucin libovolného poctu
libovolnych prvki generujici baze R”Y.

Pro G3 dostavame mnozinu vsech bazovych bladu
{1,81,82,83,8182,8183,8283,818283}. (15)

Poznamka 1.8. V mnoziné (1.5) se vyskytuje tuéna jednicka jako vektor zamérné. Skalér
je také prvkem geometrické algebry a kvadraticka forma v definici geometrické algebry
nam dodava vlastné koeficient, respektive nasobek této jednicky. Formalné spravné by
se mél v definiéni rovnici (1.1) vyraz na pravé strané néasobit touto jednickou, abychom
zustali v algebre, tedy a o a = ¢(a, a)l.

Definice 1.9 (Kanonicka baze geometrické algebry). Kanonickou bdzi geometrickeé
algebry G, 4 rozumime uspofddanou mnozinu G, , vSech bazovych bladil, kde zavedeme
lexikografické usporadani. I-ty prvek baze znac¢ime FE;.

Poznamka 1.10. Je dulezité si uvédomit, ze mnozina vsech bazovych blada (1.5) neni
to samé jako baze geometrické algebry v definici (1.9). Mnozina (1.5) neni usporddand
a klidné bychom mohli zaménit poradi (o kterém vlastné nemd smysl v neusporadané
mnoziné ani mluvit) jejich prvki. OvSem mnozina z definice (1.9) je usporadana.

Chapeme-li tedy mnozinu (1.5) jako G3 (coz skuteéné muzeme, poradi prvku je zapséano
v lexikografickém uspotradéni), dostavame znaceni

{ 1 , €1, €2 , €3 ,8182,8183,8283,818283}. (16)
M N . e e N SN~
Ei. E, E; Eu E; Eg E; Eg



1.2 ZAKLADNI VLASTNOSTI

Vzhledem ke zptisobu generovani G, , je ziejmé, Ze pocet prvki bude odpovidat po¢tu pod-
mnoZin potencn{ mnoziny mnoziny R, Jinymi slovy, dimenze prostoru Gp,q je konecnd
a je rovna 2", kde n = p + ¢ je dimenze generujiciho prostoru RP*?. Obecny multivektor
pak muzeme zapsat jako

2n

i=1
kde n je mohutnost generujici baze a a; € R jsou koeficienty linearni kombinace. Multi-
vektorem A € G3 je napi"iklad A =2+ 3e; — 2ese3 + ejeses.

Definice 1.11 (Stupen bazového bladu). Stuperi bazového bladu je ¢islo udévajict
pocet prvku generujici baze tvoricich bazovy blade. Znaci se gr(E;) VE; € G,,.

Napifklad pro E; € G je gr(E;) = gr(eses) = 2.

Definice 1.12 (Pseudoskalér). Necht G, je kanonickd béaze geometrické algebry. Pseu-
doskaldr je bazovy blade E, ) nejvyssiho stupné a znaci se I.

Bylo zminéno, ze geometrickd algebra ma strukturu gradovaného vektorového pro-
storu. Uvazujme konkrétné Gs. Zde je tabulka bazovych vektort.

Stupen | Nazev Bazové blady | Pocet
0 Skalar 1 1
1 Vektor €, ey, €3 3
2 Bivektor | eies, eie3, eses 3
3 Trivektor e ese; 1

Tabulka 1.1: Baze prostoru Gs
Mizeme tedy uvazovat vektorové prostory generované bazovymi blady stejného stupné.

Definice 1.13 (k-podprostor). Rekneme, Ze k-podprostor prostoru Gp,q je vektorovy
prostor generovany bazovymi blady stupné k. Znaci se G’;q. Jeho baze se znaci @;q a jeho
dimenze je (p ’,:q).

Napriklad G3 = span{e;, es, e3}.

Definice 1.14 (k-vektor). Multivektor ve tvaru linedrni kombinace bazovych bladi
stupné k se nazyva k-vektor.

Poznamka 1.15. Nékdy budeme v pripadé 1-vektori pouzivat pouze slovo vektor. Na-
opak slovem vektor budeme nékdy oznacovat i obecny multivektor. Text je ale psan tak,
aby z kontextu byl vyznam ziejmy.

Napriklad v G3 je ejes — egeq 2-vektor, ale e; + eje3 je obecny multivektor, nebot
bazové blady e; a ejes nejsou stejného stupné. Bézné se pro 2-vektory, resp. 3-vektory
pouziva znaceni bivektor resp. trivektor.



1 GEOMETRICKA ALGEBRA

1.2.2 Geometricka interpretace soucinii

Priklad 1.16. UvaZujme nyni vektory a,b € Gi. Vektor b ziskdme jako soucet dvou
vektoril, z nichz jeden je rovnobéZny s a a druhy kolmy na a. Jinymi slovy b = b + b_.

b|| a
Obrézek 1.1: Symetricky soucin
Spoctéme nyni a - b.
a-b=a-(bj+b)=a-b+a-b,=a- b
=0

Vyuzili jsme rovnice (1.2), tudiz faktu, ze skalarni souc¢in dvou na sebe kolmych vektoru
je roven nule. Je znamo a lze snadno ukazat, ze

b-a
b|| = —20,.
all
Potom
b-a
by} = 2|| =Tl
b
je velikost projekce vektoru b na a. Ziejmé cos(6) = ’H—HIIH’ tudiz
b-a
|b][ cos(0) = —,
® fal
b-a=a-b=|allbl] cos(d). (1.8)

Jsou-li a a b jednotkové vektory, pak soucin a - b ma geometrickou interpretaci jako
délka projekce vektoru b na a.

Priklad 1.17. Spoc¢téme nyni pro a, b € G} soucin a A b.

aNb= (a181 + ageg) N (blel + bgeg)
= a1b1 e Neq +a1bgel N ey + agbleg Nep+ agbg es N\ ey
=0 =0
= albgel N ey — agblel N ey = (albg — agbl)el N es. (19)

Cislo (a1by—asgby) je determinant Ctvercové matice fadu 2, kde ve sloupcich jsou souradnice
vektorl a a b. Jedna z interpretaci determinantu je obsah rovnobézniku tvoreného vektory
a a b. Proto

(a Ab)ese; =||al|||b]] sin(8). (1.10)

7



1.3 VNITRNI A VNEJSI SOUCIN
b, b

anb

O

b] T a
Obrazek 1.2: Antisymetricky soucin

Soucin a A b ma tedy interpretaci jako orientovany obsah. Pti zaméné poradi nasobeni
vektortt bychom mohli hovotit o opacné orientaci, nez jak je zndzornéna na Obrazku 1.2.

1.2.3 Reverse

Pro dalsi potreby prace je tfeba zavést pojem reverse, jakozto dilezitého aspektu
geometrické algebry. Pozdéji ocenime jeji aplikaci v transformacich.

Definice 1.18 (Reverse). Bud E; € G,,. Reverse E; se znad E; a je to takovy blade,
ktery vznikne obracenim poradi nasobeni prvkii generujici baze.

Naptiklad v G5 plati E5 = esese;. Reversi obecného multivektoru potom definujeme
vztahem

A=> akE:. (1.11)

i=1

Dals{ vlastnosti reverse, jako je A = A a jiné, je mozné najit napiiklad v publikaci od C.
Perwasse, [10].

1.3 Vnitrni a vnéjsi soucin

V Kapitole 1.2 jsme nastinili dva nové souciny. Predstavili jsme vnitrni (symetricky)
a vneéjsi (antisymetricky) soucin na vektorech, pfesnéji na prvcich G} . Nyni rozsfifme
tyto pojmy na multivektory.

Definice 1.19 (Stupfiova projekce). Necht E; € G, ,. Stuptiovd projekce bazového
bladu E; na stupen k se znac¢i (E;); a definuje jako

Pro obecny multivektor definujeme projekci jako

(A = ai(Ei)i. (1.12)
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Priklad 1.20. Aplikujme stupnové projekce na multivektor A € Gz, A = 3+2e; —e3+
e e; + 2818283.

+ (2e1)0 + (—es)o + (e1e3)0 + (2e1e2€3)0,

+ (2e1)
(A)o = (3)0 +2(e1)o — (e3)o+ (e1€e3)0 +2 (e1e2€3) = 3.

(A)1 = (3)1 +2(e1)1 — (e3)1 + (e1e3)1 +2 (e1eze3)1 = 2e; — es.
—~ e e e N —

=0 =e1 =e3 =0 =0

(A)s = (3)2 +2(e1)2 — (e3)2+ (€1€3)2 +2 (€e1e0€3)2 = € €3.
= = = =ejes =

(A)s = (3)3 +2(e1)s — (e3)s + (e1€3)3 +2 (€1e2€3)3 = 2e;eze3.
S N N N

=0 =0 =0 =0 =ejezes
Definice 1.21 (Vnitini souéin). Budte E;, E; € G,,. Vnitini soucin vektort E; a E;,
kde gr(E;) =k a gr(E;) = [, se zna¢i E; - E; a definuje jako

Pro obecné multivektory A, B € G,,4, kde A = a;FE;, B = b;E;, definujeme vnitrni
soucin jako
(2

Dale uvazujeme nasledujici pfirozené vlastnosti pro A, B,C € G, 4, [10].

A- (B+C)=A-B+ A-C, (Distributivita)
(@A) - (bB) = ab(A - B). (Homogenita)

Definice 1.22 (Vné&jsi souéin). Necht E;, E; € G,,. Vnéjsi soucin vektortt E; a E;,
kde gr(E;) =k a gr(E;) = [, se znaci E; A\ E; a definuje jako

E; A Ej = <EiEj>k+l> Z,j > 0. (115)

Pro obecné multivektory A, B € G, 4, kde A = o, F;, B = b; E;, definujeme vnéjsi soucin
jako
(2

Dale uvazujeme nésledujici pfirozené vlastnosti pro A, B,C € G, 4, [10].

AN(B+C)=ANB+ANC, (Distributivita)
(aA) A (bB) = ab(A A B). (Homogenita)
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Priklad 1.23. Ukazme chovani vnitiniho a vnéjsiho souc¢inu na bazovych bladech z Gs.

(8182) c €y = <€1€2€2>|2—1| = <€1>1 =€y,

(8182) c€3 = <€1€2€3>|2—1| = <€1€2€3>1 =0,
(e1e2) N ey = (e1ezez)241 = (e1)3 = 0,

(e1e2) N e3 = (e1eze3)a11 = (e1e2e3)3 = ejezes.

Vnitini sou¢in mé vyznam snizovani stupné, kdezto diky vnéjsimu soucinu mtzeme stupen
zvétsovat.

Priklad 1.24. Spocétéme pro A, B € G3 souciny A-B a AN B, kde A = 2+ 3e; — e;es,
B = e+ ees.

A-B=2(1-€)+2(1-(eez)) +3(e1-e1)+3(er-(eres)) — ((ere3) - €1)—
((8183) : (8182))
= 2(e1)jo-1] + 2(e1e2)0—2| + 3(e1e1))1—1) + 3(e1e1€2)1—2) — (e1€3€1)12—1] — (€1€3€1€2)|2_2
= 2(e1)1 + 2(e1€2)2 + 3(1)o + 3(e2)1 + (e3)1 + (ezez)o
=3+ 2e; + 3es + e3 + 2e;es.

AANB=2(1Ne)+2(1A (ere2)) +3(e1 Aer) +3(er A(eres)) — ((eres) Aep)—
((e1e3) A (e1€2))
= 2(e1)os+1 + 2(e1€2)012 + 3(e1€1)141 + 3(e1e1e2)1412 — (e1e3€1)241—
<€1€3€1€2>2+2
= 2(e1)1 + 2(e1e2)2 + 3(1)2 + 3(e2)s + (e3)3 + (ese2)4
= 2e; + 2e;e5.

1.4 Blady

Rozsifme nyni pojem bazového bladu. Zavedeme obecné pojem blade, protoze prave
blady mohou reprezentovat geometrické objekty, jak uvidime dale.

Definice 1.25 (Blade). Necht £ € Na {a;} C G}, je libovolnd mnozina k linedrné
nezavislych 1-vektori. Potom vnéjsi soucin téchto vektorti se nazyva blade stupné k nebo
k-blade. Blade stupné k se pak znaci jako

k
A<k>:a1/\a2/\---/\ak:/\ai. (117)
=1

Pro ukézku si vezméme vektory A, B € G3;, A = ejes + eje3, B = eje; + ezey.
Vektor A je bivektor i 2-blade, nebot eje; + ejez = e; A (e + e3). Vektor B je sice
bivektor, ale nikoliv 2-blade, nebof e;e; + ese, se neda vyjadrit jako vnéjsi soucin dvou
1-vektoru.

10



1 GEOMETRICKA ALGEBRA

1.4.1 Geometricky soucin bladt
Uvazujme geometricky soucin dvou bladt Ay, By € G, 4. Ziejmé plati
AwBg =Y (AwBp).. (1.18)
r=1

Maji-li navic dva bézové blady Ey,, Ey, € G,, m spole¢njch bazovych vektort, potom
plati
E<k>E<l> = <E(k>E(l>>k+l—2m-

Napf"iklad Pro e1€é5, eseés @3 plati (8182)(8283) = <€1€2€2€3>2+2_2 = <€1€3>2 = ejé3.
Rovnici (1.18) muzeme nakonec prepsat do tvaru

Ay By = (AwyBy) je—11+ (A By ) je—j+2+ - -+ (A By D rri—2+ (A gy By w1 (1.19)

Prvek nejnizstho stupné |k —[| v rovnici (1.19) je tedy vysledek vnitiniho soucinu a prvek
nejvyssiho stupné k + [ je vysledek vnéjsiho soucinu.
Vezmeme-li a, b € G, ,, potom dostavame z (1.19)

ab = (ab);;_y + (ab)1;1 =a-b+aAb.
Pro vnéjsi a vnitini soucin dvou bladu tedy ziejmé plati

Apy A By = (A Byy) ki
Ay - Bay = (A By) p-1)-

Véta 1.26. Bud A,y € G2%. Inverze k bladu Ay, je ve tvaru
(k) X
A= (1.20)

Dikaz vyuziva faktu, Ze jedné-li se o non-null blady, jak rika predpoklad, potom plati,
ze geometricky soucin jeho samého se sebou je roven skalarnimu soucinu a ze jeho reverse
rozhoduje pouze o znaménku. Dukaz lze nalézt v [10].

Definice 1.27 (Dual). Necht E; € G,,. Duél k E; se znadi E; a definuje jako
E'=EI" (1.21)
Ukazme pro Gs, ze I™! = ezeze;.
II_l = (818283)(838281)
= €1€2 €33 €eq€
~—~—~~
=1
= €1 €269 e
~—~—

=1
= eje| = 1.

11
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Operaci duédlu na obecny multivektor pak definujeme jako

2'”/
A" =) aE;. (1.22)
i=1
Dale rozsitime pojem skaldrniho souc¢inu ve smyslu bilinearni formy z Definice 1.2,
nebof dosud byl definovan pouze pro 1-vektory.

Definice 1.28. Necht A, By € Gy 4. Jejich skaldrni soucin znacime * a definujeme
jako
Ay * By = (A By)o- (1.23)
1.4.2 Outer product a inner product null space
V této kapitole ukazeme, ze k-blady muzeme chépat jako k-dimenzionalni podprostory.

Definice 1.29 (Outer-Product Null Space). Outer-Product Null Space (OPNS) bladu
Ay € G je mnozina znacend NO(A ) a definovana jako

NO(Ay) ={ze€G,, : ©NAy =0} (1.24)
Napiiklad pro a € G, , dostédvime
NO(a)={z €G,,: ANa=0}={aa : a € R},

coz reprezentuje primku prochéazejici pocatkem ve sméru vektoru a. Pro a A b € Gf)’q
dostavame

NO(aAb)={z€G,,: Narb=0} ={aa+Bb: a3 R},

coz reprezentuje rovinu prochézejici pocatkem a obsahujici vektory a a b. Jinymi slovy
pro Ay = /\f:1 a; plati NO(A ) = span{a;,--- , ai}.

Definice 1.30 (Inner-Product Null Space). Inner-Product Null Space (IPNS) bladu
Ay € Gh | je mnozina znacend NI(A ) a definovand jako

NH(A<k>) = {ZE S G;q M A<k> = 0} (1.25)

Protoze néktera chovani bladu plati jen za predpokladu urc¢ité vlastnosti, je tieba si
definovat nésledujici pojem.

Definice 1.31 (Null blade). Blade A,y € G’;q nazyvame null blade, jestlize

Mnozina null bladi v G’;q se znaci G;f] C G’;q. Mnozina bladi, které nejsou null
blady, se znaci G;, 5 C G’;q. Takovym bladiim potom rikame non-null blady. Mnozinoveé
Zapsano

Gyl ={Aw €Gy, - Ay - Ay = 0},
Gre ={Aw €Gy, : Ayy- Ay # 0}

12



1 GEOMETRICKA ALGEBRA

V Kapitole 1.4 jsme si zavedli operaci dual a rekli, ze jeho vyznam ocenime pozdéji.
Pravé v konceptu prostorti vnéjsiho a vnitfniho souc¢inu se jedna o zasadni operaci, ktera
nam umozni prechézet mezi reprezentacemi objektii.

Véta 1.32. Necht x € Gg;, Ay € G’;q, kde k>1,al € @p,q bud pseudoskalar. Potom
plati

(x A A<k>)* = (x A A<k>) I l'=gx- A?kw

z ¢ehoz vyplyva, ze
ZE/\A<k> =0 «<— ZE-A?H =0.

Proto plati
NO(A ) = NI(A7,). (1.26)

Vétu nechdme bez dikazu. Lze jej najit v publikaci od C. Perwasse [10].

Faktu, Zze OPNS bladu A se rovnd IPNS jeho dudlu, se hojné vyuziva napiiklad v
reprezentacich geometrickych objekti, jako jsou sféry, kruznice, primky, roviny a jiné, jak
uvidime pozdéji.

1.4.3 Projekce a rejekce

Pro odvozeni transformaci zavedeme pojmy projekce a rejekce bladt. V Kapitole 1.2.2
jsme se dotkli pojmi projekce a rejekce na vektorech. Nyni tyto pojmy zobecnime pro
blady.

Méjme dva blady @ € G7; a n € GJ}. Podobné jako pii odvozovani rovnice (1.8)
vektor a muzeme napsat jako soucet ¢asti kolmé na m a ¢asti rovnobézné s n. Projekce
a na n je potom ta ¢ast rovnobézna a da se vyjadrit jako

(a-n)n!' = (a-n)n =|al cosdn,

kde n = Iﬁ'

Definice 1.33 (Projekce). Projekce bladu Ay € Ggéf na blade Ny € (Gf,if],
kde 1 < k <1 < n, se definuje jako

Py (Agwy) = (Agy - Ny )Ny (1.27)

Uvazujme projekci vektoru a € G7) na blade Ny, € G7.. Obecné mé vektor a ist ay,
kterd lezi v podprostoru reprezentovanym bladem Nyy. Tedy a) € span{n, ..., n;}, kdyz
Ny = /\é:1 n;. Proto ay A Ny, = 0. Déle a = a| + a, a a; ¢ span{n,...,n;}, pak z
definice plati a; - Ny = 0. MiZeme tedy napsat

Py (@) = ((a) +a.)- Ny )Ny = aiNy' Ny = a.
Definice 1.34 (Rejekce). Rejekce bladu Ay € G’;q z bladu Ny € G! kdel <k <

P’
[ < n se definuje jako
Py, (Awy) = Ay — P, (Agy)- (1.28)

13
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1.5 Versory

Definice 1.35. Versor V' je multivektor, ktery mize byt vyjadren jako geometricky
soucin non-null 1-vektort.

Versor se da tedy zapsat jako V' = H n;, kde {n,..,n,} C G} je mnozina ne
nutné hnearne nezavislych non-null 1- Vektoru Navic pro kazdy versor existuje jeho inverze
H n; ', takie VV~! = V-V = 1. Toto tvrzeni zde neuvadim jako vétu, ale jeji

dukaz (Vlz [10]) vyuziva mimo jiné faktu, ze geometricky soucin bladu se sebou samym je
roven jeho skaldrnimu soucinu se sebou samym (dle Definice 1.12).

Priklad 1.36. Spoc¢téme pro a, n € Gg; soucin nan!:

nan ' =(n-a+niAan'=Mm-an ' +nAa)-n '+ (nAa)An

Protoze n™! = —25, jsou n a n~! linearné zavislé. TakZe (n A a) An~! = 0. Dale lze

[ ||
-1

ukézat, ze (nAa)-n'=(a-n)n — (n-n1a. Celkem potom dostaneme

nan ' =2(a-n)n —a = 2P4(a) — a.

Vektor a jisté mizeme zapsat jako a = Py (a) + Pax(a). Nakonec tedy miZzeme psat
nan' = Pu(a) — Pi(a). (1.29)

Timto jsme se piiblizili transformacim. Vzali jsme vektory a, n € G?! »q» provedli ope-
raci nasobeni a dostali jsme vektor, ktery ma stejnou cast rovnobéznou s n jako a, ale
opacnou kolmou ¢ast. Jinak feceno, dostali jsme reflexi a podle n. Pro geometrickou
algebru popisujici euklidovskou rovinu je reflexe znazornéna zde na Obrazku 1.3.

a nan

a a

Obrazek 1.3: Reflexe

Stoji za to zduraznit, Ze vysledkem operace byl znovu 1-vektor. Navic budeme-li uva-
k
zovat obecny versor V' = [] n;, potom operace VaV ! je vlastné provedeni po sobé&
i=1
jdoucich reflexi podle danych vektort n;, coz zachovava stupen puvodniho vektoru. Jeli-
koz rotace je slozeni dvou reflexi, 1ze vytusit, ze jejim generatorem budou praveé bivektory.

14
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1.6 Reprezentace objektu

V této kapitole rozsitime myslenku reprezentovani geometrickych objekti, jak jsme
naznacili v Kapitole 1.4.2. Bylo feceno, ze blade stupné k mize reprezentovat k-dimenzi-
onalni podprostor v dané algebre diky jeho OPNS; respektive IPNS. Vysli jsme z Definice
1.29 a ukazali, ze OPNS bladu stupné 1 reprezentuje primku prochazejici poc¢atkem ve
sméru tohoto vektoru. Pro blade stupné 2 jsme dostali rovinu prochézejici pocatkem a
rovnobéznikem tvorenym vektory z daného bladu. Takovato reprezentace je ale znacné
limitujici, nebof reprezentujeme pouze objekty obsahujici pocatek.

Pro lepsi reprezentaci zavedeme rozsiteni ptivodniho prostoru, ve kterém chceme re-
prezentovat geometrické objekty, do vyssi dimenze. Zpusobu rozsiteni je vice, muzeme
naptiklad uvazovat takzvanou projektivni geometrickou algebru PGA casto vyuzivanou
napriklad v pocitacovém vidéni. V dalsim textu budeme uvazovat takzvanou konformni
geometrickou algebru CGA, kterda ma radu aplikaci napriklad v pocitacové grafice nebo
robotice. Slovem konformni se zjednodusené mysli, ze transformace zachovavaji thly lo-
kélné (napriklad thel dvou protinajicich se pfimek v roviné je stejny i po projekci na
sféru, kdy se budou kruznice vzniklé projekci protinat zase pod stejnym tthlem).

Nasim cilem bude reprezentovat objekty v prostoru R™. Nejdiive zavedeme Stereo-
grafické rozsirent, kde prostor R™ rozsiiime do prostoru R™™! a nasledné provedeme jeho
homogenizaci rozsitenim do dalsi dimenze.

Nejprve zavedeme jesté jeden pojem, na ktery se budeme odvolavat.

Definice 1.37. Necht R™* je vektorovy prostor, ve kterém budeme reprezentovat geomet-
rické objekty. Bud X : G}, — X bijektivni zobrazeni, kde X C G, , a r+s < p+q. Potom
geometricky outer- a inner-product null space bladu Ay € G’;q se znaci jako NOg (A )
a Nlg(Angy) a definuje jako

NOg(Ap) ={z €G,, : X(z) A Ay = 0}, (1.30)
N]Ig(A<k>) = {ZE € Gis : X(ZE) . A<k> = 0} (1.31)

Poznamka 1.38. Uvédomme si rozdil mezi OPNS (IPNS) a geometrickym OPNS (ge-
ometrickym IPNS). Naptiklad na Obrazku 1.7 je zelené znazornéno OPNS wedge dvou
bladi. Jejich geometrické OPNS by byly mnozinové pravé dva odpovidajici body z roz-
sitovaného prostoru. OPNS tedy reprezentuje geometricky objekt, ale geometrické OPNS
timto objektem uz primo je.

1.6.1 Stereografické rozsireni eukleidovského prostoru

Stereografické rozsiteni budeme doprovazet obrazky hlavné pro jednorozmeérny euklei-
dovsky prostor. Obecné rozsifujeme prostor R™ do R™**1.
Zavedeme zobrazeni S : R" — S C R**! ve tvaru

2 +m2—1
T e
x?+1 x2+1 7

S:x—s (1.32)

kde e, = e, € R"™ a S" znadi jednotkovou sféru, proto HS(m)H =1 VaxeR™
Tvar rozsireni lze odvodit naptiklad z podobnosti trojihelnikt a je podrobnéji vysvétlen
v [11].
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Rz
b
Sy S(z)
y x
- @,
RQ
S(y)
(a) Rozsffeni R! (b) Rozsifeni R?

Obrézek 1.4: Priklady rozsiteni

Poznamka 1.39. Cervend osa na Obrazku 1.4 vlevo miZe pfedstavovat i R™. Stejny
obrazek by tak mohl predstavovat rozsitovani prostoru R™ pro libovolné n € N.

1.6.2 Homogenizace stereografického rozsireni

Zatim jsme rozsifili prostor R" zobrazenim S na jednotkovou sféru S* c R™*!. Tuto
dale rozsifime do prostoru R"*1:1. Dostaneme se tak do n + 2 dimenziondlniho prostoru.
Zavedeme zobrazeni H : R"*1 — A"l c R*+1! definované jako

Hx—X=x+e_, (1.33)

kde e_ = e,43, a proto €2 = —1. MnoZina A" je tak Minkowského afinni rovina.

AZ

Obrazek 1.5: Homogenizace
Ukazme, co plyne z faktu, Ze se pohybujeme v prostoru, kde e2,, = —1.
Priklad 1.40. Bud a € R\{0} ndsobek vektoru H(S(z)) € R"!. Potom plati

(a?—l(S(m))>2 = o?(S(z) +e.)?

= a?(S*(z) + S(x)e_ +e_S(z) + €?)
=a?(1-1)
= 0.

Protoze S(x) je 1-vektor v S”, plati e_ L S(x) VS(x) € S", takze geometricky soucin
S(x)e. =S(x)-e_+S(x)Ne_ = —e_AS(x) = —e_S(x). Navic S(x) € S" jsou vektory
——

=0
jednotkové, proto S?*(x) =1 Vax € R", coZ lze vidét i po rozepsani.
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Dostali jsme dileZity vysledek, Ze vSechny vektory v R™*%1 které jsou vysledkem
rozsiteni H prostoru R", jsou v druhé mocniné rovny nule. Uvazujeme-li rozsiteni pro-
storu R", pak z Prikladu 1.40 dostavame mnozinu bodi lezicich na takzvaném null-kuZelu
Kt = {X € R**b! . X2 = 0}, jimz budeme fikat null-vektory. Navic z konstrukce
rozsiteni vidime, zZe libovolny nenulovy nasobek takového vektoru reprezentuje stale jeden
vektor v piivodnim prostoru a plati K™™' = {aH (S(R")) : a € R\{0}}.

Zavedeme-li ddle mnoZinu SA"™ C A™*! jako obraz homogenizace celé mnoziny S”, tedy
SA" = H(S (R”)), pak pravé pouze tahle mnozina vektorti z R" ™! se zobrazi zpét do S™
inverznim zobrazenim H~! : X +— X — e_ definovaném pravé na SA”. Odtud miZzeme
inverznim zobrazenim k stereografickému rozsiteni, které neuvadim a lze jej dohledat
napiiklad v [10], zobrazit libovolny vektor vyjma vektoru e, +e_ do puvodniho prostoru
R™ (vektor e, + e_ bude reprezentovat bod v nekonecnu, ktery nema reprezentaci v R").
Uvidime, Ze pro ostatni vektory ma geometricky vyznam jejich OPNS nebo IPNS. V
nasem piipadé pro A € R"*! mame

NOg(A) = {x € R" : H(S(x)) N A = 0},
NIg(A) = {x e R" : H(S(z)) - A = 0}.
Celkem tedy dostavame

2
m22+1m+i2+1e++e_. (1.34)
Protoze se jedna vlastné o prvek projektivniho prostoru, mizeme jej vynasobit nenulovym
¢islem bez zmény reprezentace v puvodnim prostoru. Takovym ¢islem je bezesporu %(ZBQ +
1). Pravé finalni tvar rozsifeni pracuje s timto nasobkem, protoze se vyrazné zjednodusi.

Celé vloZeni bodu tedy zajistuje zobrazeni C : R* — K" ¢ R**!! definované jako

H(S(@)) -

Cimrs %(mQ L DH(S(@)). (1.35)

Obréazek 1.6: Rozsifeni R! s null-kuZelem. Bile je zndzornéné mnoZina vektori se stejnou
reprezentaci v R!. Zluté je znazornéné parabola, na kterou se dostane bod po vynasobeni
)

Rovnice (1.35) se da dale upravit:
1 1 1
§(m2 + DH(S(x)) =z + §(m2 —1)e, + §(m2 +1)e_

1 1
=T+ §m2(e_ +ey)+ 5(6_ —ey). (1.36)
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Po zméné béze e, = e_ + e, a ey = 3(e_ — ey) dostdvame zndmy findlni tvar vloZeni
bodu v CGA:

1
Clx)=x+ §m2600 + ey. (1.37)

Zatim jsme tedy rozsifili prostor R® do prostoru R"™! a nic nebrani tomu, abychom
na tomto prostoru zavedli bilinedrni formu jako v Kapitole 1.1, tedy sestrojit nad timto
prostorem geometrickou algebru G,,1; ;. Uvidime, Ze geometrické OPNS a IPNS bladt
jsou primo objekty v ptvodnim prostoru.

Uvazujme konkrétni konformni geometrickou algebru G, ; a dva blady X,Y € G%ﬁl.

Obrazek 1.7: OPNS dvou bladi v Gg

Jejich ONPS je ziejmé linedrni podprostor, rovina v Gy, tvofend koncovymi body
vektori X, Y a pocatkem. Pojdme se podivat na geometrické OPNS bladu tvoreného
témito vektory. Plati

NOG(XAY)={xcR" :C(x) AN X ANY =0}.
Protoze mame k dispozici inverzni zobrazeni z null-kuzelu do R!, mame
NOG(XAY)=C'({AeK: ANXAY =0}),
coz neni nic jiného nez
NO(X ANY)=C'(NO(X ANY)NK?).

Na Obrazku 1.7 je to mnozina vektori znazornéna dvéma bilymi pfimkami, které kazda
reprezentuji pravé jeden vektor z R!, protoZe vime, Ze pohyb v téchto pfimkach je jen
nasobeni nenulovym skaldrem. Presnéji odpovidaji mnoziné vektort, kterou dostaneme
prinikem téchto dvou pifmek s mnozinou SA', coz jsou dva vektory, které by leZely na

Obrazku 1.7 v priniku modré kruZnice a biljch pfimek. Vysledkem jsou dva body v R?,
takzvany dvojbod.

1.6.3 Geometrické objekty v konformni geometrické algebre G4

V tuto chvili vime, jak vypada reprezentace bodu v CGA. Je na misté zavést dalsi
objekty. Vychazet budeme z reprezentace vnitinim souc¢inem (IPNS) a zaméfime se na
prostor R3.
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1 GEOMETRICKA ALGEBRA

Sféra

Rovinu mizeme chapat jako sféru s nekonec¢nym polomérem, bod jako sféru s nulovym
polomérem, kruznici jako prinik dvou sfér, dvojici bodt jako prinik tii sfér a primku jako
kruznici s nekoneénym polomérem. Proto v textu rfadime sféru jako prvni.

Vime, ze vektory z null-kuzele reprezentuji body z prostoru, ktery jsme rozsitovali. Pro
néas tedy z R3. Pojdme nastinit vyznam vektorid mimo tento kuZel. UvaZujme napiiklad
vektor @ € R?, respektive A = C(a) € Gy1. Déle definujeme vektor S € Gy, jako

1
S=A- 5"26‘”’ (1.38)
kde p € R. Ziejmé vektor A lezi na null-kuzelu a vektor S mimo néj. Protoze chceme do-
stat reprezentaci vnitinim soucinem, pfipomenme definici geometrického IPNS: Nl (A ) =

{x e R*: C(x) - Ay = 0}. Vyndsobme tedy vektor S s vektorem X € K*.
1
S-X:A-X—§p2eoo-X

1 1 1 1
= (a+ §a26oo +e) - (x + §ZE2800 + eg) — 5,02eOO Az + §ZE2800 + €g)
_ 1 2 1 2 1 2
=a-x 2a 233 + 2p

1 1
= —Sla—af+ 57

To znamend, ze S-X = 0 pravé tehdy, kdyz (a—x)? = p?, jinak feceno, kdyz x = C~}(X)
lezi na sfére se sttedem v bodé a a polomérem p. Geometrické IPNS vektoru S je tedy

sféra:
NIg(S)={x eR*: 8- X =0} = {x e R® : ||z — a|’ = p?}.

Stoji za zminku, zZe stejné jako pro body tu plati, Ze libovolny nenulovy skalarni na-
sobek vektoru reprezentujiciho sféru reprezentuje stale tu samou sféru. O tom se lze jed-
noduse presvédcit vynasobenim vektoru S néjakym parametrem ¢t € R a po provedeni
stejnych tprav jako v odstavci vyse se ndm na obou stranach rovnice parametr vyrusi.

Vyhodou formy zépisu jako v (1.38) je fakt, Ze muzeme jednoduse zjistit polomér sféry
vnitinim souc¢inem samé se sebou jako

8% =A% p*A- e, = p
Dale existuji zpusoby, jak zjistit, jestli néjaky bod lezi na sféfe, v jejim vnitiku a nebo
vné. O téchto moznostech se lze docist naptiklad v [10].

Poznamka 1.41. V [10] lze najit tvar imaginarni sféry jako S = A + %,02800. Ukéze se,
ze nasobeni S s vektorem X € K?* vede na sféru s imagindrnim polomérem. Tuto sféru
vyuzijeme v Kapitole 1.8.

Rovina

Pt1i odvozovani tvaru vektoru reprezentujiciho sféru bylo zminéno, Ze rovinu mtizeme
chapat jako sféru s nekonecnym polomérem. V nasem prostoru to znamena polozit ¢ast
vektoru s ey rovnu nule, tedy tento vektor odecist. Zuistane tak pouze vektor reprezentujici
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1.6 REPREZENTACE OBJEKTU

normalu a vektor e, reprezentujici nekonec¢no. Uvazujme podobné jako pii konstrukci
sféry. Bud A = C(a) € Gy,1. Vezméme vektor P € Gy, jako
1 1 1 1 1

P=A-— 5,02800 —ey=a-+ 50,2800 + eq — 5,02800 —ey=a+ 50;2800 — §pzeoo.

Spoc¢téme ted vnitini soucin s vektorem X € K*.

1 1
P-X=(a+ E(a2 —pPex) - (z+ §ZE2800 + €g)

1
—a-z— (- )

1
=||a|||z]| — 5(02 — %),

kde x| = Pa(x) je slozka vektoru & rovnobézna s a. Pouzili jsme stejnou ipravu jako pii
odvozovani (1.8). Z toho vyplyvd, ze P - X = 0 pravé tehdy, kdyz Hm” H = %. Takze v
geometrickém IPNS vektoru P leZi takové vektory @ € R3, které maji danou fixni délku
komponenty v rovnobézném sméru s a. Lze si to predstavit tak, ze koncové body vsech
téchto vektoru pak tvori rovinu a vektor a je jejim normalovym vektorem. Ve vysledku
pro normalizovany vektor a = |ﬁ dostavame pouzivany tvar pro reprezentaci roviny se
vzdalenosti d € R od pocatku:

P =a+de.. (1.39)

KruZnice

Dale ukazme, ze kruznici mizeme reprezentovat jako prinik dvou rtznych sfér. Méjme
tedy S1, S2 € Gy dva linedrné nezavislé vektory reprezentujici dvé riuzné sféry svym
IPNS. Ukdzeme, ze C = S; A Sy je IPNS kruznice. Plati NIg(C) = {x € R*: C(z)-C =
0}. Vyndsobime-li tento vektor s vektorem X € K*, dostaneme

X - C=X (SiASs)=(X 58— (X -8S)S.

To znamena, ze X - C = 0 pravé tehdy, kdyz X - S; = 0 a soucasné X - Sy = 0. To ale
znamend, 7e NIg(C) je mnoZina bodt z R3 leZicich na obou sférach Sy, S, soucasné, coZ
neni nic jiného nez jejich prinik - kruznice. Pokud se tyto sféry protinaji pravé v jednom
bodé, potom C reprezentuje tento bod. Neprotinaji-li se sféry, potom NI (C) je prazdnd
mnozina.

Primka

Piimku lze reprezentovat jako prinik dvou rovin. Mzeme postupovat ve stejném
duchu jako u kruznic. Méjme dva linedrné nezavislé vektory P;, P, € G4, reprezentujici
dvé riizné roviny v R v IPNS reprezentaci a vektor X € K*. Zavedme L = P, A P,.
Podobné jako u kruznic mame

NIg(L) = {x € R*: C(x) - L = 0}

X L=X (PANP)=(X -P)P,— (X P)P.

To znamend, ze X - L = 0 pravé tehdy, kdyz X - P, = 0 a soucasné¢ X - P, = 0. Takze
NI (L) je mnozina bodu lezicich v obou rovinach soucasné, tedy v jejich pruniku, piimce.

20



1 GEOMETRICKA ALGEBRA

Dvojbod

Na stejném principu lze ukéazat, Ze existuje vektor reprezentujici dvojici boda v IPNS
jako prunik tii sfér. Pokud méame tfi linedrné nezavislé vektory Si, Sa, S5 € Gy re-
prezentujici tii rizné sféry, potom jejich prinik mtzeme v IPNS reprezentovat jako
Pp = S, A Sy, A S5. Geometrické IPNS takového vektoru déva mnoZinu bodi v R?, které
lezi na vsech sférach soucasné, coz jsou (existuje-li prunik) dva body (pokud neuvazujeme
situaci, kdy je prunikem pouze jeden bod).

Shrnuti CGA

Tabulka 1.2 znézornuje kanonickou bazi konformni geometrické algebry bez transfor-
mace baze e, = e_+e; aey = %(e_ —e4 ). Znaceni e;j;, odpovida geometrickému soucinu
e;eje; pro i, j. k € {1,2,3,+, —} a podobné.

Stupen Nazev Bazové blady Pocet
0 Skalar 1 1
1 Vektor e, e, e3 €., € 5
2 Bivektor €12, €13, €14, €1, €23, 10
€2y, €2 ,€3,,€3 ,€,
3 Trivektor €123, €12+, €l2-, €13+, €13, 10
€1, _, €3, €23 ,€3, ,€,
4 4-vektor €1231, €123, €194 _, €13, _, €23, 5
5 Pseudoskalar €193 1

Tabulka 1.2: Baze prostoru Gy ;

Protoze jde o ortogonalni bazi, geometricky soucin téchto prvku je antisymetricky a
miize byt nahrazen vnéjsim soucinem. To uz ale neplati po transformaci pomoci e, a e,
protoze lze snadno ukézat, 7ze e.ceg = —1+ e, Ney=—1+e, e .V literature se presto
pouziva znacCeni baze CGA s notaci napiiklad pseudoskalaru I = ej93,9. V této praci
budeme dale uvazovat bazi CGA ve formé vnéjsiho soucinu, jak ukazuje Tabulka 1.3.
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1.6 REPREZENTACE OBJEKTU

Stupen Nézev Blady Pocet
0 Skalar 1 1
1 Vektor €1, €, €3, e, € 5

e; Nes, e Nes, e N\ey, e\ ey, e es,

2 Bivekt 1
tvertor €es N\ €y, € N\ €, €3N\ €, €3N\ €p, €5 N € 0
egNersNes, e Nexy ey, er/\ ey ey,
3 Trivektor egNesNex, egrNesNey e N\ex ey, 10

es Nes /ey, eaNes/\ey e N\ex ey,
ez N\ ex N ey

eiNeyNesNey, e Ne \es e,
4 4-vektor etNeys Nes Neg, eg NesNeyg ey, 5
e Nes\ex N eg

5 Pseudoskalar e NesNes e e 1

Tabulka 1.3: Baze prostoru G4, po transformaci
Jesté ukazme, Ze v CGA mame inverzi k pseudoskaldru It = —1I.
IT"'=(esNeyNesNesx Neg)(—er Aes AesAes Ae).

Protoze exeo = (e- +e;)s(e_ +e;) =3(e2 —e_e; +eje. —€2)= —1 + e,e_,
~ N~
=€c0°€0 =e/\eg
miizeme psat
1
IT " = (e1ese3(1 + exep)) (e3e2€1(1 + excep))
= (e1eze3 + ejesezeep)(esese; + ezesereqep)
= e1e2e3e3eze| + €1€2€3E3E6281E,,€) + €1€263E6,,€0€3€E2€1 1
+ ejezezeepezesees €
=14 e ey + esey+ eepesen
2
=1+2(-1+ere )+ (—1+ere ).

Vyraz (—1 + e e_)? se d4 dale upravit: (-1 +e;e )> =1—-2e,e_ + e e e e. =

=—eje_e_e; =1

2—2e;e_ =2(1—eye_ ). Celkem dostavame

IT'=14+2(-14+ee ) +2(1 —ese)
= 1.

Na zavér kapitoly je na misté shrnout do Tabulky 1.4 reprezentace objekti, kde uvedenym
tvariim budeme fikat normalizovana reprezentace dané¢ho objektu.
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1 GEOMETRICKA ALGEBRA

Objekt IPNS reprezentace OPNS reprezentace
Bod A =a+ ja’e, + e
Sféra S=A-31p%ex S*=A; NAy;NA3 N Ay
Rovina P =a+dey P*= A, NA; N A3 A eq
Kruznice C=5 N5, C"=A NAy N Aj
Piimka L=P AP, L*=A; NAs Ney
Dvojbod | Pp =81 AS; A S3 Py =A N A,

Tabulka 1.4: Reprezentace geometrickych objekiu v CGA

Poznamka 1.42. Je vhodné pripomenout, ze z IPNS reprezentace objektu dostaneme
OPNS reprezentaci vynasobenim inverzi k pseudoskaldaru a naopak, [10].

1.7 Generatory transformaci

V této kapitole se budeme vénovat zejména rotacim v R3. UkaZeme si spojitosti s kva-
terniony, grupou rotaci a Lieovou algebrou. Zkusime oduvodnit tvary vektort zajistujici
tyto transformace - generatory rotaci. Cilem kapitoly neni podat striktni a presné odvo-
zeni jejich tvart, ani disledné zavedeni vSech zminénych pojmi, ale naznaceni souvislosti
s bohatym matematickym pozadim. V Kapitole 1.5 jsme zminili, Ze reflexe je ,,zakladnim
stavebnim* prvkem transformaci. Rotaci lze chapat jako provedeni postupné dvou reflexi
vzhledem ke dvéma vektortiim v roviné, jejiz normalovy vektor je osou rotace. Translaci
jako dvé reflexe vzhledem ke dvéma rovnobéznym rovindm.

Oznacéme H jako mnozinu kvaternionii. Ty se vyuzivaji predevsim k popsani pro-
storovych rotaci. Kazdy kvaternion mtzeme napsat ve tvaru a + v, kde a € R a v =
v1t + 12 + vsk je ryze imaginarni kvaternion, ktery miizeme chapat jako vektor v =
(v1;v9;v3) € R3 vzhledem ke klasické ortonormalni bazi. Chceme-li napifklad provést ro-
taci vektoru p € R3, chdpeme jej jako ryze imagindrni kvaternion p = pii + p2j + psk.
Dale potrebujeme osu a thel rotace. Vime, Ze rotace o thel 8 kolem osy o je reprezen-
tovana jednotkovym kvaternionem h = cos(6/2) + sin(6/2)o = e5°, kde o je jednotkovy
vektor. Otoceny vektor p’ potom dostaneme jako soucin kvaterniont hgh~! = p'.

Chceme li najit souvislost s geometrickou algebrou, podivejme se na bivektory. Mame k
dispozici podstrukturu, kterd je, jak uvidime, izomorfni kvaternioniim. Pro jednoduchost
uvazujme geometrickou algebru nad R3. Jeji baze je v Tabulce 1.1. Oznacme i = eses,
j = eies, k = ese;. Libovolny bivektor A € G2 pak miZeme napsat jako A = a1 +
asg + ask. Lze se velmi jednoduse presveédcit, ze jsou splnény vSechny vztahy pro 2, 3, k z
definice kvaterniont. Konkrétné napiiklad vektor A = eje; + 2e1e3 — Heses vidime jako
A=51+25 —k.

Jednou z nevyhod kvaterniont, na rozdil od geometrické algebry, je moznost rotace
pouze kolem os jdoucich pocatkem. Vyhodou geometrické algebry oproti kvaterniontim
jsou pak i translace. Navic pri praci s kvaterniony rotujeme pouze body, nikoliv objekty
v geometrickém slova smyslu.
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1.7.1 Grupa rotaci

Rotace jsou ziejmé linedrni zobrazeni v R?, proto kazdou miiZzeme reprezentovat matici
vzhledem k vybrané bazi. Pokud vybereme ortonormalni bazi prostoru R?, bude kazda
rotace popsand matici 3x3 s determinantem rovnym jedné a spliujici AAT = I, kde I je
jednotkova matice. Dostavame se tak k mnoziné SO(3) redlnych ortogonalnich matic 3x3
s determinantem rovnym jedné. Se skladanim zobrazeni jde o grupu vsech rotaci kolem
pocatku soufadnic v R3. Ve skuteénosti jde o Lieovu grupu, ale to je pojem, ktery piesahuje
ramec této prace a budeme jej chapat velmi zjednodusené a zistaneme na tirovni mnoziny
matic. K této grupé existuje Lieova algebra so(3), kterou budeme chépat jen jako mnozinu
3x3 redlnych antisymetrickych matic spolu s exponencialnim zobrazenim. Exponencidlni
zobrazeni exp : 80(3) — SO(3), definujeme pro matici A € s0(3) jako

=1
cap(A) =) A" (1.40)
n=0

Obecnéji se pracuje v R™, takze obecnéji mame exp : so(n) — SO(n). Méjme pro jedno-
duchost naptiklad matici z R?

0 —0
6 0

A:

Spoctéme pro ni exp(A). Protoze exp(A) = I+ A+ 5 A* + $ A3+ 3 A* +- - spoctéme
nejdrive prvnich nékolik nasobki matice A.

—62 0 0 —6°
A% = — 0’1, A*=A’A= A= ,
0 — 6 0
6* 0 0 —*
At = A2A% = ¢'T = , AT =¢'A=
0 ¢ 0t 0

Jak budou vypadat dalsi mocniny matice A je ziejmé. Matice exp(A) vypada tedy takto:

erpa)= |1 L2y Lot — .. gy lep .. _ [costo) —sino)
b =50+ — 50+ 50— sin(f)  cos(6
3! 21 ]

coZ je matice rotace v R?. Pokud bychom pouzili exp na vétsi antisymetrické matice,
dostali bychom matici rotace pro vyssi dimenze. Zanedlouho uvidime, zZe pouziti expo-
nencialniho zobrazeni na jednotkovy bivektor vede na analogii matice rotace v geomet-
rické algebte - generator rotace rotor. Zjistime totiz, ze mizeme ztotoznit antisymetrickou
matici s bivektorem nebo i ryze imaginarnim kvaternionem.

1.7.2 Algebra vnéjsiho soucinu

Geometricka algebra je gradovany vektorovy prostor. Pokud budeme uvazovat podpro-
stor bazovych bladt stupné dva, ukazeme, zZe je lze ztotoznit s antisymetrickymi maticemi.
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1 GEOMETRICKA ALGEBRA

Berme v tivahu /\Q(R") = span{e; ANey,e; Nes,---,e; e, esNes, -+, e, 1 Ne,}, kde
se omezime na priklad n = 3. Kazda antisymetrickd matice A je tvaru

0 b ¢
A=|-bp 0 d
—c —d 0

Takovou matici muzeme identifikovat jako b(e; A es) +c(ey Aes) +d(ea Aes), takze i jako
—di + ¢j — bk. Jinak feceno existuje izomorfismus mezi A*(R?) a s0(3) a H.

Diky témto izomorfismim tak mtzeme ztotoznit, jak jiz bylo zminéno, antisymetric-
kou matici, bivektor i ryze imaginarni kvaternion. Pisobeni exponencialniho zobrazeni
na bivektor tak vyusti v prvek generujici rotaci. Navic toto exponencialni zobrazeni je
zobrazeni z bivektoru, respektive algebry vnéjsitho soucinu, do geometrické algebry, tedy
vlastné z Lieovy algebry do jeji Lieovy grupy (kterd je algebrou ve smyslu vektorového
prostoru).

1.7.3 Rotace

Vime, Ze rotace mame hledat mezi bivektory. Nasli jsme izomorfismy, které jsou dobrou
motivaci pro zavedeni exponencialniho zobrazeni z prostoru A*(R?). Kazdy vektor mii-
zeme chapat jako néjaky nasobek jeho normalizované verze. Pouzijme exponencidlni zob-
razeni na o nasobek takového bivektoru N € A\*(R?).

N N)? N)3
exp(aN)zl—{—a +(a )+(a )—{—

1! 2! 3!
Lze snadno nahlédnout, Ze N2 = —1. Diky tomu dostdvame
a? ot a o a
exp(aN):(1—?+Z—---)+N(ﬂ—§+a—---) (1.41)

= cos(a) + N sin(a).

Zobrazeni exp je tedy zobrazeni z bivektori do geometrické algebry. Ukazme, zZe nadm
vysel v obecné formé prvek zajistujici rotaci.

Budte m a n jednotkové vektory z Gj svirajici thel 8/2. Chceme-li oto¢it vektor = € G3,

provedeme dvé¢ reflexe s vyuZitim m a . Po prvni reflexi dostdvame vektor nzn—!, po

druhé reflexi vektor mnxntm 1.
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mnxhim

y

nxh

Obrazek 1.8: Rotace vektoru pomoci dvou reflexi

Oznaéme R = mn. Potom dostavime R™! = n~'m~! = nm = R, protoZe pracu-

jeme s jednotkovymi vektory. Celkem dostavame rotaci o dvojnasobek tthlu mezi n a m.
Navic plati R = mn = m - n + m Af = cos($) — M—zn sin(£). Odvodili jsme tak tvar
prvku geometrické algebry, ktery se nazyva rotor. Rotor R budeme uvadét ve tvaru

R = COS(g) —Lsin(g), (1.42)

kde L je normalizovany bivektor reprezentujici osu otaceni. Lze jej napsat i ve tvaru
R=e1L, (1.43)

Rotaci objektu o potom dle [4] dostaneme soucinem op = RoR.
Uvazujme nyni matici

0 —0
6 0

A:

Pouzitim exponencionalniho zobrazeni dostaneme matici rotace v roviné, jak jsme ukazali
v Kapitole 1.7.1. Diky izomorfismu mezi antisymetrickymi maticemi a bivektory (pfes-
néji mezi Lieovou algebrou so(3) a algebrou vnéjstho soucinu A*(R™), kterd je tedy také
Lieovou algebrou) muzeme tuto matici chapat jako bivektor —f(e; A es). Pouzijme nyni
exponencialni zobrazeni na tento bivektor.

—9(81 A\ 82) I (—9(81 A\ 82))2

exp(—0O(e1 Nes)) =1+ T o 4.
7 6> 6 o*
:1—ﬂ(€1/\€2)—54—5(81/\82)‘*’14’"'
6> 0 -0 6 6
=(-g g t@re)(gHg—g+)
6> 0 9 6

= cos(f) — (e1 A ey)sin(h).

Vysledkem je presné rotor pro rotaci v roviné kolem pocatku (presnéji kolem osy repre-
zentované normalovym vektorem roviny tvorené vektory e; a es). Uvédomme si ale, ze
pouziti takového rotoru vyusti v rotaci o thel 26.
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1 GEOMETRICKA ALGEBRA
1.7.4 Translace

Precizni a tplné odvozeni tvaru translatoru pres reflexe lze dohledat v [10] nebo [1].
V této praci jsou shrnuta fakta z tohoto pristupu.

Méjme Py, Pg € G} 111 Vvektory reprezentujici v IPNS dvé rovnobézné roviny. Necht a
je jejich normalizovany normélovy vektor a di,ds € R jsou jejich ortogonalni vzdalenosti
od pocatku. Tyto roviny jsou pak tvaru Py = a + dié,, Pg = a + dse.. Bud ¢ € R”
bod, ktery chceme posunout. Tento bod je reprezentovany vektorem X = C(x) € Gyi11.

Provedeme-li operaci PAX P4 = (a + diex)(x + %mzeoo + ep)(a + dies), potom
lze ukézat, Ze tento vektor leZi na K"*! a jeho zpétnou projekei do R™ je vektor y =
x+2(d; —a-x)a. Dostali jsme tak reflexi. Provedeme-li druhou reflexi jako Pg Py X P4 Pg,
vysledkem bude vektor z = CY(PgPy X PyPg) = x + 2(dy — dy)a, ktery je oproti x
posunuty ve sméru a o vzdalenost dvojnasobku vzdalenosti rovin Pg, P4. Vektor T =
PP, tak oznacime jako transldtor. Ten je ve tvaru

T = (d + dzeoo)(d + dleoo) =1- (dz - dl)&'eoo-

Nakonec se definuje vektor t = 2(dy — dy)a jako vektor translace. Finalni tvar translatoru

T potom dostavame jako

1
T=1-tex. (1.44)

Diky tomu, Ze €2, = 0, miZeme psit T = 1 — e = 1 — e + 5(—3tex)’ + -+ =
e~3te= Translaci objektu o potom dostaneme soudinem oy = ToT.

1.7.5 Rotace kolem libovolné osy

V Gpy1,1 muZeme provadét rotaci kolem libovolné osy. Pokud pouzijeme translator T'
na rotor R, obdrzime vektor T RT', ktery oznacime jako G. Jestlize provedeme operaci
GXG, kde X = C(x), obdrzime

rotace
o\

TR TXT RT.
1 t
translace o —

(. J
-~

translace o £

Vektor i
G =TRT (1.45)

se nazyva obecny rotor. Chceme-li ziskat iplné obecny pohyb, musime pridat jesté jeden
translator zajistujici translaci ve sméru osy otaceni. Obecny rotor tento pohyb neumozno-
val, pouze ndm umoznil rotovat kolem libovolné osy jdouci uvazovanym bodem. Takovému
rotoru, ktery bude zajistovat obecny pohyb, budeme tikat motor M a je ve tvaru

M = T,T\RT;, (1.46)

kde T3 zajistuje translaci podél osy rotace.
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1.8 Dekompozice dvojbodu

V této kapitole ukazeme, ze muzeme z reprezentace dvojbodu extrahovat jeden, pri-
padné druhy z jeho bodi. Predstavme si, ze mame dva rtzné body a a b v R". Muzeme
sestrojit primku £ prochazejici témito body a najit stfed mezi témito body x = “TJ“". Jiste
potom plati a, b = +rd, kde r je polovina vzdalenosti mezi body a a b (polomér sféry se
sttedem v @, na které lezi body a a b) a d je normalizovany smérovy vektor primky L.
Mame tak nastroj, jak z dvou bodu vybrat jeden z nich a nyni budeme hledat analogii
pro CGA.

Déle budeme znacit se symbolem ,,x“ IPNS reprezentaci a bez tohoto symbolu OPNS
reprezentaci. Protoze budeme demonstrovat tuto dekompozici v R3, uvazujme CGA nad
timto prostorem.

Uvazujme nyni priunik piimky L a sféry S. Predpokladejme, Ze polomér sféry je mensi
nez ortogonalni vzdalenost jejiho stredu od primky, tedy Ze prunikem je dvojbod. Necht
A =C(a), B = C(b) reprezentuji dva rizné body a Q = AAB necht reprezentuje dvojbod
tvoreny témito body. Vektor L = QANe,, = ANB Ae,, potom reprezentuje OPNS primku
prochazejici body a a b. Ukazme nejprve, co reprezentuje vektor P* = (A A B) - e..

1 1
(AAB) ey = ((a+§a2600+eo)/\(b+§b2eoo+eo)) s
1 1
:a/\b-eoo+§b2a/\eoo-eooJra/\eo-eooJr5042600/\b-eOo
1 2 12
+§a eoo/\eo-eoo+eo/\b-eoo+§b ey N\ ey - s
1 1
:0+0—a+0—§azeoo+b+§bzeoo
1
:b—a—|—§(b2—a2)eoo. (1.47)

Vlekgor2P* je tedy IPNS reprezentace roviny kolmé na primku L s ortogonalni vzdalenosti
s(b°—a
ool
V literatufe se casto zavadi operace join a meet, jez pracuji s podprostory, které
reprezentuji ucastnici se blady (viz [10] str. 84). V nasem odvozeni vyuzijeme faktu, ze
prunik primky L a roviny P* lze najit jako jejich meet. V nasem konkrétnim pripadé to
znamend soucin P*- L. Pokud se podivame na vyraz za druhym ,=* v odvozeni roviny P*
v (1.47), misto vnitinich souéini s e, budou v ptipadé piimky L vnéjsi souciny. Snadno

od pocatku, ktera prochazi v poloviné tisecky tvorené body a a b.
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tak nahlédneme, ze L = AANB Ae,, =aAbA ey + (a—b)AeyA ey. Spoctéme nyni
soucin P* - L.
1
P - L= ((b—a)+§(b2—a2)eoo)-(a/\b/\eoo+(a—b)/\eo/\eoo)
=(b—a)-aNbhex+(b—a) -aeyNex+(b—a) - (—bley N ex +

-~ ~" -~

@ ©) ®

1 1
4—§(b2 —(142)600-a/\b/\eoo+§(b2 —a*)ey -aey A ey +
@ ®
1
+ §(b2 —a’)es - (—b)eg A ex

Pro prehlednost rozeberme jednotlivé souciny.

Soucin Vysledek

((as — b2)(a1bs — asb1) + (az — b3)(aibs — azbr))eresc+
+((by — a1)(arbs — ashy) + (az — bs)(asbs — asbs))esen+
—!—((bl —aq)(arbs — agby) + (by — az)(azbs — agbg))egeoo.

(a1(by — a1) + aa(bs — az) + as(bs — az)) ey A ex
(bl(al —by) + ba(az — by) + bg(az — bg))eo A €
0

©

1(b* +a?)a A ey

@O©®H®E

—3(b*+a*)b A ey
Tabulka 1.5: Vysledky souc¢inii v P* - L

Vsimnéme si, Ze po secteni @ a @ vznikne u bladu ey A e, koeficient — ((a1 —by)?+
(a2 —b2)* + (a3 — b3)?) = — S (a; — b;)%. Pro lepsi orientaci zavedme oznaceni vysledku
soucinu @ jako u A ey a souctu koeficientii z @ a @ jako —% (tedy 8 =
Tabulka 1.5 se tak zjednodusi do tvaru

1
>0 (ai—bi)? )-

Soucin Vysledek

@ U N e
@+@ —%eo N e

(1) 0
(5)+(6) | 1(v* +a®)(a —b) e

Tabulka 1.6: Vysledky soucinti v P* - L po zméné znaceni
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Secteme-li vSe dohromady, dostavame
* 1 2 2 1
P L= (u+§(b +a )(a—b))/\eoo—geo/\eoo,
1
~ —B(u+§(b2+a2)(a—b))/\eoo+eo/\eoo. (1.48)

Protoze libovolny nenulovy skalarni nasobek nezméni reprezentaci, symbol ,,~“ znamena
rovnost az na nasobek nenulovym skaldrem. Podivame-li se na vyraz (1.48) dikladné, jde
otvar tAes +egAes, kde t € R3. Jedna se o takzvany homogenni bod. Homogenni bod je
dvojbod, ktery obsahuje bod v R?® a bod v nekonec¢nu. Jestlize mame t € R3 a T = C(¢),
potom H =T A ey, je reprezentace homogenniho bodu. Protoze bod v nekoneénu nema
reprezentaci v R3, jsou H i T reprezentace bodu t, prestoze T = t + %tzeoo + €y a
H =tANey + ey ey. Celkem jsme dostali, ze Xy = P*- L je OPNS reprezentace bodu
v poloviné mezi body a a b.

Ukézeme dale, Ze soucin Q - L~! je reprezentace sféry se stfedem v bodé reprezen-
tovaném vektorem Xy a polomérem rovnym poloviné délky tsecky tvorené body a a b.
Uvédomme si, ze A, B i ey jsou jisté 1-vektory. L = A A B A ey, je potom blade stupné
3. Lze se snadno presvédcit, ze L= —L, takze

L —L L

L_lz — = e .
LL —-LL L+L

Spoctéme tedy nejdiive L x L.

LxL=(aNbAex+(a—b)AeyNex)*(aNbAes+ (a—b)AeyAes)
=(aANbAex)*(aAbhes)+2(anbhey)((a—b)AeyAey)
+(([@—b)AegAex)* ((@a—b) NeyAey)

=0+0+ ((a1 - 51)2 + (ag — 52)2 + (a3 — 63)2)
1

5
Je velmi dilezité poznamenat, ze tento vysledek plati pouze pokud pracujeme s dvojbo-
dem @, ve kterém se vyskytuje wedge normalizovanych bodi A a B. Pii feseni problému
se ale setkavame s dvojbodem zadanym jako prunik tii sfér v prostoru, respektive dvou
kruznic v roviné (IPNS forma). Dudlni operaci potom dostaneme OPNS reprezentaci, ale
nikoliv normalizovanych bodu. Ve skutec¢nosti dostaneme néjaky nasobek normalizované
reprezentace. Tento nasobek sice nema vliv na reprezentaci, ale ma vliv na vysledek ska-
larniho souc¢inu. V nasem odvozovani si jej ale mizeme dovolit zanedbat a polozit roven
jedné, coz jsme udélali v predpokladech, nebot vychazime ze standardizovanych bodi A
a B, respektive z dvojbodu tvorenym témito body. Na konci odvozeni ukazeme, zZe tento
nasobek skutecné nema vliv na platnost vzorce pro extrahovani bodi z dvojbodu. Vypo-
et se nam tak zjednodusi na Q - L=! = 3(Q - L). Pro jednoduchost spo¢téme nejprve
soucin Q - L.
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1 GEOMETRICKA ALGEBRA

Q-L=(AAB) (ANBAey)

1 1 1
:(a/\b+§b2a/\eoo+a/\eo+§a2eoo/\b+§a2eoo/\eo+eo/\b+

leeO/\eoo)-(a/\b/\eooJr(a—b)/\eo/\eoo)

:(a/\b)-(a/\b/\eoo)4+(%b2(a/\eoo))-((a—b)/\eo/\eoo)+

0 ‘ > ’
(ane) - (anbhex)+(ane) ((a—b)Neyhex)+

® \ @

(%aﬁ(eoo ANeg)) - ((@a—b)AeyAex)+ (%(142(6oo Ab)) - ((@a—b)AegAex)+

(. J (.
-~ -~

® ©

geo/\b)-(a/\b/\eoo)4+(eo/\b)-((a—b)/\eo/\eoo)j—

Vynechali jsme souciny, které se vynuluji. Rozeberme zbylé souciny postupné a pro do-
drzeni rozumné délky zapisu zvolme substituci x = ai1by — asby, y = a1b3 — azby, z =
asbs — azby. Jde o koeficienty vektoru a A b = reie; + ye ez + zeses.

Soucin Vysledek

—(2® + y* + 2%)ex
1b%(ar(ar — b)) + as(as — ba) + az(az — bs)) ew
(asx + azy)e; + (azz — ayx)ey + (—ayy — azz)es
(—=1)(a1(ar — b)) + ag(ag —b) + az(as — b)) eg
a’(a —b)

—2a*(bi(ar — by) + bg(ag — bs) + bs(as — b3))ex
(—box — bsy)e; + (—bsz + biz)es + (biy + baz)es
(bl(al —by) + ba(az — by) + bg(az — bg))eo
ib*(a —b)

Tabulka 1.7: Vysledky sou¢ini v Q - L

OIOICICIOICIOIONO
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Vsimnéme si, ze @,@,@,@ jsou v souctu vektor z R3. Navic soucet @ a @ je

presné vektor w. Dostavame tak

Q-L'=53 <%(b2 —a’)(a—b)+u+ (% (bQ(al(al —b1) + as(az — ba) + a(az — bs)) —

— az(bl(al — bl) + bg(ag — bg) + bg(ag — bg))) — {L’2 — y2 — 2’2) €oo—
— ((a1 —b1)? + (a2 — ba)? + (a3 — 63)2)8()). (1.49)

Uvédomme si, Ze koeficient u eq je vlastné — 27 (a; — by)? = =~ Ve vysledku tak
po vynésobeni 3 dostavame u ey méné jednicku. Uvazujme vektor X = C(x), kde x je
vektor z R? reprezentovany vektorem X g. Tusime, Ze vysledkem mé byt sféra se stiedem
v bodé  a polomérem rovnym poloviné normy ||a@ — b||. Protoze IPNS tvar takové sféry je
S*=X— %,02800 =x+ %mzeoo +ey— %,02800, miizeme koeficient u e, ve vektoru Q- L~!
uvazovat jako soucet c¢asti vyjadiujici polomeér sfery a normu vektoru jejiho stredu. Vime,

. v b —b||? a1 —b1)
ze polomér p = la— ”, potom p2 = lo 3 [ »; & 1(81 ) , kde vyraz v citateli neni nic

jiného nez 1. Vytykanlm se dé potom koeficient u e, uprav1t do tvaru B( +b* —
(albl + agbg + agbg)) ( - 1(albl + agbg + agbg)) ﬁﬁ_ ( — —(albl + agbg + agbg)) Urcite
miizeme pricist a odecist v pravé zavorce ¢islo = 85 Dostaneme tak soucet c¢asti vyjadiujici

polomér a ¢4sti vyjadiujici normu vektoru A1 ((b*> — a?)(a — b) + u). Provedme.

1
§(a1b1 + agbg + agbg))eoo =

B (-
1

= ( - 5(%51 + asby + azbs) +

_ 1

= 53

1 3 i(a=by)?

86 8
tx? = §||m|| . Skutecné,

1 1 )

83 83/
1

€y — (§(albl + agbg + agbg) +

1
55

Hned je ziejmé, ze = %,02. Ukazme dale, ze = (albl + aghs + asbs) +

85

> 1 1 a?+ b — 2032  aby)
(D aib) + 85 5(2: a;b;) + 3 - =

1
AT ab) +a? + 02— 2AF7 aby) _ a2+ b2+ aib) _[la®+ 07

8 8 8
_ e’ 2|’
2 4
Pokud budeme dale upravovat rovnici 1”a+b” = %||m||2, vynasobenim dvéma a odmocné-

nim (které je v poradku, jde vzdy o nezaporna ¢isla) dostaneme |@ = ||z||. To je ale
prece pravda, nebot x je stfed kruznice a polovina souctu vektori a a b je presné vektor
urcujici stfed tsecky tvorené témito vektory.
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Béhem odvozeni nam vysel méné jedna nésobek standardizované sféry, dostavame

v _ K 3 (ai—b;)2 v,

viastné S* =Q-L~ ' ~x + %”‘HTHGOO +ey— %Wem = X — 3p’ew, kde ~ znadi
rovnost az na nenulovy skalarni nasobek, v nasem pripadé —1, a

z = (—1)5(%@2 —a*)(a—b) +u).

Mame k dispozici normalizovany tvar sféry. Jeji polomér miizeme jednodusSe dostat

jako
-~ /Q-Q

Vyraz pod odmocninou neni nic jiného nez S*2. Protoze S* je non-null blade, geomet-
ricky souéin jeho samého se sebou je roven skaldrnimu, respektive vnitinimu sou¢inu (u
vnitiniho sou¢inu bude vzhledem ke stejnému stupni 1castnicich se bladi projekce na
stupeti nula). Z toho dostavame S** = X2 — p? X - e,. Protoze X je konformni rozsiient
bodu @, jeho druhd mocnina je nulova (lezi na null-kuzelu). Ziejmé X - e, = —1, a proto
S*? = p?. Proto plati vzoreéek pro vypocet poloméru (1.50).

Vzpomenme si, na zacatku kapitoly bylo feceno, ze z dvojice bodi v R™ lze vybrat
jeden nebo druhy z jeho bodt pomoci primky tyto body spojujici a sféry se stredem ve
stfedu téchto dvou bodu. Nyni mame tyto objekty k dispozici v rdmci CGA a uvidime, Ze
do jednoho, respektive druhého konformniho bodu se dostaneme, kdyz k imaginarni sfére
se stfedem v & a imaginarnim polomérem rovnym r pri¢teme, respektive odec¢teme rovinu
prochézejici jejim stfedem a kolmou na piimku L. Nejprve ukazme pro R3, Ze skutecné
plati vzorecek uvadény v literature. Napiiklad v [4] nebo [1] najdeme vzorecek

ap.B@Q-Q
eoo'Q

diky kterému mutzeme z dvojbodu ziskat jednotlivé body. Ve skutecnosti pti pouziti presné
tohoto tvaru dostaneme méné jedna nasobek konformniho bodu. Dokazme nyni, ze kdyz
vezmeme verzi s rozdilem, dostaneme bod A. Uvidime totiz, Zze bod B bychom dostali
analogicky souctem.

(1.51)

Véta 1.43. Bud G4, konformni geometrickd algebra. Mé&jme vektory a,b € R* a A =
C(a), B =C(b) € G,;. Déle necht Q = A A B. Potom plati
V@ Q+Q

€x * Q .

Ditkaz. Z¥ejmé A = —(Q — /Q - Q) (e - Q)7 L. Inverzi k e, - Q najdeme podobné jako
u pifmky L. Hned vyjde (s - Q)™' = % Rovnost (1.52) tak prejde déle na tvar

A= (1.52)

A=-7—(Q(ex Q) ~V/Q Qex- Q).
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Pripomenme substituci x = a1by — asby,y = a1b3 — azby, z = asbs — azby, kterou budeme i
nadéle vyuzivat. Je tfeba spocitat souciny Qe - Q), e - Q a Q - Q. Provedme.

QQ::—($2+?/2+Z Zazz +b2 ( b2)2+(502)2

= —(2* +y* + 2?) Zau 24+ b%) + (;(02+b2))2

:...:(1 +b2 Za’ll

Proto Q- Q = 3(a® + b?) — (327 aiby).

1 1
eoo-Q:eoo-(a/\eo)+eoo-(§a2eoo/\eo)+eoo-(eo/\b)+eoo-(§b260/\eoo) =
W A > v A >

—a v~ ——b v~

:%a2eoo =—1p2e,

=a—-b+ %(a2 —be.

1 1 1
Qles - Q) = (a/\b+(a—b)/\eo+§b2a/\eoo—Eazb/\eooJrE(aQ—bz)eoo/\eo)
1
(a—b+5(a* — 1),

V Tabulce 1.8 jsou vysledky nenulovych soucini v Qe - Q).

Soucin Vysledek
(a Ab)(a —b) u
1(a*—b*)(aAb)ex 1(a*—b*)(aAb)ex
(@ —b)ey)(a —b) —5€0
(1@ - ) (a—BlesJes | 1B — a?)(a— b) + a® — B7)(a — bleg A e
1p2(a A ex)(a — b) (—%b?( 3 ai(a; — by) )) + 1b%(a A b)en
—1a*(bAex)(a—b) (%az( b;) >eoo——a (aAb)es
(1(a? —b*)ex Nep) - (3(a® — b?ex) —(5( - bz))
2(a? — b?)(ex N eg)(a —b) —3(a? - b*)(a —b)(eo N ex)

Tabulka 1.8: Vysledky soucini v Q(e - Q)

Podivame li se na Tabulku 1.8 dikladné, vSimneme si, Ze vSechny blady stupné 3 se
nakonec odectou a zustanou pouze blady stupné 1 (plati vliastné Q(e.-Q) = Q- (e~ Q))-
Abychom dokéazali, Ze dostaneme bod A, je tfeba ukézat, ze koeficient u vektoru e je
jednicka, soucet vektorti z R? dava skutecné vektor a a u vektoru e, musi byt dvojnasobek
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druhé mocniny normy vektoru a. Uvédomme si, ze kdyz vSe seCteme, u vektoru ey mame
koeficient —ﬁf 55 =1 .
Déle ukazme, Ze koeficient u e, dava druhou mocninu normy vektoru a.

_ﬁ<(__b2 Zal a; — b >+(%a2(2bi(ai—bi))>>_

- 7a(- Gl 9) ¢ pp G ) - (e -
1
A

—a’a,by + b*a? + a*b? — b*a by — a’ayby + b2ai + abs — b*azby—
1 1 >
— a%aghy + b5 + a’] — bashy + S(a® — )’ + (5 (0¥ +7) — " aiby))(a® + b2)> _
i=1
B 1
" 2L-L
+ (l4 - 02b2 - (1.2(&161 + agbg + agbg) + bz(albl + agbg + agbg)) =

T 2L L(“z(a2 +b° = 2(aihy +a2b2))> _a _ Lo

oL L 2"
Nakonec je tfeba ukazat, ze vysledkem —L =(u+ 1(b* — a?)(a — b) — V/Q Q(a — b))
je vektor a. Lze podobnou tuvahou jako pri odvozovanl koeficientu u e, postupné cely
vyraz uvniti zavorky roznasobit a po jednotlivych slozkach vektori vytykat a; pro dané
e;. Dostaneme nakonec —— (a;(—L - L)) = a; pro dané e;, kde i € {1,2,3}.
Celkem jsme tak dostali vektor A = a + 1a + eg presné ve formé predpokladu véty.
Timto je dikaz proveden. ]

( — a’a1by + b*a] + a’b} — bPaiby — a’agby + ba3 + a’b; — bPaghy+

Vratime-li se k formé vzorecku (1.51), tak jsme ukazali, ze vektor _—W skutecné

reprezentuje bod a. Presnéji mame _‘/gj# ~ A. Vyse bylo zminéno, ze extrahovani
jednoho bodu z dvojbodu neni nic jiného, nez soucet imaginarni sféry se stiedem v bodé
x a polomérem r a roviny prochézejici bodem @ a kolmé na primku L. ProtozZe z rovnice
(1.51) dostavame méné jedna nasobek normalizovanych bodu, vezméme si jeji pravou

stranu s opac¢nym znaménkem a upravujme.

f@& 2 QEVE Qe Q)

:_Q(eoo-Q)]F\/_Q.-Q e @ )

\/L L \/L-L

imagindrni sféra o1 polomer normalizované
rovina

Jedné-li se skutecné o takovou imaginarni sféru, jak tvrdime, mtzeme pokracovat v tpra-
vach:

Q(GOO'Q) VQQ GOO'Q_ 1 —
"L L ]F\/L-L'\/L.L_XJFETQGMHFT\/B(GO‘”'Q)_
:ac+%mzeooJreoJr%T’QGOOHFT’\/E(G—bJr%(GQ—bz)eoo)- (1.54)
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Déle budeme chtit ukazat, ze vyraz (1.54) je bod A, budeme tedy uvazovat soucet misto
F (ndsobili jsme uz méné jednickou, proto soucet zde znamena ve skutecnosti odéitani v
ramci vzorce (1.51), coz je v poradku, pokud chceme ziskat bod A). Abychom ukazali, ze
se jedna o bod A, je tireba, aby koeficient u vektoru eq byla jednicka, coz je ale zrejmé.
Dale je tteba, aby euklidovska ¢ast davala vektor a. Uvazujeme-li tedy euklidovské vektory
z virazu (1.54), kde ziejmé & = %2, dostdvame

ath +r - \/B(a—b) ,
2 —— ——

stred jednotkovy smérovy

dvoibodu vektor primky
) prochézejici
body a a b

coz je presné tvar & +rd, o kterém jsme hovorili na zacatku kapitoly, kde d je soucasné
jednotkovy normalovy vektor roviny e, - Q. Nakonec je tfeba, aby koeficient nasobici e,

byl roven dvojnasobku druhé mocniny normy vektoru a. Sectéme tedy koeficienty u e,
z vyrazu (1.54):

1 1 1
R R r\/gé(az - b?),

2 2
kde /B = ||b_2a” ”b_la” = %, proto

Lo 1, Lo 0o L Ja+b|* |b-al®  2a*—2b°
- - “(a?—b?) == -
5% +27’ +7’\/52(a ) 2( 1 1 + 1 )
_ l(aQ b2+ 250 (aiby) + b2+ a®> =237 (ab;) + 2a° — 2b2) _

2 4

1
= —a’.

2

Timto jsme ukazali, Ze skutecné dostaneme body z dvojbodu souc¢tem, respektive rozdilem
specialni imaginarni kruznice a specialni roviny.

Na zavér si ukazme, ze zanedbanim nasobku ze skaldrnich souc¢inti jsme se nedopustili
chyby. Jak bylo zminéno, ve skutecnosti se budeme setkavat s dvojbodem zadanym jako
prusecik dvou kruznic v roviné nebo tii sfér v prostoru. Z této reprezentace (IPNS) dosta-
neme vynasobenim inverzi k pseudoskalaru OPNS reprezentaci, ktera je obecné urcéitym
nasobkem normalizované verze. Misto @ = A A B tak dostaneme Q' = cA A B, kde
¢ € R\{0}. Uvédomme si, ze v prvnim ¢lenu vzorce (1.51) dostaneme %, takze
nasobek se zkrati. V druhém ¢lenu podobné W Nezajima-li nés tedy normali-
zovany tvar a jde-li pouze o reprezentaci, muzeme pouzit vzorecek

AB~(Q++vQ Q)lex Q). (1.55)

Chceme-li naopak normalizovany konformni bod, mizeme pouzit vzorecek

1
A>B:—ﬁ(Qi\/Q'Q)(€oo'Q)- (1.56)
Priklad 1.44. Spoc¢téme body priniku kruznic S,, Sy, S., které maji poporadé stiedy v
bodech a = —e; + e; + 3e3, b = 2e; + e3, ¢ = e; — 2e; + 2e3 a poloméry r, = 3, 1, = 2,
T, = 3.
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1 GEOMETRICKA ALGEBRA

Problém prevedeme do CGA a dostavame body a kruznice:

1 1
A:a+§a26m+eoza+5.56m+eo, Sa:A—§r§eoo:a+eoo+eo,

1 1
B=b+§b2€m+€0=b+2.5em+€0, Sb:B—ﬁrgeoo:b+0.Seoo+eo,

1 1
CZC—I—§CQ€OO—|—€0=C—I—4.5€OO+€0, 5620—57’2600:04—80.

Prinik kruznic je dvojbod S, A Sy A S.. Zde na chvili ziistaneme u nerozepsanych tvart
vzhledem k délce zapisu. Tento dvojbod mame v IPNS reprezentaci. Chceme-li pouzit
nékterou formu vzorecku (1.51), je tieba ziskat OPNS reprezentaci, tedy vynasobit IPNS
reprezentaci invezri k pseudoskalaru:

(S AS,AS)I = —(S, NSy AS.)(e1 Ney Nes A ey Ae).

Oznac¢me pro prehlednost vysledek tohoto soucinu jako Q. Zkonstruujme dale primku
L prochazejici timto dvojbodem, tedy L = Q A e,. Nyni mame vSe potrebné k tomu,
abychom dostali body z dvojbodu Q jako soucet, respektive rozdil, imaginarni sféry a
roviny jako v (1.53):

S. :_Q(eoo'Q) T:VQ'Q P:eoo'Q
" L-L VL L’ VL L’

S;m = 1.06e; + 0.513e, + 1.593e5 + 3.226e, + ey, r = 1.58535,
P = —0.57735e; — 0.11547e5 — 0.80829e5 — 1.96299%€¢.,.
Nakonec tak dostavame z S;,, F rP body
X, = (1.06 + 1.58535 - 0.57735)e; + (0.513 + 1.58535 - 0.11547)e,+

(1.593 + 1.58535 - 0.80829)e3 + (3.226 + 1.58535 - 1.96299)e, + €o
= 1.98197e; + 0.69639%e, + 2.87476e5 + 6.33870e, + ey,

a podobné
X, =0.15136e; + 0.33027es + 0.31191e3 + 0.11464e., + €.

Vsimnéme si, ze jsme skuteéné dostali body v normalizovaném tvaru, proto jsou fesenim
primo jejich euklidovské ¢asti, tedy

x; = 1.98197e; + 0.69639e, + 2.87476es,
Ty = 0.15136e; + 0.33027e, + 0.31191es3.

1.9 Geometricka algebra Gj

Protoze druhé ¢ast prace resi problém inverzni kinematiky v roviné, popiSme geome-
trickou algebru nad R2. V piedchozich kapitoldch byla provedena pozorovani a odvozen,
které ve zkratce shrneme pro algebru Gs ;. Predevsim rozsitujeme prostor R? jak jsme po-
psali v Kapitolach 1.6.1 a 1.6.2. Cilem kapitoly je podat shrnuti toho, co budeme vyuzivat
pri feseni problémt inverzni kinematiky.
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1.9 GEOMETRICKA ALGEBRA G,
Baze

Nésledujici tabulka znazornuje bazi geometrické algebry Gg ;.

Stupen Nazev Bazové blady Pocet

0 Skalar 1 1

1 Vektor €1, €3, €, € 4
eirNey, egNey, egNe

2 Bivektor ! 2 1 cor =1 0 6
es N\ ey, €2 N\ €y, ex N €
egtNeNey, e NeyNe

3 Trivektor 1o E2 i Feoy BLAAERZ L0 4
ei N\ ey Ney, ex ey Neg

4 Pseudoskalar e Ney Neg A e 1

Tabulka 1.9: Baze prostoru Gg 3

Objekty

Protoze popisujeme rovinny prostor, je pro nas sféra vlastné kruznice a dvojice bodi
prunik dvou kruznic. Tabulka 1.10 shrnuje reprezentace objekt pro Gs ;.

Objekt IPNS reprezentace | OPNS reprezentace

Bod A =a+ ja’e + e
Kruznice C=A- %7’2800 C"=A  NAy N A;
Primka L =n+dey L*= A N Ay N ey
Dvojbod Pp=C,NCsy Pp=A,NAy

Tabulka 1.10: Reprezentace geometrickych objeki v Gs 4

V Tabulce 1.10 je vektor n jednotkovy normélovy vektor primky, d je jeji ortogonalni
vzdalenost od pocatku a r je polomér kruznice.

Transformace

V roviné muzeme provést reflexi vzhledem k primce a rotaci pouze v roviné tvorici
tento prostor. Z toho dostavame nasledujici tvary vektort zajistujicich transformace.

Transformace Generator Akce na objektu o
Reflexe F=n+dey or = —FoF
Rotace R = cos(%) —sin()e1 A es or = RoR

Translace T=1-3itNhex or = ToT

Tabulka 1.11: Generatory transformaci v Gs

V Tabulce 1.11 je t = t1e; + toey vektor posunuti (translace).
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2 INVERZNI KINEMATIKA

2 Inverzni kinematika

V robotice a pocitacové grafice lze narazit na problém zadany nasledujici otazkou.
Vzhledem k pozadované poloze Tetézce téles, jaka sekvence prikaziu jej do této polohy
privede? Na tuto otdzku dava odpovéd inverzni kinematika. V tomto textu se omezime
na jednoduché robotické rameno v roviné tvorené dvéma linky a moznosti rotace kolem
zakladny a v kloubu. Budeme tedy resit dopocitani ihli natoceni téchto kloubti vzhledem
k pozadované pozici efektoru.

Nejprve ukazeme nejjednodussi feseni, kdy nas zajima pouze vysledna poloha c¢asti
robota. Poté pridame podminku na trajektorii efektoru. Je napriklad rozumné pozado-
vat, aby trajektorii byla piimka, ¢imz se omezi energie potfebna k vykonani pohybu na
minimum. Naopak miizeme pozadovat, aby se efektor vyhnul néjaké prekazce. V takovém
pripadé muzeme naptiklad pozadovat trajektorii po oblouku.

2.1 2D manipulator

Predmeétem této prace je robotické rameno z ¢lanku [5] znazornéné na Obrazku 2.1.

Obrézek 2.1: 2D manipulator

Bod B predstavuje zakladnu robota (joint B), Jy pocateéni polohu kloubu (joint J),
Gy pocatecni polohu efektoru, G pozadovanou polohu efektoru a body J a J' predstavuji
mozné vysledné polohy jointu J. Pocatecéni poloha ramene je tak urcena trojici bodu
(B, Jo, Gy). Protoze problém ma ziejmé dvé feseni (B, J,G) a (B, J', G), je tfeba vybrat
jedno z nich. Vybér feseni se provadi pomoci signatury trojihelniku, o které detailnéji
pojednava préace [8]. V piiloze této prace se ale omezime na to, ze z ilustraci bude jasné,
ktery bod chceme z dvojbodu dostat a nebudeme signaturu trojihelniku resit. Protoze je
ukolem nalézt ihly natocCeni pro oba jointy a z rotorii lze tyto thly dostat, mizeme fesit
ekvivalentni 1ilohu najit rotory pro tyto jointy. Pro lepsi orientaci v textu doplnime slovni
popis Teseni sekvenci obrazki, na které se budeme prubézné odkazovat.

2.1.1 Konkrétni tloha v rovinné CGA

Byva rozumné volit pocatek soutradnic v zakladné robota. Méjme pocateéni polohu
ramene zadanou v roviné body b = 0, 3o = €1, go = e;1+€5 a pozadovanou polohu efektoru
bodem g = %el + %82. Tato poloha ramene odpovida Obrazku 2.1. Dostavame konformni
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2.1 2D MANIPULATOR

body B = C(b) = eg, Jy = C(jo) = €1 + 3 + €9, Go = C(go) = €1 + €+ e + €y a
G =C(g) =ze1+3es+ e + €.

Kruznice S, a Sy sestrojime jednoduse, kdyz zndme jejich stfedy a poloméry, které
jsou v nasem pripadé shodné a jednotkové. Proto S, = B — %eoo aS;, =G — %eoo.
Prinik téchto kruznic je dvojbod S, A S,. Z néj po dualizaci dostaneme vzoreckem (1.51)
jednotlivé body J' a J. Déle je tfeba zjistit signatury trojihelnika (B, Jy, Gy), (B, J, G)
a (B,J',G). Z obrazku 2.1 je zfejmé, ze signatura (B A Jy A Gy A ey)* je shodnd se
signaturou (B AJ A G A ex)*, proto si vybereme bod J jako konecnou pozici jointu J
(viz Obréazek 2.2 a)).

MiuzZeme uz sestrojit rotor pro prvni joint a to jednou ze dvou moznosti. Bud muzeme

zjistit thel a jako arccos (|(|§Q5§QZ§?|||(§AAJAA5§||)) (viz [4]) a dostat rotor v exponencidlnim

. 1 o . . ] P
tvaru jako R = e 2%¢"¢2 pebo muzeme najit rotor ve formé reflexi pomoci piimek.

Druhé moznost méa tu vyhodu, Ze je jednodussi, pokud fesime rotaci kolem jiného bodu,
nez je pocatek souradnic. Obecné bychom pri takové rotaci museli pouzit obecny rotor, coz
vyzaduje hledat prislusny translator. Navic prvnim zptsobem nejsme schopni kontrolovat
zménu smeéru rotace. V priloze je pripad trajektorie efektoru po kruznici, pricemz kolem
zékladny je tfeba rotovat chvili v kladném a poté v zaporném sméru. Z funkce arccos
dostaneme ale pouze kladny thel.

Pouzijme nyni rotor pro joint B ve formé reflexi. Proto je tfeba dostat bod v poloviné
dvojbodu JoAJ. Ten dle [5] ziskdme jako Jo = (JoAJ ) e (JoAJ ). Potom ziejmé rotor pro
rotaci kolem zékladny, tedy pro joint B, je ve tvaru Rg = (B A Jo Aey)(B A JyAey)
(viz Obrazek 2.2 b)). Diky tomu muzeme provést prvni rotaci, bod J tak dostaneme
jako J = RpJoRp. Je dilezité poznamenat, ze bod J jsem ziskali jako bod pohybu
uz z dvojbodu drive. Pro fyzicky joint je ale potfeba znat dhel, aby se mohl otocit do
pozadované pozice. Proto je tfeba znat tvar rotoru, ktery zajistuje rotaci kolem daného
jointu z pocatecni polohy do bodu pohybu. Jinymi slovy je potieba, aby byl bod pohybu
vyjadritelny jako rotace pomoci daného rotoru vzhledem k uvazovanému jointu.

Béhem piisobeni rotace kolem zdkladny se prirozené pohybuje i druhy link robota.
Pozice efektoru se tak méni a po rotaci dostavame jeho novou pozici jako Gz = RpGoRp.
Najdeme stred dvojbodu Gp A G jako Go = (G N G)e(Gp A G) a sestrojime rotor
R; = (JANGeNhexw)(JANGpAey), coz je rotor pro rotaci v prostiednim kloubu, tedy pro
joint J (viz Obrézek 2.2 ¢)). Do pozadované pozice G se tak dostaneme rotaci R;Gz Ry,
coz je rotace kolem jointu .J, kterou potrebujeme. Timto je tloha vyfeSena, nasli jsme
dvojici rotoria (Rp, Rj).
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2 INVERZNI KINEMATIKA

BAJOAeinf

(a) Bod J jako jeden (b) Situace po nalezen{ (¢) Situace po prvni ro-
bod dvojbodu z priniku bodu J. s pfimkami tvo- taci kolem zakladny, kdy
kruznic S, (dole) a S, ficimi rotor Rp, kde se dostal efektor do ze-
(nahofe) einf = e leného bodu a nasledné

nalezeni bodu G, pro
druhy rotor

Obrazek 2.2: Postupna rotace

2.1.2 Diskretizace pohybu

Miize byt vyhodné pohyb diskretizovat, diky ¢emuz mizeme snadnéji prizptisobit tra-
jektorii efektoru danym potfebdam. Budeme-li diskretizovat postupnou rotaci, jak jsme
popsali vyse, dostaneme vysledek na Obrazku 2.3 vlevo. Provedeme-li rotaci v obou join-
tech soucasné, dostavame vysledek na Obrézku 2.3 vpravo. V prvnim ptipadé jsou pouzity
rotory v exponencialnim tvaru, nicméné pouziti exponencialniho tvaru nam zjednodusi
diskretizaci tim zptusobem, Ze miizeme uvazovat stejny tvar rotoru pro joint B v kazdém
kroku s dosazenym zlomkem thlu « tak, aby po provedeni vSech kroku rotoval o cely
tento thel (chceme-li déleni dhlu na 10 ¢ésti, volime o; = «/10). Pokud bychom chtéli
dodrzet pouzivani tvaru s reflexemi, chapali bychom modré body pouze jako body pohybu
a v kazdém kroku pocitali stted dvojbodu daného budoucim a aktualnim bodem pohybu
a s jeho vyuzitim sestrojili v kazdém kroku novy rotor pro joint B. Pro druhou rotaci
kolem prostredniho kloubu je treba pouzit obecny rotor vzhledem k bodu J, tedy uva-
zovat translator tvoreny euklidovskou ¢asti bodu J a pouzit jej na rotor rotujici o dany
zlomek thlu . Nakonec miizeme timto obecnym rotorem provadét rotaci efektoru kolem
jointu J (¢ervené body na obrazku 2.3 vlevo). V druhém piipadé, kdy rotujeme soucasné v
obou jointech, lze postupovat podobné s tim rozdilem, ze v kazdém kroku se méni vektor
translace pro druhy rotor (rotujeme vzhledem k aktudlni pozici prostiedniho kloubu dle
diskretizace). V kazdém kroku tak probihd rotace v jointu B a v jointu J (viz Obrazek 2.3
vpravo). Konkrétni provedeni lze nalézt v algoritmech v ptiloze. Podobné jako v prvnim
pripadé bychom mohli chapat ziskané body jako body pohybu, pocitat stiedy a sestrojit
rotory ve formeé reflexi.
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2.1 2D MANIPULATOR

NN N

(a) postupnd rotace (b) soucasné rotace

Obrazek 2.3: Diskretizace pohybu

2.1.3 Pohyb po predepsané trajektorii

Byly zminény dva rozumné pozadavky na trajektorii efektoru - po primce a po kruznici,
respektive oblouku. Tyto pristupy lze riznym zpiisobem kombinovat. Napriklad muzeme
chtit ¢asti trajektorie po primkach a ¢asti po kruznicich. V této praci budeme resit pouze
jednodussi nekombinované trajektorie. O komplexnéjsich trajektoriich se lze doc¢ist napti-
klad v [8], kde se mimo jiné fesi plynulé prechody mezi nahlymi zménami trajektorie, coz
je prirozeny pozadavek, nebot ostré prechody nejsou z technického hlediska pro robota
vhodné.

Mame-li predepsanou trajektorii efektoru, je vhodnéjsi pouzivat rotory ve formeé reflexi
pro rotaci v jointech. Na druhou stranu rotory v exponencialnim tvaru muze byt vyhodné
pouzit pro nalezeni bodt pohybu, diky nimz potom miizeme konstruovat rotory ve formeé
reflexi.

Trajektorie po primce

Z hlediska minimalizace energie potfebné k vykonani pohybu pozadujme, aby trajek-
torii byla nejkratsi vzdalenost - pohyb po primce. Podivame-li se na Obrazek 2.3 vpravo,
vidime, Ze se trajektorie prilis nelisi od primky. Tento pohyb se realizoval rotaci kolem
jointu J vzdy o stejny thel dany diskretizaci. Chceme-li docilit pohybu po piimce, je
potfeba rotovat v kazdém kroku jen o takovy tihel, aby vysledna pozice efektoru byla na
primce. V prvnich iteracich bude tihel rotace mensi nez jaky je v pripadé na Obrazku 2.3
vpravo, bude se zvétsovat, az nakonec bude vétsi nez tento thel. Lze to pozorovat na tom,
ze nejdrive se ¢ervené body vychyluji smérem od primky a postupné prechazi do sméru k
primce. Pozadovaného pohybu docilime néasledujicim zptisobem.

Stejné jako v Obrazku 2.3 najdeme modré body pohybu J; jointu .J a rotory pro joint
B pro kazdy krok Rp; (viz Obrézek 2.4 b)). Déle sestrojime primku spojujici body G a
Gy jako L = G NGy ey, (viz obrazek 2.4 ¢)). V kazdém kroku potom sestrojime kruznici
S, =J — %eoo se stfedem v aktudlnim modrém bodé (pozice jointu J) a polomérem
rovnym délce druhého linku. Tyto kruznice protinaji pfimku L ve dvojbodech a z nich
na zakladé signatury trojihelniku vybereme body lezici mezi body G a Gy (viz Obrazek
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2 INVERZNI KINEMATIKA

2.4 d)). Timto jsme ziskali body pohybu efektoru. V kazdém kroku tak muzeme spocitat
stfed dvojbodu tvorenym bodem pohybu efektoru a bodem efektoru po provedeni rotace
kolem zékladny rotorem Rpg. Diky témto stredim muzeme nakonec sestrojit rotory R y;
pro rotaci efektoru kolem pozic J; jointu J. Timto jsme nasli pro kazdy krok hledanou
dvojici rotoru (Rp;, Ry;) a uloha je vyTesena. Tento pohyb je zndzornén na Obrazku 2.4

e).

I oB 0
(a) Vychozi situace po na- (b) Situace po nalezeni (c) Situace po konstrukei
lezeni bodu J jako jed- bodt pohybu jointu J primky, kterd prochazi
noho bodu dvojbodu z body Gy a G
pruniku kruznic S;, (dole)
a Sy (nahote)

Jo
(d) Situace po nalezeni bodu (e) Pohyb po piimce

pohybu efektoru jako priu-
seCikt kruznic se stfedy v
bodech pohybu jointu J a
piimky Go A G N e

Obrézek 2.4: Rotace po primce

Trajektorie po kruznici

Nékdy je tfeba vyhnout se prekazce, nebo mame néjaky jiny divod k tomu, abychom
zvolili jinou trajektorii nez po primce. Ukazme si, jak 1ze vyTesit pohyb efektoru po kruz-
nici. Chtéjme naptiklad pohyb po kruznici se stifedem uprostfed mezi body G a Gy.

Nejdrive nalezneme stfed této kruznice jako stied dvojbodu Gy A G. Ziskame stred
Gc = (Go N Ge.(Go N G) (viz Obrazek 2.5 b)). Dale chceme sestrojit body pohybu
efektoru. Ty muzeme v kazdém kroku dostat rotaci bodu Gy o tithel 7; (mysleno 7; radidni,
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2.1 2D MANIPULATOR

kdy v souctu dostavame rotaci o 180 stupnu) kolem bodu G¢ (dostat tak body pohybu
G,). Pro tento ucel byl zvolen rotor R’ = e~2me1Ae2 Protoze cheeme docilit rotace kolem
bodu G, je tfeba zkonstruovat obecny rotor. Proto musime uvazovat translator T' tvoreny
z euklidovské ¢asti bodu G a vynéasobit TR'T, abychom dostali obecny rotor, kterym
miuizeme pusobit v kazdém kroku na bod G; a po ¢ krocich dostaneme rotaci o thel m
(v prvnim kroku uvazujeme G; = Gy). Uvédomme si, ze tento rotor neni Casti FeSeni,
protoze se nejedna o rotaci kolem jointu J, ale pouze o pomocnou konstrukci, diky které
dostaneme svétle ¢ervené body na Obrazku 2.5 c).

Dale muzeme v kazdém kroku konstruovat kruznice Sg; = G; — %eoo se stfedem v
bodé pohybu G; a polomérem rovnym délce druhého linku. Diky témto kruznicim muzeme
nalézt priniky s kruznici Sj a na zakladé signatury trojihelniku urcit ty body z dvojbodi,
které nas zajimaji (mezi Jy a J viz Obrazek 2.5 d)). Mame-li tyto body, mizeme najit
stfedy mezi jednotlivymi body vyse zminénym zptsobem a zkonstruovat rotory Rp; ve
formé reflexi pro rotaci kolem zakladny. Nakonec muzeme postupovat podobné jako v
pripadé pohybu po primce, kdy zname v kazdém kroku polohu efektoru po rotaci kolem
zakladny a bod pohybu efektoru. Mizeme tak v jednotlivych krocich diky stiediim mezi
témito body sestrojit rotory R j; ve formé reflexi pro rotaci kolem jointu J. Nasli jsme pro
kazdy krok dvojici rotorti (Rp;, Rj;) a timto je tloha vytfesena. Tento pohyb je zndzornén
na Obrazku 2.5 e).
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D P NN

(a) Vychoz situace po (b) Situace po nalezeni (c) Situace po rotacich
nalezeni bodu J jako jed- bodu G, bodu Gy kolem G., po
noho bodu dvojbodu z kterych jsme obdrzeli
pruniku kruznic Sy (dole) svétle  Cervené  body
a S, (nahofe) pohybu efektoru

(d) Situace po nalezeni bodu (e) Pohyb po kruznici
pohybu jointu J jako pruse-

¢ikt kruznic se stredy v bo-

dech pohybu efektoru a kruz-

nice Sp

Obrézek 2.5: Rotace po kruznici

2.1.4 Implementace v jazyce Python

Protoze jednim z cilii této prace je sestrojit algoritmus v jazyce Python, vénujeme
posledni kapitolu ukazce tohoto kédu, ktery je cely soucasti prilohy. Algoritmus byl vy-
tvoren spise za tcelem nazornosti nez efektivnosti. Diiraz byl tedy kladen na ¢itelnost a
nazornost kodu.

V této praci se vyuziva knihovny Clifford, ktera obsahuje potfebny aparat pro praci
v geometrickych algebrach. Dale se vyuziva knihovna Pyganja, kterd obsahuje predevsim
nastroje pro vizualizaci. Tabulka 2.1 obsahuje zakladni popis pouzivanych operaci a funkei.
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Operator Vyznam

* geometricky soucin

| vnitini soucin

~

vnéjsi soucin

~ reverse
ok umocnéni
Funkce Vyznam
dual() vrati dual k multivektoru
value] vrati ¢iselnou hodnotu (koeficient) u daného vektoru
up() projekce vektoru do CGA

down() | zpétné projekce do prostoru, nad kterym uvazujeme CGA

Tabulka 2.1: Operatory a funkce v algoritmu

Uvedme nyni konkrétni ukazku z algoritmu, ktery resi pohyb efektoru po kruznici tak,
jak lze vidét na Obrazku 2.5. Nejprve je tfeba do prostiedi Pythonu importovat zminéné
knihovny.

from numpy import x
from clifford.g2c import =
from pyganja import GanjaScene, draw #(pro vizualizaci)

Déle jsou piidany do prostiedi body B, Jy, Go, G a kruznice Sy, S,.

B = up(0)

JO = up(el)

GO = up(el+e2)

G = up((1/2xel)+(3/2xe2))
Sb = B—1/2xeinf

Sg = G—1/2xeinf

Nésledné byl vypocten z dvojbodu J A Jy bod J (zde jako J2) a predepsana diskretizace
(délent).

J1J2 = Sb™Sg

J1J2 = J1J2.dual ()

L = J1J2 einf

deleni = 10

J2 = ((J1J2—sqrt ((J1J2%xJ1J2).value[0]))=*
(einf|J1J2))/(—(LxL).value[0])

Néasleduje ulozeni bodu Jy a Gy do pomocnych proménnych Ji, Gi, Pi, které se pozdéji
vyuzivaji v iteracnim cyklu. Bod midG G0 predstavuje bod G, ve stfedu mezi body Gy a
G. Déle se konstruuje translator T a rotor RmidGGO. Z téchto generatorii transformaci
se nakonec sestroji obecny rotor GR, ktery se vyuzije k pro rotaci bodu G kolem G,
abychom ziskali body pohybu efektoru.
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Ji = JO
Gi = GO
Pi = GO

midGGO = (GO"G)x* einf x(GO™G)

t = down (midGGO)

T = (1)—(1/2*%t " einf)

RmidGGO = exp(((—1/2xpi)/deleni) el e2)
GR = T*RmidGGOx~T

Nakonec je zde cyklus pro nalezeni rotori Rp; a Rj;. Pi jsou body pohybu efektoru,
vznikaji rotaci obecnym rotorem GR pusobicim na body Pi, kde ¢ = 0, ..., deleni a pro
1 = 0 mame Pi = Gj. Déle je v kazdém kroku spoctena kruznice S a jeji pozadovany
prusecik s kruznici Sb pomoci dvojbodu PP1. Poté se konstruuje vysledny rotor pro rotaci
kolem zékladny RB, kterym se pak provadi rotace bodu Ji a Gi. Nakonec se najde stred
dvojbodu PP2 jako PC2 a zkonstruuje rotor R.J pro rotaci kolem jointu J, ktery piisobi
na body Gi.

for x in range(deleni):
Pi = GR+Pix~GR
S = Pi—1/2xeinf
PP1 = (S7Sb).dual()
PJ = (PPl+sqrt ((PP1|PP1).value [0]))*( einf|(PP1))
PCl1 = (Ji"PJ)*xeinfx(Ji"PJ)
RB = (B"PCl 7 einf )% (B"Ji"einf)
Ji = RBxJi*~RB
Gi = RBxGix~RB
PP2 = Gi"Pi
PC2 = (Gi"Pi)xeinf*(Gi"Pi)
RJ = (Ji"PC2 einf ) (Ji"Gi"einf)
Gi = RJ*xGix~RJ

Kompletni provedeni véetné komentait 1ze dohledat v priloze.

Poznamka 2.1. V algoritmu se pouzivaji funkce up() a down() na nékteré body jako
up(down(Bod)). Dtivod je ten, ze se mize stat, ze mé-li z néjakého soucinu vyjit bod, tak
vyjde neprijemny nasobek, ktery muze dale ve vypoctech vadit. Navic se muze stat, ze se
naptiklad pri translacich vytvori v rdmci chodu programu na bodech v ramci knihovny
Clifford urcité vlastnosti, které jsou béznému uzivateli skryty a knihovna pro vykreslovani
je nezvladne zpracovat. Pouziti funkci up() a down() tomuto piedchdzi, nebot objekt
,0Cisti“ od téchto skrytych vlastnosti. Presnéji a podrobnéji viz [8].
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V ivodu prace byla predstavena geometricka algebra jakozto volna unitarni asociativni
algebra s kvadratickou formou. Nésledné byla podrobnéji popsana jeji struktura a chovani
operaci, predevsim geometrického soucinu. Bylo ukazano, ze reprezentace objekt v ramci
geometrické algebry se realizuje pomoci mnozin OPNS a IPNS v zavislosti na uvazovaném
soucinu, a ze se jednd o vektory, respektive prvky geometrické algebry. Nasledné byl
zaveden stézejni pojem konformni geometrické algebry CGA tak, Ze jsme vnorili prostor
R™ do prostoru s dimenzi (n + 2) signatury (n + 1,1), nad kterym jsme zkonstruovali
geometrickou algebru.

Zvlastni pozornost byla vénovana dekompozici dvojbodu a generatorim rotaci. V sou-
vislosti s generatory rotaci byla naznacena souvislost s bohatym matematickym pozadim,
jako jsou Lieovy grupy a pojmy Lieovym grupam blizké. Také jsme zjistili, ze i generatory
transformaci jsou vektory a ze provést transformaci objektu je pouhé nasobeni vektort.
Pti popisu dekompozice dvojbodu bylo zduraznéno, ze vzorecek v literature vede na méné
jedna nasobek normalizovaného bodu. Navic bylo rozepsano, jak uzitim tohoto vzorecku
dostaneme chténé body. V neposledni radé bylo predstaveno, ze uziti tohoto vzorecku
predstavuje soucet, respektive rozdil imaginarni sféry a roviny.

Posledni ¢ast bakalarské prace je vénovana inverzni kinematice robotického ramene.
Resi se pohyb jednoduchého manipuldtoru v roviné s piedepsanou trajektorii efektoru.
Tato trajektorie je zadana nikoli jako obecna krivka, ale ve smyslu pohybu po oblouku a
piimce. Resen{ inverzni kinematické tlohy je podéno jako nalezeni rotort vykonévajicich
rotace kolem kloubti ramene.

Soucasti prace je i priloha, ktera obsahuje algoritmy pro nalezeni pozadovanych rotorii.
Provedeni je v jazyce Python s pomoci knihoven Clifford a Pyganja a jsou zde predstavena
fesSeni i pro diskretizovany pohyb. Algoritmy zde uvedené maji diky geometrické algebre
intuitivni strukturu a oproti klasickému pristupu neni tfeba pri transformacich nasobit
matice, coz je dalsi z vyhod naseho Teseni.
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