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Podékovani

Touto praci uzaviram své studium aplikované statistiky, které neptehlédnu-
telné ovliviiovalo naplin mych dnu s rocnim prerusenim v letech 2011 az 2015. Za
to, ze tento ¢as muzu oznacit nejen za piinosny, ale i piijemné straveny, patii
diky mym spoluzakum. Zejména Michalovi Polédkovi, Adéle Vrtkové, Patrikovi
Vidlarovi a pozdéji Tomovi Zdrazilovi a Elisce Calabkové.

Bezmala veskeré znalosti statistiky, které jsem v téchto letech ziskal, mi po-
skytli ¢tyfi ucitelé — Ondrej Vencalek, Karel Hron, Eva Fiserova a Ivo Miiller.
A¢ kazdy z nich poznatky predaval svym osobitym zpusobem, dohromady dali
vzniknout pestré a vzajemné propojené mozaice poznani, za coz jim jsem velmi
vdécny. Posledni jmenovany se zhostil také role mého vedouciho prace a byl mi
pruvodcem v tomto pozoruhodném svété statistiky. Za jeho podnétné néapady a
pripominky patii nejvétsi diky praveé jemu.



Uvod

Jeden z mych pratel z akademického prostiedi formuloval — zfejmé na néjaké
obzvlasté nudné konferenci — originalni hypotézu. Tyka se toho, jak se zastupci
nejruznéjsich empirickych védnich oboru stavi ke statistickym testum, konkrétné
k podminkam jejich uziti. Dle této hypotézy existuji t¥i stadia, kterymi si badatel
prochazi. V prvnim, které obvykle probéhne jesté béhem studii, se dozvi o exis-
tenci statistickych testu a bezstarostné pak ovéruje statistickou vyznamnost vsech
svych hypotéz bez ohledu na tvar rozdéleni ¢i dalsi podminky, kterymi jsou testy
svazany. Jednoho dne vsak pronikne ve svém poznani o néco hloubéji a zjisti, ze
statistické testy jsou odvozeny jen pro velmi specifické piipady a ze data, kterd
ziskava nepresnymi néstroji, jen ziidkakdy témto pripadum odpovidaji. Takovy
badatel se pozna podle toho, ze na konferencich se po kazdém prispévku pta,
jestli byl proveden test normality, homoskedasticity atd., a pokud ne, tak oznaci
vysledky za pochybné a nevérohodné. Po letech praxe se badatel posune do tietiho
a posledniho stadia. Zjisti, ze rada statistickych testu prinasi vysledky zkreslené
jen neznatelné bez ohledu na to, jestli testy byly pouzity v souladu se svou de-
finici, nebo jestli byla nékterd z podminek jejich uziti do néjaké miry porusena.
Treti stadium se tak na prvni pohled vypada stejné jako to prvni.

Otazkou zustava, ktery z téchto pristupu je spravny. Ktery badatel se do-
pousti vétsi chyby — ten co pii srovnani dvou soubort feknéme o stovce méreni
sahne po t-testu, prestoze jsou data napadné zeSikmenda, nebo ten, ktery da
prednost neparametrickému postupu a pripravi se tak nejspis o c¢ast sily testu,
moznost elegantné prezentovat popisné statistiky a tak d4l? Odpovéd se bude
ziejme lisit podle toho, komu tuto otazku polozime.

Ukolem této préce je se zapojit do takovéto diskuse. Na nasledujicich stranach
se pokusime ¢tenari priblizit jeden z nejpouzivanéjsich statistickych testu — ana-
lyzu rozptylu — a zmapovat, jak se tato metoda chové, kdyz je aplikovana na
data, kterda do vétsi ¢i mensi miry nevyhovuji jejim predpokladum.

Prace je rozdélena na c¢tyti kapitoly. V prvni popisujeme princip analyzy



rozptylu a jeji predpoklady a demonstrujeme jeji uziti na konkrétnich datech.
V druhé kapitole ¢tenéfi priblizime design prezentovaného vyzkumu a definujeme
parametry, s jejichz hodnotami budeme manipulovat. Pouzitou metodou jsou
pocitacové simulace — test budeme opakované aplikovat na posloupnosti pseu-
dondhodné generovanych cisel a sledovat v kolika procentech pripadu zamitd ¢i
prijimé nulovou hypotézu. Ve treti kapitole predstavime vysledky téchto simu-
laci. Zamétime se na chovani testu za platnosti nulové hypotézy i na cely prubéh
silofunkce. V posledni kapitole tyto vysledky diskutujeme a reflektujeme silné i

slabé stranky této studie.



1. Analyza rozptylu jednoduchého tridéni

Idea analyzy rozptylu jednoduchého tifdéni' (zkracené ANOVA z anglického
analysis of variance) byla ve dvacétych letech minulého stoleti navrzena britskym
statistikem a genetikem sirem Ronaldem A. Fisherem (1921; 1925). Metoda si
nasla obrovské uplatnéni v tfadé védnich oboru a naptiklad v ramci psychologie
byvé povazovana za nejhojnéji uzivany statisticky test (viz napi. Howell, 2013).

Pomoci analyzy rozptylu testujeme hypotézu, zdali k£ nezavislych ndhodnych
vybéru pochézi z rozdéleni pravdépodobnosti se stejnymi stfednimi hodnotami.

Testovanou nulovou hypotézu tedy muzeme zapsat jako

Hy: = ... = . (1)

Alternativni hypotéza naopak predpoklada nejméné jednu dvojici rozdilnych

stfednich hodnot:

Ha:3i,j € {1 kb # 5w # uy. (2)

Nezavislé vybéry nemusi byt nutné stejného rozsahu. Pocty pozorovani v jednot-
livych vybérech znacime nq, ..., n; a celkovy pocet méreni jako n.

Princip analyzy rozptylu lze vysvétlit nékolika zpusoby. Metoda je obvykle
prezentovana jako specidlni ptipad linearnitho modelu, coz je uzitecné zejména
tehdy, chceme-li postup dale zobecnovat napiiklad pro vicefaktorové designy.
Predtim, nez predstavime ¢tenafi toto vysvétleni, nastinime postup na zakladé
ponékud odlisné tvahy, ktera muze byt blizsi zejména ctenaium bez hlubsi zna-
losti prace s linearnimi modely.

Predpokladejme, ze rozdéleni pravdépodobnosti, z nichz pochazi nase ndhodné
vybéry, maji stejny rozptyl 02 = 0? = ... = g7 a ze velikost tohoto rozptylu
chceme odhadnout. Tento odhad pak muzeme stanovit nejméné dvéma zpusoby.

Jednak muzeme vypocitat odhad rozptylu v ramci kazdého vybéru podle

1V dalsfm textu budeme vynechévat specifikaci toho, ze se jedné o piipad jednoduchého
tfidéni. V této praci se totiz jinymi obménami, tedy vicefaktorvymi designy, nezabyvame.



vzorce

) 1 & ) .

n; —1
J i=1

kde y;; je ©-té méfeni v rdmci j-tého vybéru a

1Y
vi=_- > i (4)
J =1

Celkovy odhad (ozna¢me jej jako rozptyl uvniti skupin 62) pak ziskdme jako
prumér odhadu Erjz. V pripadé ruznych rozsahu souboru se bude jednat o vazeny

prumér, kde jako védhy pouzijeme stupné volnosti (n; — 1). Tedy

k nj

5= Sy = 105 = 3D (- ) )

j=1 j=1 i=1

K vypoctu druhého odhadu rozptylu vyuzijeme nasi znalost toho, ze rozptyl
pruméru y; je n;-krdt mensi nez rozptyl jednotlivych meéfeni, z nichz prumeér
pocitame. Nejprve budeme predpokladat, Ze rozsahy vsSech skupin jsou stejné,
tedy n; = ny = ... = ng. Rozptyl méfeni (ktery tentokrat budeme oznacovat jako

rozptyl mezi skupinami %) pak muzeme odhadnout jako

k
. . 1 o
h=mog=mo— > (55— (6)
j=1

V piipadé rozdilnych rozsahu skupin budeme piislusnou hodnotou n; nésobit

kazdy scitanec. Ziskame tak vztah
~92 1 — —\2
O'Azmznj(yj—y) : (7)

Obé ziskané hodnoty, tedy 62 i 6%, muzeme povazovat za odhad rozptylu 2.
Je mezi nimi jeden pro nés dulezity rozdil: zatimco hodnota 62 nenf z4visld na

platnosti nulové hypotézy, tak 6% se zvétsuje s tim, jak moc se ruzni hodnoty ;.
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Na zékladé rozdilu mezi témito dvéma odhady pak muzeme usuzovat na platnost
nulové hypotézy.

K provedeni testu statistické vyznamnosti musime nicméné do nasich dvah
zahrnout jesté dva predpoklady. Budeme predpoklddat nezavislost ndhodnych
veli¢in, z nichz pochézi nase vybéry, a budeme prepokladat, ze tyto ndhodné
veliciny maji norméalni rozdéleni. Za téchto okolnosti pak vime, ze pokud plati

nulovéa hypotéza, tak

(k —1)6%
S ®
(n — k)oe
2~ Xo—k (9)

g
A —F~Fonie (10)

Nalezené hodnoty F' (znacime jako f), které jsou vyssi nez kvantil Fisherova-
Snedecorova rozdéleni Fj_; ,_g (1—a), Dds vedou k zamitnuti platnosti nulové hy-
potézy na hladiné vyznamnosti a. Pripadné muzeme stanovit pravdépodobnost,
s jakou (za platnosti nulové hypotézy) ziskdme hodnoty f rovny nebo vétsi po-

zorované hodnoté, pomoci vztahu
p=1-— Fk‘_lljn_k,(f). (11)

Nalezena pravdépodobnost p se oznacuje jako p-hodnota.

11



Druhy zpusob, jakym muzeme chapat analyzu rozptylu, je popsat ji jako
srovnani dvou linearnich modelu. Toto vysvétleni nicméné vyzaduje podrobnéjsi
znalost préace s linearnimi modely, kterou ¢tenafi neposkytneme. Pro vynechané
detaily jej muzeme odkazat na publikaci (Andél, 2007) ¢ skripta (Fiserova, 2013).

Modely, se kterymi budeme pracovat, 1ze obecné vyjadrit vztahem
Y =X8+e (12)

V piipadé analyzy rozptylu jej muzeme zapsat pomoci nasledujici struktury:

Y11 10---0 €11

Ying 10---0 €1,

Y2,1 01---0 L €21
: D : 2 :

o | T 010 | 5 [T e (13)
: D : U :

Yk, 00---1 €k1

Yk, 00---1 €k,

Po roznasobeni matic dostaneme rovnice
yji:uj—i—eji, ] = 1,...,/{, Z:L...,nj.

Za celem testovan{ statistickych hypotéz predpokldddme, ze €j; ~ N(0,0?),j =
1,..,ki=1,...,nj, a Ze €1, ..., € n, jSOU Nezavislé.

Pomoci metody nejmensich ¢tvercu ziskdme vztah pro nalezeni vektoru od-

hadﬁ [1,]
nil - 0 Dot Y (71 fi
B=XX)"'XY=]|:". : =:]1=1":
0 % Z?:kl Yk,i Yk ,ak

Pro jednotlivé odhady regresnich parametru tedy plati, ze fi; = ¥;.
V pripadé platnosti nulové hypotézy lze nicméné navrzeny model zjednodusit.

Jelikoz py = ... = g, tak vektor 3 lze zapsat pomoci jediného prvku p a matice X

12



se zredukuje na sloupcovy vektor jednic¢ek o délce k. Novy model tedy vysvétluje

jednotliva méfeni jako
yji:,u+6ji, jzl,...,k’, izl,...,nj.

Odhad jediného parametru p stanovime opét pomoci metody nejmensich ¢tvercu
jako o1 =1y.

Puvodni 1lohu, kdy jsme ovérovali shodu stfednich hodnot £ vybéru, jsme
timto postupem pfevedli na ekvivalentni problém, kdy budeme testovat, jestli
prvni model dokaze vysvétlit vice variability nez jeho podmodel. Pro srovnani
presnosti dvou modelu vyuzivame vztah

SeO_Sel

F=24 (14)

®1

kde S.1, respektive Seg, jsou soucty ctvercu rezidui piislusného modelu (obecné
Se = €'€) a v je pocet stupnu volnosti modelu, coz odpovidd poctu pozorovani
n zmenseného o pocet odhadovanych parametru k. Pro takto ziskanou statistiku

plati F' ~ F,

vo—p1 1, COZ NAM umoziuje testovat platnost nulové hypotézy.

V pripadé analyzy rozptylu tradi¢né vyuzivame jinou terminologii a hovorime
o sou¢tech ¢tvercti mezi skupinami Sy, uvniti skupin S, (tzv. rezidudlni s. ¢.) a
celkovém souctu ¢tvercu St. Pro jmenované statistiky plati

kK ny

K
Sa = an(ﬂj - 7)% Se = Z Z(yji —75)°
j=1

j=1 i=1

k. nj
St = Z Z(?in —9)* St =954+ S..

j=1 i=1

Ulohu fesime dosazenim nalezenych nahodnych veli¢in do tabulky 1.
Bez ohledu na to, kterou z nabizenych tuvah zvolime, nalezend statistika F' i

p-hodnota jsou identické.
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Tabulka 1: Tabulka analyzy rozptylu

zdroj variability soucet Ctvercu stupné volnosti  podil F P
skupiny Sa pa=k—1 Sa/pa SSA%A 1- Fl:—ll,n—kﬁ(f)
rezidua Sk Ve =mn—k Se/ e

celkovy St or=n-—1

1.1. Priklad pouziti metody

Za ptiklad uziti analyzy rozptylu pouzijeme hodnoty ziskané ve studii Plhakova
et al. (2013). Vyzkumnici se pokouseli ovérit hypotézu o tom, ze cirkadidnni prefe-
rence souvisi s vyskytem subklinické depresivity. Cirkadianni preferenci se rozumi
to, jestli ma jedinec sklony k nejvyssi aktivité v rannich, respektive dopolednich
hodinach, nebo zdali je aktivni az odpoledne, vecer ¢ v noci. A¢ je patrné, ze
tato charakteristika je do zna¢né miry modifikovand naroky prostredi, existuji
doklady i o silné vrozené komponenté (Horne & Ostberg, 1976).

Ke zjisténi cirkadidanni preference byl vyuzit cesky preklad Dotazniku rannich
a vecernich typt Horneho a Ostberga (1976), dle jehoz vysledku byli respondenti
rozdéleni na tii skupiny — ranni typ, nevyhranény typ a vecerni typ. Priznaky
deprese byly sledovany pomoci Beckovy sebeposuzovaci skaly depresivity pro
dospélé (BDI-II, Preiss & Vacit, 1999). Tato metoda se dotazuje na 21 projevu
chovéani a prozivani, které mohou indikovat depresi. Respondent vzdy vybira ze
¢tyt moznosti, které jsou skérovany 0, 1, 2 a 3 body. Vysledkem dotazniku je
prosty soucet bodu, a muze se tedy pohybovat v rozmezi od 0 po 63.

Vyzkum byl realizovan v roce 2012 na rozsahlém souboru student Univer-
zity Palackého, z didaktickych tucelu vsak do naseho piikladu zahrneme jen 30
pozorovéani, po deseti v kazdé skupiné (viz. tabulka 2).

V souladu s vyse uvedenym posupem vypocitame jednotlivé statistiky a do-
sadime do tabulky analyzy rozptylu. Nalezené hodnoty shrnuje tabulka 3.

A¢ je z vysledku patrny urcity trend — zda se, ze vecerni chronotyp je do-
provazen castéji projevy depresivity — rozdily mezi skupinami nejsou statisticky

vyznamné. Nalezena p-hodnota 0.059 tésné prekracuje stanovenou hladinu o = 0.05

14



Tabulka 2: Ukazka namérenych hodnot

Chronotyp Namérené hodnoty miry depresivity Prumér Rozptyl

ranni 2,4,5,5,8,9, 10, 11, 12, 12 7.80 12.84
nevyhranény 0, 3, 5, 7, 10, 10, 11, 19, 20, 27 11.20 71.07
vecerni 0,7,8,9, 11, 21, 23, 27, 32, 41 17.90 168.32
celkem 12.30 96.49

a nemuzeme tedy zamitnout nulovou hypotézu.

1.2. Predpoklady analyzy rozptylu

Analyza rozptylu se fadi mezi takzvané parametrické statistické testy. To
obecné znamena, ze tato metoda modeluje realitu pomoci nahodnych velic¢in,
které lze popsat konecnym mnozstvim parametru. V tomto konkrétnim ptipadé
vyuzivame (jednorozmérné) normalni rozdéleni, které lze beze zbytku popsat po-
moc{ parametrii 4 a o2 reprezentujicich jeho stfedni hodnotu a rozptyl. Vyhodou
parametrickych testu je jejich velka sila — analyza rozptylu podobné jako t-test,
ktery je jejim specidlnim piipadem, je pfi normalnim rozdéleni sledované nahodné
veli¢iny nejsilnéjsim statistickym testem (Andél, 2007). Priznivého chovani pa-
rametrickych postupu je dosazeno za cenu pomérné piisnych predpokladu, které
na data klademe.

V literature jsou tradi¢né uvadény tii predpoklady: normalita rozdéleni dat,
homoskedasticita a nekorelovanost vybéru. Pred tim, nez tyto tfi podminky vy-

svétlime, zminme jesté dva predpoklady, které byvaji povazovany za samoziejmé.

Tabulka 3: Vysledky analyzy rozptylu

zdroj variability soucet ¢tvercu stupné volnosti  podil F D
skupiny 528.20 2 264.10 3.141 0.059
rezidua 2270.10 27 84.08

celkovy 2798.30 29

15



Zavisle proménnd? Y musi byt méfena pfinejmensim na intervalové drovni®.

To znamena, ze vysledky ztraci smysl, pokud by hodnoty sledované proménné
oznacovaly jen urcité nominalni kategorie nebo kdyby je sice bylo mozné seradit,
ale neznali bychom vzdalenosti, jaké mezi sebou jednotlivé hodnoty maji (Stevens,
1946).

Za piiklad nam muzou poslouzit Skolni znamky. Pokud bychom povazovali
znamku za miru osvojeni znalosti studentem, pak bychom méli tuto veli¢inu
povazovat nejspise za poradovou (ordinéln{). Tézko bychom totiz mohli tvrdit, ze
mezi stupném 1 a 2 je stejné velky rozdil jako mezi 3 a 4. Charakteristiky, jako
je prumeér ¢i rozptyl, nejsou pak zcela smysluplné. Prisné vzato, pokud pocitame
prumérné znamky, jak je bézné, méli bychom ptipustit, ze se nase zaveéry tykaji
zase jen znamek, nikoli néjaké vlastnosti studentu, kterou tato ¢isla zastupuji.

Druhou podminkou je nezavislost jednotlivych meéteni. V literatuie nebyva
zminovana, jelikoz je jiz implicitné obsazena v tvrzeni, Ze pracujeme s ndhodnymi
vybéry, které se z definice skladaji z vzajemné nezavislych realizaci ndhodné
veliciny. V praxi ale platnost této podminky nemusi byt automaticky zajisténa.

Muzeme si polozit otazku, jestli data, se kterymi pracujeme v piikladu z kapi-
toly 1.1, tyto dvé prehlizené podminky spliuji. Co se tyce nezavislosti, tak pokud
ucastnici vyzkumu odpovidali samostatné (neopisovali) a pokud byli do souboru
zatazeni dle vhodného klice (idedlné ndhodnym vybérem), nemusime mit obavy
z vazného poruseni této podminky. Diskutabilnéjsi je metrickd povaha vysledku
psychologickych dotazniku. Jiz Likert (1932) nicméné poukazuje na to, ze ac
hodnoty ziskané z izolovanych polozek tuto vlastnost mit nemusi, tak po jejich
seCteni se vzdalenosti mezi jednotlivymi body sobé zacnou podobat a ziskanou

proménnou muzeme povazovat za metrickou bez vazné ztraty presnosti.

2V nésledujicich odstavcich budeme uvazovat o Y jako o ndhodném vektoru. Abychom
zduraznili, Ze jeho jednotlivé prvky chdpeme jako ndhodné velic¢iny, budeme je znacit velkymi
pismeny (Y};) stejné jako z nich odvozené statistiky (napf. ¥) misto ptuvodniho znaceni (y;;,
v)-
3Intervalovd a pomérova troveni méfeni byva ¢asto souhrnné oznadovana jako metricks ¢i
kvantitativni uroven. Muzeme tedy Fici, Ze pozadujeme, aby sledovand proménnd byla metricka.
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1.2.1. Nezavislost vybeéri

Néhodné vybéry Y a Z povazujeme za nezavislé pravé tehdy, kdyz plati
nezavislost v kazdé dvojici prvku jejich prvku. V praxi to znamend, ze vysledek
méreni v ramci jedné skupiny neni nijak ovlivnén hodnotami, které jsme ziskali
v kterékoli jiné skupiné.

S porusenim této podminky se v praxi nesetkavame prilis ¢asto. Duvodem je
to, ze na rozdil od zbyvajicich dvou podminek zvoleny vyzkumny design jedno-
znacné urcuje, jestli mezi ndhodnymi vybéry muze existovat zavislost nebo ne.
Jeji pripadné poruseni je tedy metodologickym selhanim a jiz pred zacatkem shéru
dat dokazeme posoudit, jestli jsme provedli vhodna opatieni, abychom zavislosti
vybéru zabranili.

Zustaneme-li v oblasti psychologického vyzkumu, predstavme si experimen-
talni design, kdy n pokusnych osob postupné vystavujeme k ruznym podminkam
a pokazdé mérime jejich vykon pii urcité ¢innosti. Ovérujeme pak hypotézu o
sttednich hodnotach téchto k vybéru o stejném rozsahu. Pokud pfi volbé statis-
tického testu sdhneme po jednofaktorové analyze rozptylu, dopustime se poruseni
podminky nezavislosti vybéru. Vysledky, kterych jedinec dosdahne za urcitych
podminek, pravdépodobné souvisi s jeho vysledky za jinych podminek, jelikoz
muzeme ocekavat, ze ¢ast variability vysledku je zpusobena néjakymi charak-
teristikami jedince, které jsou alespon po dobu experimentu stabilni. Analyza
rozptylu zde selhdva v tom smyslu, ze nevyuzije celou informaci, kterou mame
k dispozici, a je tedy zbyteéné konzervativni. Resenfm by mohlo byt napifklad
zatazeni druhého faktoru o n drovnich (jednu pro kazdou osobu) nebo vyuziti
Hotellingova testu, ktery muze slouzit jako zobecnéni parového t-testu.

Podminka nezavislosti vybéru neni pfi realizaci vyzkumného designu obvykle
z vySe uvedenych duvodu prili§ pal¢iva a nebudeme ji v této praci vénovat dalsi

prostor.
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1.2.2. Normalita rozdéleni

Ziejmé nejcastéji ze vSech podminek analyzy rozptylu je v ucebnich textech
pripominany pozadavek normalniho rozdéleni sledované nahodné veliciny. Tato
podminka vyplyva ze vztahu (8) a (9). Aby platilo, ze vysledna statistika F (viz.
roznice 10) m4 Fisherovo-Snedocorovo rozdélni, pozadujeme, aby kazdy z odhadu
rozptylu 62 i 6% vynasobeny konstantou mél rozdéleni y2.

Za platnosti nulové hypotézy tedy muzeme toto tvrzeni prepsat jako

2

kde ¢ oznacuje pocet stupnu volnosti. Prozkoumejme, jaké podminky musi né-
hodn4 veli¢ina Y spliiovat, aby vztah (15) platil pro 62 i 6%.

Zamétime-li se na 6%, muzeme postupovat tak, ze do vztahu (15) dosadime
vzorec pro vypocet tohoto odhadu rozptylu (7). Zanedbdme-li konstanty, které
zajistuji zachovani méritka, ziskdme nahodou velicinu Zle(f/j — Y)2. Obecné
mé ndhodn4 veli¢ina Z rozdéleni x? o n stupnich volnosti tehdy, kdyz je uréena
vztahem Z = Y " | X2, kde X; ~ N(0, 1), vzdjemné nezavislé, pro i = 1,2, ...,n
(Andél, 2007). Pozadujeme tedy, aby kazdd z velicin Y; — Y méla normaln{
rozdélen{ se stiedem v nule, respektive aby kazdd z velicin Y; méla normdln{
rozdélni se stfedni hodnotou p;. Toho dosdhneme tak, Ze vzneseme pozadavek
normality na jednotlivé veliciny Y};, jelikoz libovolna linedrni kombinace normalné
rozdélenych ndhodnych veli¢in ma opét normalni rozdéleni (Andél, 2007).

Z této uvahy je patrna jedna zajimava skutecnost - pii vysokych rozsazich
vybéru n neni nezbytné, aby veli¢iny Y;; mély normélni rozdéleni, a piresto se
miiZe rozdélni veli¢in Y; normalité blizit. Toto lze vyvodit z centrdlnich limitnich
vét. Napiiklad Lindebergova véta (viz piilohy publikace Andél, 2007) tikd, Ze pro
posloupnost nezavislych nahodnych velicin X, X5,..., X, se stfednimi hodno-

tami p a koneénymi rozptyly o plati pii n jdoucim do nekoneéna

Z?zl Xz —nu d

s N(0, o
NG (0,0%),
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kde sipka s pismenem d oznacuje konvergenci v distribuci. Pro aritmeticky prumeér

X téchto veli¢in X; pak tedy lze pii n jdoucim do nekoneéna vyvodit vztah

V(X — ) — N(0,07).

S rozstoucimi rozsahy vybéru se tedy budou distribuce priimért Y; asymptoticky
blizit k N(p;,02/n;).

Analogickou tivahu muzeme provést i pro odhad 2. Do vzorce (15) dosadime
rovnici (5). Opét zanedbdme konstantu a ziskdme soucet k& ndhodnych velicin? ve
tvaru >, (Y3 —Y;)?, z nichZ u kazdé pozadujeme rozdéleni x%. Opét miZeme nas
pozadavek pienést na jednotlivé prvky sum a predpokladat, ze veliciny Y;; — Yj
maji normalni rozdéleni se stfedem v nule, respektive ze veliciny Y); maji obecné
normalni rozdéleni, a¢ nemusi mit napfi¢ skupinami stejnou stfedni hodnotu.
Piipadny vliv centrdlni limitni véty neni v tomto ptipadé ziejmy.

Prestoze jsou teoreticka vychodiska pro podminku normality pomérné ziejma,
muzeme narazit na urcité nejasnosti, jak tento predpoklad ovérovat. V praxi se
casto setkame s nazorem, ze bychom méli testovat, jestli posloupnost hodnot y;;
pochézi z norméalniho rozdéleni. Z vyse uvedeného ale vyplyva, ze tento postup
neni spravny. Hodnoty y;; predstavuji realizace nahodné veliciny s rozdeélenim
N(u,0%) pouze za platnosti nulové hypotézy. Pokud nulové hypotéza neplati,
budou namérené hodnoty ruzné posunuté v zavislosti na tom, ze kterého nahod-
ného vybéru pochézi. Jsme-li tedy svédky toho, Ze histogram namérenych hodnot
hustotu tohoto rozdéleni nepfipomind, nemusi to nutné znamenat poruseni pod-
minky normality, ale neplatnost nulové hypotézy. Ve skutecnosti pozadujeme,
aby z normalnfho rozdéleni pochdazela rezidua (y;; — ¥;), k ¢emuz jsme dosli i pii
zkoumén{ vlastnosti odhadu 2.

Poruseni podminky normalniho rozdéleni rezidui muzeme testovat nékolika
testy. Mezi nejcastéji pouzivané patii Kolmogoroviv-Smirnovuv test (respektive

jeho adaptace zndama jako Lillieforsuv test), test dobré shody nebo Shapiruv-

4Pfipomenime aditivitu rozdéleni x? — se¢teme-li vice nezavislych veli¢in s timto rozdélenim,
bude mit vyslednd ndhodnd veli¢ina opét rozdélni x? s poétem stupiiii volnosti odpovidajicim
souctu stupnu volnosti vsech s¢itancu.
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Wilkuv test, ktery je ze zminovanych postupu nejsilngjsi (Razali & Wah, 2011).
Pti vysokych rozsazich vybéru dochazi k zamitnuti nulové hypotézy i pti velmi
malé odchylce od normality, kterda presnost vysledku neohrozuje, muzeme proto

dat prednost kontrole histogramu rezidui tak tikajic ,,od oka”.

1.2.3. Homoskedasticita

Pojmem homoskedasticita se oznac¢uje shodnost rozptylu ndhodnych veli¢in.
V pripadé analyzy rozptylu pozadujeme, aby ndhodné vybéry, z nichZ pochazi jed-

notlivd méfent, mély rozdéleni N(u;, 0?), kde 02 = ... = 0} = 0. Tato podminka

J
opét vychézi z definice rozdélni x? jako sou¢tu druhych mocnin ndhodnych veli¢in
s normovanym normalnim rozdélenim. Poruseni tohoto predpokladu by se opét
odrazilo na vlastnostech odhadu chybového rozptylu 62 i rozptylu mezi skupinami
6%, coz si lze snadno predstavit, kdyz se vratime ke vztahtum (5) a (7).

Méné snadno si jiz predstavime, jakym zpusobem se heteroskdasticita promita
do vlastnosti testové statistiky F'. Mohli bychom napiiklad spekulovat nad tim,
Ze rozmanité hodnoty 0]2. povedou k jejimu vychyleni. M&-li nahodné velicina X

rozdéleni N (0,0?), pak lze stfedni hodnotu jeji druhé mocniny popsat jako
E[X?] = o”.

Chovani statistiky F' v pripadé poruseni podminky homoskedasticity by tedy
mohlo byt odhadnutelné na zékladé toho, jak se méni stredni hodnoty odhadu
rozptylti 62 a 63 v zévislosti na parametrech o? az 7. Pokud by napifklad odhad
62 mél za urcitych podminek vyssi stfedni hodnotu nez odhad 6%, pak bychom
mohli ocekavat, ze za téchto okolnosti je analyza rozptylu ptilis konzervativni.
Zkusme tyto podminky popsat. Odvodme, jakou stfedni hodnotu budou mit
statistiky 62 a 6%, pokud mame k dispozici k ndhodnych vybéru o rozsazich
ny = ... = ng,. Pro vypocet nejprve uvedme rozptyly a sttedni hodnoty veli¢in Y;

ay

o2 1 k 1 i o2
Y. J Y 2 : } : J
j=1

J j=1
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a jejich kovarivnaci, vime-li, Ze veliciny Y; jsou pro j = 1,2, ..., k nezavislé:

o
S
=
=
o
I
o
S
e
7N
=
]~
i
o
~__
I
| =
3
<

Za podminky stejnych rozsahu souboru vyuzijeme vztahu nik = n a nalezené

feseni zjednodusime

Sttedni hodnotu odhadu 6% vyjadifme nésledovné. Tentokrat budeme mimo-
jiné predpokladat platnost nulové hypotézy:

k

Nase uvaha vede k pomérné prekvapivému zjisténi: bez ohledu na to, jakym
zpusobem porusujeme podminku shody rozptylu, jsou si stfedni hodnoty od-
hadt rozptyli 62 i 6% rovny. To plati pfinejmensim v pripadé, kdy jsou ndhodné
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vybéry stejného rozsahu. A¢ jsme selhani testu plynouci z ruznych strednich
hodnot odhadu rozptylu neodhalili, nedokazuje to, ze by podminka homoskedas-
ticity byla zbytecna. Jednak nevime, jestli zustava zachovana nezavislost obou
odhadu rozptylu, a pak samotnd stfedni hodnota neposkytuje dostatek infor-
maci o celém tvaru rozdéleni testové statistiky F. Je mozné, ze pfi poruseni
podminky homoskedasticity je jeji distribuce néjak deformovana, a¢ si treba za-
chovava nezménénou stredni hodnotu.

Poruseni podminky homoskedasticity lze testovat napiiklad Bartlettovym ¢i
Leveneovym testem. A¢ je druhy jmenovany pouze pribliznou metodou, z duvodu
obstojné robustnosti byva povazovan za metodu prvni volby. Leveneuv test vy-
chazi z teoretického ramce analyzy rotpylu. Pii jeho vypoc¢tu v prvnim kroku
transformujeme naméfené hodnoty y;; na hodnoty z;; dle vztahu z;; = |y;; — ;.
V druhém kroku pak pomoci jednofaktorové analyzy rozptylu ovéifime nulovou

hypotézu o shodnych stfednich hodnotach ndhodnych velicin z;.

Vratme se k ukdzkovému piikladu z kapitoly 1.1. Obrazek 1 zndzornuje dis-
tribuci méfené veliciny a jejich rezidui po analyze rozptylu. Je patrné, ze data
jsou znacné zeSikmend ke kladnym hodnotam a normaélni rozdéleni pripominaji
jen vzdélené (koeficient sikmosti je roven hodnoté 1.20 misto ocekdvané nuly).
Rozdéleni rezidui se jiz nicméné k normalité blizi (sikmost = 0.49, Spicatost =
3.28). Shapiruv-Wilkuv test provedeny na reziduich nulovou hypotézu nezamita
(W = 0.98, p = 0.82) a nas predpoklad normality nezpochybnuje. Proble-
piny, zjistime, ze tieti skupina mé vice nez trinactkrat vétsi rozptyl nez ta prvni.
Leveneuv test zamita nulovou hypotézu o shodé rozptylu na hladiné vyznamnosti
a = 0.001 (F = 15.14). Data tedy nespliuji predpoklad homoskedasticity a
muzeme mit pochybnosti, jestli nase rozhodnuti pfijmout nulovou hypotézu,

ucinéné na zakladé vysledku analyzy rozptylu, bylo spravné.
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Obrazek 1: Histogram nameérenych hodnot z ukazkové tlohy a jejich rezidui

Pocet jedinct
1

Pocet jedinct

Chronotyp
ranni
= nevyhranény
m vecerni

Reziduum (Skére BDI-Il ~ Skupina)

23

0 10 20 30 40
Skére BDI-II
e N
[ I I I 1
-20 -10 0 10 20



2. Design simulac¢ni studie

Vlastnosti analyzy rozptylu pti jednoduchém t¥idéni budeme ovérovat pomoci
simulacni studie. Obecné tedy budeme postupovat tak, ze na zakladé urcitych pa-
rametri vygenerujeme k posloupnosti nahodnych ¢isel. Kazdd z téchto posloup-
nosti pfedstavuje mnozinu n; realizaci (znacime y;;) ndhodné veli¢iny Y;. Pomoci
analyzy rozptylu otestujeme, zdali tyto ndhodné veli¢iny maji shodné stiedni hod-
noty. Proceduru budeme opakovat a zaznamename, v kolika procentech pripadu
dochazi k zamitnuti nulové hypotézy na pétiprocentni hladiné vyznamnosti pti
danych hodnotéch parametri. Ziskand hodnota je odhadem parametru 7y, ktery

definujeme jako
Ty = E[ll(9)], (16)

kde E je operator stiedni hodnoty a II je ndhodna veli¢ina zavisld na vektoru
parametri ¢. Veli¢ina II je kritickou funkci a ma alternativni rozdéleni. Hodnota

1 reprezentuje zamitnuti nulové hypotézy a 0 jeji nezamitnuti.

2.1. Definice parametra ¢

Abychom mohli vysledky jednotlivych simulaci srovnavat a snadno popsat,
je zadouci, aby pocet parametru, které specifikuji zadani libovolné nami zvo-
lené simulace, byl rozumné nizky. Je zjevné, ze pro dosazeni tohoto cile musime
pestrou skalu vsech moznosti, se kterymi se muzeme setkat, ponékud zjednodusit.
Problémy plynou zejména z proménlivého po¢tu nahodnych vybéru, jez zkoumame
— pro presny popis bychom totiz museli kazdy z k vybéru popsat jeho rozsahem,
stfedni hodnotou jeho distribuc¢ni funkce, jejim rozptylem a ptipadné dalsimi cha-
rakteristikami. Kone¢ny pocet (skaldrnich) parametru by tedy byl ruzné vysoky
v zavislosti na poctu srovnavanych vybériu. Zvolili jsme proto néasledujici fesent,
které citelné neredukuje komplexnost problému, a zaroven se opird o nizky a
nepromeénlivy pocet parametru. Simulace jsme specifikovali pomoci nasledujicich

parametru.
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2.1.1. Pocet a rozsahy vybéru (parametry n, k, u)

V predchozim textu jsme znacili pismenem n celkovy rozsah souboru a pi-
smenem k pocet nahodnych vybéru. Obé tyto hodnoty budeme vyuzivat jako

parametry pii generovani dat pro simulaci. Vztah mezi n a k je ziejmy:

k
j=1

Parametry n a k nicméné samy jednoznac¢né neurcuji rozsahy jednotlivych vybéru
n;. Pro jejich pfesné vymezeni pouzijeme tieti parametr u, ktery kvantifikuje
nevyvazenost rozsahu vybéru.

Aby byl parametr u intuitivné pochopitelny, definovali jsme jej na zdkladé

téchto pozadavku:

ng
U= —, nj = nj_l +
n

u
— J=2,...k 17
P (17)
Lze jej tedy interpretovat jako pomér rozsahu nejvétsi a nejmensi skupiny a
predpokladame, ze rozsahy zbyvajicich skupin jsou rovnomérné rozprostieny mezi
témito extrémy.

Z rovnic (17) odvodime vztah pro jednotlivé hodnoty n; jako

(u—1)j+k—u
k(k—1)(u+1)"

n; =2n j=1 ..k (18)

Tedy napriklad pron = 120, k = 5 au = 2 dostaneme rozsahy (ny, ns, ng, ng, ns) =
(16, 20,24, 28, 32).

Parametr u muze teoreticky nabyvat libovolné hodnoty z R*. V praxi zejména
pro nizké hodnoty n a vysoké k, muzou vysoké hodnoty u (nebo naopak ty blizké
nule) generovat rozsahy mensi nez 2, coz znemoziuje vypocet analyzy rozptylu.
Nalezené hodnoty n; navic nejsou obecné celd cisla a je potfeba je zaokrouhlit.
Kvuli zaokrouhlovaci chybé se tak muze stat, ze soucet rozsahu vsech skupin
nemusi presné odpovidat puvodnimu n. V pripadé, kdy je u rovno jedné, jsou
rozsahy vsech vybéru shodné. Plati také, ze pro u a 1/u, ziskame stejny vektor

rozsahu vybéru s obracenym poradim prvku.
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2.1.2. Posunuti stifednich hodnot (d)

Parametr d vyjadiuje rozmanitost stfednich hodnot distribu¢nich funkei Y;,
z nichz byly generovany nahodné vybeéry®. Pifmo tedy uréuje, do jaké miry je
porusena platnost nulové hypotézy o shodé strednych hodnot. Pii jeho stano-
vovani jsme postupovali analogicky jako v ptipadé rozmanitosti rozsahu souboru.

Vztah mezi d a stfednimi hodnotami j; jsme omezili témito podminkami:

. d :

Za predpokladu jednotkovych rozptyli muzeme vyjadrit d = ug — p1, a parametr
d lze tedy interpretovat jako maximalni rozdil stfednich hodnot distribucnich
funkci, z nichz jsou generovany vybéry. Pokud rozptyl neni roven jedné, bylo
by vhodné parametr standardizovat vydélenim vyrazu smérodatnou odchylkou,

a ziskat tak predpis d = (u — p1)/0. Vyjadienim p; z rovnic (19) ziskdme vztah

w=(1=1-5) (20)

Pokud je d = 0, pak jsou vSechny stfedni hodnoty rovny nule. A naptiklad pro

mezi d a p1; ve tvaru

piipad k = 5 a d = 4 jsou nalezené hodnoty (p1, fi2, fi3, i, i15) = (—2,—1,0, 1, 2).
Hodnoty parameru d a —d generuji shodné stfedni hodnoty avsak s opa¢nym
poradim.

Za zminku stoji vztah mezi parametrem d a klasickymi ukazateli miry tacinku

pro analyzu rozptylu. Cohen (1988) definuje ukazatel miry d¢inku pro analyzu

\/ZJ e @1

Vztah mezi f a d pak muzeme vyjadrit z rovnic (20) a (21)°. Budeme pied-

rozptylu jako

5A¢ u véech parametrii pouzivame pro indexaci skupin stejné oznaceni 5, tak hodnoty indexu
pro kazdy parametr permutujeme.

SPreferuje-li ¢tendi obecny ukazatel miry déinku pro linedrni model R?, k pievodu muze
pouzit vztah f =+/R?/(1 — R?)
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pokladat, ze u =0, 0 = 1 a ze rozsahy vsSech skupin jsou shodné.

\/Zjlnuj ): %Z%Q:d' % (22)

Pozoruhodné je to, ze nami odvozeny parametr d muzeme vedle standardnich

ukazatelu miry i¢inku najit v Cohenové praci z roku 1988 (str. 276), ba co vic,
je zde diskutovana i situace, kdy jsou pruméry vybéru rovnomérné rozmistény
mezi extrémy, coz zcela presné odpovida nami popsanému usporadani. Cohen
(1988) tento ukazatel oznacuje jako standardizovany rozsah populacénich priméri
a pouziva pro néj stejné jako autor této prace pismeno d.

Vyhodou tohoto ukazatele je pfedevsim jeho intuitivni povaha a snadné po-
chopitelnost i pro jedince bez hlubsitho matematického vzdélani. Jeho hodnotu
pri pohledu na namérena data muzeme odhadnout jako

max fi; — min ji;
d ~ j=1,...,k j=1,...,k ' (23>

A

Oe

2.1.3. Parametr heteroskedasticity (v)

Abychom mohli modelovat situace, kdy je porusena podminka homoskedas-
city, potfebujeme zaiadit parametry, které vyjadiuji rozmanitost rozptyli o2.
Situaci opét zjednodusime tim, ze velikost rozptylu v k£ skupinach vyjadiime je-
dinym parametrem v. Podobné jako v ptredeslych situacich stanovime vztah mezi
v a ajz na zakladé urcitych pozadavku, které na tento ukazatel klademe.

Opét budeme pozadovat snadnou interpretovatelnost parametru. Parametr v

proto definujeme jako pomér nejmensiho a nejvétsiho rozptylu:
v=—. (24)

Déle pozadujeme, aby zmény parametru v neovliviovaly velikost chybového roz-

ptylu o2. Pro stejné rozsahy vybéru to zajistime podminkou

Y ol =k (25)



Nakonec pozadujeme, aby v limitnim piipadé, kdy se hodnota v blizi k nekonecnu,
byl veskery rozptyl soustfedén v jediném vybéru a ostatni vybéry aby mély nu-
lovou varianci. To lze zajistit tak, ze jednotlivé hodnoty 0]2» budeme chapat jako
¢leny geometrické posloupnosti posunuté o konstantu, ktera umozni platnost rov-
nice (24). Tedy

o; = Co’ !+ O (26)
Vyuzijeme-li znalost o souc¢tu konecné geometrické posloupnosti, tak po dosazeni

do vztahu (25) ziskdme rovnici

1 — ok

011

kG, =k, (27)

-
a dosazenim do vztahu (24) rovnici

Oﬂ)k_l + 02

= . 2
i+, (28)

Ze soustavy rovnic (27) a (28) vyjadiime konstanty Cy a Cy jako

B k(v—1)
¢ = vkl — vk + 0k — 17 (29)
k-1
Cy — (30)

:vk—lk—vk—i-vk—l'

Po dosazeni zpét do rovnice (26) a tipraveé ziskame koneéné vztah mezi v a o7 ve

tvaru
52— k[(v — )07 + vk — 7] (31)
TRk +v) —v(kv+ 1)
Nalezena rovnice nicméné nema feseni, pokud v = 1, jelikoz vysledkem je

0/0. Pro tyto pfipady dodefinujeme feseni v souladu s nasimi podminkami jako
ajz =1,proj =1, ..., k. Podobné jako v ptipadé parametru u generuje hodnota v i
1/v stejné rozptyly, jen v opacném poradi. V obrazku 2 jsou zndzornény nalezené

rozptyly pro k =5 a v rovno hodnotam 1, 2, 5 a 10.
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Obrazek 2: Rozptyly vybéru pro ruzné hodnoty parametru v
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Nahodny vybér (j)

2.1.4. Parametr zeSikmeni (b)

Posledni parametr b udava miru poruseni predpokladu normalniho rozdéleni
nahodné veli¢iny Y. Zpusobt, jakym se muze nahodna veli¢cina odchylovat od
normalniho rozdéleni, existuje nekonec¢né mnozstvi. Pro ticely této préace jsme zvo-
lili odchyleni prostrednictvim zeSikmeni. Hledali jsme takovy parametr zeSikmeni,

ktery splnuje nasledujici tii vlastnosti:

(i) Hodnota parametru b odpovida tfetimu centralnimu momentu — tedy ko-

eficientu Sikmosti — ndhodnych veli¢in Y; .

(ii) Je-li hodnota parametru zesikmeni rovna nule, maji veli¢iny Y; norméln{

rozdéleni.

(iii) Stfedni hodnota ani rozptyl nahodnych veli¢in Y; nenf zavisly na hodnoté

parametru b.

Jako pomérné schudné cesta se zda byt generovani hodnot z normélniho
rozdéleni a jejich nasledné transformovani do pozadované podoby. Muzeme na-

priklad vynésobit vSsechny kladné hodnoty néjakou konstantou odvozenou od pa-
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Obréazek 3: Tvary hustot log-normélniho rozdéleni

....... N(O’ 1), y= 0

------ exp[N(0, 0.16)], y=0.5

--- exp[N(0, 0.55)], y=2

D exp[N(0, 1.17)], y=10
m —— exp[N(0, 1.99)], y=400

Distribucni funkce

Pozn.: Osy grafu jsou bezrozmérné a byly pro kaZdou funkci nastaveny zvldst, tak aby bylo
mozné srovnat jejich tvar. Plochy pod kvivkami se tedy rizni.

rametru zeSikmeni a nasledné vsechna méreni vynéasobit jinou, normovaci, kon-
stantou, ktera datum vrati puvodni rozptyl. Ukazalo se vsak, ze tato metoda
velmi rychle vede k limitnimu rozdéleni, kdy se zaporné hodnoty transformuji na
¢isla v tésné blizkosti nuly a kladné hodnoty prestanou déle rust bez ohledu na
parametr Sikmosti, aby zachovavaly puvodni rozptyl.

Vyhovujici feSeni bylo nakonec nalezeno pomoci log-normalniho rozdéleni.
Ptipomenme, ze ndhodné veli¢ina Z méa log-normélni rozdéleni, pokud pro ni plati
vztah Z = eX kde X ~ N(u,0?). VyuZijeme toho, Ze zname stfedni hodnotu,

rozptyl i sikmost (oznacena ) takto definovaného rozdéleni (Johnson et al., 1995):

E(Z) = e“+”2/2, var(Z) = (602 — 1)62‘““‘72

v = (602 +2)Veo? — 1.

Polozime-li pak hodnotu parametru p = 0, miZeme pomoci parametru o>

ménit zesikmeni veliciny. Vysoké hodnoty parametru o? povedou k distribuci
napadné zeSikmené ke kladnym hodnotdm. Naopak, bude-li se o2 blizit nule,

bude distribuce pripominat normalni rozdéleni, coz ilustruje obrazek 3.
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Abychom zajistili nezavislost stfedni hodnoty, rozptylu a Sikmosti, vyuzijeme
toho, ze stfedni hodnota i rozptyl jsou ovlivnény linearnimi transformacemi,
zatimco koeficient sikmosti zustava (az na piipadné znaménko) invariantni. To
nam umozni vytvorit ndhodnou velicinu

eX — 602 /2

7= , 32
(e7® — 1)e” (32)

kde (opomene-li feSeni, kterd obsahuji komplexné sdruzena ¢isla) lze o2 jedno-

znacné vyjadiit pomoci b jako

2/3 2 2/3
02:log(( 2 (b+ Vb2 +4) _1)7 (33)

b+ Vb2 + 4)%3 * 22/3

a pro kterou pii X ~ N(0,0?%) plati, E(Z) = 0, var(Z) = 1 a b je jejim koefici-
entem Sikmosti.

Pii b = 0 vznika degenerovana nahodna velicina s nulovym rozptylem. Pro
tuto situaci proto dodefinujeme Z ~ N(0,1) ve shodé s predchozim vyvojem
kiivky. Parametr b muze nabyvat libovolné hodnoty z Ry . Pomoci linedrni trans-
formace lze nésledné prevést velicinu Z na Y v souladu s diive definovanymi

parametry d a v.

2.1.5. Vynechané parametry

Chovéani analyzy rozptylu v pripadé poruseni podminky nezavislosti nahod-
nych vybéru v této praci zkoumat nebudeme. Jak jsme zminili v kapitole 1.2.1,
zavislost vybéru obvykle nepredstavuje pro vyzkumnika palcivy problém, jelikoz
ji 1ze ¢casto predejit, pripadné muzeme pouzit nastroje, které z ni naopak muzou
tézit.

Za zminku stoji také technicky problém, kterému bychom museli ¢elit, pokud
bychom méli ambice zkoumat chovani testu pii poruSeni této podminky: jaké
vlastnosti by tento parametr mél mit. Mohl by napiiklad néjak urcovat korelova-
nost vybéru, nicméné otézkou je, které vybéry by mezi sebou byly korelované a

které ne, jaky by byl smér téchto korelaci a v neposledni fadé, jak nastavit tento
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parametr, aby se jeho interpretace neménila ani v pripadé vybéru nestejnych roz-
sahti. Reseni tohoto problému by nés ziejmé stélo hned nékolik dalsich parametr,

které bychom museli do procedury zaradit. A také velkou ¢ast jeji elegance.

2.2. Postup ovéreni hladiny testu

Jednim z projevu selhéni statistického testu muze byt to, ze nerespektuje za-
danou hladinu «. V praxi se to projevi tak, ze pti opakovaném provadéni testu
na datovych souborech, které byly ndhodné generované za platnosti nulové hy-
potézy, bude dochazet k chybé prvniho druhu (tedy zamitnuti Hy) ve vice nez «
procentech piipadu. V nasem pripadé platnost Hy zajistime tak, ze parametr d
nastavime na hodnotu 0. Za hladinu vyznamnosti o zvolime hodnotu 0.05, jelikoz
tato hladina je ve vyzkumnych studiich pouzivdna nejcastéji.

Prekracuje-li test v dusledku poruseni svych predpokladu hladinu « pouze ne-
patrné, nemusi to mit v praxi zadny vliv na validitu nasich zavéru, zejména pak
ve spolecenskych védéch, kde je jakékoli méfeni zatizeno velkou chybou (¢asto
dosahujici az desitek procent rozptylu sledované proménné) a badatel se i pri
dodrzeni vSech predpokladu statistického testu musi potykat se zna¢nou mirou
nejistoty. Stanovme proto urcitou mez, kterou budeme povazovat za nejvyssi
nepresnost, kterou muzeme u testu akceptovat a jeho vysledky jesté povazovat za
smérodatné. Tuto hladinu stanovime pomérné benevolentné na 0.10. Je-li rela-
tivni Cetnost zamitnutych hypotéz 74 vétsi nez 0.10, pak budeme hovorit o selhan{

statistického testu.

2.2.1. Stanoveni poctu cykla

Ptesnost, s jakou odhadujeme pravdépodobnost zamitnuti nulové hypotézy
(mg), je zavisla na tom, kolikrat simulaci pro dané hodnoty parametru ¢ opa-
kujeme. Dostacujici pfesnost (y/var(ws)) pro nase ucely je 0.001. Minimalni
pocet opakovéani simulace (budeme jej znacit C'), ktery garantuje tuto presnost,
odvodime z vlastnosti alternativniho rozdéleni a vlastnosti rozptylu nahodné

veli¢iny obecné (dle Andél, 2007).
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Pro soucet k vzajemné nezavislych ndhodnych velicin X; plati vztah

k

k
var ( Z Xj) = Z var(Xj;).

j=1 j=1
Déle pro libovolnou ndhodnou veli¢cinu X s koneénym rozptylem o2 a konstantu
a plati, ze

var(aX) = a*o?.
Také pripomenme, ze rozptyl ndhodné veliciny s alternativnim rozdélenim se
stfedni hodnotou p je roven p(1 — p).

Jelikoz jsme definovali parametr 7, jako stiedni hodnotu kritické funkce II

(viz. 16), ktery lze odhadnout zprumérovénim jejich realizaci, muzeme rozptyl

(respektive smérodatnou odchylku) tohoto odhadu vajadiit jako

C
Jrar(es) = | 2 S molt ) = /L) (34)

Vyraz my(1 — m,) muze nabyvat maximaln{ (tedy pro nds nejméné piiznivé)

hodnoty 1/4 v piipadé, ze m = 1/2. Tuto hodnotu spolu s pozadovanou presnosti

dosadime do vztahu (34):

A /4

a z néj vyjadiime minimalni pocet cyklu C":

O 1

 dvar(fy)’ (35)

Abychom mohli garantovat presnost na desetiny procenta, musime tedy provést

250 000 opakovani simulace.

2.3. Postup ovéreni sily testu

Kromé nedodrzeni hladiny o muze statisticky test selhat jesté jednim zpuso-

bem. V pripadech, kdy Hy neplati, muze byt test ptilis konzervativni a zamitat
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nulovou hypotézu v prili§ mélo pripadech. Abychom odhalili tento nedostatek,
budeme vySetiovat cely prubéh silofunkce a srovnavat ji se silofunkci analyzy
rozptylu bez poruseni predpokladu.

Budeme tedy provadét série simulaci pro ruzné hodnoty parametru d, ktery
urcuje miru poruseni nulové hypotézy. Zacneme s d = 0 a postupné budeme
pokracovat v krocich po 0.01 az 0.17. Jelikoz vime, Ze silofunkce je na takto
vymezeném intervalu neklesajici funkei omezenou shora hodnotou jedna, budeme
pokracovat do té doby, nez se k tomuto maximu piiblizime. Jednotlivé body
pro nas nemaji takovou dulezitost jako mérteni pii d = 0, snizime proto pocet
opakovani simulaci pro kazdou hodnotu d na 2 500. Budeme tedy méftit s presnosti

0.01.

2.3.1. Odhad priabéhu silofunkce

Pomoci vyse uvedeného postupu muzeme vyjadrit silofunkci jako mmnozinu
desitek diskrétnich bodu zamétfenych s urcitou chybou. Tato reprezentace neni
pro dalsi praci prilis prakticka. Abychom mohli silofunkce zobrazit a dale s mini
pracovat, prolozime jednotlivé body spojitou ktivkou.

Z moznych alternativ jsme dali prednost prolozeni polynomem, prestoze tato
metoda mé urcité nevyhody — napiiklad to, ze v krajnich hodnotach ztraci
presnost a nijak nevyuziva znamé vlastnosti silofunkce. Tyto nevyhody lze nicméné
korigovat pomoci restrikci, kterymi model omezime.

Budeme pozadovat, aby nalezena funkce byla pfi maximalni hodnoté d rovna
jedné. Dale pozadujeme, aby v tomto bodé byla jeji prvni derivace rovna nule
— pii vys8sich hodnotéch ji totiz bez zavazné ztraty presnosti muzeme nahradit
konstantni funkci. Nakonec budeme tézit ze znalosti toho, ze silofunkce ma své

minimum pii d = 0 a budeme tedy v bodé 0 pozadovat nulovou prvni derivaci®.

"Prvni simulace ukdzaly, Ze pro zmapovéni pritbéhu silofunkce staéi obvykle volit krok o
délce 0.1. V piipadé, ze jeji prubéh je velmi strmy, bylo nutné méritko zjemnit, aby ji bylo
mozné spolehlivé prolozit kiivkou.

8Zde kromé minima v nule pfedpokldddme také to, Ze silofunkce je hladki. O platnosti
prvniho pfedpokladu ndm napovidd fakt, ze silofunkce je symetrickd (jelikoz d a —d vede ke
stejnému posunuti). Pfedpoklad hladkosti (zejména v bodé d = 0) se zd4 také intuitivné spravny
a hodnoty pozorované v této studii jej podporuji, dukaz pro néj vSak nemame.
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Otézkou je stanoveni vhodného stupné polynomu, kterym budeme namétené
hodnoty prokladat. Polynomy nizkého stupné nedokézou silofunkci kopirovat s
dostatecnou vérnosti. A naopak polynomy piilis vysokého stupné jsou citlivé na
odchylky jednotlivych meéfeni a muzou byt také problematické pfi numerickém
vypoctu kvili vysokému &fslu podminénosti matice X'X. Za téchto podminek se
ukéazal pro popis silofunkce jako nejvhodnéjsi kompromis polynom Sestého stupné.

Jelikoz v bodé 0 mérime s vyssi presnosti nez v ostatnich bodech, stanovime
hodnoty regresnich parametru pomoci zobecnéné metody nejmensich ¢tvercu. Pro

jejich odhad vyuzijeme nésledujici vztah:
B=[1-C'B(BC'B)'BC'X'2'Y - C'B(BC'B)"'b, (36)
kde

C'=X'='X)™

Sloupcovy vektor Y obsahuje odhadnuté hodnoty 7,4, X je matice regresoru, »!
je diagonalni matice obsahujici informace o pfesnosti méreni pro jednotlivé body a
vektor b s matici B specifikuje tfi vyse uvedené podminky, které pozadujeme. Pro
podrobnéjsi popis linedrnich modelu s podminkami ¢tenare odkazujeme naptiklad
na skripta (Fiserova, 2013). Konkrétni podoba jednotlivych vektoru a matic je
uvedena v kapitole 2.4 této prace v syntaxi jazyka R.

Pro maximalni presnost prolozeni bodu polynomem se ukazalo dilezité po-
moci vhodné zvoleného zastavovaciho kritéria vymezit interval, na kterém méreni
provadime — tedy stanovit hodnotu d, ve které méteni ukonc¢ime. V pripadé, ze
zastavime piilis pozdé, bude ¢ast krivky témér rovnobéznd s osou x, coz je pii
modelovani pomoci polynomu pomérné problematické. Casto v tomto pifpadé
dochézi k nezadoucimu ,,zvlnéni” prubéhu funkce. Testovani proto zastavujeme
jiz tehdy, kdyz dvakrat po sobé nalezneme hodnotu 7, vyssi nez 0.99.

Modely, ke kterym vede popsana metoda, vystihuji namérend data velmi
pfesné — hodnota R? dle nasich pozorovani nikdy neklesé 0.98. Nékolik sad simu-

lovanych dat a modelovanych silofunkei znazornuje obréazek 4.
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Obrazek 4: Simulované hodnoty a odhadnuty prubéh silofunkce
(k=3,u=1v=1,b=0)
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2.4. Implementace do prostiedi R

Prti realizaci navrhovaného postupu je nezbytna pokud mozno maximalni auto-
matizace procesu. Manualni prenastavovani hodnot parametru a spousténi cyklu
simulaci by vedlo k neadekvatnimu narustu potiebného casu. Pro realizaci si-
mulaci bylo proto zvoleno prostiedi jazyka R, ktery umoznuje dosazeni potiebné
miry automatizace a zaroven obsahuje Siroké spektrum nastroju pro statistickou
analyzu.

Zéasadni otazkou pro nas byla také optimalizace samotného vypoctu. Abychom
dodrzeli stanovenou presnost, je nutné opakované generovat velké mnozstvi pseu-
donahodnych ¢isel a mnohokrat vyhodnotit statisticky test. Pocet opakovani to-
hoto procesu bude dosahovat fadu statisicu az milionu. Problém optimalizace je
v jazyce R obzvlasté palcivy, jelikoz ten ve srovnani s jinymi jazyky patii k velmi
pomalym.

Jazyk R je nadstavbou jazyka C, ktery byva sam o sobé povazovan za mimo-
rfadné rychly. Komunikace mezi obéma vrstvami nicméné celou proceduru zpo-

maluje (Ligges & Fox, 2008). Pfi piipravé skriptu jsme se proto pokouseli prenést
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N

co nejvice tkonu na uroven, kterd je realizovana v jazyce C. K tomu lze vyuzit
zejména preddefinované funkce, které ndm casto umozni se vyhnout zatrazeni
cykli na trovni jazyka R. Pro ptredstavu uvedme rozdil mezi rychlosti vypoctu
pruméru fady celych éisel od 1 do 10® pomoci funkce mean() a pomoci nami

definované funkce slowMean():

{

slowMean = function (x)

suma = 0

pocet = 0

for (i in x)

{ .
suma = suma -+ 1
pocet = pocet + 1

}

return (suma/pocet)

}
slx = 1:(1078)

system . time (slowMean(x) ) [1] /system . time (mean(x)) [1]

Pomeér rychlosti ziskany na pocitaci, ktery byl uzit k simulacim v této praci,
se pohybuje mezi prekvapivé vysokymi hodnotami 350 az 500 ku jedné.

Pro provedeni simulaci jsme vyuzili nasledujici funkci. Jejimi parametry jsou
hodnoty n, k,u, v, d, b predstavené vyse a pocet cyklu. Ziskanou hodnotou je pak

odhad veliciny 7.

anova_simulace = function (N,k,u,v,b,d, pocet_cyklu)
n = round ( 2xNx ((u—1)%(1:k)+k—u) / (k*(k—1)*(u+1)) )
if (v==1){s=rep(1,k)}else{s = (kx((v—1)xv " (1l:k)+v'k—v"2)) / (v kx(k
+v)—vx(kxv+1))}
m= (((1:k)-1)/(k—=1)—0.5)xd
N = sum(n) #korekce po chybé ze zaokrohlenf

p = numeric(pocet _cyklu)
skupiny = factor (rep(l:k,n))

for (i in 1l:pocet_cyklu)

{
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16

N

10

mereni = rSkewNorm (N, rep (sample(m) ,n) ,rep(sample(s),n),b)

prum = tapply(mereni, skupiny, mean)

rozp = tapply (mereni, skupiny, var)

F = ( (sum(n*(prum — mean(mereni))"2)/(k—1)) / (sum((n—1) * rozp
)/ (NK)) )

pli] = pf(F, k-1, Nk, lower.tail = FALSE)

}

return (mean(p<0.05))

}

Pozn.: Funkce rSkewNorm(), jejiz plné znéni neuvddime, generuje pseudondhodnd
cisla ze zesikmeného rozdélent s sikmosti uréenou jejim ctvrtym parametrem. Po-
kud ten je roven nule, pak presné odpovidd funkci rnorm(). V pripadech, kdy
nebylo potreba generovat zeSikmené rozdélent, byla pouZita primo funkce rnorm()

kvili ispore vypocetni kapacity.

Dalsi funkce slouzi k nalezeni polynomu, ktery popisuje prubéh silofunkce.
Vstupni hodnotou je fadek tabulky (dataframu), ktery obsahuje hodnoty vsech
parametru vyjma d. Déle je zde uveden pocet cyklu pro d # 0 a pocet cykla pro
d = 0. Nakonec je zde idaj o délce kroku — tedy hodnoté, kterd se po kazdé sadé
simulaci pri¢ita k hodnoté d pii vySetfovani prubéhu silofunkce. Funkce vraci
opét tadek tabulky doplnény o odhadnuté koeficienty polynomu B , hodnotu 7

pro d = 0 a maximalni hodnotu d, pro kterou byla simulace provadéna.

najdi_silofunkci = function (zadani)
{
list2env (lapply (as.list (zadani[c("N",”k” ,”u” ,”v” ,”b” " krok _d” ,”
pocet _cyklu” ;" pocet _cyklu_pri_d0”)]), as.numeric),envir=parent.
frame ())
sila = anova_simulace (N,k,u,v,b,0,pocet _cyklu_pri_d0)
if (pocet_cyklu==0){zadani[” alfa0”] = sila[1]; return(zadani);}
sila [2] = anova_simulace (N,k,u,v,b,krok_d, pocet_cyklu)
j=2
while (sila[j]<0.99 | sila[j—1]<0.99)
{
j=j+1
sila[j] = anova_simulace (N,k,u,v,b,krok_d*(j—1),pocet_cyklu)
}
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d = (((1:j)-1)xkrok_d)

h=7

X = matrix (numeric (hxlength(d)) ,ncol=h)

for (i in 1:h){X[,i] = d"(i—-1)}

# V je varian¢ni matice na minus prvou

V = diag(c(pocet _cyklu_pri_d0/pocet _cyklu,rep(1,length(d)—1)))

a = max(d)

B = matrix(c(c(0,1,rep(0,h—2)) ,(1:h—1)xa"(1:h—2),a"(1:h—1)), byrow
=TRUE, nrow=3)

b =¢(0,0,-1)

C = solve (t(X) %% V %% X) #pomocnd matice

beta = (diag(h) — C %% t(B) %% solve (B %% C %% t(B)) %% B) %
% C %% t(X) %% V %% sila — C %% t(B) %% solve (B %% C %%
t(B)) %% b

zadani[1:h+which (colnames (tabulka)=="beta0”)—1] = beta

zadani["max_d”] = a

zadani[” alfa0”] = sila[1]

return (zadani)

Posledni ¢ast skriptu nacita tabulku se zadanim simulaci ze souboru ve forméatu

.csv a postupné prochazi jeji radky. Pro kazdy fadek pak vola funkci pro nalezeni

silofunkce a jeji vysledky uklada zpét do tabulky. Skript je ukoné¢en tehdy, kdyz

jsou vSechny chybéjici hodnoty v tabulce doplnény.

3|4

~

soubor = winDialogString (" Tabulka se vstupnimi ddaji:
repeat

)

"7 tab.csv”)

tabulka = read.table(soubor, header = TRUE, sep = 7;”, dec = 7.,")

if (min(tabulka [”vyplneno”])>0){break}

cislo _radku = min(tabulka [tabulka[” vyplneno”]==0,”id”])

tabulka [ cislo_radku,] = najdi_silofunkci(tabulka[cislo_radku,])

tabulka [ cislo _radku,” vyplneno” ]| = 1;

print (Sys.time())

print (tabulka|cislo _radku ,])

write.table (tabulka, soubor, col.names = TRUE, row.names = FALSE,
sep = 77 dec =7 ,7)

Vyhodou tohoto postupu je to, ze skript muze pracovat bez prubéznych zasahu

uzivatele. Ten pouze piipravi tabulku, kterda obsahuje vSechny kombinace para-
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metru, pro néz mame v planu simulace provadét, a spusti program. Dle rozsahu

uzivatelovy zakazky jsou pak do souboru doplnény hledané hodnoty.

3. Vysledky

Celkové jsme provedli piiblizné 3.4 - 10® statistickych testi na vice nez 3.5 -
101% pseudondhodnych éislech. Zkoumali jsme zvlast chovani analyzy rozptylu
pii poruseni podminky homoskedasticity a pro zeSikméni rozdéleni sledované
ndhodné veli¢iny. V obou pifpadech jsme zjistovali chovani testu za platnosti
nulové hypotézy i v ptipadé jejiho poruseni. Pozornost byla vénovana také tomu,
jakou roli hraje rozsah nahodného vybéru, pocet skupin, do kterych je rozdélen,

a vyvazenost jejich rozsaht.

3.1. Dopad poruseni podminky homoskedasticity

Prvni otdzka, kterou si polozime, je, jestli chovani analyzy rozptylu vibec sou-
visi s hodnotou parametru v. Odpovéd jsme hledali tak, ze jsme stanovili pevné
hodnoty parametru k£ a n a sledovali jsme zmény ve tvaru silofunkce v zavislosti
na zmeénach parametru v. Za tyto pevné hodnoty jsme zvolili pét nahodnych
vybéru (k = 5), kazdy o deseti métenich (n = 50). Obrazek 5 znazornuje prubéhy
silofunkce pro hodnoty parametru v od 1 (tedy shodné rozptyly ve vsech sku-
pindch) po 50 (tedy nejheterogennéjsi skupina mé padesatkrat vétsi rozptyl nez
ta nejhomogenné;jsi).

Je patrné, ze poruseni podminky homoskedasticity ma na vysledky analyzy
rozptylu zna¢ny vliv. Pfi parametru v = 2 se prubéh silofunkce témér nelisi
od situace s vyrovnanymi rozptyly, nicméné jiz pti v = 5 je silofunkce znatelné
deformovand. Jeji pocatek nelezi na hladiné a a ve srovnani s v = 1 neroste

dostatecné strmeé. Vyssi hodnoty parametru v toto chovani jesté zduraznuji.

3.1.1. Vliv rozsahu vybéru

Vliv rozsahu vybéra na chovani testu pii poruseni podminky homoskedasticity

jsme zjistovali srovnanim priibéhu silofunkce pti hodnoté parametruv = 5av = 1
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Obrézek 5: Prubéh silofunkce v zavislosti na poruseni predpokladu
homoskedasticity
(k=5n=>50,u=1,b=0)
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pii péti rozsazich vybéra — 15, 25, 50, 150 a 500 méreni. Ve vSech ptipadech byly
pozorovani rovnomérné rozdéleny do péti skupin (tedy k = 5, u = 1). Vysledky
srovnani ukazuje obrazek 6.

Vysledky naznacuji, ze mira deformace silofunkce je ovlivnéna rozsahem vy-
béru n, a¢ je tento vliv spiSe maly. I pfi nejvyssim rozsahu vybéru n = 500 je
zde patrny méné strmy narust hodnoty silofunkce, test je tedy méné citlivy. Pri
mensich rozsazich vybéru je tento efekt jesté o néco silnéjsi. Ani jedna z nale-
zenych silofunkei nerespektuje stanovenou hladinu . Toto prehlednéji znazornuje
obrazek 7. Je z néj patrné, zZe jiz pti malém poruseni podminky homoskedasticity
dochézi k narustu pravdépodobnosti chyby prvniho druhu, a pii k =5av =5

jiz ani datové soubory o rozsazich nékolika set méreni nezabrani selhani testu.

3.1.2. Vliv poctu vybeéru

Z obréazku 8 je patrné, ze silofunkce je nejvice deformovand, srovnavame-li
velké mnozstvi ndhodnych vybéru. Malé oslabeni testu je patrné i pii & = 3,

nicméné citelny ubytek sily testu pozorujeme az pii extrémnich ptipadech, kdy

41



Obrazek 6: Zména tvaru silofunkce pti poruseni predpokladu homoskedascitiy v

zavislosti na rozsahu vybéru
(k=5u=1,b=0)
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Obrazek 7: Pravdépodobnost chyby prvniho druhu pii poruseni predpokladu

Pravdépodobnost chyby prvniho druhu

homoskedascitiy v zavislosti na rozsahu vybéru
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Obrazek 8: Zména tvaru silofunkce pii poruseni predpokladu homoskedascitiy v
zavislosti na poctu vybéru
(n=90,u=1,b=0)

0i8 1.0

Sila testu
0.6

0.4

Oi2

a=005

0.0

I I I I
0 1 2 3 4

Parametr posunuti (d)

jsme srovnéavali 30 skupin po 3 méfeni nebo 15 skupin po 6 métrenich. Vétsi pozor-
nost budi chovani testu za platnosti nulové hypotézy, coz doklada obrazek 9. Zda
se, ze pri malém poctu vybéru je test pomérné robustni viuci poruseni podminky
homoskedasticity, alesponn co se tyce dodrzeni hladiny «. V nasem piipadé pii
n =90 a k£ = 3 nevedla ani extrémni hodnota v = 20 k selhéni statistického testu
— pravdépodobnost chyby prvniho druhu se ustalila na priblizné 8 procentech.

Pti srovnani desitek malych skupin toto ¢islo vystoupalo az do desitek procent.

3.1.3. Vliv vyvazenosti rozsaht vybéra

Poslednim parametrem, jehoz vliv na chovani analyzy rozptylu pii poruseni
jejich predpokladi jsme zkoumali, je parametr nevyvazenosti rozsahu vybéru u.
Simulovali jsme situaci, kdy srovnavame 80 méreni rozdélenych do péti skupin.
Za hodnotu parametru v jsme postupné volili hodnoty 1, 2, 3, 5 a 10. Ptiu =1
byl tedy rozsah kazdé skupiny 16 méreni, pii u = 10 to byly rozsahy 3,10,15,18 a
20 mérendi.

Tvary silofunkei zachycené v obrazku 10 naznacuji jen velmi maly vliv vyva-
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Obrazek 9: Pravdépodobnost chyby prvniho druhu pti poruseni predpokladu
homoskedascitiy v zavislosti na poctu vybéru
(n=90,u=1,b=0)
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zenosti skupin na chovani analyzy rozptylu pti poruseni podminky homoskedas-
ticity. Zda se, ze test je nejsilnéjsi v pripadé vyvazenych rozsahu, rozdil nicméné
neni velky, ani kdyz srovname krajni hodnoty. Ze stejného obrazku je také pa-
trné, jak souvisi sila testu s vyvazenosti rozsahu vybéru v pripadé, kdyz zddnou
podminku neporusujeme — vliv parametru u je pak témeér neznatelny.

Hodnota parametru w ma o néco vyznamnéjsi dopad na chovani testu v
pripadé platnosti nulové hypotézy, coz znazornuje obrazek 11. Vyvazené roz-
sahy skupin davaji testu o néco vétsi robustnost, nicméné ani zde neni vliv ptilis
patrny. V nasem piipadé, kdy n = 80 a £k = 5, je test vice méné spolehlivy
pii v < 4, pokud jsou skupiny vyvazené, a pii v < 2.5, pokud jsou vyrazné

nevyvazené (u = 10).

3.2. Dopad poruseni podminky normality rozdéleni

Chovani analyzy rozptylu pii zeSikmeném rozdéleni jsme zkoumali stejnym
zpusobem jako vliv homoskedasticity. Opét jsme vzdy zvolili pevny rozsah vybéru

a pocet skupin a odhadovali silu testu v zavislosti na mife poruseni nulové hy-
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Obréazek 10: Zmeéna tvaru silofunkce pii poruseni predpokladu homoskedascitiy

v zavislosti na vyvazenosti rozsahu vybéru
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Obrazek 11: Pravdépodobnost chyby prvniho druhu pii poruseni predpokladu
homoskedascitiy v zavislosti na vyvazenosti vybéru

Pravdépodobnost chyby prvniho druhu
|

Parametr posunuti (d)

(k=5,n=280,b=0)

Mira heteroskedasticity (v)

45

u=1
u= 2 o o © ° o o © o ° e ° et
e U= 3 L. .« ® o o
u=5 .
u=10 o — v
¢ , ~a=0.05

I rT 1T T T 1T T T T T T T 1T T T T T 1T T T T T 1T T T T T 1 T T 1 11
. 2.5 4.0 55 7.0 8.5 100 115 13.0 145 16.0 175 19.0




potézy. VSechny vysledky v této kapitole byly ziskédny pfi dodrzeni podminky
homoskedasticity, tedy v = 1. Obrazek 12 znézornuje prubéh silofunkce pii k = 5
an = 50 pro ruzné zeSikmend rozdélni pravdépodobnosti, z nichz byly generovany
nahodné vybeéry.

Vysledek je pomérné prekvapivy. Silofunkce stoupd nejstrméji pii maximalni
sikmosti (b = 400). Srovndme-li tvar kiivky se situaci, kdy podminka normality
rozdéleni porusena neni (b = 0), zjistime, ze sikmost rozdéleni zvysuje silu statis-
tického testu. Tento efekt je pomérné markantni, vyskytuje se vSak az u vysoce
zeSikmenych rozdéleni — hodnoty parametru b < 2 vedly k témér identickym
kiivkam.

Stejné prekvapivé je i chovani testu za platnosti nulové hypotézy. Vsech pét
silofunkci respektuje stanovenou hladinu « a zda se, ze nékteré maji pocatek v
jesté nizsich hodnotach, coz dolozime v nésledujici podkapitole.

Nutno také zminit jesté jeden dusledek poruseni podminky normality dat.
V pripadé zesikmené ndhodné veliciny ma silofunkce jiny prubéh nejen nez ve
vSech doposud prezentovanych piipadech. Nejde jen o rozdil kvantitativni, ale
Nepifjemnym dusledkem je pro nés to, ze v mnoha piipadech nelze vérné body
prolozit polynomem, ktery jsme definovali diive. V ptipadech, kdy se nam ne-
podaiilo dostatecné presné prolozeni, vynasime do grafu samotnd méreni spojena
lomenou carou. Abychom dosahli hladsiho prubéhu, vyrovnali jsme pred vyne-
senim body pomoci klouzavého pruméru s velikosti okna 7 méieni®. Pii zjemnéni
kroku na 0.01 bodu tento postup vede k uspokojivym vysledkim a kolisani je

vidét jen na nékolika mistech.

3.2.1. Vliv rozsahu vybéru

V kapitole 1.2.2 jsme naznacili, ze ocekavame rozdilny dopad poruseni pod-
minky normality v zavislosti na rozsahu vybéru. Chovani nahodnych veli¢in popi-

sované centralnimi limitnimi vétami by meélo u velkych rozsaht vybéru zmirnovat

9Vyhlazeni bylo provedeno tak, Ze pro véechny body vyjma prvnich a poslednich tiech byly
vypocteny vyrovnané hodnoty jako 7j = % 2?2_3 Td, -
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Obrazek 12: Zména tvaru silofunkce pti v zavislosti na zeSikmeni rozdéleni
(k=5n=50,u=1v=1)
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dopad zesikmeni na vysledek statistického testu. Obrazek 13 naznacuje, ze nase
domnénka byla spravna. Pii srovnani silofunkce pii péti ruznych rozsazich vybéru
(n = 15,25,50,150 a 500), vzdy pii k = 5,u = 1,v = 1, byl vliv poruseni
podminky normality zfetelné nejmensi pii n = 500. Pro malé vybéry jsme po-
zorovali vyrazné rozdily mezi silofunkcemi — pii srovnavani péti skupin po tiech
meétenich byl rozdil pti d kolem hodnoty 2 vice nez 0.25. Ve vSech piipadech vedlo
zesikmeni k narustu sily testu na vétsiné délky prubéhu silofunkce.

test respektuje stanovenou hladinu «. 7Z obrazku 14 je patrné, Ze se rostoucim
zeSikmenim pravdépodobnost chyby prvniho druhu klesa hloubéji pod stanovenou
mez. U malych soubori je tento vliv vyraznéjsi, a¢ zde ma rozsah vybéru jen velmi

maly vliv.

3.2.2. Vliv poctu vybéra

Nasim dalsim cilem bylo prozkoumat, jestli se dopad poruseni predpokladu
normality ruzni podle po¢tu nahodnych vybéru, se kterymi pracujeme. Simulovali

jsme proto situaci, kdy mame 90 méteni rozdélenych do 3, 5,9, 15 a 30 skupin. Ve

47



Obrazek 13: Zména tvaru silofunkce pfi zeSikmeném rozdéleni v zavislosti na
rozsahu vybéru
(k=b,u=1v=1)
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Obrazek 14: Pravdépodobnost chyby prvniho druhu pii zesikmeném rozdéleni
v zavislosti na rozsahu vybéru
(k=5b,u=1v=1)
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Obrazek 15: Zména tvaru silofunkce pti zesikmeném rozdéleni v zavislosti na
poctu vybéru
(n=90,u=1,v=1)
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vsech piipadech jsme srovnavali silofunkci pro ptipad, kdy je koeficient Sikmosti
silu rozdélenim konstantniho poctu méreni do vice skupin. Samotny fakt, jestli
rozdéleni pravdépodobnosti bylo zesikmené nebo ne, silofunkci sice ovlivnuje,
ale nelze jednoznacné tict, ze se velikost tohoto dopadu méni v zavislosti na
parametru k. Na obrazku 15, ktery vysledky zachycuje, je sice rozdil nejpatrnéjsi
prii nejvyssim poctu skupin, ale toto je ¢asteéné zpusobeno tim, ze zde mé kiivka
celkové mensi sklon.

Urcité rozdily muzeme pozorovat na chovani testu v piipadé platnosti nu-
lové hypotézy, viz obréazek 16. V ptipadé srovnani 3 skupin po 30 métenich se
pravdépodobnost chyby prvniho druhu drzela tésné pod hladinou « pro koeficient
Sikmosti od 0 po 20. Pro k > 5 s rostoucim zeSikmenim klesal k hodnotam kolem

0.03.
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Obrazek 16: Pravdépodobnost chyby prvniho druhu pii zeSikmeném rozdéleni
v zéavislosti na poc¢tu vybéru
(n=90,u=1,v=1)
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3.2.3. Vliv vyvazenosti rozsahti vybéru

Posledni situaci, kterou jsme simulovali, byl pripad ndhodnych vybéru s ne-
stejnymi rozsahy. Opét jsme stanovili parametry n, k za konstantni, konkrétné 5
skupin o 80 méfenich, a sledovali jsme dopad poruseni podminky normality pii
hodnotach parametru v = 1,2,3,5 a 10. Obrazek 17 ukazuje, Zze nevyvazenost
skupin nehraje prakticky zadnou roli, co se tyce prubéhu silofunkce testu.

Zajimavéjsi vysledky jsme nalezli, kdyz jsme zkoumali chovani testu pti plat-
nosti nulové hypotézy, viz obrazek 18. Se stoupajici hodnotou parametru u nartusté
pravdépodobnost chyby prvniho druhu. Pro u = 5 bez ohledu na miru zeSikmeni
test dodrzuje témeér presné stanovenou hladinu «. Pii v = 10 tuto hladinu

presahuje, a¢ jen o malo — pii b = 20 dosahuje hodnoty priblizné 0.06.

50



Sila testu

0.4

Obrazek 17: Zména tvaru silofunkce pii zeSikmeném rozdéleni v zavislosti na
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Obrazek 18: Pravdépodobnost chyby prvniho druhu pii zesikmeném rozdélent
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4. Diskuse nalezenych poznatku

Vysledky prezentované studie potvrzuji dulezitost dodrzeni predpokladu ana-
Iyzy rozptylu. At uZ se jednd o piftomnost heteroskedasticity nebo zeSikmen{
rozdéleni zkoumané veliciny, silofunkce i pravdépodobnost chyby prvniho druhu
se méni v zavislosti na mite poruseni podminky. Piekvapivym zjisténim je to, ze
poruseni kazdé z téchto podminek se odrazi na chovani testu jinym zpusobem.

Poruseni podminky homoskedasticity se na vysledcich projevilo tak, jak by-
chom intuitivné ocekavali — test ztratil ¢ast své sily a prestal dodrzovat stanove-
nou hladinu a. Toto nepfiznivé chovani testu lze do jisté miry zmirnit vysokym
rozsahem souboru a tim, ze budeme srovnavat spiSe mensi mnozstvi nahodnych
vybéru, které maji v idealnim piipadé stejny rozsah. Test nicméné ani v tomto
piipadé prilis robustni neni. S vyjimkou extrémnich hodnot, naptiklad kdyz sro-
vnavame jen tii skupiny o rozsazich v fadech stovek ¢i tisici méfeni, doporucujeme
striktné trvat na dodrzeni podminky homoskedasticity, ptipadné sahnout po jiné
metodé, ktera timto predpokladem zatizena neni. Nabizi se zobecnéni testu po-
psaného B. L. Welchem (1947), které, a¢ se jedna pouze o piibliznou metodu,
si zachovava dobré vlastnosti analyzy rozptylu, véetné srovnatelné sily (Ruxton,
2006).

Je ur¢itym paradoxem, ze podminka shody rozptylu byva diskutovana méné
¢asto, nez podminka normality rozdéleni. Dle nasich vysledku poruseni druhé
jmenované podminky predstavuje vyrazné mensi problém nez prvni jmenované.
Naopak se ukazalo, ze pokud pracujeme s vyrazné zesikmenymi daty (bez zmény
rozptylu), tak test dokaze citlivéji odhalit poruseni nulové hypotézy, nez v piipadé
norméalniho rozdéleni, a pritom ani nevycerpa stanovenou hladinu a. Tento vy-
sledek je natolik prekvapivy, ze jej autor této prace zprvu povazoval za dusledek
néjaké skryté chyby v procedute simulaci. Pozorovany jev se da nicméné alespon
¢astecneé vysvetlit nasledujicim zpusobem.

Néhodna veli¢ina s rozdélenim pravdépodobnosti s parametrem b dosahujicim
vysokych hodnot se nejcatéji realizuje na velmi tzkém intervalu. Naptiklad pii

b = 400 je rozdil mezi medidnem a nejmensi hodnotou jen ptiblizné 0.02. Rozptyl
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pritom zustava roven 1. Zvlasté u malych rozsahu vybéru je tedy pomérné velka
Sance, ze vSechna pozorovani budou spadat do velmi tizkého intervalu, a dojde tak
k radikélnimu podhodnoceni odhadu rozptylu. Naptiklad pfi ndhodném vybéru o
rozsahu 10 pozorovani ma odhad rozptylu medidn roven priblizné hodnoté 0.015
a devadesaty percentil hodnoté 0.37, pii stfedni hodnoté odhadu rovné 1'°. Casto
tedy nastava situace, kdy jsou nékteré nebo vSechny srovnavané skupiny velmi
homogenni, a test tak ziska vysokou citlivost na poruseni nulové hypotézy urcené
parametrem b.

Je nicméné nutné brat zretel na to, ze situace, kterou jsme modelovali, je
velmi specifickd. V redlnych podminkach jsou obvykle stfedni hodnota, rozptyl
a Sikmost rozdéleni provazané. Nejcastéji pak pozorujeme situaci, kdy se sttedni
hodnota veli¢iny méni nikoli posunutim celé jeji hustoty pravdépodobnosti, ale
spise soucasnym zvétsenim jeji Sikmosti a rozptylu tak, jak jsme demonstrovali v
nasi ukazkové 1loze (viz obrazek 1).

Do praxe si muzeme odnést poznatek, ze s rostoucim poc¢tem meéreni naléhavost
podminky normality rozdéleni klesa, a to jen s malym vlivem vyvazenosti sku-
pin a jejich poctem. Pokud neméame dostatek méteni nebo vyzadujeme vysokou
spolehlivost statistického testu, mezi parametrickymi metodami vhodnou alterna-
tivu analyzy rozptylu nenalezneme. Spolehlivou neparametrickou nahradou je pak
Kruskaluv-Wallisuv test, ktery je ovsem zatizen problémy typickymi pro nepara-
metrické metody (napf. obtizna prezentace vysledki, omezend nabidka post-hoc

testl, v nékterych pripadech nizsi sila).

Co se tyce limitu prezentované studie, nelze prehlédnout jeji hlavni nedo-
statek, kterym je jen nedostatecné pokryti nabizeného tématu. Bylo by zadouci
nezkoumat jen izolované ptipady vzniklé manipulaci s jednotlivymi parametry,
ale i jejich vzajemné vztahy. V idedlnim piipadé bychom mohli vytvorit prostor
o poctu dimenzi odpovidajicim poctu parametru a kazdému jeho bodu priradit

hodnotu rovnou pravdépodobnosti zamitnuti nulové hypotézy. Mohli bychom pak

107iskéno simulaci s 250 000 opakovanimi.
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zmapovat oblasti, kde je test jesté spolehlivy a kde jiz neni. Takového tusili by
ale ziejmé ponékud prekracovalo ocekavany rozsah bakalaiské prace, nehledé na
to, ze vzhledem k moznému pifnosu by se ziejmé nejednalo o piilis hospodarné
vynalozeny cas.

Dalsi nedostatky se tykaji spise technického provedeni. Pili§ se neosvédcilo
prokladani silofunkce polynomem. Tuto metodu jsme zvolili pro jeji eleganci —
celou silofunkci jsme byli schopni vérné popsat pomoci sedmi hodnot. Ukazalo se
vsak, ze nékteré tvary, které vznikly pri préaci se zeSikmenym rozdélenim, se takto
vystihnout nedaji, coz néas prinutilo k tézkopadné praci s jednotlivymi body.

Naopak jako velmi prakticka se ukézala plna automatizace procesu simulaci

véetné prubézného ukladani vysledku.
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Zaveéry

Poznatky, které jsme ziskali pomoci simulacni studie o chovani analyzy roz-

ptylu v zavislosti na poruseni jejich podminek, 1ze shrnout do téchto bodu:

e Poruseni predpokladu homoskedasticity i poruseni predpokladu normélniho
rozdéleni ovliviuji prubéh silofunkce véetné chovani testu za platnosti nu-

lové hypotézy.

e V piipadé heteroskedasticity se test stava slabsim a nedodrzuje stanove-

2/ s

rozdilu mezi rozptyly - napriklad jiz pfi poméru rozptylu nejheterogennéjsi

a nejhomogennéjsi skupiny rovnému péti ku jedné.

e Velké soubory rozdélené do malého mnozstvi skupin jsou vici tomuto zkres-
leni robustnéjsi, dusledek poruseni této podminky vsak nelze zcela odstranit

ani volbou velkych rozsahu vybéru.

e ZeSikmeni rozdéleni samo o sobé nevede k oslabeni sily testu, ani poruseni
stanovené hladiny «. V urc¢itych pripadech muze mit i pozitivni dusledky;,

coz jsme dolozili v piipadé silné zeSikmenych dat s nizkym rozptylem.

e Dopad poruseni podminky normality lze do velké miry odbourat vysokym

rozsahem vybéru, zejména pak pfi malém mnozstvi srovnavanych skupin.

e Vyvazenost rozsahu srovnavanych vybéru prakticky neovliviiuje robustnost

testu vuci poruseni normality.
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