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1 Analýza rozptylu jednoduchého tř́ıděńı 9
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2.1.5 Vynechané parametry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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Závěry 55

Literatura 56

5



Poděkováńı
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Úvod

Jeden z mých přátel z akademického prostřed́ı formuloval – zřejmě na nějaké

obzvláště nudné konferenci – originálńı hypotézu. Týká se toho, jak se zástupci

nejr̊uzněǰśıch empirických vědńıch obor̊u stav́ı ke statistickým test̊um, konkrétně

k podmı́nkám jejich užit́ı. Dle této hypotézy existuj́ı tři stádia, kterými si badatel

procháźı. V prvńım, které obvykle proběhne ještě během studíı, se dozv́ı o exis-

tenci statistických test̊u a bezstarostně pak ověřuje statistickou významnost všech

svých hypotéz bez ohledu na tvar rozděleńı či daľśı podmı́nky, kterými jsou testy

svázány. Jednoho dne však pronikne ve svém poznáńı o něco hlouběji a zjist́ı, že

statistické testy jsou odvozeny jen pro velmi specifické př́ıpady a že data, která

źıskává nepřesnými nástroji, jen zř́ıdkakdy těmto př́ıpad̊um odpov́ıdaj́ı. Takový

badatel se pozná podle toho, že na konferenćıch se po každém př́ıspěvku ptá,

jestli byl proveden test normality, homoskedasticity atd., a pokud ne, tak označ́ı

výsledky za pochybné a nevěrohodné. Po letech praxe se badatel posune do třet́ıho

a posledńıho stádia. Zjist́ı, že řada statistických test̊u přináš́ı výsledky zkreslené

jen neznatelně bez ohledu na to, jestli testy byly použity v souladu se svou de-

finićı, nebo jestli byla některá z podmı́nek jejich užit́ı do nějaké mı́ry porušena.

Třet́ı stádium se tak na prvńı pohled vypadá stejně jako to prvńı.

Otázkou z̊ustává, který z těchto př́ıstup̊u je správný. Který badatel se do-

poušt́ı větš́ı chyby – ten co při srovnáńı dvou soubor̊u řekněme o stovce měřeńı

sáhne po t-testu, přestože jsou data nápadně zešikmená, nebo ten, který dá

přednost neparametrickému postupu a připrav́ı se tak nejsṕı̌s o část śıly testu,

možnost elegantně prezentovat popisné statistiky a tak dál? Odpověd’ se bude

zřejmě lǐsit podle toho, komu tuto otázku polož́ıme.

Úkolem této práce je se zapojit do takovéto diskuse. Na následuj́ıćıch stranách

se pokuśıme čtenáři přibĺıžit jeden z nejpouž́ıvaněǰśıch statistických test̊u – ana-

lýzu rozptylu – a zmapovat, jak se tato metoda chová, když je aplikována na

data, která do větš́ı či menš́ı mı́ry nevyhovuj́ı jej́ım předpoklad̊um.

Práce je rozdělena na čtyři kapitoly. V prvńı popisujeme princip analýzy
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rozptylu a jej́ı předpoklady a demonstrujeme jej́ı užit́ı na konkrétńıch datech.

V druhé kapitole čtenáři přibĺıž́ıme design prezentovaného výzkumu a definujeme

parametry, s jejichž hodnotami budeme manipulovat. Použitou metodou jsou

poč́ıtačové simulace – test budeme opakovaně aplikovat na posloupnosti pseu-

donáhodně generovaných č́ısel a sledovat v kolika procentech př́ıpad̊u zamı́tá či

přij́ımá nulovou hypotézu. Ve třet́ı kapitole představ́ıme výsledky těchto simu-

laćı. Zaměř́ıme se na chováńı testu za platnosti nulové hypotézy i na celý pr̊uběh

silofunkce. V posledńı kapitole tyto výsledky diskutujeme a reflektujeme silné i

slabé stránky této studie.
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1. Analýza rozptylu jednoduchého tř́ıděńı

Idea analýzy rozptylu jednoduchého tř́ıděńı1 (zkráceně ANOVA z anglického

analysis of variance) byla ve dvacátých letech minulého stolet́ı navržena britským

statistikem a genetikem sirem Ronaldem A. Fisherem (1921; 1925). Metoda si

našla obrovské uplatněńı v řadě vědńıch obor̊u a např́ıklad v rámci psychologie

bývá považována za nejhojněji už́ıvaný statistický test (viz např. Howell, 2013).

Pomoćı analýzy rozptylu testujeme hypotézu, zdali k nezávislých náhodných

výběr̊u pocháźı z rozděleńı pravděpodobnosti se stejnými středńımi hodnotami.

Testovanou nulovou hypotézu tedy můžeme zapsat jako

H0 : µ1 = ... = µk. (1)

Alternativńı hypotéza naopak předpokládá nejméně jednu dvojici rozd́ılných

středńıch hodnot:

HA : ∃i, j ∈ {1, ..., k}, i 6= j : µi 6= µj. (2)

Nezávislé výběry nemuśı být nutně stejného rozsahu. Počty pozorováńı v jednot-

livých výběrech znač́ıme n1, ..., nk a celkový počet měřeńı jako n.

Princip analýzy rozptylu lze vysvětlit několika zp̊usoby. Metoda je obvykle

prezentována jako speciálńı př́ıpad lineárńıho modelu, což je užitečné zejména

tehdy, chceme-li postup dále zobecňovat např́ıklad pro v́ıcefaktorové designy.

Předt́ım, než představ́ıme čtenáři toto vysvětleńı, nast́ıńıme postup na základě

poněkud odlǐsné úvahy, která může být bližš́ı zejména čtenář̊um bez hlubš́ı zna-

losti práce s lineárńımi modely.

Předpokládejme, že rozděleńı pravděpodobnosti, z nichž pocháźı naše náhodné

výběry, maj́ı stejný rozptyl σ2 = σ2
1 = ... = σ2

k a že velikost tohoto rozptylu

chceme odhadnout. Tento odhad pak můžeme stanovit nejméně dvěma zp̊usoby.

Jednak můžeme vypoč́ıtat odhad rozptylu v rámci každého výběru podle

1V daľśım textu budeme vynechávat specifikaci toho, že se jedná o př́ıpad jednoduchého
tř́ıděńı. V této práci se totiž jinými obměnami, tedy v́ıcefaktorvými designy, nezabýváme.
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vzorce

σ̂2
j =

1

nj − 1

nj∑
i=1

(yji − ȳj)2, j = 1, ..., k, (3)

kde yji je i-té měřeńı v rámci j-tého výběru a

ȳj =
1

nj

nj∑
i=1

yji. (4)

Celkový odhad (označme jej jako rozptyl uvnitř skupin σ̂2
e) pak źıskáme jako

pr̊uměr odhad̊u σ̂2
j . V př́ıpadě r̊uzných rozsah̊u soubor̊u se bude jednat o vážený

pr̊uměr, kde jako váhy použijeme stupně volnosti (nj − 1). Tedy

σ̂2
e =

1

n− k

k∑
j=1

(nj − 1)σ̂2
j =

1

n− k

k∑
j=1

nj∑
i=1

(yji − ȳj)2. (5)

K výpočtu druhého odhadu rozptylu využijeme naši znalost toho, že rozptyl

pr̊uměru ȳj je nj-krát menš́ı než rozptyl jednotlivých měřeńı, z nichž pr̊uměr

poč́ıtáme. Nejprve budeme předpokládat, že rozsahy všech skupin jsou stejné,

tedy n1 = n2 = ... = nk. Rozptyl měřeńı (který tentokrát budeme označovat jako

rozptyl mezi skupinami σ̂2
A) pak můžeme odhadnout jako

σ̂2
A = n1σ̂

2
ȳ = n1

1

k − 1

k∑
j=1

(ȳj − ȳ)2. (6)

V př́ıpadě rozd́ılných rozsah̊u skupin budeme př́ıslušnou hodnotou nj násobit

každý sč́ıtanec. Źıskáme tak vztah

σ̂2
A =

1

k − 1

k∑
j=1

nj(ȳj − ȳ)2. (7)

Obě źıskané hodnoty, tedy σ̂2
e i σ̂2

A, můžeme považovat za odhad rozptylu σ2.

Je mezi nimi jeden pro nás d̊uležitý rozd́ıl: zat́ımco hodnota σ̂2
e neńı závislá na

platnosti nulové hypotézy, tak σ̂2
A se zvětšuje s t́ım, jak moc se r̊uzńı hodnoty µj.
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Na základě rozd́ılu mezi těmito dvěma odhady pak můžeme usuzovat na platnost

nulové hypotézy.

K provedeńı testu statistické významnosti muśıme nicméně do našich úvah

zahrnout ještě dva předpoklady. Budeme předpokládat nezávislost náhodných

veličin, z nichž pocháźı naše výběry, a budeme přepokládat, že tyto náhodné

veličiny maj́ı normálńı rozděleńı. Za těchto okolnost́ı pak v́ıme, že pokud plat́ı

nulová hypotéza, tak

(k − 1)σ̂2
A

σ2
∼ χ2

k−1, (8)

(n− k)σ̂2
e

σ2
∼ χ2

n−k, (9)

a tedy, pokud jsou veličny (8) a (9) nezávislé, plat́ı i vztah

σ̂2
A

σ̂2
e

= F ∼ Fk−1,n−k. (10)

Nalezené hodnoty F (znač́ıme jako f), které jsou vyšš́ı než kvantil Fisherova-

Snedecorova rozděleńı Fk−1,n−k,(1−α), nás vedou k zamı́tnut́ı platnosti nulové hy-

potézy na hladině významnosti α. Př́ıpadně můžeme stanovit pravděpodobnost,

s jakou (za platnosti nulové hypotézy) źıskáme hodnoty f rovny nebo větš́ı po-

zorované hodnotě, pomoćı vztahu

p = 1− F−1
k−1,n−k,(f). (11)

Nalezená pravděpodobnost p se označuje jako p-hodnota.
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Druhý zp̊usob, jakým můžeme chápat analýzu rozptylu, je popsat ji jako

srovnáńı dvou lineárńıch model̊u. Toto vysvětleńı nicméně vyžaduje podrobněǰśı

znalost práce s lineárńımi modely, kterou čtenáři neposkytneme. Pro vynechané

detaily jej můžeme odkázat na publikaci (Anděl, 2007) či skripta (Fǐserová, 2013).

Modely, se kterými budeme pracovat, lze obecně vyjádřit vztahem

Y = Xβ + ε. (12)

V př́ıpadě analýzy rozptylu jej můžeme zapsat pomoćı následuj́ıćı struktury:

y1,1
...

y1,n1

y2,1
...

y2,n2

...
yk,1

...
yk,nk



=



1 0 · · · 0
...

...
...

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
...

0 1 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 1
...

...
...

0 0 · · · 1




µ1

µ2
...
µk

+



ε1,1
...

ε1,n1

ε2,1
...

ε2,n2

...
εk,1

...
εk,nk



. (13)

Po roznásobeńı matic dostaneme rovnice

yji = µj + εji, j = 1, ..., k, i = 1, ..., nj.

Za účelem testováńı statistických hypotéz předpokládáme, že εji ∼ N(0, σ2), j =

1, ..., k, i = 1, ..., nj, a že ε1,1, ..., εk,nk
jsou nezávislé.

Pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u źıskáme vztah pro nalezeńı vektoru od-

had̊u µj:

β̂ = (X′X)−1X′Y =


1
n1
. . . 0

...
. . .

0 1
nk



∑n1

i=1 y1,i
...∑nk

i=1 yk,i

 =

ȳ1
...
ȳk

 =

µ̂1
...
µ̂k

 .

Pro jednotlivé odhady regresńıch parametr̊u tedy plat́ı, že µ̂j = ȳj.

V př́ıpadě platnosti nulové hypotézy lze nicméně navržený model zjednodušit.

Jelikož µ1 = ... = µk, tak vektor β lze zapsat pomoćı jediného prvku µ a matice X
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se zredukuje na sloupcový vektor jedniček o délce k. Nový model tedy vysvětluje

jednotlivá měřeńı jako

yji = µ+ εji, j = 1, ..., k, i = 1, ..., nj.

Odhad jediného parametru µ stanov́ıme opět pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u

jako µ̂ = ȳ.

Původńı úlohu, kdy jsme ověřovali shodu středńıch hodnot k výběr̊u, jsme

t́ımto postupem převedli na ekvivalentńı problém, kdy budeme testovat, jestli

prvńı model dokáže vysvětlit v́ıce variability než jeho podmodel. Pro srovnáńı

přesnosti dvou model̊u využ́ıváme vztah

F =

Se0−Se1

ϕ0−ϕ1

Se1

ϕ1

, (14)

kde Se1, respektive Se0, jsou součty čtverc̊u rezidúı př́ıslušného modelu (obecně

Se = ε′ε) a ϕ je počet stupň̊u volnosti modelu, což odpov́ıdá počtu pozorováńı

n zmenšeného o počet odhadovaných parametr̊u k. Pro takto źıskanou statistiku

plat́ı F ∼ Fϕ0−ϕ1,ϕ1 , což nám umožňuje testovat platnost nulové hypotézy.

V př́ıpadě analýzy rozptylu tradičně využ́ıváme jinou terminologii a hovoř́ıme

o součtech čtverc̊u mezi skupinami SA, uvnitř skupin Se (tzv. reziduálńı s. č.) a

celkovém součtu čtverc̊u ST . Pro jmenované statistiky plat́ı

SA =
k∑
j=1

nj(ȳj − ȳ)2, Se =
k∑
j=1

nj∑
i=1

(yji − ȳj)2,

ST =
k∑
j=1

nj∑
i=1

(yji − ȳ)2, ST = SA + Se.

Úlohu řeš́ıme dosazeńım nalezených náhodných veličin do tabulky 1.

Bez ohledu na to, kterou z nab́ızených úvah zvoĺıme, nalezená statistika F i

p-hodnota jsou identické.
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Tabulka 1: Tabulka analýzy rozptylu

zdroj variability součet čtverc̊u stupně volnosti pod́ıl F p

skupiny SA ϕA = k − 1 SA/ϕA
SA/ϕA

Se/ϕe
1− F−1

k−1,n−k,(f)

rezidua SE ϕe = n− k Se/ϕe
celkový ST ϕT = n− 1

1.1. Př́ıklad použit́ı metody

Za př́ıklad užit́ı analýzy rozptylu použijeme hodnoty źıskané ve studii Plháková

et al. (2013). Výzkumńıci se pokoušeli ověřit hypotézu o tom, že cirkadiánńı prefe-

rence souviśı s výskytem subklinické depresivity. Cirkadiánńı preferenćı se rozumı́

to, jestli má jedinec sklony k nejvyšš́ı aktivitě v ranńıch, respektive dopoledńıch

hodinách, nebo zdali je aktivńı až odpoledne, večer či v noci. Ač je patrné, že

tato charakteristika je do značné mı́ry modifikovaná nároky prostřed́ı, existuj́ı

doklady i o silné vrozené komponentě (Horne & Östberg, 1976).

Ke zjǐstěńı cirkadiánńı preference byl využit český překlad Dotazńıku ranńıch

a večerńıch typ̊u Horneho a Östberga (1976), dle jehož výsledk̊u byli respondenti

rozděleńı na tři skupiny – ranńı typ, nevyhraněný typ a večerńı typ. Př́ıznaky

deprese byly sledovány pomoćı Beckovy sebeposuzovaćı škály depresivity pro

dospělé (BDI-II, Preiss & Vaćı̌r, 1999). Tato metoda se dotazuje na 21 projev̊u

chováńı a prož́ıváńı, které mohou indikovat depresi. Respondent vždy vyb́ırá ze

čtyř možnost́ı, které jsou skórovány 0, 1, 2 a 3 body. Výsledkem dotazńıku je

prostý součet bod̊u, a může se tedy pohybovat v rozmeźı od 0 po 63.

Výzkum byl realizován v roce 2012 na rozsáhlém souboru student̊u Univer-

zity Palackého, z didaktických účel̊u však do našeho př́ıkladu zahrneme jen 30

pozorováńı, po deseti v každé skupině (viz. tabulka 2).

V souladu s výše uvedeným posupem vypoč́ıtáme jednotlivé statistiky a do-

sad́ıme do tabulky analýzy rozptylu. Nalezené hodnoty shrnuje tabulka 3.

Ač je z výsledk̊u patrný určitý trend – zdá se, že večerńı chronotyp je do-

provázen častěji projevy depresivity – rozd́ıly mezi skupinami nejsou statisticky

významné. Nalezená p-hodnota 0.059 těsně překračuje stanovenou hladinu α= 0.05
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Tabulka 2: Ukázka naměřených hodnot

Chronotyp Naměřené hodnoty mı́ry depresivity Pr̊uměr Rozptyl

ranńı 2, 4, 5, 5, 8, 9, 10, 11, 12, 12 7.80 12.84
nevyhraněný 0, 3, 5, 7, 10, 10, 11, 19, 20, 27 11.20 71.07
večerńı 0, 7, 8, 9, 11, 21, 23, 27, 32, 41 17.90 168.32

celkem 12.30 96.49

a nemůžeme tedy zamı́tnout nulovou hypotézu.

1.2. Předpoklady analýzy rozptylu

Analýza rozptylu se řad́ı mezi takzvané parametrické statistické testy. To

obecně znamená, že tato metoda modeluje realitu pomoćı náhodných veličin,

které lze popsat konečným množstv́ım parametr̊u. V tomto konkrétńım př́ıpadě

využ́ıváme (jednorozměrné) normálńı rozděleńı, které lze beze zbytku popsat po-

moćı parametr̊u µ a σ2 reprezentuj́ıćıch jeho středńı hodnotu a rozptyl. Výhodou

parametrických test̊u je jejich velká śıla – analýza rozptylu podobně jako t-test,

který je jej́ım speciálńım př́ıpadem, je při normálńım rozděleńı sledované náhodné

veličiny nejsilněǰśım statistickým testem (Anděl, 2007). Př́ıznivého chováńı pa-

rametrických postup̊u je dosaženo za cenu poměrně př́ısných předpoklad̊u, které

na data klademe.

V literatuře jsou tradičně uváděny tři předpoklady: normalita rozděleńı dat,

homoskedasticita a nekorelovanost výběr̊u. Před t́ım, než tyto tři podmı́nky vy-

světĺıme, zmiňme ještě dva předpoklady, které bývaj́ı považovány za samozřejmé.

Tabulka 3: Výsledky analýzy rozptylu

zdroj variability součet čtverc̊u stupně volnosti pod́ıl F p

skupiny 528.20 2 264.10 3.141 0.059
rezidua 2270.10 27 84.08
celkový 2798.30 29
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Závisle proměnná2 Y muśı být měřena přinejmenš́ım na intervalové úrovni3.

To znamená, že výsledky ztráćı smysl, pokud by hodnoty sledované proměnné

označovaly jen určité nominálńı kategorie nebo kdyby je sice bylo možné seřadit,

ale neznali bychom vzdálenosti, jaké mezi sebou jednotlivé hodnoty maj́ı (Stevens,

1946).

Za př́ıklad nám můžou posloužit školńı známky. Pokud bychom považovali

známku za mı́ru osvojeńı znalost́ı studentem, pak bychom měli tuto veličinu

považovat nejsṕı̌se za pořadovou (ordinálńı). Těžko bychom totiž mohli tvrdit, že

mezi stupněm 1 a 2 je stejně velký rozd́ıl jako mezi 3 a 4. Charakteristiky, jako

je pr̊uměr či rozptyl, nejsou pak zcela smysluplné. Př́ısně vzato, pokud poč́ıtáme

pr̊uměrné známky, jak je běžné, měli bychom připustit, že se naše závěry týkaj́ı

zase jen známek, nikoli nějaké vlastnosti student̊u, kterou tato č́ısla zastupuj́ı.

Druhou podmı́nkou je nezávislost jednotlivých měřeńı. V literatuře nebývá

zmiňována, jelikož je již implicitně obsažena v tvrzeńı, že pracujeme s náhodnými

výběry, které se z definice skládaj́ı z vzájemně nezávislých realizaćı náhodné

veličiny. V praxi ale platnost této podmı́nky nemuśı být automaticky zajǐstěna.

Můžeme si položit otázku, jestli data, se kterými pracujeme v př́ıkladu z kapi-

toly 1.1, tyto dvě přehĺıžené podmı́nky splňuj́ı. Co se týče nezávislosti, tak pokud

účastńıci výzkumu odpov́ıdali samostatně (neopisovali) a pokud byli do souboru

zařazeni dle vhodného kĺıče (ideálně náhodným výběrem), nemuśıme mı́t obavy

z vážného porušeńı této podmı́nky. Diskutabilněǰśı je metrická povaha výsledk̊u

psychologických dotazńık̊u. Již Likert (1932) nicméně poukazuje na to, že ač

hodnoty źıskané z izolovaných položek tuto vlastnost mı́t nemuśı, tak po jejich

sečteńı se vzdálenosti mezi jednotlivými body sobě začnou podobat a źıskanou

proměnnou můžeme považovat za metrickou bez vážné ztráty přesnosti.

2V následuj́ıćıch odstavćıch budeme uvažovat o Y jako o náhodném vektoru. Abychom
zd̊urazńıli, že jeho jednotlivé prvky chápeme jako náhodné veličiny, budeme je značit velkými
ṕısmeny (Yji) stejně jako z nich odvozené statistiky (např. Ȳ ) mı́sto p̊uvodńıho značeńı (yji,
ȳ).

3Intervalová a poměrová úroveň měřeńı bývá často souhrnně označována jako metrická či
kvantitativńı úroveň. Můžeme tedy ř́ıci, že požadujeme, aby sledovaná proměnná byla metrická.
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1.2.1. Nezávislost výběr̊u

Náhodné výběry Y a Z považujeme za nezávislé právě tehdy, když plat́ı

nezávislost v každé dvojici prvk̊u jejich prvk̊u. V praxi to znamená, že výsledek

měřeńı v rámci jedné skupiny neńı nijak ovlivněn hodnotami, které jsme źıskali

v kterékoli jiné skupině.

S porušeńım této podmı́nky se v praxi nesetkáváme př́ılǐs často. Důvodem je

to, že na rozd́ıl od zbývaj́ıćıch dvou podmı́nek zvolený výzkumný design jedno-

značně určuje, jestli mezi náhodnými výběry může existovat závislost nebo ne.

Jej́ı př́ıpadné porušeńı je tedy metodologickým selháńım a již před začátkem sběru

dat dokážeme posoudit, jestli jsme provedli vhodná opatřeńı, abychom závislosti

výběr̊u zabránili.

Z̊ustaneme-li v oblasti psychologického výzkumu, představme si experimen-

tálńı design, kdy n pokusných osob postupně vystavujeme k r̊uzným podmı́nkám

a pokaždé měř́ıme jejich výkon při určité činnosti. Ověřujeme pak hypotézu o

středńıch hodnotách těchto k výběr̊u o stejném rozsahu. Pokud při volbě statis-

tického testu sáhneme po jednofaktorové analýze rozptylu, dopust́ıme se porušeńı

podmı́nky nezávislosti výběr̊u. Výsledky, kterých jedinec dosáhne za určitých

podmı́nek, pravděpodobně souviśı s jeho výsledky za jiných podmı́nek, jelikož

můžeme očekávat, že část variability výsledk̊u je zp̊usobena nějakými charak-

teristikami jedince, které jsou alespoň po dobu experimentu stabilńı. Analýza

rozptylu zde selhává v tom smyslu, že nevyužije celou informaci, kterou máme

k dispozici, a je tedy zbytečně konzervativńı. Řešeńım by mohlo být např́ıklad

zařazeńı druhého faktoru o n úrovńıch (jednu pro každou osobu) nebo využit́ı

Hotellingova testu, který může sloužit jako zobecněńı párového t-testu.

Podmı́nka nezávislosti výběr̊u neńı při realizaci výzkumného designu obvykle

z výše uvedených d̊uvod̊u př́ılǐs palčivá a nebudeme j́ı v této práci věnovat daľśı

prostor.
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1.2.2. Normalita rozděleńı

Zřejmě nejčastěji ze všech podmı́nek analýzy rozptylu je v učebńıch textech

připomı́naný požadavek normálńıho rozděleńı sledované náhodné veličiny. Tato

podmı́nka vyplývá ze vztah̊u (8) a (9). Aby platilo, že výsledná statistika F (viz.

roznice 10) má Fisherovo-Snedocorovo rozdělńı, požadujeme, aby každý z odhad̊u

rozptylu σ̂2
e i σ̂2

A vynásobený konstantou měl rozděleńı χ2.

Za platnosti nulové hypotézy tedy můžeme toto tvrzeńı přepsat jako

ϕ

σ2
· σ̂2 ∼ χ2

ϕ, (15)

kde ϕ označuje počet stupň̊u volnosti. Prozkoumejme, jaké podmı́nky muśı ná-

hodná veličina Y splňovat, aby vztah (15) platil pro σ̂2
e i σ̂2

A.

Zaměř́ıme-li se na σ̂2
A, můžeme postupovat tak, že do vztahu (15) dosad́ıme

vzorec pro výpočet tohoto odhadu rozptylu (7). Zanedbáme-li konstanty, které

zajǐst’uj́ı zachováńı měř́ıtka, źıskáme náhodou veličinu
∑k

j=1(Ȳj − Ȳ )2. Obecně

má náhodná veličina Z rozděleńı χ2 o n stupńıch volnosti tehdy, když je určena

vztahem Z =
∑n

i=1 X
2
i , kde Xi ∼ N(0, 1), vzájemně nezávislé, pro i = 1, 2, ..., n

(Anděl, 2007). Požadujeme tedy, aby každá z veličin Ȳj − Ȳ měla normálńı

rozděleńı se středem v nule, respektive aby každá z veličin Ȳj měla normálńı

rozdělńı se středńı hodnotou µj. Toho dosáhneme tak, že vzneseme požadavek

normality na jednotlivé veličiny Yji, jelikož libovolná lineárńı kombinace normálně

rozdělených náhodných veličin má opět normálńı rozděleńı (Anděl, 2007).

Z této úvahy je patrná jedna zaj́ımavá skutečnost - při vysokých rozsaźıch

výběru n neńı nezbytné, aby veličiny Yji měly normálńı rozděleńı, a přesto se

může rozdělńı veličin Ȳj normalitě bĺıžit. Toto lze vyvodit z centrálńıch limitńıch

vět. Např́ıklad Lindebergova věta (viz př́ılohy publikace Anděl, 2007) ř́ıká, že pro

posloupnost nezávislých náhodných veličin X1, X2,. . . , Xn se středńımi hodno-

tami µ a konečnými rozptyly σ2 plat́ı při n jdoućım do nekonečna∑n
i=1 Xi − nµ√

n

d−−−→ N(0, σ2),

18



kde šipka s ṕısmenem d označuje konvergenci v distribuci. Pro aritmetický pr̊uměr

X̄ těchto veličin Xi pak tedy lze při n jdoućım do nekonečna vyvodit vztah

√
n(X̄ − µ)

d−−−→ N(0, σ2).

S rozstoućımi rozsahy výběru se tedy budou distribuce pr̊uměr̊u Ȳj asymptoticky

bĺıžit k N(µj, σ
2/nj).

Analogickou úvahu můžeme provést i pro odhad σ̂2
e . Do vzorce (15) dosad́ıme

rovnici (5). Opět zanedbáme konstantu a źıskáme součet k náhodných veličin4 ve

tvaru
∑nj

i=1(Yji−Ȳj)2, z nichž u každé požadujeme rozděleńı χ2. Opět můžeme náš

požadavek přenést na jednotlivé prvky sum a předpokládat, že veličiny Yji − Ȳj
maj́ı normálńı rozděleńı se středem v nule, respektive že veličiny Yji maj́ı obecně

normálńı rozděleńı, ač nemuśı mı́t např́ıč skupinami stejnou středńı hodnotu.

Př́ıpadný vliv centrálńı limitńı věty neńı v tomto př́ıpadě zřejmý.

Přestože jsou teoretická východiska pro podmı́nku normality poměrně zřejmá,

můžeme narazit na určité nejasnosti, jak tento předpoklad ověřovat. V praxi se

často setkáme s názorem, že bychom měli testovat, jestli posloupnost hodnot yji

pocháźı z normálńıho rozděleńı. Z výše uvedeného ale vyplývá, že tento postup

neńı správný. Hodnoty yji představuj́ı realizace náhodné veličiny s rozděleńım

N(µ, σ2) pouze za platnosti nulové hypotézy. Pokud nulová hypotéza neplat́ı,

budou naměřené hodnoty r̊uzně posunuté v závislosti na tom, ze kterého náhod-

ného výběru pocháźı. Jsme-li tedy svědky toho, že histogram naměřených hodnot

hustotu tohoto rozděleńı nepřipomı́ná, nemuśı to nutně znamenat porušeńı pod-

mı́nky normality, ale neplatnost nulové hypotézy. Ve skutečnosti požadujeme,

aby z normálńıho rozděleńı pocházela rezidua (yji − ȳj), k čemuž jsme došli i při

zkoumáńı vlastnost́ı odhadu σ̂2
e .

Porušeńı podmı́nky normálńıho rozděleńı rezidúı můžeme testovat několika

testy. Mezi nejčastěji použ́ıvané patř́ı Kolmogorov̊uv-Smirnov̊uv test (respektive

jeho adaptace známá jako Lilliefors̊uv test), test dobré shody nebo Shapir̊uv-

4Připomeňme aditivitu rozděleńı χ2 – sečteme-li v́ıce nezávislých veličin s t́ımto rozděleńım,
bude mı́t výsledná náhodná veličina opět rozdělńı χ2 s počtem stupň̊u volnosti odpov́ıdaj́ıćım
součtu stupň̊u volnosti všech sč́ıtanc̊u.
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Wilk̊uv test, který je ze zmiňovaných postup̊u nejsilněǰśı (Razali & Wah, 2011).

Při vysokých rozsaźıch výběru docháźı k zamı́tnut́ı nulové hypotézy i při velmi

malé odchylce od normality, která přesnost výsledk̊u neohrožuje, můžeme proto

dát přednost kontrole histogramu rezidúı tak ř́ıkaj́ıc ,,od oka”.

1.2.3. Homoskedasticita

Pojmem homoskedasticita se označuje shodnost rozptyl̊u náhodných veličin.

V př́ıpadě analýzy rozptylu požadujeme, aby náhodné výběry, z nichž pocháźı jed-

notlivá měřeńı, měly rozděleńı N(µj, σ
2
j ), kde σ2

1 = . . . = σ2
k = σ2. Tato podmı́nka

opět vycháźı z definice rozdělńı χ2 jako součtu druhých mocnin náhodných veličin

s normovaným normálńım rozděleńım. Porušeńı tohoto předpokladu by se opět

odrazilo na vlastnostech odhadu chybového rozptylu σ̂2
e i rozptylu mezi skupinami

σ̂2
A, což si lze snadno představit, když se vrát́ıme ke vztah̊um (5) a (7).

Méně snadno si již představ́ıme, jakým zp̊usobem se heteroskdasticita promı́tá

do vlastnost́ı testové statistiky F . Mohli bychom např́ıklad spekulovat nad t́ım,

že rozmanité hodnoty σ2
j povedou k jej́ımu vychýleńı. Má-li náhodná veličina X

rozděleńı N(0, σ2), pak lze středńı hodnotu jej́ı druhé mocniny popsat jako

E[X2] = σ2.

Chováńı statistiky F v př́ıpadě porušeńı podmı́nky homoskedasticity by tedy

mohlo být odhadnutelné na základě toho, jak se měńı středńı hodnoty odhad̊u

rozptyl̊u σ̂2
e a σ̂2

A v závislosti na parametrech σ2
1 až σ2

k. Pokud by např́ıklad odhad

σ̂2
e měl za určitých podmı́nek vyšš́ı středńı hodnotu než odhad σ̂2

A, pak bychom

mohli očekávat, že za těchto okolnost́ı je analýza rozptylu př́ılǐs konzervativńı.

Zkusme tyto podmı́nky popsat. Odvod’me, jakou středńı hodnotu budou mı́t

statistiky σ̂2
e a σ̂2

A, pokud máme k dispozici k náhodných výběr̊u o rozsaźıch

n1 = ... = nk. Pro výpočet nejprve uved’me rozptyly a středńı hodnoty veličin Ȳj

a Ȳ

Ȳj ∼ N

(
µj,

σ2
j

nj

)
, Ȳ ∼ N

(
1

k

k∑
j=1

µj,
1

k2

k∑
j=1

σ2
j

nj

)
,
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a jejich kovarivnaci, v́ıme-li, že veličiny Ȳj jsou pro j = 1, 2, ..., k nezávislé:

cov(Ȳ , Ȳj) = cov

(
1

k

k∑
l=1

Ȳl, Ȳj

)
=

1

k
·
σ2
j

nj
.

Středńı hodnotu odhadu σ̂2
e můžeme vyjádřit jako

E(σ̂2
e) =

1

n− k

k∑
j=1

E
nj∑
i=1

(Yji − Ȳj)2 =
1

n− k

k∑
j=1

σ2
j (nj − 1).

Za podmı́nky stejných rozsah̊u soubor̊u využijeme vztahu n1k = n a nalezené

řešeńı zjednoduš́ıme

E(σ̂2
e) =

n1 − 1

n− k
· k
k

k∑
j=1

σ2
j =

1

k

k∑
j=1

σ2
j .

Středńı hodnotu odhadu σ̂2
A vyjádř́ıme následovně. Tentokrát budeme mimo-

jiné předpokládat platnost nulové hypotézy:

E(σ̂2
A) =

1

k − 1

k∑
j=1

nj E
[
(Ȳj − µ)− (Ȳ − µ)

]2
=

1

k − 1

k∑
j=1

nj E
[
(Ȳj − µ)2 − 2(Ȳj − µ)(Ȳ − µ) + (Ȳ − µ)2

]
=

1

k − 1

k∑
j=1

nj E
[
σ2
j

nj
− 2

1

k

σ2
j

nj
+

1

k2

k∑
l=1

σ2
l

nl

]
=

1

k − 1

[ k∑
j=1

σ2
j −

2

k

k∑
j=1

σ2
j +

n

k2

1

n1

k∑
j=1

σ2
j

]
=

1

k − 1

(
1− 2

k
+

1

k

) k∑
j=1

σ2
j =

1

k

k∑
j=1

σ2
j .

Naše úvaha vede k poměrně překvapivému zjǐstěńı: bez ohledu na to, jakým

zp̊usobem porušujeme podmı́nku shody rozptyl̊u, jsou si středńı hodnoty od-

had̊u rozptyl̊u σ̂2
e i σ̂2

A rovny. To plat́ı přinejmenš́ım v př́ıpadě, kdy jsou náhodné
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výběry stejného rozsahu. Ač jsme selháńı testu plynoućı z r̊uzných středńıch

hodnot odhad̊u rozptylu neodhalili, nedokazuje to, že by podmı́nka homoskedas-

ticity byla zbytečná. Jednak nev́ıme, jestli z̊ustává zachována nezávislost obou

odhad̊u rozptylu, a pak samotná středńı hodnota neposkytuje dostatek infor-

maćı o celém tvaru rozděleńı testové statistiky F . Je možné, že při porušeńı

podmı́nky homoskedasticity je jej́ı distribuce nějak deformovaná, ač si třeba za-

chovává nezměněnou středńı hodnotu.

Porušeńı podmı́nky homoskedasticity lze testovat např́ıklad Bartlettovým či

Leveneovým testem. Ač je druhý jmenovaný pouze přibližnou metodou, z d̊uvodu

obstojné robustnosti bývá považován za metodu prvńı volby. Levene̊uv test vy-

cháźı z teoretického rámce analýzy rotpylu. Při jeho výpočtu v prvńım kroku

transformujeme naměřené hodnoty yji na hodnoty zji dle vztahu zji = |yji − ȳj|.

V druhém kroku pak pomoćı jednofaktorové analýzy rozptylu ověř́ıme nulovou

hypotézu o shodných středńıch hodnotách náhodných veličin z̄j.

Vrat’me se k ukázkovému př́ıkladu z kapitoly 1.1. Obrázek 1 znázorňuje dis-

tribuci měřené veličiny a jej́ıch rezidúı po analýze rozptylu. Je patrné, že data

jsou značně zešikmená ke kladným hodnotám a normálńı rozděleńı připomı́naj́ı

jen vzdáleně (koeficient šikmosti je roven hodnotě 1.20 mı́sto očekávané nuly).

Rozděleńı rezidúı se již nicméně k normalitě bĺıž́ı (šikmost = 0.49, špičatost =

3.28). Shapir̊uv-Wilk̊uv test provedený na rezidúıch nulovou hypotézu nezamı́tá

(W = 0.98, p = 0.82) a náš předpoklad normality nezpochybňuje. Proble-

matičtěǰśı výsledky přináš́ı srovnáńı rozptyl̊u skupin. Porovnáme-li krajńı sku-

piny, zjist́ıme, že třet́ı skupina má v́ıce než třináctkrát větš́ı rozptyl než ta prvńı.

Levene̊uv test zamı́tá nulovou hypotézu o shodě rozptyl̊u na hladině významnosti

α = 0.001 (F = 15.14). Data tedy nesplňuj́ı předpoklad homoskedasticity a

můžeme mı́t pochybnosti, jestli naše rozhodnut́ı přijmout nulovou hypotézu,

učiněné na základě výsledk̊u analýzy rozptylu, bylo správné.
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Obrázek 1: Histogram naměřených hodnot z ukázkové úlohy a jejich rezidúı
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2. Design simulačńı studie

Vlastnosti analýzy rozptylu při jednoduchém tř́ıděńı budeme ověřovat pomoćı

simulačńı studie. Obecně tedy budeme postupovat tak, že na základě určitých pa-

rametr̊u vygenerujeme k posloupnost́ı náhodných č́ısel. Každá z těchto posloup-

nost́ı představuje množinu nj realizaćı (znač́ıme yji) náhodné veličiny Yj. Pomoćı

analýzy rozptylu otestujeme, zdali tyto náhodné veličiny maj́ı shodné středńı hod-

noty. Proceduru budeme opakovat a zaznamenáme, v kolika procentech př́ıpad̊u

docháźı k zamı́tnut́ı nulové hypotézy na pětiprocentńı hladině významnosti při

daných hodnotách parametr̊u. Źıskaná hodnota je odhadem parametru πφ, který

definujeme jako

πφ = E[Π(φ)], (16)

kde E je operátor středńı hodnoty a Π je náhodná veličina závislá na vektoru

parametr̊u φ. Veličina Π je kritickou funkćı a má alternativńı rozděleńı. Hodnota

1 reprezentuje zamı́tnut́ı nulové hypotézy a 0 jej́ı nezamı́tnut́ı.

2.1. Definice parametr̊u φ

Abychom mohli výsledky jednotlivých simulaćı srovnávat a snadno popsat,

je žádoućı, aby počet parametr̊u, které specifikuj́ı zadáńı libovolné námi zvo-

lené simulace, byl rozumně ńızký. Je zjevné, že pro dosažeńı tohoto ćıle muśıme

pestrou škálu všech možnost́ı, se kterými se můžeme setkat, poněkud zjednodušit.

Problémy plynou zejména z proměnlivého počtu náhodných výběr̊u, jež zkoumáme

– pro přesný popis bychom totiž museli každý z k výběr̊u popsat jeho rozsahem,

středńı hodnotou jeho distribučńı funkce, jej́ım rozptylem a př́ıpadně daľśımi cha-

rakteristikami. Konečný počet (skalárńıch) parametr̊u by tedy byl r̊uzně vysoký

v závislosti na počtu srovnávaných výběr̊u. Zvolili jsme proto následuj́ıćı řešeńı,

které citelně neredukuje komplexnost problému, a zároveň se oṕırá o ńızký a

neproměnlivý počet parametr̊u. Simulace jsme specifikovali pomoćı následuj́ıćıch

parametr̊u.
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2.1.1. Počet a rozsahy výběr̊u (parametry n, k, u)

V předchoźım textu jsme značili ṕısmenem n celkový rozsah souboru a ṕı-

smenem k počet náhodných výběr̊u. Obě tyto hodnoty budeme využ́ıvat jako

parametry při generováńı dat pro simulaci. Vztah mezi n a k je zřejmý:

n =
k∑
j=1

nj.

Parametry n a k nicméně samy jednoznačně neurčuj́ı rozsahy jednotlivých výběr̊u

nj. Pro jejich přesné vymezeńı použijeme třet́ı parametr u, který kvantifikuje

nevyváženost rozsah̊u výběr̊u.

Aby byl parametr u intuitivně pochopitelný, definovali jsme jej na základě

těchto požadavk̊u:

u =
nk
n1

, nj = nj−1 +
u

k − 1
, j = 2, ..., k. (17)

Lze jej tedy interpretovat jako poměr rozsah̊u největš́ı a nejmenš́ı skupiny a

předpokládáme, že rozsahy zbývaj́ıćıch skupin jsou rovnoměrně rozprostřeny mezi

těmito extrémy.

Z rovnic (17) odvod́ıme vztah pro jednotlivé hodnoty nj jako

nj = 2n
(u− 1)j + k − u
k(k − 1)(u+ 1)

, j = 1, ..., k. (18)

Tedy např́ıklad pro n = 120, k = 5 a u = 2 dostaneme rozsahy (n1, n2, n3, n4, n5) =

(16, 20, 24, 28, 32).

Parametr u může teoreticky nabývat libovolné hodnoty z R+. V praxi zejména

pro ńızké hodnoty n a vysoké k, můžou vysoké hodnoty u (nebo naopak ty bĺızké

nule) generovat rozsahy menš́ı než 2, což znemožňuje výpočet analýzy rozptylu.

Nalezené hodnoty nj nav́ıc nejsou obecně celá č́ısla a je potřeba je zaokrouhlit.

Kv̊uli zaokrouhlovaćı chybě se tak může stát, že součet rozsah̊u všech skupin

nemuśı přesně odpov́ıdat p̊uvodńımu n. V př́ıpadě, kdy je u rovno jedné, jsou

rozsahy všech výběr̊u shodné. Plat́ı také, že pro u a 1/u, źıskáme stejný vektor

rozsah̊u výběr̊u s obráceným pořad́ım prvk̊u.
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2.1.2. Posunut́ı středńıch hodnot (d)

Parametr d vyjadřuje rozmanitost středńıch hodnot distribučńıch funkćı Yj,

z nichž byly generovány náhodné výběry5. Př́ımo tedy určuje, do jaké mı́ry je

porušena platnost nulové hypotézy o shodě středných hodnot. Při jeho stano-

vováńı jsme postupovali analogicky jako v př́ıpadě rozmanitosti rozsah̊u soubor̊u.

Vztah mezi d a středńımi hodnotami µj jsme omezili těmito podmı́nkami:

k∑
j=1

µj = 0, j = 1, ..., k, µj = µj−1 +
d

k − 1
, j = 2, ..., k. (19)

Za předpokladu jednotkových rozptyl̊u můžeme vyjádřit d = µk−µ1, a parametr

d lze tedy interpretovat jako maximálńı rozd́ıl středńıch hodnot distribučńıch

funkćı, z nichž jsou generovány výběry. Pokud rozptyl neńı roven jedné, bylo

by vhodné parametr standardizovat vyděleńım výrazu směrodatnou odchylkou,

a źıskat tak předpis d = (µk − µ1)/σ. Vyjádřeńım µj z rovnic (19) źıskáme vztah

mezi d a µj ve tvaru

µj =

(
j − 1

k − 1
− 1

2

)
d. (20)

Pokud je d = 0, pak jsou všechny středńı hodnoty rovny nule. A např́ıklad pro

př́ıpad k = 5 a d = 4 jsou nalezené hodnoty (µ1, µ2, µ3, µ4, µ5) = (−2,−1, 0, 1, 2).

Hodnoty parameru d a −d generuj́ı shodné středńı hodnoty avšak s opačným

pořad́ım.

Za zmı́nku stoj́ı vztah mezi parametrem d a klasickými ukazateli mı́ry účinku

pro analýzu rozptylu. Cohen (1988) definuje ukazatel mı́ry účinku pro analýzu

rozptylu jako

f =

√∑k
j=1

nj

n
(µj − µ)2

σ2
. (21)

Vztah mezi f a d pak můžeme vyjádřit z rovnic (20) a (21)6. Budeme před-

5Ač u všech parametr̊u použ́ıváme pro indexaci skupin stejné označeńı j, tak hodnoty indexu
pro každý parametr permutujeme.

6Preferuje-li čtenář obecný ukazatel mı́ry účinku pro lineárńı model R2, k převodu může
použ́ıt vztah f =

√
R2/(1−R2)
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pokládat, že µ = 0, σ = 1 a že rozsahy všech skupin jsou shodné.

f =

√∑k
j=1

nj

n
(µj − µ)2

σ2
=

√√√√1

k

k∑
j=1

µ2
j = d ·

√
k + 1

12(k − 1)
(22)

Pozoruhodné je to, že námi odvozený parametr d můžeme vedle standardńıch

ukazatel̊u mı́ry účinku naj́ıt v Cohenově práci z roku 1988 (str. 276), ba co v́ıc,

je zde diskutována i situace, kdy jsou pr̊uměry výběr̊u rovnoměrně rozmı́stěny

mezi extrémy, což zcela přesně odpov́ıdá námi popsanému uspořádáńı. Cohen

(1988) tento ukazatel označuje jako standardizovaný rozsah populačńıch pr̊uměr̊u

a použ́ıvá pro něj stejně jako autor této práce ṕısmeno d.

Výhodou tohoto ukazatele je předevš́ım jeho intuitivńı povaha a snadná po-

chopitelnost i pro jedince bez hlubš́ıho matematického vzděláńı. Jeho hodnotu

při pohledu na naměřená data můžeme odhadnout jako

d ≈
max
j=1,...,k

µ̂j − min
j=1,...,k

µ̂j

σ̂e
. (23)

2.1.3. Parametr heteroskedasticity (v)

Abychom mohli modelovat situace, kdy je porušena podmı́nka homoskedas-

city, potřebujeme zařadit parametry, které vyjadřuj́ı rozmanitost rozptyl̊u σ2.

Situaci opět zjednoduš́ıme t́ım, že velikost rozptyl̊u v k skupinách vyjádř́ıme je-

diným parametrem v. Podobně jako v předešlých situaćıch stanov́ıme vztah mezi

v a σ2
j na základě určitých požadavk̊u, které na tento ukazatel klademe.

Opět budeme požadovat snadnou interpretovatelnost parametru. Parametr v

proto definujeme jako poměr nejmenš́ıho a největš́ıho rozptylu:

v =
σ2
k

σ2
1

. (24)

Dále požadujeme, aby změny parametru v neovlivňovaly velikost chybového roz-

ptylu σ2
e . Pro stejné rozsahy výběr̊u to zajist́ıme podmı́nkou

k∑
j=1

σ2
j = k. (25)
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Nakonec požadujeme, aby v limitńım př́ıpadě, kdy se hodnota v bĺıž́ı k nekonečnu,

byl veškerý rozptyl soustředěn v jediném výběru a ostatńı výběry aby měly nu-

lovou varianci. To lze zajistit tak, že jednotlivé hodnoty σ2
j budeme chápat jako

členy geometrické posloupnosti posunuté o konstantu, která umožńı platnost rov-

nice (24). Tedy

σ2
j = C1v

j−1 + C2. (26)

Využijeme-li znalost o součtu konečné geometrické posloupnosti, tak po dosazeńı

do vztahu (25) źıskáme rovnici

C1
1− vk

1− v
+ kC2 = k, (27)

a dosazeńım do vztahu (24) rovnici

C1v
k−1 + C2

C1 + C2

= v. (28)

Ze soustavy rovnic (27) a (28) vyjádř́ıme konstanty C1 a C2 jako

C1 =
k(v − 1)

vk−1k − vk + vk − 1
, (29)

C2 =
vk−1 − v

vk−1k − vk + vk − 1
. (30)

Po dosazeńı zpět do rovnice (26) a úpravě źıskáme konečně vztah mezi v a σ2
j ve

tvaru

σ2
j =

k[(v − 1)vj + vk − v2]

vk(k + v)− v(kv + 1)
. (31)

Nalezená rovnice nicméně nemá řešeńı, pokud v = 1, jelikož výsledkem je

0/0. Pro tyto př́ıpady dodefinujeme řešeńı v souladu s našimi podmı́nkami jako

σ2
j = 1, pro j = 1, ..., k. Podobně jako v př́ıpadě parametru u generuje hodnota v i

1/v stejné rozptyly, jen v opačném pořad́ı. V obrázku 2 jsou znázorněny nalezené

rozptyly pro k = 5 a v rovno hodnotám 1, 2, 5 a 10.
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Obrázek 2: Rozptyly výběr̊u pro r̊uzné hodnoty parametru v
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2.1.4. Parametr zešikmeńı (b)

Posledńı parametr b udává mı́ru porušeńı předpokladu normálńıho rozděleńı

náhodné veličiny Y . Zp̊usob̊u, jakým se může náhodná veličina odchylovat od

normálńıho rozděleńı, existuje nekonečné množstv́ı. Pro účely této práce jsme zvo-

lili odchýleńı prostřednictv́ım zešikmeńı. Hledali jsme takový parametr zešikmeńı,

který splňuje následuj́ıćı tři vlastnosti:

(i) Hodnota parametru b odpov́ıdá třet́ımu centrálńımu momentu – tedy ko-

eficientu šikmosti – náhodných veličin Yj .

(ii) Je-li hodnota parametru zešikmeńı rovna nule, maj́ı veličiny Yj normálńı

rozděleńı.

(iii) Středńı hodnota ani rozptyl náhodných veličin Yj neńı závislý na hodnotě

parametru b.

Jako poměrně sch̊udná cesta se zdá být generováńı hodnot z normálńıho

rozděleńı a jejich následné transformováńı do požadované podoby. Můžeme na-

př́ıklad vynásobit všechny kladné hodnoty nějakou konstantou odvozenou od pa-
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Obrázek 3: Tvary hustot log-normálńıho rozděleńı
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exp[N(0, 0.16)],   γ = 0.5
exp[N(0, 0.55)],   γ = 2
exp[N(0, 1.17)],   γ = 10
exp[N(0, 1.99)],   γ = 400

Pozn.: Osy grafu jsou bezrozměrné a byly pro každou funkci nastaveny zvlášt’, tak aby bylo
možné srovnat jejich tvar. Plochy pod křivkami se tedy r̊uzńı.

rametru zešikmeńı a následně všechna měřeńı vynásobit jinou, normovaćı, kon-

stantou, která dat̊um vrát́ı p̊uvodńı rozptyl. Ukázalo se však, že tato metoda

velmi rychle vede k limitńımu rozděleńı, kdy se záporné hodnoty transformuj́ı na

č́ısla v těsné bĺızkosti nuly a kladné hodnoty přestanou dále r̊ust bez ohledu na

parametr šikmosti, aby zachovávaly p̊uvodńı rozptyl.

Vyhovuj́ıćı řešeńı bylo nakonec nalezeno pomoćı log-normálńıho rozděleńı.

Připomeňme, že náhodná veličina Z má log-normálńı rozděleńı, pokud pro ni plat́ı

vztah Z = eX , kde X ∼ N(µ, σ2). Využijeme toho, že známe středńı hodnotu,

rozptyl i šikmost (označena γ) takto definovaného rozděleńı (Johnson et al., 1995):

E(Z) = eµ+σ2/2, var(Z) = (eσ
2 − 1)e2µ+σ2

,

γ = (eσ
2

+ 2)
√
eσ2 − 1.

Polož́ıme-li pak hodnotu parametru µ = 0, můžeme pomoćı parametru σ2

měnit zešikmeńı veličiny. Vysoké hodnoty parametru σ2 povedou k distribuci

nápadně zešikmené ke kladným hodnotám. Naopak, bude-li se σ2 bĺıžit nule,

bude distribuce připomı́nat normálńı rozděleńı, což ilustruje obrázek 3.
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Abychom zajistili nezávislost středńı hodnoty, rozptylu a šikmosti, využijeme

toho, že středńı hodnota i rozptyl jsou ovlivněny lineárńımi transformacemi,

zat́ımco koeficient šikmosti z̊ustává (až na př́ıpadné znaménko) invariantńı. To

nám umožńı vytvořit náhodnou veličinu

Z =
eX − eσ2/2√
(eσ2 − 1)eσ2

, (32)

kde (opomene-li řešeńı, která obsahuj́ı komplexně sdružená č́ısla) lze σ2 jedno-

značně vyjádřit pomoćı b jako

σ2 = log

(
22/3

(b+
√
b2 + 4)2/3

+
(b+

√
b2 + 4)2/3

22/3
− 1

)
, (33)

a pro kterou při X ∼ N(0, σ2) plat́ı, E(Z) = 0, var(Z) = 1 a b je jej́ım koefici-

entem šikmosti.

Při b = 0 vzniká degenerovaná náhodná veličina s nulovým rozptylem. Pro

tuto situaci proto dodefinujeme Z ∼ N(0, 1) ve shodě s předchoźım vývojem

křivky. Parametr b může nabývat libovolné hodnoty z R+
0 . Pomoćı lineárńı trans-

formace lze následně převést veličinu Z na Y v souladu s dř́ıve definovanými

parametry d a v.

2.1.5. Vynechané parametry

Chováńı analýzy rozptylu v př́ıpadě porušeńı podmı́nky nezávislosti náhod-

ných výběr̊u v této práci zkoumat nebudeme. Jak jsme zmı́nili v kapitole 1.2.1,

závislost výběr̊u obvykle nepředstavuje pro výzkumńıka palčivý problém, jelikož

j́ı lze často předej́ıt, př́ıpadně můžeme použ́ıt nástroje, které z ńı naopak můžou

těžit.

Za zmı́nku stoj́ı také technický problém, kterému bychom museli čelit, pokud

bychom měli ambice zkoumat chováńı testu při porušeńı této podmı́nky: jaké

vlastnosti by tento parametr měl mı́t. Mohl by např́ıklad nějak určovat korelova-

nost výběr̊u, nicméně otázkou je, které výběry by mezi sebou byly korelované a

které ne, jaký by byl směr těchto korelaćı a v neposledńı řadě, jak nastavit tento
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parametr, aby se jeho interpretace neměnila ani v př́ıpadě výběr̊u nestejných roz-

sah̊u. Řešeńı tohoto problému by nás zřejmě stálo hned několik daľśıch parametr̊u,

které bychom museli do procedury zařadit. A také velkou část jej́ı elegance.

2.2. Postup ověřeńı hladiny testu

Jedńım z projev̊u selháńı statistického testu může být to, že nerespektuje za-

danou hladinu α. V praxi se to projev́ı tak, že při opakovaném prováděńı testu

na datových souborech, které byly náhodně generované za platnosti nulové hy-

potézy, bude docházet k chybě prvńıho druhu (tedy zamı́tnut́ı H0) ve v́ıce než α

procentech př́ıpad̊u. V našem př́ıpadě platnost H0 zajist́ıme tak, že parametr d

nastav́ıme na hodnotu 0. Za hladinu významnosti α zvoĺıme hodnotu 0.05, jelikož

tato hladina je ve výzkumných studíıch použ́ıvána nejčastěji.

Překračuje-li test v d̊usledku porušeńı svých předpoklad̊u hladinu α pouze ne-

patrně, nemuśı to mı́t v praxi žádný vliv na validitu našich závěr̊u, zejména pak

ve společenských vědách, kde je jakékoli měřeńı zat́ıženo velkou chybou (často

dosahuj́ıćı až deśıtek procent rozptylu sledované proměnné) a badatel se i při

dodržeńı všech předpoklad̊u statistického testu muśı potýkat se značnou mı́rou

nejistoty. Stanovme proto určitou mez, kterou budeme považovat za nejvyšš́ı

nepřesnost, kterou můžeme u testu akceptovat a jeho výsledky ještě považovat za

směrodatné. Tuto hladinu stanov́ıme poměrně benevolentně na 0.10. Je-li rela-

tivńı četnost zamı́tnutých hypotéz πφ větš́ı než 0.10, pak budeme hovořit o selháńı

statistického testu.

2.2.1. Stanoveńı počtu cykl̊u

Přesnost, s jakou odhadujeme pravděpodobnost zamı́tnut́ı nulové hypotézy

(πφ), je závislá na tom, kolikrát simulaci pro dané hodnoty parametru φ opa-

kujeme. Dostačuj́ıćı přesnost (
√
var(π̂φ)) pro naše účely je 0.001. Minimálńı

počet opakováńı simulace (budeme jej značit C), který garantuje tuto přesnost,

odvod́ıme z vlastnost́ı alternativńıho rozděleńı a vlastnost́ı rozptylu náhodné

veličiny obecně (dle Anděl, 2007).
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Pro součet k vzájemně nezávislých náhodných veličin Xj plat́ı vztah

var

( k∑
j=1

Xj

)
=

k∑
j=1

var(Xj).

Dále pro libovolnou náhodnou veličinu X s konečným rozptylem σ2 a konstantu

a plat́ı, že

var(aX) = a2σ2.

Také připomeňme, že rozptyl náhodné veličiny s alternativńım rozděleńım se

středńı hodnotou p je roven p(1− p).

Jelikož jsme definovali parametr πφ jako středńı hodnotu kritické funkce Π

(viz. 16), který lze odhadnout zpr̊uměrováńım jejich realizaćı, můžeme rozptyl

(respektive směrodatnou odchylku) tohoto odhadu vajádř́ıt jako

√
var(π̂φ) =

√√√√ 1

C2

C∑
l=1

πφ(1− πφ) =

√
πφ(1− πφ)

C
. (34)

Výraz πφ(1 − πφ) může nabývat maximálńı (tedy pro nás nejméně př́ıznivé)

hodnoty 1/4 v př́ıpadě, že π = 1/2. Tuto hodnotu spolu s požadovanou přesnost́ı

dosad́ıme do vztahu (34):

√
var(π̂φ) =

√
1/4

C
=

1

2
√
C

a z něj vyjádř́ıme minimálńı počet cykl̊u C:

C =
1

4var(π̂φ)
. (35)

Abychom mohli garantovat přesnost na desetiny procenta, muśıme tedy provést

250 000 opakováńı simulace.

2.3. Postup ověřeńı śıly testu

Kromě nedodržeńı hladiny α může statistický test selhat ještě jedńım zp̊uso-

bem. V př́ıpadech, kdy H0 neplat́ı, může být test př́ılǐs konzervativńı a zamı́tat
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nulovou hypotézu v př́ılǐs málo př́ıpadech. Abychom odhalili tento nedostatek,

budeme vyšetřovat celý pr̊uběh silofunkce a srovnávat ji se silofunkćı analýzy

rozptylu bez porušeńı předpoklad̊u.

Budeme tedy provádět série simulaćı pro r̊uzné hodnoty parametru d, který

určuje mı́ru porušeńı nulové hypotézy. Začneme s d = 0 a postupně budeme

pokračovat v kroćıch po 0.01 až 0.17. Jelikož v́ıme, že silofunkce je na takto

vymezeném intervalu neklesaj́ıćı funkćı omezenou shora hodnotou jedna, budeme

pokračovat do té doby, než se k tomuto maximu přibĺıž́ıme. Jednotlivé body

pro nás nemaj́ı takovou d̊uležitost jako měřeńı při d = 0, sńıž́ıme proto počet

opakováńı simulaćı pro každou hodnotu d na 2 500. Budeme tedy měřit s přesnost́ı

0.01.

2.3.1. Odhad pr̊uběhu silofunkce

Pomoćı výše uvedeného postupu můžeme vyjádřit silofunkci jako množinu

deśıtek diskrétńıch bod̊u zaměřených s určitou chybou. Tato reprezentace neńı

pro daľśı práci př́ılǐs praktická. Abychom mohli silofunkce zobrazit a dále s mini

pracovat, prolož́ıme jednotlivé body spojitou křivkou.

Z možných alternativ jsme dali přednost proložeńı polynomem, přestože tato

metoda má určité nevýhody – např́ıklad to, že v krajńıch hodnotách ztráćı

přesnost a nijak nevyuž́ıvá známé vlastnosti silofunkce. Tyto nevýhody lze nicméně

korigovat pomoćı restrikćı, kterými model omeźıme.

Budeme požadovat, aby nalezená funkce byla při maximálńı hodnotě d rovna

jedné. Dále požadujeme, aby v tomto bodě byla jej́ı prvńı derivace rovna nule

– při vyšš́ıch hodnotách ji totiž bez závažné ztráty přesnosti můžeme nahradit

konstantńı funkćı. Nakonec budeme těžit ze znalosti toho, že silofunkce má své

minimum při d = 0 a budeme tedy v bodě 0 požadovat nulovou prvńı derivaci8.

7Prvńı simulace ukázaly, že pro zmapováńı pr̊uběhu silofunkce stač́ı obvykle volit krok o
délce 0.1. V př́ıpadě, že jej́ı pr̊uběh je velmi strmý, bylo nutné měř́ıtko zjemnit, aby ji bylo
možné spolehlivě proložit křivkou.

8Zde kromě minima v nule předpokládáme také to, že silofunkce je hladká. O platnosti
prvńıho předpokladu nám napov́ıdá fakt, že silofunkce je symetrická (jelikož d a −d vede ke
stejnému posunut́ı). Předpoklad hladkosti (zejména v bodě d = 0) se zdá také intuitivně správný
a hodnoty pozorované v této studii jej podporuj́ı, d̊ukaz pro něj však nemáme.
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Otázkou je stanoveńı vhodného stupně polynomu, kterým budeme naměřené

hodnoty prokládat. Polynomy ńızkého stupně nedokážou silofunkci koṕırovat s

dostatečnou věrnost́ı. A naopak polynomy př́ılǐs vysokého stupně jsou citlivé na

odchylky jednotlivých měřeńı a můžou být také problematické při numerickém

výpočtu kv̊uli vysokému č́ıslu podmı́něnosti matice X′X. Za těchto podmı́nek se

ukázal pro popis silofunkce jako nejvhodněǰśı kompromis polynom šestého stupně.

Jelikož v bodě 0 měř́ıme s vyšš́ı přesnost́ı než v ostatńıch bodech, stanov́ıme

hodnoty regresńıch parametr̊u pomoćı zobecněné metody nejmenš́ıch čtverc̊u. Pro

jejich odhad využijeme následuj́ıćı vztah:

β̂ = [I−C−1B′(BC−1B′)−1B]C−1X′Σ−1Y −C−1B′(BC−1B′)−1b, (36)

kde

C−1 = (X′Σ−1X)−1.

Sloupcový vektor Y obsahuje odhadnuté hodnoty πφ, X je matice regresor̊u, Σ−1

je diagonálńı matice obsahuj́ıćı informace o přesnosti měřeńı pro jednotlivé body a

vektor b s matićı B specifikuje tři výše uvedené podmı́nky, které požadujeme. Pro

podrobněǰśı popis lineárńıch model̊u s podmı́nkami čtenáře odkazujeme např́ıklad

na skripta (Fǐserová, 2013). Konkrétńı podoba jednotlivých vektor̊u a matic je

uvedena v kapitole 2.4 této práce v syntaxi jazyka R.

Pro maximálńı přesnost proložeńı bod̊u polynomem se ukázalo d̊uležité po-

moćı vhodně zvoleného zastavovaćıho kritéria vymezit interval, na kterém měřeńı

provád́ıme – tedy stanovit hodnotu d, ve které měřeńı ukonč́ıme. V př́ıpadě, že

zastav́ıme př́ılǐs pozdě, bude část křivky téměř rovnoběžná s osou x, což je při

modelováńı pomoćı polynomu poměrně problematické. Často v tomto př́ıpadě

docháźı k nežádoućımu ,,zvlněńı” pr̊uběhu funkce. Testováńı proto zastavujeme

již tehdy, když dvakrát po sobě nalezneme hodnotu π̂φ vyšš́ı než 0.99.

Modely, ke kterým vede popsaná metoda, vystihuj́ı naměřená data velmi

přesně – hodnota R2 dle našich pozorováńı nikdy neklesá 0.98. Několik sad simu-

lovaných dat a modelovaných silofunkćı znázorňuje obrázek 4.
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Obrázek 4: Simulované hodnoty a odhadnutý pr̊uběh silofunkce
(k = 3, u = 1, v = 1, b = 0)
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2.4. Implementace do prostřed́ı R

Při realizaci navrhovaného postupu je nezbytná pokud možno maximálńı auto-

matizace procesu. Manuálńı přenastavováńı hodnot parametr̊u a spouštěńı cyklu

simulaćı by vedlo k neadekvátńımu nár̊ustu potřebného času. Pro realizaci si-

mulaćı bylo proto zvoleno prostřed́ı jazyka R, který umožňuje dosažeńı potřebné

mı́ry automatizace a zároveň obsahuje široké spektrum nástroj̊u pro statistickou

analýzu.

Zásadńı otázkou pro nás byla také optimalizace samotného výpočtu. Abychom

dodrželi stanovenou přesnost, je nutné opakovaně generovat velké množstv́ı pseu-

donáhodných č́ısel a mnohokrát vyhodnotit statistický test. Počet opakováńı to-

hoto procesu bude dosahovat řádu statiśıc̊u až milion̊u. Problém optimalizace je

v jazyce R obzvláště palčivý, jelikož ten ve srovnáńı s jinými jazyky patř́ı k velmi

pomalým.

Jazyk R je nadstavbou jazyka C, který bývá sám o sobě považován za mimo-

řádně rychlý. Komunikace mezi oběma vrstvami nicméně celou proceduru zpo-

maluje (Ligges & Fox, 2008). Při př́ıpravě skriptu jsme se proto pokoušeli přenést
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co nejv́ıce úkon̊u na úroveň, která je realizována v jazyce C. K tomu lze využ́ıt

zejména předdefinované funkce, které nám často umožńı se vyhnout zařazeńı

cykl̊u na úrovni jazyka R. Pro představu uved’me rozd́ıl mezi rychlost́ı výpočtu

pr̊uměru řady celých č́ısel od 1 do 108 pomoćı funkce mean() a pomoćı námi

definované funkce slowMean():

1 slowMean = func t i on ( x )
{

3 suma = 0
pocet = 0

5 f o r ( i in x )
{

7 suma = suma + i
pocet = pocet + 1

9 }
re turn ( suma/ pocet )

11 }

13 x = 1 : ( 1 0ˆ8 )
system . time ( slowMean ( x ) ) [ 1 ] / system . time (mean( x ) ) [ 1 ]

Poměr rychlost́ı źıskaný na poč́ıtači, který byl užit k simulaćım v této práci,

se pohybuje mezi překvapivě vysokými hodnotami 350 až 500 ku jedné.

Pro provedeńı simulaćı jsme využili následuj́ıćı funkci. Jej́ımi parametry jsou

hodnoty n, k, u, v, d, b představené výše a počet cykl̊u. Źıskanou hodnotou je pak

odhad veličiny πφ.

anova s imulace = func t i on (N, k , u , v , b , d , pocet cyklu )
2 {

n = round ( 2∗N∗ ( ( u−1)∗ ( 1 : k )+k−u) / ( k∗ (k−1)∗ (u+1) ) )
4 i f ( v==1){ s=rep (1 , k ) } e l s e { s = ( k∗ ( ( v−1)∗v ˆ ( 1 : k )+vˆk−v ˆ2) ) / ( vˆk∗ ( k

+v )−v∗ ( k∗v+1) ) }
m = ( ( ( 1 : k )−1)/ (k−1)−0.5)∗d

6

N = sum(n) #korekce po chybě ze zaok roh l en ı́
8

p = numeric ( pocet cyklu )
10 skupiny = f a c t o r ( rep ( 1 : k , n ) )

12 f o r ( i in 1 : pocet cyklu )
{
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14 mereni = rSkewNorm(N, rep ( sample (m) ,n) , rep ( sample ( s ) ,n ) ,b )
prum = tapply ( mereni , skupiny , mean)

16 rozp = tapply ( mereni , skupiny , var )
F = ( (sum(n∗ (prum − mean( mereni ) ) ˆ2) / (k−1) ) / (sum ( ( n−1) ∗ rozp

) / (N−k ) ) )
18 p [ i ] = pf (F , k−1, N−k , lower . t a i l = FALSE)

}
20

re turn (mean(p<0.05) )
22 }

Pozn.: Funkce rSkewNorm(), jej́ı̌z plné zněńı neuvád́ıme, generuje pseudonáhodná

č́ısla ze zešikmeného rozděleńı s šikmost́ı určenou jej́ım čtvrtým parametrem. Po-

kud ten je roven nule, pak přesně odpov́ıdá funkci rnorm(). V př́ıpadech, kdy

nebylo potřeba generovat zešikmené rozděleńı, byla použita př́ımo funkce rnorm()

kv̊uli úspoře výpočetńı kapacity.

Daľśı funkce slouž́ı k nalezeńı polynomu, který popisuje pr̊uběh silofunkce.

Vstupńı hodnotou je řádek tabulky (dataframu), který obsahuje hodnoty všech

parametr̊u vyjma d. Dále je zde uveden počet cykl̊u pro d 6= 0 a počet cykl̊u pro

d = 0. Nakonec je zde údaj o délce kroku – tedy hodnotě, která se po každé sadě

simulaćı přič́ıtá k hodnotě d při vyšetřováńı pr̊uběhu silofunkce. Funkce vraćı

opět řádek tabulky doplněný o odhadnuté koeficienty polynomu β̂, hodnotu π̂

pro d = 0 a maximálńı hodnotu d, pro kterou byla simulace prováděna.

na jd i s i l o f u n k c i = func t i on ( zadani )
2 {

l i s t 2 e n v ( lapp ly ( as . l i s t ( zadani [ c ( ”N” , ”k” , ”u” , ”v” , ”b” , ” krok d” , ”
pocet cyklu ” , ” pocet cyklu p r i d0” ) ] ) , as . numeric ) , env i r=parent .
frame ( ) )

4

s i l a = anova s imulace (N, k , u , v , b , 0 , pocet cyklu p r i d0 )
6 i f ( pocet cyklu==0){ zadani [ ” a l f a 0 ” ] = s i l a [ 1 ] ; r e turn ( zadani ) ;}

s i l a [ 2 ] = anova s imulace (N, k , u , v , b , krok d , pocet cyklu )
8

j = 2
10 whi le ( s i l a [ j ]<0.99 | s i l a [ j −1]<0.99)

{
12 j = j+1

s i l a [ j ] = anova s imulace (N, k , u , v , b , krok d∗ ( j−1) , pocet cyklu )
14 }
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16 d = ( ( ( 1 : j )−1)∗krok d)
h = 7

18 X = matrix ( numeric (h∗ l ength (d) ) , nco l=h)
f o r ( i in 1 : h ) {X[ , i ] = dˆ( i −1)}

20 # V j e va r i an čn ı́ matice na mı́nus prvou
V = diag ( c ( pocet cyklu p r i d0/ pocet cyklu , rep (1 , l ength (d)−1) ) )

22

a = max(d)
24 B = matrix ( c ( c (0 , 1 , rep (0 , h−2) ) , ( 1 : h−1)∗a ˆ ( 1 : h−2) , a ˆ ( 1 : h−1) ) , byrow

=TRUE, nrow=3)
b = c (0 ,0 ,−1)

26 C = s o l v e ( t (X) %∗% V %∗% X) #pomocná matice
beta = ( diag (h) − C %∗% t (B) %∗% s o l v e (B %∗% C %∗% t (B) ) %∗% B) %∗

% C %∗% t (X) %∗% V %∗% s i l a − C %∗% t (B) %∗% s o l v e (B %∗% C %∗%
t (B) ) %∗% b

28 zadani [ 1 : h+which ( colnames ( tabulka )==” beta0 ” )−1] = beta
zadani [ ”max d” ] = a

30 zadani [ ” a l f a 0 ” ] = s i l a [ 1 ]

32 re turn ( zadani )
}

Posledńı část skriptu nač́ıtá tabulku se zadáńım simulaćı ze souboru ve formátu

.csv a postupně procháźı jej́ı řádky. Pro každý řádek pak volá funkci pro nalezeńı

silofunkce a jej́ı výsledky ukládá zpět do tabulky. Skript je ukončen tehdy, když

jsou všechny chyběj́ıćı hodnoty v tabulce doplněny.

1 soubor = winDia logStr ing ( ”Tabulka se vstupn ı́mi úda j i : ” , ” tab . csv ” )
repeat

3 {
tabulka = read . t a b l e ( soubor , header = TRUE, sep = ” ; ” , dec = ” , ” )

5 i f ( min ( tabulka [ ” vyplneno ” ] )>0){break}
c i s l o radku = min ( tabulka [ tabulka [ ” vyplneno ”]==0,” id ” ] )

7 tabulka [ c i s l o radku , ] = na jd i s i l o f u n k c i ( tabulka [ c i s l o radku , ] )
tabulka [ c i s l o radku , ” vyplneno ” ] = 1 ;

9 pr in t ( Sys . time ( ) )
p r i n t ( tabulka [ c i s l o radku , ] )

11 wr i t e . t a b l e ( tabulka , soubor , c o l . names = TRUE, row . names = FALSE,
sep = ” ; ” dec = ” , ” )

}

Výhodou tohoto postupu je to, že skript může pracovat bez pr̊uběžných zásah̊u

uživatele. Ten pouze připrav́ı tabulku, která obsahuje všechny kombinace para-
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metr̊u, pro něž máme v plánu simulace provádět, a spust́ı program. Dle rozsahu

uživatelovy zakázky jsou pak do souboru doplněny hledané hodnoty.

3. Výsledky

Celkově jsme provedli přibližně 3.4 · 108 statistických test̊u na v́ıce než 3.5 ·

1010 pseudonáhodných č́ıslech. Zkoumali jsme zvlášt’ chováńı analýzy rozptylu

při porušeńı podmı́nky homoskedasticity a pro zešikměńı rozděleńı sledované

náhodné veličiny. V obou př́ıpadech jsme zjǐst’ovali chováńı testu za platnosti

nulové hypotézy i v př́ıpadě jej́ıho porušeńı. Pozornost byla věnována také tomu,

jakou roli hraje rozsah náhodného výběru, počet skupin, do kterých je rozdělen,

a vyváženost jejich rozsah̊u.

3.1. Dopad porušeńı podmı́nky homoskedasticity

Prvńı otázka, kterou si polož́ıme, je, jestli chováńı analýzy rozptylu v̊ubec sou-

viśı s hodnotou parametru v. Odpověd’ jsme hledali tak, že jsme stanovili pevné

hodnoty parametru k a n a sledovali jsme změny ve tvaru silofunkce v závislosti

na změnách parametru v. Za tyto pevné hodnoty jsme zvolili pět náhodných

výběr̊u (k = 5), každý o deseti měřeńıch (n = 50). Obrázek 5 znázorňuje pr̊uběhy

silofunkce pro hodnoty parametru v od 1 (tedy shodné rozptyly ve všech sku-

pinách) po 50 (tedy nejheterogenněǰśı skupina má padesátkrát větš́ı rozptyl než

ta nejhomogenněǰśı).

Je patrné, že porušeńı podmı́nky homoskedasticity má na výsledky analýzy

rozptylu značný vliv. Při parametru v = 2 se pr̊uběh silofunkce téměř nelǐśı

od situace s vyrovnanými rozptyly, nicméně již při v = 5 je silofunkce znatelně

deformovaná. Jej́ı počátek nelež́ı na hladině α a ve srovnáńı s v = 1 neroste

dostatečně strmě. Vyšš́ı hodnoty parametru v toto chováńı ještě zd̊urazňuj́ı.

3.1.1. Vliv rozsahu výběru

Vliv rozsahu výběr̊u na chováńı testu při porušeńı podmı́nky homoskedasticity

jsme zjǐst’ovali srovnáńım pr̊uběhu silofunkce při hodnotě parametru v = 5 a v = 1
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Obrázek 5: Pr̊uběh silofunkce v závislosti na porušeńı předpokladu
homoskedasticity

(k = 5, n = 50, u = 1, b = 0)
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při pěti rozsaźıch výběr̊u – 15, 25, 50, 150 a 500 měřeńı. Ve všech př́ıpadech byly

pozorováńı rovnoměrně rozděleny do pěti skupin (tedy k = 5, u = 1). Výsledky

srovnáńı ukazuje obrázek 6.

Výsledky naznačuj́ı, že mı́ra deformace silofunkce je ovlivněna rozsahem vý-

běru n, ač je tento vliv sṕı̌se malý. I při nejvyšš́ım rozsahu výběru n = 500 je

zde patrný méně strmý nár̊ust hodnoty silofunkce, test je tedy méně citlivý. Při

menš́ıch rozsaźıch výběr̊u je tento efekt ještě o něco silněǰśı. Ani jedna z nale-

zených silofunkćı nerespektuje stanovenou hladinu α. Toto přehledněji znázorňuje

obrázek 7. Je z něj patrné, že již při malém porušeńı podmı́nky homoskedasticity

docháźı k nár̊ustu pravděpodobnosti chyby prvńıho druhu, a při k = 5 a v = 5

již ani datové soubory o rozsaźıch několika set měřeńı nezabráńı selháńı testu.

3.1.2. Vliv počtu výběr̊u

Z obrázku 8 je patrné, že silofunkce je nejv́ıce deformovaná, srovnáváme-li

velké množstv́ı náhodných výběr̊u. Malé oslabeńı testu je patrné i při k = 3,

nicméně citelný úbytek śıly testu pozorujeme až při extrémńıch př́ıpadech, kdy
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Obrázek 6: Změna tvaru silofunkce při porušeńı předpokladu homoskedascitiy v
závislosti na rozsahu výběru

(k = 5, u = 1, b = 0)
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Obrázek 7: Pravděpodobnost chyby prvńıho druhu při porušeńı předpokladu
homoskedascitiy v závislosti na rozsahu výběru

(k = 5, u = 1, b = 0)
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Obrázek 8: Změna tvaru silofunkce při porušeńı předpokladu homoskedascitiy v
závislosti na počtu výběr̊u

(n = 90, u = 1, b = 0)
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jsme srovnávali 30 skupin po 3 měřeńı nebo 15 skupin po 6 měřeńıch. Větš́ı pozor-

nost bud́ı chováńı testu za platnosti nulové hypotézy, což dokládá obrázek 9. Zdá

se, že při malém počtu výběr̊u je test poměrně robustńı v̊uči porušeńı podmı́nky

homoskedasticity, alespoň co se týče dodržeńı hladiny α. V našem př́ıpadě při

n = 90 a k = 3 nevedla ani extrémńı hodnota v = 20 k selháńı statistického testu

– pravděpodobnost chyby prvńıho druhu se ustálila na přibližně 8 procentech.

Při srovnáńı deśıtek malých skupin toto č́ıslo vystoupalo až do deśıtek procent.

3.1.3. Vliv vyváženosti rozsah̊u výběr̊u

Posledńım parametrem, jehož vliv na chováńı analýzy rozptylu při porušeńı

jejich předpoklad̊u jsme zkoumali, je parametr nevyváženosti rozsah̊u výběr̊u u.

Simulovali jsme situaci, kdy srovnáváme 80 měřeńı rozdělených do pěti skupin.

Za hodnotu parametru u jsme postupně volili hodnoty 1, 2, 3, 5 a 10. Při u = 1

byl tedy rozsah každé skupiny 16 měřeńı, při u = 10 to byly rozsahy 3,10,15,18 a

20 měřeńı.

Tvary silofunkćı zachycené v obrázku 10 naznačuj́ı jen velmi malý vliv vyvá-
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Obrázek 9: Pravděpodobnost chyby prvńıho druhu při porušeńı předpokladu
homoskedascitiy v závislosti na počtu výběr̊u

(n = 90, u = 1, b = 0)
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ženosti skupin na chováńı analýzy rozptylu při porušeńı podmı́nky homoskedas-

ticity. Zdá se, že test je nejsilněǰśı v př́ıpadě vyvážených rozsah̊u, rozd́ıl nicméně

neńı velký, ani když srovnáme krajńı hodnoty. Ze stejného obrázku je také pa-

trné, jak souviśı śıla testu s vyváženost́ı rozsah̊u výběr̊u v př́ıpadě, když žádnou

podmı́nku neporušujeme – vliv parametru u je pak téměř neznatelný.

Hodnota parametru u má o něco významněǰśı dopad na chováńı testu v

př́ıpadě platnosti nulové hypotézy, což znázorňuje obrázek 11. Vyvážené roz-

sahy skupin dávaj́ı testu o něco větš́ı robustnost, nicméně ani zde neńı vliv př́ılǐs

patrný. V našem př́ıpadě, kdy n = 80 a k = 5, je test v́ıce méně spolehlivý

při v < 4, pokud jsou skupiny vyvážené, a při v < 2.5, pokud jsou výrazně

nevyvážené (u = 10).

3.2. Dopad porušeńı podmı́nky normality rozděleńı

Chováńı analýzy rozptylu při zešikmeném rozděleńı jsme zkoumali stejným

zp̊usobem jako vliv homoskedasticity. Opět jsme vždy zvolili pevný rozsah výběru

a počet skupin a odhadovali śılu testu v závislosti na mı́̌re porušeńı nulové hy-
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Obrázek 10: Změna tvaru silofunkce při porušeńı předpokladu homoskedascitiy
v závislosti na vyváženosti rozsah̊u výběr̊u

(k = 5, n = 80, b = 0)
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Obrázek 11: Pravděpodobnost chyby prvńıho druhu při porušeńı předpokladu
homoskedascitiy v závislosti na vyváženosti výběr̊u

(k = 5, n = 80, b = 0)
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potézy. Všechny výsledky v této kapitole byly źıskány při dodržeńı podmı́nky

homoskedasticity, tedy v = 1. Obrázek 12 znázorňuje pr̊uběh silofunkce při k = 5

a n = 50 pro r̊uzně zešikmená rozdělńı pravděpodobnosti, z nichž byly generovány

náhodné výběry.

Výsledek je poměrně překvapivý. Silofunkce stoupá nejstrměji při maximálńı

šikmosti (b = 400). Srovnáme-li tvar křivky se situaćı, kdy podmı́nka normality

rozděleńı porušena neńı (b = 0), zjist́ıme, že šikmost rozděleńı zvyšuje śılu statis-

tického testu. Tento efekt je poměrně markantńı, vyskytuje se však až u vysoce

zešikmených rozděleńı – hodnoty parametru b ≤ 2 vedly k téměř identickým

křivkám.

Stejně překvapivé je i chováńı testu za platnosti nulové hypotézy. Všech pět

silofunkćı respektuje stanovenou hladinu α a zdá se, že některé maj́ı počátek v

ještě nižš́ıch hodnotách, což dolož́ıme v následuj́ıćı podkapitole.

Nutno také zmı́nit ještě jeden d̊usledek porušeńı podmı́nky normality dat.

V př́ıpadě zešikmené náhodné veličiny má silofunkce jiný pr̊uběh nejen než ve

všech doposud prezentovaných př́ıpadech. Nejde jen o rozd́ıl kvantitativńı, ale

nově nalezené silofunkce zřejmě spadaj́ı do jiné rodiny funkćı než ty dř́ıvěǰśı.

Nepř́ıjemným d̊usledkem je pro nás to, že v mnoha př́ıpadech nelze věrně body

proložit polynomem, který jsme definovali dř́ıve. V př́ıpadech, kdy se nám ne-

podařilo dostatečně přesné proložeńı, vynáš́ıme do grafu samotná měřeńı spojená

lomenou čarou. Abychom dosáhli hladš́ıho pr̊uběhu, vyrovnali jsme před vyne-

seńım body pomoćı klouzavého pr̊uměru s velikost́ı okna 7 měřeńı9. Při zjemněńı

kroku na 0.01 bodu tento postup vede k uspokojivým výsledk̊um a koĺısáńı je

vidět jen na několika mı́stech.

3.2.1. Vliv rozsahu výběru

V kapitole 1.2.2 jsme naznačili, že očekáváme rozd́ılný dopad porušeńı pod-

mı́nky normality v závislosti na rozsahu výběru. Chováńı náhodných veličin popi-

sované centrálńımi limitńımi větami by mělo u velkých rozsah̊u výběru zmı́rňovat

9Vyhlazeńı bylo provedeno tak, že pro všechny body vyjma prvńıch a posledńıch třech byly
vypočteny vyrovnané hodnoty jako π∗

d0
= 1

7

∑3
l=−3 πdl

.
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Obrázek 12: Změna tvaru silofunkce při v závislosti na zešikmeńı rozděleńı
(k = 5, n = 50, u = 1, v = 1)
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dopad zešikmeńı na výsledek statistického testu. Obrázek 13 naznačuje, že naše

domněnka byla správná. Při srovnáńı silofunkce při pěti r̊uzných rozsaźıch výběru

(n = 15, 25, 50, 150 a 500), vždy při k = 5, u = 1, v = 1, byl vliv porušeńı

podmı́nky normality zřetelně nejmenš́ı při n = 500. Pro malé výběry jsme po-

zorovali výrazné rozd́ıly mezi silofunkcemi – při srovnáváńı pěti skupin po třech

měřeńıch byl rozd́ıl při d kolem hodnoty 2 v́ıce než 0.25. Ve všech př́ıpadech vedlo

zešikmeńı k nár̊ustu śıly testu na většině délky pr̊uběhu silofunkce.

Potvrdilo se i naše dř́ıvěǰśı pozorováńı, že i přes porušeńı podmı́nky normality

test respektuje stanovenou hladinu α. Z obrázku 14 je patrné, že se rostoućım

zešikmeńım pravděpodobnost chyby prvńıho druhu klesá hlouběji pod stanovenou

mez. U malých soubor̊u je tento vliv výrazněǰśı, ač zde má rozsah výběru jen velmi

malý vliv.

3.2.2. Vliv počtu výběr̊u

Našim daľśım ćılem bylo prozkoumat, jestli se dopad porušeńı předpokladu

normality r̊uzńı podle počtu náhodných výběr̊u, se kterými pracujeme. Simulovali

jsme proto situaci, kdy máme 90 měřeńı rozdělených do 3, 5, 9, 15 a 30 skupin. Ve
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Obrázek 13: Změna tvaru silofunkce při zešikmeném rozděleńı v závislosti na
rozsahu výběru

(k = 5, u = 1, v = 1)
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Obrázek 14: Pravděpodobnost chyby prvńıho druhu při zešikmeném rozděleńı
v závislosti na rozsahu výběru

(k = 5, u = 1, v = 1)
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Obrázek 15: Změna tvaru silofunkce při zešikmeném rozděleńı v závislosti na
počtu výběr̊u

(n = 90, u = 1, v = 1)
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všech př́ıpadech jsme srovnávali silofunkci pro př́ıpad, kdy je koeficient šikmosti

b = 0 a b = 10. Výsledky potvrzuj́ı již dř́ıve pozorovaný jev, že test obecně ztráćı

śılu rozděleńım konstantńıho počtu měřeńı do v́ıce skupin. Samotný fakt, jestli

rozděleńı pravděpodobnosti bylo zešikmené nebo ne, silofunkci sice ovlivňuje,

ale nelze jednoznačně ř́ıct, že se velikost tohoto dopadu měńı v závislosti na

parametru k. Na obrázku 15, který výsledky zachycuje, je sice rozd́ıl nejpatrněǰśı

při nejvyšš́ım počtu skupin, ale toto je částečně zp̊usobeno t́ım, že zde má křivka

celkově menš́ı sklon.

Určité rozd́ıly můžeme pozorovat na chováńı testu v př́ıpadě platnosti nu-

lové hypotézy, viz obrázek 16. V př́ıpadě srovnáńı 3 skupin po 30 měřeńıch se

pravděpodobnost chyby prvńıho druhu držela těsně pod hladinou α pro koeficient

šikmosti od 0 po 20. Pro k ≥ 5 s rostoućım zešikmeńım klesal k hodnotám kolem

0.03.
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Obrázek 16: Pravděpodobnost chyby prvńıho druhu při zešikmeném rozděleńı
v závislosti na počtu výběr̊u

(n = 90, u = 1, v = 1)
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3.2.3. Vliv vyváženosti rozsah̊u výběr̊u

Posledńı situaćı, kterou jsme simulovali, byl př́ıpad náhodných výběr̊u s ne-

stejnými rozsahy. Opět jsme stanovili parametry n, k za konstantńı, konkrétně 5

skupin o 80 měřeńıch, a sledovali jsme dopad porušeńı podmı́nky normality při

hodnotách parametru u = 1, 2, 3, 5 a 10. Obrázek 17 ukazuje, že nevyváženost

skupin nehraje prakticky žádnou roli, co se týče pr̊uběhu silofunkce testu.

Zaj́ımavěǰśı výsledky jsme nalezli, když jsme zkoumali chováńı testu při plat-

nosti nulové hypotézy, viz obrázek 18. Se stoupaj́ıćı hodnotou parametru u nar̊ustá

pravděpodobnost chyby prvńıho druhu. Pro u = 5 bez ohledu na mı́ru zešikmeńı

test dodržuje téměř přesně stanovenou hladinu α. Při u = 10 tuto hladinu

přesahuje, ač jen o málo – při b = 20 dosahuje hodnoty přibližně 0.06.
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Obrázek 17: Změna tvaru silofunkce při zešikmeném rozděleńı v závislosti na
vyváženosti rozsah̊u výběr̊u

(k = 5, n = 80, v = 1)

0 1 2 3 4

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Parametr posunutí (d)

S
íla

 te
st

u

b = 10
b = 0

u = 1
u = 2
u = 3
u = 5
u = 10

α = 0.05

Obrázek 18: Pravděpodobnost chyby prvńıho druhu při zešikmeném rozděleńı
v závislosti na vyváženosti rozsah̊u výběr̊u

(k = 5, u = 1, v = 1)
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4. Diskuse nalezených poznatk̊u

Výsledky prezentované studie potvrzuj́ı d̊uležitost dodržeńı předpoklad̊u ana-

lýzy rozptylu. At’ už se jedná o př́ıtomnost heteroskedasticity nebo zešikmeńı

rozděleńı zkoumané veličiny, silofunkce i pravděpodobnost chyby prvńıho druhu

se měńı v závislosti na mı́̌re porušeńı podmı́nky. Překvapivým zjǐstěńım je to, že

porušeńı každé z těchto podmı́nek se odráž́ı na chováńı testu jiným zp̊usobem.

Porušeńı podmı́nky homoskedasticity se na výsledćıch projevilo tak, jak by-

chom intuitivně očekávali – test ztratil část své śıly a přestal dodržovat stanove-

nou hladinu α. Toto nepř́ıznivé chováńı testu lze do jisté mı́ry zmı́rnit vysokým

rozsahem souboru a t́ım, že budeme srovnávat sṕı̌se menš́ı množstv́ı náhodných

výběr̊u, které maj́ı v ideálńım př́ıpadě stejný rozsah. Test nicméně ani v tomto

př́ıpadě př́ılǐs robustńı neńı. S výjimkou extrémńıch hodnot, např́ıklad když sro-

vnáváme jen tři skupiny o rozsaźıch v řádech stovek či tiśıc̊u měřeńı, doporučujeme

striktně trvat na dodržeńı podmı́nky homoskedasticity, př́ıpadně sáhnout po jiné

metodě, která t́ımto předpokladem zat́ıžena neńı. Nab́ıźı se zobecněńı testu po-

psaného B. L. Welchem (1947), které, ač se jedná pouze o přibližnou metodu,

si zachovává dobré vlastnosti analýzy rozptylu, včetně srovnatelné śıly (Ruxton,

2006).

Je určitým paradoxem, že podmı́nka shody rozptyl̊u bývá diskutována méně

často, než podmı́nka normality rozděleńı. Dle našich výsledk̊u porušeńı druhé

jmenované podmı́nky představuje výrazně menš́ı problém než prvńı jmenované.

Naopak se ukázalo, že pokud pracujeme s výrazně zešikmenými daty (bez změny

rozptylu), tak test dokáže citlivěji odhalit porušeńı nulové hypotézy, než v př́ıpadě

normálńıho rozděleńı, a přitom ani nevyčerpá stanovenou hladinu α. Tento vý-

sledek je natolik překvapivý, že jej autor této práce zprvu považoval za d̊usledek

nějaké skryté chyby v proceduře simulaćı. Pozorovaný jev se dá nicméně alespoň

částečně vysvětlit následuj́ıćım zp̊usobem.

Náhodná veličina s rozděleńım pravděpodobnosti s parametrem b dosahuj́ıćım

vysokých hodnot se nejčatěji realizuje na velmi úzkém intervalu. Např́ıklad při

b = 400 je rozd́ıl mezi mediánem a nejmenš́ı hodnotou jen přibližně 0.02. Rozptyl
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přitom z̊ustává roven 1. Zvláště u malých rozsah̊u výběru je tedy poměrně velká

šance, že všechna pozorováńı budou spadat do velmi úzkého intervalu, a dojde tak

k radikálńımu podhodnoceńı odhadu rozptylu. Např́ıklad při náhodném výběru o

rozsahu 10 pozorováńı má odhad rozptylu medián roven přibližně hodnotě 0.015

a devadesátý percentil hodnotě 0.37, při středńı hodnotě odhadu rovné 110. Často

tedy nastává situace, kdy jsou některé nebo všechny srovnávané skupiny velmi

homogenńı, a test tak źıská vysokou citlivost na porušeńı nulové hypotézy určené

parametrem b.

Je nicméně nutné brát zřetel na to, že situace, kterou jsme modelovali, je

velmi specifická. V reálných podmı́nkách jsou obvykle středńı hodnota, rozptyl

a šikmost rozděleńı provázané. Nejčastěji pak pozorujeme situaci, kdy se středńı

hodnota veličiny měńı nikoli posunut́ım celé jej́ı hustoty pravděpodobnosti, ale

sṕı̌se současným zvětšeńım jej́ı šikmosti a rozptylu tak, jak jsme demonstrovali v

naš́ı ukázkové úloze (viz obrázek 1).

Do praxe si můžeme odnést poznatek, že s rostoućım počtem měřeńı naléhavost

podmı́nky normality rozděleńı klesá, a to jen s malým vlivem vyváženosti sku-

pin a jejich počtem. Pokud nemáme dostatek měřeńı nebo vyžadujeme vysokou

spolehlivost statistického testu, mezi parametrickými metodami vhodnou alterna-

tivu analýzy rozptylu nenalezneme. Spolehlivou neparametrickou náhradou je pak

Kruskal̊uv-Wallis̊uv test, který je ovšem zat́ıžen problémy typickými pro nepara-

metrické metody (např. obt́ıžná prezentace výsledk̊u, omezená nab́ıdka post-hoc

test̊u, v některých př́ıpadech nižš́ı śıla).

Co se týče limit̊u prezentované studie, nelze přehlédnout jej́ı hlavńı nedo-

statek, kterým je jen nedostatečné pokryt́ı nab́ızeného tématu. Bylo by žádoućı

nezkoumat jen izolované př́ıpady vzniklé manipulaćı s jednotlivými parametry,

ale i jejich vzájemné vztahy. V ideálńım př́ıpadě bychom mohli vytvořit prostor

o počtu dimenźı odpov́ıdaj́ıćım počtu parametr̊u a každému jeho bodu přǐradit

hodnotu rovnou pravděpodobnosti zamı́tnut́ı nulové hypotézy. Mohli bychom pak

10Źıskáno simulaćı s 250 000 opakováńımi.
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zmapovat oblasti, kde je test ještě spolehlivý a kde již neńı. Takového úsiĺı by

ale zřejmě poněkud překračovalo očekávaný rozsah bakalářské práce, nehledě na

to, že vzhledem k možnému př́ınosu by se zřejmě nejednalo o př́ılǐs hospodárně

vynaložený čas.

Daľśı nedostatky se týkaj́ı sṕı̌se technického provedeńı. Př́ılǐs se neosvědčilo

prokládáńı silofunkce polynomem. Tuto metodu jsme zvolili pro jej́ı eleganci –

celou silofunkci jsme byli schopni věrně popsat pomoćı sedmi hodnot. Ukázalo se

však, že některé tvary, které vznikly při práci se zešikmeným rozděleńım, se takto

vystihnout nedaj́ı, což nás přinutilo k těžkopádné práci s jednotlivými body.

Naopak jako velmi praktická se ukázala plná automatizace procesu simulaćı

včetně pr̊uběžného ukládáńı výsledk̊u.
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Závěry

Poznatky, které jsme źıskali pomoćı simulačńı studie o chováńı analýzy roz-

ptylu v závislosti na porušeńı jejich podmı́nek, lze shrnout do těchto bod̊u:

• Porušeńı předpokladu homoskedasticity i porušeńı předpokladu normálńıho

rozděleńı ovlivňuj́ı pr̊uběh silofunkce včetně chováńı testu za platnosti nu-

lové hypotézy.

• V př́ıpadě heteroskedasticity se test stává slabš́ım a nedodržuje stanove-

nou hladinu α. Tyto d̊usledky se nápadně projevuj́ı již při poměrně malém

rozd́ılu mezi rozptyly - např́ıklad již při poměru rozptyl̊u nejheterogenněǰśı

a nejhomogenněǰśı skupiny rovnému pěti ku jedné.

• Velké soubory rozdělené do malého množstv́ı skupin jsou v̊uči tomuto zkres-

leńı robustněǰśı, d̊usledek porušeńı této podmı́nky však nelze zcela odstranit

ani volbou velkých rozsah̊u výběr̊u.

• Zešikmeńı rozděleńı samo o sobě nevede k oslabeńı śıly testu, ani porušeńı

stanovené hladiny α. V určitých př́ıpadech může mı́t i pozitivńı d̊usledky,

což jsme doložili v př́ıpadě silně zešikmených dat s ńızkým rozptylem.

• Dopad porušeńı podmı́nky normality lze do velké mı́ry odbourat vysokým

rozsahem výběr̊u, zejména pak při malém množstv́ı srovnávaných skupin.

• Vyváženost rozsah̊u srovnávaných výběr̊u prakticky neovlivňuje robustnost

testu v̊uči porušeńı normality.
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