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Uvod

Téma Extrémy funkci vice proménnych a jejich vyuziti v ekonomii jsem si zvo-
lila, jelikoz je vysetfovani extrémil funkci povazovano za jednu z nejdilezitéjsich
¢asti diferencialniho poc¢tu. Kazdy z nas je spotiebitelem, ktery se denné dostava
do situace, kdy chce v ramci svého diichodu maximéalné uspokojit své potieby.
S podobnym chovanim se lze setkat také u firem, jejichz hlavnim zdmérem je
dosazeni co nejvyssich vynosii a co nejmensich nakladi.

Cilem mé bakalaiské prace je seznamit ctenare s postupem hledani jednotli-
vych typl extrému funkci vice proménnych a dale ukazat jejich vyuziti v ekono-
mii. Prace je pfitom zaméfena na ekonomickou maximalizaci u firem i spotfebi-
teld.

Prvni kapitola préace slouzi k pripomenuti zékladnich pojmt tykajicich se
funkci vice proménnych a parcialnich derivaci, které jsou nepostradatelné k za-
vedeni a hledani extrémit. V zavéru kapitoly jsem se pro zjednodusSeni omezila
na funkce dvou proménnych. Teorie je doplnéna vlastnimi piiklady.

V druhé kapitole jsou ve tfech podkapitolach definovany lokalni, globalni a va-
zané lokalni extrémy funkci vice proménnych, dale jsou zde uvedeny zakladni véty
tykajici se dané problematiky a také priklady, v nichz jsou definice i véty pouzity.

Posledni kapitola pojednava o aplikaci extrémii funkci vice proménnych v eko-
nomii, tedy o ekonomické optimalizaci. V tivodu kapitoly jsou objasnény zakladni
pojmy, jejichz znalost je pro dalsi vyklad nezbytna. Prakticka cast se zabyva pre-
devsim maximalizaci zisku v jednotlivych formach konkurence na strané nabidky.
Jsou zde popsany modely dokonalé i nedokonalé konkurence, jez jsou ilustrovany
priklady. V zavéru kapitoly je na prikladé vysvétlena maximalizace uzitku, ktera
se Tesi pomoci vazanych lokalnich extrému.

Préce je vysazena typografickym systémem TEX. Veskeré obrazky jsou vytvo-

feny v programu CorelDRAW.



1 Funkce vice proménnych

Dtive, nez se budeme vénovat samotnému tématu této prace, tj. extrémim
funkci vice proménnych, nadefinujeme si zakladni pojmy tykajici se funkci vice
proménnych. Nase pozornost bude zamérena rovnéz na parcialni derivace funkeci
vice proménnych, pomoci kterych se extrémy obvykle hledaji.

Funkce vice proménnych jsou dulezitou soucasti matematické analyzy. Nalé-
zaji své uplatnéni i v jinych oblastech matematiky a praktickych aplikacich napf.
ve fyzice, chemii nebo ekonomii. Poprvé se s jejich vyuzitim setkdvame soucasné
s rozvojem analytické geometrie, tedy na pocatku 18. stoleti.

P1i tvorbé této kapitoly byly vyuzity zejména zdroje [3], [10] a [14].

1.1 Zakladni pojmy

Funkce vice proménnych chapeme jako zobecnéni pojmu funkce jedné pro-
ménné. Zatimco funkce jedné proménné je zobrazenim z M C R do R, je funkce

vice proménnych zobrazenim z M C R™ (n > 2) do R.

Definice 1.1. Necht M C R",n € N, M # (). Zobrazeni f : M — R se nazyva
redlnd funkce n redlnych promeéenngch a mnozina M se nazyva definicni obor této

funkce a znaci se D(f) nebo Dy. Mnozina

{yeR:y= f(zy,...,2,), (21,...,2,) € D(f)}
se nazyva obor hodnot funkce f a zna¢ime ho H(f) nebo H.

Poznamka 1.1. U funkci vice proménnych uzivame obdobnou terminologii jako
u funkci jedné proménné — cisla xq,...x, nazyvame nezdvisle promennée, ¢islo

f(z1, ..., x,) se nazyva funkcni hodnota funkce f v bodé (1, ..., x,).

Stejné jako funkce jedné proménné je i funkce vice proménnych urcena svym
predpisem a defini¢nim oborem. Pokud neni defini¢ni obor zadédn, musime ho
urcit jako mnozinu v8ech bodu (z1,...,z,) € R", pro néz ma vyraz f(xq,...,z,)

smysl.



Priklad 1.1. Najdéte a nakreslete defini¢ni obor funkce t¥i proménnych

flz,y,2) =4 —[(x—4)2+ (y —2)2+ (2 — 3)2].
Vsechny body z definiéniho oboru spliuji:
4—[(z =4 +(y—2)"+ (-3 =20, {.

[(x —4)* + (y —2)° + (z — 3)*] < 4.

Defini¢nim oborem je tedy uzaviena koule se stfedem v bodé [4, 2, 3] a polomérem

2, tzn.
Dy={(z.y.2) ER*: (z = 4)" + (y—2)° + (2 = 3)* < 4}.
VA
2
% y
X
Obr. 1: Defini¢ni obor funkce f(x,y, z \/4 =221 (z=3)

Definice 1.2. Necht f je funkce n proménnych definovand na mnoziné M C R",

n € N. Grafem funkce f nazyvame mnozinu bodt
G(f) ={(z,y) e R .2 = (21,...,1,) € M,y = f(x)}.

Definice 1.3. Necht M CR™ a f: M — R je funkce n proménnych definovana

na M, c € R. Mnozinu
fe={(x1,...;2n) € M : f(xq,...,2,) =c}

nazyvame vrstevnice funkce f o urovni c.



Poznamka 1.2. Vrstevnice o urovni c¢ je tvofena body z defini¢niho oboru,

v nichz ma funkce f stejnou funkéni hodnotu c.

Na konci této kapitoly se zaméifime na funkce dvou proménnych. Dtivodem
je fakt, ze graf funkce lze znazornit pouze v pripadé funkci jedné nebo dvou

proménnych.

Definice 1.4. Necht M C R2. Zobrazeni f : M — R se nazyva redlnd funkce dvou
realnych promeénnych. Mnozina M se nazyva definicni obor funkce f, znac¢ime ji
D(f) nebo Dy. Mnozina {z € R: z = f(x,y), (z,y) € Dy} se nazyva obor hodnot
funkce f a znac¢ime ho H(f) nebo H;.

Typickym prikladem funkce dvou proménnych je funkce pro vypocet objemu

wr2h

rotac¢niho kuzele V = 3

, kde r je polomér podstavy a h vyska kuzele.

Priklad 1.2. Najdéte a nakreslete defini¢ni obor funkce
f(@,y) =In (cos (7 - (2% +5%))).
VsSechny body z definiéniho oboru spliuji:
cos (m- (22 +9%) >0, tj.

—g+2k7r<7r~(x2+y2)<g—|—2k7r,k:€Z

1 1
<2k—§)-7r<7r-(x2+y2)< <2k+§)-7r,k:€Z

1 1
2k—§<x2+y2<2k+§,kez.

Tyto nerovnice maji feSeni jen pro k € NU {0}, a proto

1 1
Df:{(m,y)eR2:2k—§<x2+y2<2k+§,k€NU{O}}.

Z geometrického hlediska popisuji nerovnosti 2k—% <2’ 4y? < 2/€+% prok = 0

vnitiek kruhu o poloméru \/g a pro k € N oteviend mezikruzi s vnitinimi polo-

meéry 4/2k — % a vnéjsimi 4/ 2k + %
7
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Obr. 2: Cést definiéniho oboru funkce f(z,y) = In (cos (7 - (2% + 4?))).

Definice 1.5. Grafem funkce dvou promennych f nazyvame mnozinu uspofada-
nych trojic

G(f) ={(z,y,2) €ER®: (z,y) € Dy, 2 = f(z,y)}.

Definice 1.6. Vrstevnici funkce f dvou promennych o trovni ¢ nazyvame mno-
Zinu
{(z,y) € Dy : flz,y) = c}.

V pripadé funkei dvou proménnych se pojem vrstevnice shoduje s geografic-

kym vyznamem tohoto slova, jsou to mista se stejnou nadmoiskou vyskou.

Piiklad 1.3. Najdéte defini¢ni obor a vrstevnice funkce f(z,y) = % — %2.
Definiéni obor funkce je D; = R?. Vrstevnice funkce f o trovni ¢ najdeme,

v v o . 2
pokud vyfesime rovnici ¢ = 22

2 “ . . ’ 7 7 v7
5~ — 4 kde c € R.Protoze je c libovolné realné ¢islo,

rozdélime TesSeni na t¥i ¢asti.
Nejprve se budeme zabyvat pripadem, kdy ¢ = 0, a tedy kdy % — yzz = 0.

Postupnymi tpravami rovnice dostaneme feseni x = :I:@, tedy rovnice dvou

v/ . 1’ . . 2 2
fimek. Je-li ¢ > 0, vydélime rovnici ¢ = 2 — L konstantou ¢. Dostaneme
) 9 4

8



% — % = 1. V tomto pripadé se jedna o rovnici hyperboly s hlavni osou =,

sttedem v pocatku a poloosami o velikosti 37\/% a 2y/c. Zbyva vytesit situaci,
kdy je ¢ < 0. Obdobnym postupem jako v predchozim piipadé vydélime rovnici
realnou konstantou c, tj. 29%2 — Z—i = 1. Tentokrat jde o rovnici hyperboly s hlavni

v v/ . . . 34/2|c]
osou y, stfedem v pocatku a poloosami o velikosti 24/|c| a —5—.

1.2 Parcialni derivace

Na uvod této podkapitoly pripomeneme definici a geometrickou interpretaci
derivace funkce jedné proménné.

Necht je funkce jedné proménné f definovana na néjakém okoli bodu zy € Dy.
Limita
f(@) — f(xo)

z—z0 X — X

se nazyva derivace funkce f v bodé xg.

Derivace funkce v bodé geometricky udava smérnici tecny ke kiivee y = f(x)
v bodé (z¢, f(xg)). Jestlize ma funkce f v bodé zy vlastni derivaci, je v tomto
bodé spojita, a proto zde existuje i limita funkce.

Protoze se mtizeme v piipadé funkci vice proménnych blizit k danému bodu

9



nekone¢né mnoha zpiisoby, je limita funkce vice proménnych podstatné kompli-
kovanéjsi nez limita funkce jedné proménné, a to samé plati i pro derivace.

Déle se budeme zabyvat funkcemi vice proménnych, konkrétné situaci, kdy se
k danému bodu blizime ve sméru souradnicovych os. V takovém pripadé mluvime

o tzv. parcialnich derivacich.

Definice 1.7. Necht funkce f : M C R™ — R je definovand na né&jakém okoli

bodu z* = (z7,...,2}). Limitu
: 1 * * * * * * *
11_1)1(1)?[f(x1,...,xi_1,xi +tx, .. ,an) — fla], ..., 2)]

L . . vk . oy 5 %
nazveme parcidlni derivact funkce f v bodé x* podle promeénné x;, znaci se Ef(x )

nebo f, (z*).

Definice 1.8. Necht funkce f : M C R™ — R je definovand na né&jakém okoli
bodu z* = (z7,...,2%). Dale necht m € Nom > 2,2, ,...,2; € {z1,...,2,}.

Pak se funkce

) = s () )

(S[L'il Ce 6![’im 6![’im Ce 6$im—l

nazyva m-ta parcialni derivace podle proménnych z;,,...,z; v tomto poradi

v bodé z*. Znacime fgﬁ"f)mm (z*).

Pro pocitani parcidlnich derivaci plati stejna pravidla a vzorce jako pro kla-
sické derivovani. V praxi povazujeme proménné, podle kterych nederivujeme,

za konstanty. V podstaté tedy pocitame derivaci funkce jedné proménné.

Poznamka 1.3. U funkci jedné proménné plati, ze pokud méa funkce v bodé x
vlastni derivaci, je v tomto bodé také spojita. V pripadé funkci vice proménnych
obdobna véta neplati. Je to z divodu, ze parcialni derivace nam davaji informaci
jen o chovani funkce ve smérech rovnobéznych se souradnicovymi osami. Zatimco

v ostatnich smérech se funkce mize chovat libovolné.

10



Véta 1.1. Necht funkce f a g n proménngch maji parcidlni derivaci podle pro-
meénné x;,i € {1,...,n}, na oteviené mnoziné M. Pak jejich soucet, rozdil, soucin

a podil ma na M parcidlni derivaci podle x; a plati

5 § J
s (@ £9(@)] = 7-f(0) £ 5-g(x),  pro kaZdé w € M,

5, [f(x)g(x)] = ééf(:c)g(:c) + f(:c)(siig(:c), pro kazdé x € M,

pro kaZde x € M;

5 [f(:z:)] _ 5/ (@)g(@) — [(@)559(x)
ox; Lg(x) g*(x) ’

turzent o podilu derivact plati, je-li g(x) # 0 pro kazdé v € M.

Dikaz. Pro funkce jedné proménné viz. [13], str. 256. Ditkaz pro funkce vice

proménnych by se provedl analogicky.

Piiklad 1.4. Vypocitejte prvni parcialni derivace funkce f(z,y, z) = sin (6”“92)
a jejich hodnoty v bodé [0, 1,1n 3].
D; = R3. Jestlize poc¢itdme parcialni derivaci funkce f podle proménné z,

povazujeme proménné y a z za konstanty a dostavame

falz,y, 2) = cos <emy+zy2) e Ly

Analogicky postupujeme pri pocitani parcidlnich derivaci podle zbyvajicich dvou
proménnych

fi(x,y,2) = cos (e“"/’y”yz) e (14 2y2),

fi(x,y, z) = cos <emy+2y2> ety
Pricemz plati, ze Dy, = Dy, = Dy, = R3. Hodnoty parcidlnich derivaci v bodé
[0, 1,1n 3] jsou nasledujici.
f2(0,1,In3) = cos (61“3) €3 = 3. cos 3,
11



£1(0,1,In3) = cos (¢™?) - ¢™?-2-In3 =6-cos3-In3,
£2(0,1,In3) = cos (¢™?) - €™ =3 - cos 3.

Poznamka 1.4. Pokud derivujeme podle dvou a vice ruznych proménnych, mlu-
vime o smiSenych parcialnich derivacich. V piipadé smisenych derivaci pritom
obecné zalezi na tom, v jakém poradi podle jednotlivych proménnych derivu-

jeme. Zaménnost smisenych parcialnich derivaci charakterizuje néasledujici véta.

Véta 1.2 (Schwarzoval). Necht jsou vsechny parcidlni derivace m-tého 7ddu
funkce f: M C R®™ — R spojité v bodé x* € M. Pak jsou vSechny parcidlni
derivace aZ do Tadu m zdameéenné v bodé x*, tzn. Ze zdleZi pouze na tom, kolikrdat

derivujeme podle jednotlivych proménnych a nikoli na tom, v jakém poradi.

Dutkaz. Viz. [3] str. 29-30.

1Karl Schwarz (1843-1921), némecky matematik

12



2 Extrémy funkci vice proménnych

vvvvvv

rencialniho poctu. S vySetfovanim extrému se casto setkavame v praxi. Prikladem
je ekonomické rozhodovani firmy, které se fidi pozadavkem maximalniho pfijmu
a minimalnich nakladi, pficemz zkoumané veli¢iny obvykle zavisi na vice pro-
ménnych.

Extrémy funkci vice proménnych se definuji analogicky jako extrémy funkce
jedné promeénné. Stejné jako v pfipadé funkce jedné proménné, rozliSujeme ex-
trémy lokalni a globalni. Specialnim ptipadem jsou potom lokalni vazané extrémy.

Zakladni literaturou pro tuto kapitolu byla predevsim [3], dale pak [10] a [11].

2.1 Lokalni extrémy

V piipadé lokalnich extrému studujeme danou funkci pouze lokalné, tj. v okoli
néjakého bodu.

Drtive, nez se budeme zabyvat lokalnimi extrémy funkci vice proménnych, na-
definujeme pojmy Hessova?matice a Hessian, s jejichz vyuzitim se lokélni extrémy

hledaji.

Definice 2.1. Necht M CR" a f : M — R je funkce n proménnych. Existuji-li
parcidlni derivace funkce f druhého fadu v bodé = = (xy,...,x,), pak Hessova

matice funkce f v bodé x ma tvar

) ) )
H(:l?): :czm(x) :cz:cz(‘r) xzxn(x)
ey (T) foon(@) o f L ()

Determinant Hessovy matice se nazyva Hessian.

Definice 2.2. Necht M C R". Rekneme, 7e funkce f : M — R nabyva v bodé

x* € M lokdlniho mazima, jestlize existuje okoli U(z*) takové, Ze pro kazdé

2Ludwig Otto Hesse (1811-1874), némecky matematik
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x € U(x*) plati f(x) < f(«*). Funkce f : M — R nabyva v bodé z* € M
lokdlniho minima, jestlize existuje okoli U(z*) takové, Ze pro kazdé x € U(z")

plati f(z) > f(z7).

Poznamka 2.1. Stejné jako u funkce jedné proménné plati, ze pokud zaménime
neostré nerovnosti za ostré a okoli za redukovana okoli, dostavame ostrée lokalni
minimum a ostré lokdlni mazimum. Souhrnné pouzivame oznaceni (ostré) lokdlni

extrémy.

Nyni si objasnime nutné a postacujici podminky existence lokalniho extrému,

v ptipadé, ze ma funkce v daném bodé parcialni derivace.

Definice 2.3. Nechf M C R" a f : M — R. Rekneme, ze bod z* € M je
staciondrni bod funkce f, jestlize v bodé z* existuji vSechny parcidlni derivace

funkce f a plati

5xzf($*> =0, prokazdéi=1,... n.

Nasledujici véta vyjadiuje nutnou podminku existence lokélniho extrému a je

oznacovana jako Fermatova?.

Véta 2.1 (Nutnid podminka existence lokalniho extrému). Necht funkce
f: M CR"— R mawv bodé x* € M lokdlni extrém. Pak vSechny parcialni

derivace funkce f, které v tomto bodé existuji, jsou rovny nule.
Dukaz. Viz. [3] str. 29-30.

Poznamka 2.2. Za body podezielé z existence lokdlniho extrému tedy povazu-

jeme:
e stacionarni body,

e body,v nichz alespon jedna parcialni derivace neexistuje a ostatni jsou rovny

nule nebo body, v kterych neexistuje ani jedna parcialni derivace.

3Pierre de Fermat (1601-1665), francouzsky matematik a pravnik
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Jak jiz bylo zminéno, lokalni extrémy funkce vice proménnych mohou mj. exis-
tovat ve stacionarnich bodech funkce f. RozliSujeme dva druhy stacionarnich
bodi. Pokud ve stacionarnim bodé nenastava lokalni extrém, mluvime o tzv. sed-

lovém bode.

Véta 2.2 (Postacujici podminka existence lokalniho extrému). Necht
x* € Dy je staciondrni bod funkce f a dale predpokladejme, Ze f md na néjakém

jeho okoli spojité parcidlni derivace druhého Tidu. Oznacme symbolem

A= (ay) = (f;/z‘% (x*)>n

ij=1
Hessovu matici funkce f v bodé x* a kvadratickou formu
P(dzr) = (Adx, dx) Z a;jdz;dx;
i,j=1

urcenou matici A a proménnou dx = (dxy, ..., dz,).

Potom

e je-li P(dx) pozitivné (negativné) definitni, md funkce f v bodé x* ostré

lokdlni minimum (mazimum,),
e je-li P(dx) indefinitni, pak v bodé x* extrém nenastdvd,

e je-li P(dx) pozitivné (negativné) semidefinitni, ma funkce f v bodé x* lo-

kdlni minimum (mazimum,).

Dutkaz. Viz. [3] str. 71-72.
Jak rozhodnout o definitnosti kvadratické formy urcené danou symetrickou

matici A nam ukazuji nasledujici véty.

Véta 2.3. Kvadratickd forma P(dx) urcend symetrickou matici A = (a;;),

P(dzr) = (Adx, dx) Z a;jdz;dx;

3,j=1
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je pozitivné (negativné) definitni, pravé kdyz vSechna vlastni ¢isla matice A jsou
kladnd (zdpornd). Forma P(dz) je pozitivné (negativné) semidefinitni, pravé kdyz

jsou vSechna vlastni ¢isla nezdpornd (nekladnd).

Diikaz. Dikaz pro pozitivni definitnost je uveden v [2] str. 709. Zbyvajici tvrzeni

by se dokazala obdobné.

Véta 2.4 (Sylvestrovo kritérium). Kvadratickd forma P(dz) je pozitivné de-

finitni, prave kdyz jsou vsechny hlavni minory matice A, tj. determinanty,

11 A12 ... Q1p
a1 a9 @
arp a2 1Tz TS Q21 G2 ... G2p
|a11|, , | @21 Q22 A23 |, ...y | . . . .
21 A22
31 32 A33
Ap1 Ap2 ... App

kladné. Kvadratickd forma P(dx) je negativné definitni, pravé kdyZ hlavni minory

stridaji znaménko, pocinajic zapornym.

Dikaz. Dikaz pro pozitivni definitnost lze najit v [12] str. 154. Zbyvajici tvrzeni
se dokazuji obdobné.
Zavér této podkapitoly bude vénovan lokalnim extrémim funkci dvou pro-

ménnych.

Definice 2.4. Necht f je funkce dvou proménnych a necht (zo,yo) € Dy.
Rekneme, 7e funkce f md v bodé (xg,10) lokdini minimum, jestlize existuje okoli

U(zo, yo) tak, ze

f(xa y) 2 f(an yO)a pro kazdé (ZIZ’, y) € U(ZIZ'O, yO)

Rekneme, 7e funkce f md v bodé (z¢,yo) lokdIni mazimum, jestlize existuje okoli

U(zo,yo) tak, ze

f(xa y) S f(an yO)a pro kazdé (ZIZ’, y) € U(ZIZ'O, yO)

Rekneme, 7e funkce f md v bodé (o, o) ostré lokdlni minimum, jestlize existuje

redukované okoli U* (g, yo) tak, ze

f(x,y) > f(xo,90), prokazdé (z,y) € U (xo, o).
16



Rekneme, 7e funkce f md v bodé (xg, o) ostré lokdlni mazimum, jestlize existuje

redukované okoli U* (g, yo) tak, ze

f(x,y) < f(xo,%0), pro kazdé (z,y) € U (xo, o).

U funkci dvou proménnych jsou nutné i postacujici podminka existence lokal-
niho extrému podstatné jednodussi nez v obecném prtipadé funkci vice promeén-

nych.

Véta 2.5. Necht ma funkce f v bodé (xg,yo) lokdlni extrém. Existuji-li v bodé
(20, Y0) parcialni derivace proniho tddu funkce f, pak jsou rovny nule, tj.

J

af(xoayo) = iJc(%,yo) = 0.

oy

Poznamka 2.3. Bod s vySe uvedenou vlastnosti je opét oznacovan jako bod

stactondrni.
Nyni si ukdzeme tvar Hessovy matice a Hessidnu pro funkci dvou proménnych.

Definice 2.5. Necht M C R? a f : M — R je funkce dvou proménnyjch. Existuji-
li parcialni derivace funkce f druhého fadu v bodé (zg,yo), pak Hessova matice

funkce f v bodé (zo,yp) ma tvar

_ faw(T05 Y0) fély(xo,yo)
H(wo,y0) = ( {,;(xo,yo) f;y(xo,yo)) '

Hessian méa v tomto pripadé nasledujici tvar

:;/:E(x(% yo) (56’07 yo)

fir (@0, o) §§ZZJ/(I’07 w)| Faa (0, Y0) - iy (0, Y0) — (f;w(:co,yo))z.

Véta 2.6. Necht (zo,v0) je staciondarnim bodem funkce f a necht md funkce f

na okoli bodu (g, yo) spojité parcidlni derivace druhého tdidu. Oznacéme

" "
D — /A T , ,D — xx(x()’yo) f:(:y(x()vyo) .
1 fgcgc( 0 yO) 2 ;;(I’ano) f;/y(l’anO)

Potom
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e je-li Dy >0, md funkce f v bodé (xg,yo) ostry lokalni extrém; pritom plati
— je-li D1 > 0, pak jde o ostré lokdlni minimum,
— je-li D1 < 0, pak jde o ostré lokalni maximum,

e je-li Dy < 0, nemd funkce f v bodé (xg,yo) lokdlni extrém; jednd se o sedlovy

bod,
o je-li Dy = 0, nelze timto zpisobem rozhodnout.
Dukaz. Viz. [3] str. 67.

Poznamka 2.4. Za body podezielé z lokalniho extrému u funkei dvou promén-

nych opét povazujeme:
e stacionarni body,
e body, v nichz jedna parcidlni derivace neexistuje a zbyvajici je rovna nule,
e body, v nichz neexistuje ani jedna parcialni derivace.

V pripadé stacionarnich bodi o existenci a typu extrému rozhodneme pomoci
postacujici podminky nebo pomoci definice (pokud nejsou spojité druhé parci-
alni derivace). Ve zbyvajicich piipadech rozhodujeme podle definice lokalniho

extrému.

Priklad 2.1. Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = e - (y? + 4z — y).

D; = R% Nejprve uréime parcialni derivace funkce f prvniho fadu.
folz,y) =€ - (49> + 162 — 4y + 4),

fy(x,y) =€ - (2y = 1).
Tyto derivace polozime rovny nule a dostaneme nasledujici soustavu rovnic o dvou
neznamych
Ay + 167 — 4y +4 =0
2y—1=0.
18



Soustavu rovnic vyfesime a tim ziskdme stacionarni bod [, 1]. Nyni vypodi-

tame druhé parcialni derivace funkce f
fr(z,y) = " - (16y* + 642 — 16y + 32),

_ 4x
fg:;(xvy) - 26 )
f:::/y(x>y) = e'". (8y —4),
ool y) = €' - (8y — 4).

O existenci a typu lokdlniho extrému rozhodneme pomoci postacujici podminky

3 1
Dl = f:;/:p <_1_67 5) = 166_%7

3 1 3 1 _3
D2 = %x(_ga ?) %y(_l?)_fj? ?) ‘ _ ‘ 16e™ 4 0 _ 326%
yx(_l_(;’ 5) yy(_1_6> 5) 0 2e" 1

Protoze je Dy > 0 a Dy > 0, nachézi se v bodé [— 3 1

16> 3 ostré lokdlni minimum.

2.2 Vazané lokalni extrémy

Dalsim typem extrémi, kterymi se budeme zabyvat, jsou tzv. vdzané extrémy.
V praxi se casto setkavame se situaci, kdy nehledame extrémy na celém definic-
nim oboru funkce, ale pouze na néjaké jeho podmnoziné. Tuto podmnozinu tvori
ty body z defini¢niho oboru, které spliuji danou podminku ¢i podminky. Jde
tedy o specialni pripad lokalnich extrémui, pricemz diive zminéné metody hledani
v tomto pripadé nejsou vhodné.

Necht je dana funkce f na Dy C R™. Ozna¢me A mnozinu vSech téch bodi

(x1,...,2,) € Dy, jejichz souradnice vyhovuji nasledujicim rovnicim
gl(xla s 7xn) = Oa

92(3:19 s 7xn) = Oa
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gm(z1,. .., 2,) =0, kde m <n
.

Nagim tkolem je najit lokalni extrémy funkce f na mnoziné A. Tyto lokalné
extrémni hodnoty nazyvame vdzané lokdlni extrémy funkce f. Rovnice urcujici

mnozinu A se nazyvaji vazby.
Definice 2.6. Necht m < n a necht

A={(x1,...,2y) € Dy :gi(x1,...,2,) =0proi=1,...,m}.

Rekneme, 7e funkce f ma v bodé (z%,...,2%) € A wvdzané lokdini mazimum
pii vazbé g;(z1,...,x,) = 0proi = 1,...,m jestlize existuje okoli U(z7,...x})
tak, ze

flry, .. x0) < f(xy,...,x3), pro kazdé (zy,...,x,) € U(x],..., ;)N A.

n

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé (z%,...,2%) € A vdzané lokdlni minimum pii
vazbé g;(x1,...,2,) =0 pro i =1,...,m jestlize existuje okoli U(z7,...z}) tak,
ze

flzy, .. x0) > f(ay,...,x3), pro kazdé (zy,...,x,) € U(x],..., ;)N A.

n

Opét plati, Zze zaménou neostrych nerovnosti za ostré a zameénou okoli za re-
dukovana okoli dostaneme ostré vazané lokdlni extrémy.
Existuji dva zpisoby hledani vazanych lokalnich extrému funkce n promén-

nych - metoda primého dosazeni a metoda Lagrangeova.

2.2.1 Metoda primého dosazeni

Nyni se nejprve pro zjednoduseni omezime na ptipad funkce dvou promeén-
nych. Pfedpokladejme, Ze 1ze z rovnice g(z,y) = 0 explicitné vyjadiit jednu z pro-
ménnych, tj. 1ze vyjadiit bud y = ¢(z) nebo x = ¥(y). Tento vztah dosadime
do funkce f, tim ziskdme funkci jedné proménné, tedy funkci F'(z) = f(z, ¢(x))
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proménné z nebo funkci F(y) = f(¢(y),y) proménné y. Lokalni extrémy funkce
F jsou pak vdzanymi lokdlnimi extrémy funkce f pii vazbé g(z,y) = 0. Ulohu
najit vazané lokalni extrémy funkce dvou proménnych jsme prevedli na tlohu
najit lokalni vazané extrémy funkce jedné proménné.

Zabyvejme se nyni pfikladem, kdy je n > 2. Je-li m = 1, pak stejné jako
u funkci dvou proménnych postupujeme i u funkce n proménnych. Po dosazeni
nam vznikne funkce F, ktera obsahuje n — 1 proménnych.

Jestlize je m > 1, vyjadiime jednu proménnou z prvni vazby a dosadime

do vazeb ostatnich a obdobné postupujeme s ostatnimi vazbami a proménnymi.

Piiklad 2.2. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x,y,z) = x -y -z s vazbami
r+y+z=3ax—y+z=06.

Defini¢ni obor funkce D; = R®. Z vazeb miizeme bez problémi vyjadiit které-
koliv proménné, napt. pokud na soustavu dvou rovnic o tfech neznamych pouzi-
jeme odcitaci metodu, dostavame y = —%, dale dosadime proménnou y do jedné

3 9

z rovnic, ziskdme napft. z = % — x. Nyni dosadime y = —3 a z = § — z do funkce

f a dostavame funkci jedné proménné x.

39 3

Najdeme stacionarni body, tj. feSime rovnici

Fl(z) = —g : (g - 2x) = 0.

Jejim Tesenim je bod z* = %. Protoze Dp = R, muze extrém funkce F' existovat
pouze v tomto bodé. Nyni spocitame druhou derivaci funkce F' a dosadime do ni
bod z*. Protoze je F” (%) = 3 > 0, nachazi se v bodé z* = % ostré lokalni
minimum funkce F. Z vazeb nyni dopocitame hodnotu z, tj. z = % Funkce f ma
tedy v bodé [%, —%, %] ostré vazané lokalni minimum a vazbami z +y + 2z = 3

sx—y+z=0.
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2.2.2 Lagrangeova metoda

Pokud nelze metodu primého dosazeni pouzit, tedy pokud neni mozné z vazby
vyjadrit ani jednu z proménnych, a nebo je toto vyjadieni prilis slozité, vyuzivame

tzv. Lagrangeovu metodu neurcitych koeficientu.

Véta 2.7 (Lagrange®). Necht jsou funkce f, g1, ..., gm : R" — R,m < n, spojité
diferencovatelné na oteviené mnoziné €1 obsahujici mnozinu A, kterd je ddna

vazbamsi

gl(xla s 7xn) = Oa

92(3:19 s 7xn) = Oa

gm(x1, ... x,) = 0.

Dadle necht pro kazdé x € Q plati, Ze hodnost matice
%gl(:p) %gl(a:)

%gm(:p) o %gm(a:)

je rovna m. Bud L : R™ — R funkce definovand vztahem
L(zy, ... x,) = f(x1, ..., 20) + Z)\igi(xl, ey ).
i=1

Funkce L se nazyvd Lagrangeova funkce, redlné konstanty Ay, ..., A\, se nazyvaji
Lagrangeovy multiplikatory.

Necht m +n rovnic o m + n nezndmych

L, =0,...,L, =0,g:=0,...,0n=0

md vesent (ay,...,an,, N2, ...,\0). Md-li funkce L v bodé a = (ay,...,a,) pro
A A8 lokdlnd extrém, pak funkce f md v bodé a vdzany lokdlni extrém téhoZ
typu.

4Joseph Louis Lagrange (1736-1813), italsko-francouzsky matematik a astronom
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Dukaz. Viz. [15] str. 3.

Poznamka 2.5. Lagrangeovou metodou nemusime najit vSechny vazané lokalni
extrémy funkce f, tj. pokud neméa funkce L v bodé a lokalni extrém, neznamena
to, ze funkce f nema v tomto bodé a vazany lokalni extrém. Pfipadnou existenci
extrému musime vysetfit jinym zptsobem (napft. z definice vazaného lokalniho

extrému).

Priklad 2.3. Urcete vazané lokalni extrémy funkce f(z,y,z) = 3x — 2y + 2
s vazbou 2% + 3% + 22 = 1.

D; = R®. Nejprve sestavime Lagrangeovu funkci
L(z,y,2) = f(x,y,2) + A g(x,9,2) =30 — 2y + 2+ A- (2® + 92 + 22 — 1).

Déle hledame lokalni extrémy funkce L(z,y, z), tj. uréime prvni parcidlni derivace

Lagrangeovy funkce podle jednotlivych proménnych
L(v,y,2) =3+2\x, Ly(x,y,2)=-2+2\y, L. (z,y,2)=1+2\z

Abychom nasli stacionarni body, vyfesime nasledujici soustavu ¢tyt rovnic o ¢ty-

fech neznamych

34 2\x =0
—24+2\y =0
14+2\2=0

!
2+ 422 =1
, o e e 1w, . ., < 1 o
Z prvnich t1 rovnic si vyjadiime jednotlivé proménné r = —53,y = { a 2 = —55.

Ty pak dosadime do posledni z rovnic

()3

Odtud plyne A = i—@. Nyni najdeme stacionarni body Lagrangeovy funkce.

Pro A\, = —@ dostavame x = 31—‘2174, Y= —@ az= %. Nasli jsme prvni staci-
onarni bod Lagrangeovy funkce S; = [31—\/41_4, —@, g} . Obdobné pro A\, = g
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—Y=21  Nalezené stacionarni

_3Vv14 V14 V14
4 > 70 14

ziskame druhy stacionarni bod S, =

body vySetfime pomoci druhé derivace funkce L(x,y, z), tj. uréime druhé parci-
alni derivace

L (z,y,2) =2\
Lgy(x,y, z) =2\
L (z,y,2) =2\

Vsechny smisené parcialni derivace Lagrangeovy funkce jsou rovny nule. O tom,
zda mé funkce L(z,y, z) v nalezenych stacionarnich bodech lokalni extrém, pii-
padné jakého je typu, rozhodneme pomoci postacujici podminky pro lokalni ex-
trém.

Do Hessovy matice dosadime jednotlivé stacionarni body a prislusné hodnoty
A, poté vypocitame jednotlivé subdeterminanty (viz. Véta 2.2 a Véta 2.4).
Pro A; = —Y11 plati:

Dy =L"(S)) = —V14 <0

LSy 0 | _|=vV14 0 |
L' (S)) 0 0 —/14 0 0 i
Dy=| 0 Ly(S)) 0 |=| 0 —V14 0 |=-142<0.
0 L'.(S) 0 0 —V14

3—;414, ——V714, —Vlff ostré lokalni ma-

Odtud plyne, ze funkce L(z,y,z) ma v bodé
ximum a funkce f ma tedy v tomto bodé vazané lokalni maximum vzhledem

k dané vazbé.

Pro )\2:@:
Dy =L" (S5) = V14> 0
| (S 0 | _[v14 0 | _
Dy = | sy =| o vi =14>0,
L' (Sy) 0 0 Ve 0 0 .
Dy=| 0 Ly(S;) 0 |=|0 V14 0 |=147>0
0 L".(S) 0 0 14



V bodé 3; 414, %, ——Vlff] se nachazi ostré lokdlni minimum Lagrangeovy funkce

L(z,y, 2) a funkce f ma v tomto bodé vazané lokdlni minimum.

2.3 Globalni extrémy

Globélni extrémy (nebo také absolutni extrémy) funkce vice proménnych maji
stejny vyznam jako u funkce jedné proménné. Muzeme je hledat bud na celém

defini¢nim oboru, a nebo na néjaké jeho predem zadané podmnoziné.

Definice 2.7. Necht f : D; — R, M C D;. Rekneme, 7e bod z* € M je bo-
dem globalniho minima funkce f na mnoziné M, jestlize f(z*) < f(x) pro kazdé
r € M. Rekneme, Ze bod 2* € M je bodem globdlniho mazima funkce f na mno-
ziné M, jestlize f(z*) > f(z) pro kazdé x € M. Jsou-li nerovnosti pro = # z*

ostré, mluvime o ostrych globdlnich extréemech.

Jak vyplyva z Weierstrassovy® véty, existence absolutnich extrémi je zaru-
Cena v piipadé, Ze je funkce f spojitd na neprazdné kompaktni (tj. uzaviené
a ohrani¢ené) mnoziné M. Neni-li mnozina M kompaktni, je situace o mnoho

komplikovanéjsi, potom postupujeme v jednotlivych piipadé individuélne.

Véta 2.8. Necht M C R"™ je kompaktni mnoZina a funkce f : M — R je spojitd
na M. Potom funkce f nabyvd na mnozZine M svijch nejvétsich a nejmensich
hodnot (tj. globdlnich extrémi) bud v bodech lokdlnich extrémi leZicich uvniti M,

nebo v nékterém hranicnim bodé mnoZiny M.

Dukaz. Viz. [3] str. 74.
Body, v nichz by mohl nastat lokalni extrém jsou body podezrelé z lokalnich
extrémil lezici uvnitt mnoziny M, body z hranice mnoziny M podezielé z vaza-

nych lokalnich extrémt a body z hranice M, které zatim nebyly uvazovany.

Piiklad 2.4. Najdéte globalni extrémy funkce f(z,y,2) = y? — 322 + ¢ — 6
na mnoziné M = {(z,y,z) € R® : 2% + y* + 22 < 25}

°Karl T.W. Weierstrass (1815-1897), némecky matematik
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D; = R®. Funkce f(z,y, z) je elementarni a tim padem i spojitd. Mnozina M
je uzavienda a omezena koule se stfedem v bodé pocatku soustavy souradnic a po-
lomérem 5. Z vySe uvedenych vlastnosti funkce f(x,y, z) a mnoziny M vyplyva,
ze na mnoziné M existuji globalni extrémy funkce f(z,y, 2).

Nejprve hleddme body podezielé z lokalnich extrémt funkce f(x,y, z), které
zaroven lezi uvnitt mnoziny M. Vypocteme tedy prvni parcidlni derivace funkce

f(z,y, z) a polozime je rovny nule.
f!c(x,y,z) = 6962 2% ; O>

!
fgj(zvyv Z) =2y =0,
fi(x,y,2) = —62 = 0.

Velmi kratkou tpravou ziskame stacionarni bod se soutadnicemi [0, 0, 0].
Nyni budeme hledat body z hranice mnoziny M podezielé z vazanych lokal-
nich extrémi. Vazba je v tomto ptipadé rovna g(z,y,z) = 22 + y* + 2% = 25.

Sestavime Lagrangeovu funkci
L(z,y,2) = v* — 322 4 ¢ — 6+ A\ (22 + 9y + 2% —25)
a vypocitame jeji prvni parcialni derivace, které maji nasledujici tvar
L (z,y,2) =2z (A + ),

L (x,y,2) =2y (A+1),

L (x,y,2) =2z (A= 3).
Protoze chceme najit stacionarni body, musime vyfesit tuto soustavu rovnic

22 - (A +e”) =0
2y-(A+1)=0
22-(A=3)=0

2?4y 4 22— 25 =0.
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Prvni rovnice bude platit pro A\ = —e”” nebo pokud x = 0. Hodnotu \; dosadime

do druhé rovnice a upravime

2y =0 \% (1—e")=0
y=20 V e” =1
y=20 Vv r*=1Inl
y=10 V rz = 0.

Stejné dosadime \; i do tfeti rovnice

22 (=3 —¢") =0

Vypocitané hodnoty pro z,y a z dosadime do posledni rovnice soustavy. Jedno-
duchou tpravou ziskdme prvni ¢tyfi stacionarni body [—5,0, 0], [5,0, 0], [0, —5, 0]
a [0,5,0]. Z druhé a t¥eti rovnice podobné vyjadiime Ay = —1 a A3 = 3. Obdob-
nym zpusobem potom ziskdme zbyvajici stacionarni body [0, 0, —5], [0, 0, 5].
Nyni jen zbyva vypocitat funkéni hodnoty ve vsech podezieljch bodech.
Nejmensi z nich je globdlnim minimem funkce f(x,y, z) na mnoziné M, nejvétsi

potom globalnim maximem funkce f(x,y, z) na mnoziné M.
£(0,0,0) = —5
f(=5,0,0) = £(5,0,0) = e** — 6
£(0,—5,0) = £(0,5,0) = 20

27



£(0,0,—5) = £(0,0,5) = 70

V bodé [0,0,0] se nachézi globalni minimum funkce f(z,y,z) na mnoziné M,
v bodech [-5,0,0] a [5,0,0] se nachéazi globalni maximum f(z,y, 2) na mnoziné

M.
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3 Aplikace v ekonomii

Tato kapitola bude vénovana aplikacim extrému funkci vice proménnych v eko-
nomii, tedy ekonomické optimalizaci. Jestlize hleddme optimum trzniho subjektu,
zjistujeme hodnoty nezavisle proménnych, pii kterych dany trzni subjekt maxi-
malizuje nebo minimalizuje svoji cilovou funkci. Nejprve stru¢né zminime nékteré
dtlezité ekonomické pojmy.

Zakladni ekonomické pojmy byly pfevzaty prevazné z [5], [8] a [9]. Podrobnéjsi
informace o vyuziti extrémi funkci vice proménnych v ekonomii lze nalézt napf.

v [4], [6] nebo [7].

3.1 Zakladni pojmy

Nabidkou (S) rozumime souhrn vSech zamyslenych prodeji, se kterymi pficha-
zeji vyrobci na trh. Nabidka vyjadiuje funkéni vztah mezi mnozstvim vyrabéné
produkce (Q) a cenou (P), za kterou jsou nabizejici ochotni prodat.

Poptdvka (D) je souhrn vSech zamyslenych koupi na trhu. Také poptéavka ma
dvé proménné - poptavané mnozstvi zbozi, které chtéji kupujici v rdmci svého
rozpoctového omezeni ziskat, a ceny, za kterou je chtéji ziskat.

Celkovy uzitek (TU) definujeme jako celkovou troven uspokojeni dané po-
tfeby. Uroveti uspokojeni je pfimo zavisl4 na objemu spotiebovavaného vyrobku,
dale uspokojeni ovliviiuje naptiklad kvalita statku.

Mezni uzitek (MU) vyjadiuje, o kolik se zvysi celkovy uzitek, jestlize mnozstvi

spotfebovavaného statku vzroste o jednotku. Plati

ATU
MU - A—Q.

Za optimum spotrebitele povazujeme situaci, kdy spottfebitel nakoupi opti-
malni mnozstvi vyrobku, tj. pokud plati:
MU = P.

Celkovymi ndklady (TC) nazyvame veskeré penézni vydaje spojené s vyrobou
a realizaci produkce. Celkové naklady se skladaji z fiznich ndkladi (FC) —néklady,
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které se neméni s rozsahem produkce a z variabilnich ndkladi (VC) — takové
naklady, které rostou se zvysujicim se objemem vyroby.
Dalsim dtlezitym pojmem jsou naklady na jednotku produkce, tzv. primernée

ndklady (AC). Vypoéteme je jako

TC
AC = —.
Q

Meznimi ndklady (MC) rozumime naklady potfebné k rozsifeni objemu vy-

roby o jednotku produkce a plati

ATC
MC = A0

Celkovy prijem (TR) je celkova ¢astka, kterou firma ziskd prodejem své pro-
dukce,
TR=P-Q.

Prameérny prijem (AR) neboli pfijem na jednotku produkce vypocitame z na-

sledujiciho vztahu

TR
AR = —, tedy AR = P.
Q
Zménu celkového piijmu, ktera je zptisobena jednotkovou zménou vyrobeného

mnozstvi produkce, oznacujeme jako mezni prijem (MR),

ATR
MR - E.

Hospodarsky vysledek dostaneme jako rozdil mezi celkovymi piijmy a celko-
vymi naklady. Pokud jsou celkové prijmy vétsi nez celkové naklady, mluvime
o zisku (7). V opa¢ném piipadé je hospodarskym vysledkem ztrdta.

Optimum firmy nastava, pokud jiz neni mozné zménou objemu produkce zvy-
sit zisk, tj. pokud plati

MR = MC.
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Pti vyrobé ekonomickych statki vyuziva ¢lovek nékolik vgrobnich faktori (F).
Zakladnimi vyrobnimi faktory jsou prace (L), pida (A) a kapital (K).

Nyni se dostavame k pojmu celkovy produkt (TP), ktery udava celkovy objem
produkce vyrobeny urcitym mnozstvim vstupu.

Prameérny produkt (AP) vyjadiuje objem produkce pfipadajici na jednotku

vstupu. Vypocita se z nasledujicitho vztahu

TP
AP = —.
F

Zména objemu produkce vyvoland zménou mnozstvi vstupu o jednotku, se na-

zyva mezni produkt (MP). Plati

_ATP

MP .
AF

Trzni konkurence je proces, ve kterém se stietavajl zajmy ruznych subjektt
trhu. Rozlisujeme konkurenci mezi nabidkou a poptéavkou, konkurenci na strané
poptavky a konkurenci na strané nabidky. My se zaméfime na posledni zminénou.
Z hlediska postaveni, jaké maji vyrobci na trhu rozliSujeme konkurenci dokonalou

a nedokonalou.

3.2 Maximalizace zisku firmy v podminkach dokonalé kon-
kurence

Dokonala konkurence je povazovana za jeden z nejpropracované€jsich a nej-
starsich modeli trznich struktur. V modelu dokonalé konkurence plati nasledujici

predpoklady:

e V odvétvi existuje velké mnozstvi subjektl, pficemz zadny z nich nemé

natolik vysadni postaveni, aby byl schopen ovlivnit trzni cenu vyrobku.
e Produkce odvétvi je homogenni.

e Firmy maji volny vstup do odvétvi i vystup z néj.
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e Existuje stejnd mira informovanosti o cendch a mnozstvi produkce pro

vSechny subjekty na trhu.
e Firmy usiluji o maximalizaci zisku, spotfebitelé o maximalizaci uzitku.

Tyto predpoklady jsou tak silné, Ze jich neni mozné v praxi dosdhnout — dokonala
konkurence je teoreticky model. Nejvice se modelu dokonalé konkurence podobaji
trhy nékterych zemédélskych plodin.

Jak jiz bylo napsano vyse, na dokonale konkuren¢nim trhu pisobi mnoho vy-
robcti i kupujicich. Trzni cena vyrobku se zméni pouze za situace, kdy se méni
cena vSech ostatnich produktt na trhu. Dokonale konkurencni firma byva z toho
diivodu ¢asto oznacovana jako tzv. price taker. Rikame, ze poptavka po produkci
firmy je dokonale elasticka. Cena se tedy v piipadé dokonale konkurencéni firmy
stava konstantou. Celkové prijmy firmy jsou proto zavislé pouze na objemu vyro-
bené produkce a to pfimo tmérné. Stejné jako cena jsou konstantni také primeérné
prijmy, které se déale rovnaji meznim nakladim. Obecnou podminku rovnovahy

firmy MR = MC lze tedy pro dokonale konkuren¢ni firma napsat jako
MC = P.

Aby dokonale konkurencni firma dosahovala co nejvyssiho zisku, musi spravné
zvolit velikost vstupd i vystupti. Pfipomenme, Ze cena je v pfipadé dokonalé
konkurence konstantou a celkové prijmy jsou zavislé pouze na objemu vyrobené

produkce. Ekonomicky zisk miizeme vyjadrit takto

(Q) = TR(Q) - TC(Q).

Ekonomicky zisk firmy bude maximalni pii vyrobé takového objemu produkce,
kdy dodatecny prirtstek vystupu nepovede ke zméné dodatecného zisku. Mate-
maticky Feeno — nutnou podminkou optimalniho vystupu (tj. takového vystupu,
pii kterém firma maximalizuje zisk), je poloZeni prvni derivace funkce zisku rovnu

nule
om
@ =0.
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Protoze
or B OT'R 0TC

3G 000G
plati pfi maximalnim zisku
JOI'R O0TC

Tuto nutnou podminku lze slovné popsat takto: aby firma maximalizovala sviij
zisk, musi zvolit takovy vystup, aby se pfi jeho vyrobé rovnaly mezni piijmy mez-
nim nakladim, a v pfipadé dokonalé konkurence také cené. Nesmime zapomenout
definovat postacujici podminku optiméalniho vystupu firmy, tou je zaporna hod-
nota druhé derivace funkce zisku.

Zminéné vztahy plati také v ptripadeé, ze firma produkuje n kust vyrobku, tj.

nutné podminky pro maximalizaci zisku jsou:
T, =0, prokazdé i =1,2,... n.

Priklad 3.1. Dokonale konkurené¢ni firma produkuje zbozi GG1, G5 a G3. Ceny
vyrobkl jsou P, = 400 K¢, P, = 1000 K¢ a P; = 1200 K¢. Funkce celkovych
nakladf je ddna vztahem T'C(Q1,Q2, Q3) = 2Q? + 3Q% + Q32 + 2Q,Q5. Vypo-
Citejte maximalni zisk a najdéte mnozstvi vyrobki QF, Q)5 a Q%, pii kterych je
maximalniho zisku dosazeno.

Ekonomicky zisk je definovan jako rozdil mezi celkovymi piijmy a celkovymi
naklady:

T(Q1, Q2,Q3) = TR(Q1, Q2, Q3) — TC(Q1, Q2,Q3).

Pro celkové prijmy v dokonalé konkurenci plati:

TR(Q1,Q2,Q3) = PiQ1 + P2Q2 + P3Qs.

Dosadime-li do funkce zisku, dostavame:

T(Q1,Q2, Q3) = P1Q1 + P2Q2 + P3Q3 — 2@% - 3@% - Q?, — 2Q1Q>.

33



Do rovnice zisku zbyva doplnit znamé ceny jednotlivych vyrobkt

T(Q1, Qa, Q3) = 400Q; + 1000Q2 + 1200Q; — 2QF — 3Q3 — Q3 — 2Q1Qo.

Nyni vypocteme parcialni derivace funkce 7 podle vSech proménnych a polozime

je rovny nule

T, = 400 — 4Q; — 2Q5 = 0
T, = 1000 — 6Q2 — 2Q; =0

T, = 1200 — 2Q5 = 0.

Soustavu rovnic pomoci jednoduchych tprav vyfresime a ziskame nasledujici hod-
noty:
Q7] =20, Q3=160, Q3= 600.

Abychom ovérili, ze se skuteéné jedna o maximum funkce zisku, vypocitame také
veskeré druhé parcialni derivace. Tyto derivace dosadime do Hessovy matice a vy-

pocteme jednotlivé subdeterminanty:

— —
Dl — 7TQ1,Q1 — _4 < 0,

7T” 7.(.// —4 —92
Dy = 91Q1Wg1Q2 =|_9 ¢ =20 >0,
Q2,01 TQ2,Q>
" " "
7T§/217Q1 7T§/21,Q2 Wf/?l,Q:% —4-20
D3 = 71-92,@1 71-92,@2 Wgz,QS =|-2-60)=-40<0.
Q3,01 TQ5,Q2 TQ3,Q3 0 0 -2

Z toho plyne, Ze zisk firmy bude maximalni pti produkci 20 jednotek G, 160 jed-
notek G5 a 600 jednotek vyrobku Gf.
Vysi optimalniho zisku uréime, pokud do funkce m dosadime spoc¢tend mnoz-

stvi Q7 = 20, Q5 = 160 a Q3 = 600. Ziskdme

7(20, 160, 600) = 400 - 20 + 1000 - 160 + 1200 - 600 — 2 - 20*> — 3 - 160* — 600* —
—2-20-160 = 444000 K¢.
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3.3 Maximalizace zisku firmy v podminkach nedokonalé
konkurence

Model dokonalé konkurence, kterym jsme se dosud zabyvali, se pouziva k vy-
svétleni zakladnich souvislosti fungovani firmy v idedlnich podminkach. Realny
ekonomicky svét je vSak od tohoto modelu vice ¢i méné vzdéalen — prevlada v ném
tzv. nedokonald konkurence. Za hlavni rys nedokonalé konkurence povazujeme
skutecnost, ze v odvétvi existuje alespon jeden vyrobce, ktery mize do jisté miry
ovlivnit cenu své produkce.
dokonalého. Nedokonale konkurenc¢ni firma rozhoduje nejen o optimalnim roz-
sahu produkce, ale také o cené své produkce. Presto muzeme pfi hledani optima
v nedokonalé konkurenci vyuzit néktera tvrzeni, ktera jsme uvedli jiz v predchozi
podkapitole.

Zisk v podminkach nedokonalé konkurence je opét optimalni pti takovém ob-
jemu produkce, pfi kterém se rovnaji mezni pfijmy meznim nakladiim. Naklady
neovliviiuje charakter konkurence. Avsak ptijmy firmy zavisi na typu konkurence.
Jak bylo uvedeno vyse, vyrobce v nedokonalé konkurenci je schopen urcit cenu
produkce. Ptitom plati, Ze cena se s rtstem objemu produkce snizuje. Nejprve
celkovy prijem s mirnym poklesem ceny roste, jakmile dosdhnou celkové ptijmy
bodu maxima, klesaji spolecné s cenou také celkové piijmy firmy. Dalsi rozdil
mezi dokonale a nedokonale konkurenc¢ni firmou najdeme pii analyze meznich
a prumeérnych piijmt. Kifivky meznich i pramérnych piijmu jsou klesajici, coz je
dano klesajici individualni poptavkovou kiivkou. Kfivka meznich pfijmi neni
tentokrat shodné s k¥ivkou primeérnych prijmi, klesa rychleji. V nedokonalé kon-

kurenci tedy plati, ze mezni pfijem musi byt nizsi nez cena, t;j.
MR < P.

Rozlisujeme tii zadkladni formy nedokonalé konkurence — monopol, oligopol
a monopolistickou konkurenci. Kazda z téchto forem ma sva specifika, proto

se jimi budeme s vyjimkou monopolistické konkurence zabyvat jednotlivé.
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3.3.1 Monopol

Monopol predstavuje pravy opak dokonalé konkurence. Zatimco v podmin-
kach dokonalé konkurence vystupuje velky pocet firem, které nabizeji totozné
produkty, pro monopolni trh je typicka existence jediného nabizejiciho v odvétvi.
Tento jediny nabizejici pfitom vyrabi produkt, ke kterému nejsou blizké substi-
tuty - monopolista tedy nema konkurenci. Z tohoto diivodu si miize firma piisobici
v podminkach monopolu stanovit cenu své produkce, je pfitom limitovana pouze
koupéschopnosti spotiebitelt.

Pfi hledani maximalniho zisku monopolu vychézime opét z obecné podminky
MR = MC.

Firma ale vyuziva své vysadni postaveni na trhu a snazi se prodat za co nej-
vyssi cenu. Proto si stanovi cenu vyssi, nez jsou mezni naklady. V podminkach
monopolu tedy plati:

P> MC.

Maximalizaci zisku firmy v podminkach monopolu budeme ilustrovat nésle-

dujicim ptikladem.

Priklad 3.2. Monopolista prodava dva druhy zbozi G; a Gy s linearnimi po-
ptavkovymi funkcemi @)1 = 1000 — 2P, + P, a (3 = 800 + P, — 2P,, kde P,
je cena zbozi G a P, je cena zbozi G9. Funkce celkovych nakladi je dana vzta-
hem TC(Q1,Q2) = Q? + 2Q1Q> + Q3% Vypoditejte maximalni zisk firmy, déle
optimalni mnozstvi produkce obou vyrobkt a ceny, pti kterych bude maximal-
niho zisku dosazeno.

Nejprve si vyjadiime poptavkové funkce v inverzni podobé, kde ceny P; a P,
bereme jako neznamé, veliciny ()1 a ()2 povazujeme za parametry. Ziskame novou
soustavu rovnic

2P, — P, = 1000 — Q4

— P + 2P, = 800 — Qs.
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Tuto soustavu lze maticové zapsat takto
2 =1||P~ | _ |1000 -
-1 2 Py | | 800—-Qy |’
Nyni aplikujeme Cramerovo pravidlo, ziskavame

-2 — Q2 + 2800

Plz 3

—2@)2 — Q1 + 2600

PQI 3

Jak jiz bylo nékolikrat zminéno, ekonomicky zisk vypocitame nasledujicim zpt-

sobem:

T(Q1,Q2) = TR(Q1,Q2) — TC(Q1,Q2).

Pro funkci zisku tedy plati
m(Q1,Q2) = PLQ1 + PyQ2 — QF — 2Q1Q- — Q3,

dale

(1. 0y) = (—2Q1 —Q2+2800) 01+ (—2622 — Q1 +2600) 0r— Q7 —

3 3

—201Q> — Q3.
Jednoduchymi tpravami funkce zisku dostaneme:

5 o D 2800 2600

m(Q1, Q2) = —ng - BQ Q1Q2 —— Q1+ —Q2

Analogicky, jako u dokonalé konkurence, chceme-li maximalizovat funkci zisku

m(Q1, Q2), spocteme parcidlni derivace této funkce a polozime je rovny nule

2800

7TQ1 Ql - —Q2 3 0
10 2600
/
= — — =0.
TQ, 3 — Q2 — Ql 3
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Vzniklou soustavu dvou rovnic o dvou neznamych vytesime a ziskdme optimalni

mnozstvi produkce

Q1=200 a Q= 100.

Zbyva ovérit, zda se skutecné jedna o maximum funkce zisku. Vypocitame také
vSechny druhé parcialni derivace. Spoc¢tené parcialni derivace doplnime do Hes-

sovy matice a uréime veskeré subdeterminanty:

10
" o
Di=mg,q, = —5 <0,
! ! 10 _ 8
Dy = %21621 §/21Qz — _g _i =4 >0.
TQ2Q1 TQ2Q2 3 3

Z vypoctenych subdeterminantii je zfejmé, ze pii vyrobé 200 jednotek zbozi G
a 100 jednotek zbozi GGy bude zisk firmy maximalni.
Nyni dosadime optimalni mnozstvi produkce Q7 a )5 do lineadrnich poptav-

kovych funkci, které byly zadany. Ziskame

Vysi maximalniho zisku vypocitame, pokud do funkce zisku dosadime spoc-

tena optimalni mnozstvi Q7 = 200, Q3 = 100 a také ceny P = @ a Py = % :

2300 2200 410000
7(200,100) = —3— 200+ ——-100 - 200 — 2 - 20000 — 100% = T

= 136666, 7 K¢.

3.3.2 Oligopol

Oligopol je takova trzni situace, kdy v daném odvétvi existuje pouze nékolik
vyrobnich firem, které nabizeji zpravidla diferencovany produkt. Kazdy z nabize-
jicich mé pfitom natolik silné postaveni, ze si miize stanovit cenu vyssi nez jsou
mezni naklady. Déle existuji bariéry vstupu do odvétvi znemoznujici ptichod
novych vyrobcti. Oligopolni strukturu povazujeme za v praxi se nejcastéji vysky-
tujici trzni uspotradani.
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Vzhledem k tomu, ze kazda z firem vyrabi znacnou c¢ast produkce odvétvi,
vyznacuje se chovani firem v oligopolu vzajemnou zavislosti. Kazdy vyrobce musi
brat na védomi vliv svych rozhodnuti na ostatni firmy, a také jejich mozné reakce.
Zejména tato vzajemna zavislost ndm komplikuje urceni rovnovazného mnozstvi
produkce a tedy i maximéalniho zisku.

Podobné jako v predchozich podkapitolach, jestlize v odvétvi ptisobi n firem,

pak pro jejich zisky 7; plati:
m = TR;(Q;) —TC;(Q;), prokazdé i =1,2,...,n.

Nasi pozornost dale zamérime na modely duopolu. Duopol je oligopol s dvéma
firmami a obvykle je model duopolu vyraznym zjednodusenim realné situace.

Ekonomicka teorie zna celou fadu modeltt duopolu: model mnozstevniho kar-
telu, model cenového kartelu, model cenového viidce, Cournottiv model, Stackel-
bergiv model a Bertrandiv model (viz. napf. [9]). V dalsim textu se budeme

vénovat Cournotovu modelu.

Cournotiv model

Cournotiiv® model duopolu se opira o predpoklad, Ze v odvétvi nabizi svoji
produkci pouze dvé stejné silné firmy. Obé firmy pfitom produkuji homogenni vy-
robek, maji totozné nakladové ktivky a také znaji svoji trzni poptavkovou krivku.
V Cournotové modelu se dale predpoklada, ze kazda z firem poklada vystup kon-
kurecni firmy za konstantni. D& se tedy fici — pokud i-t4 firma urcuje zménu
velikosti vlastni produkce, spoléhd na to, ze j-ta firma nebude na tuto zménu
vystupu odpovidat zménou svého vystupu. Zaroven i-ta firma bere na védomi,
Ze méni-li sva rozhodnuti o velikosti vystupu, znaci to soucasné zménu ceny.

Vsimnéme si nyni chovani prvni firmy ptisobici v podminkach duopolu. Jestlize
se tato firma rozhoduje o velikosti svého vystupu ()1, pak predpoklada, ze druhé
firma vyprodukuje vystup o velikosti ). Celkovy vystup duopolu proto lze na-
psat jako

Q= Q1+ Q2.

6 Antoine Augustin Cournout (1801-1877), francouzsky ekonom, matematik a filozof
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Za zékladni myslenku Cournotova modelu pokladame fakt, ze trzni cena vyrobku

je zavisla na celkovém vykonu obou firem, tedy plati:

P(Q) = P(Q1 + Q2).

Funkce zisku prvni firmy mtize byt formulovana jako

™ = TR(Ql) - TC(Ql),

neboli
m = P(Q) - Q1 —TC(Q1).

Za nastroj Cournotova modelu byvaji oznacovany tzv. reakéni kiivky. Reakéni
krivka ptitom definuje vystup prvni firmy jako funkce vystupu druhé firmy v pod-
minkéch duopolu. Pojem reakéni kiivka zavadime, protoze pro rtizné konstantni
urovné vystupu prvni firmy existuji rizné vystupy druhé firmy. Tento vztah lze

napsat takto
Q2 = fo(Qn).

Reakéni ktivka druhé firmy by se zapsala analogicky.
V priseciku reakénich kiivek nastava tzv. Cournotova rovnovéha. Tato rov-

novaha vznika, pokud jsou vystupy obou firem optiméalni, tj.

Q1 = f1(Q3) azdroven Q5= fo(Q7).

Z vyse uvedeného vyplyva, ze obé firmy maximalizuji své zisky v bodé

(@1, Q3).

Tento model je za danych predpokladi smysluplny i v jinych typech oligopolu,
protoze se s existenci vétsiho poc¢tu firem neméni jeho podstata.

Postup maximalizace zisku v podminkéach duopolu si ukdZzeme na nasledujicim
prikladu. V tomto prikladu neni vztah mezi poptavanym mnozstvim a mnozstvim
produkce linearni, jak je tomu v klasickém Cournotové modelu duopolu, ale kva-

draticky.
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Priklad 3.3. Predpokladejme, Ze existuji pouze dvé firmy vyrabéjici luxusni me-
trazové koberce a ze denni trzni poptavkova kiivka méa tvar P = 100 — 2Q?,
kde P je v Eurech a () v metrech. Produkce téchto firem tvofi celkovy vystup od-
vétvi, tedy plati QQ = Q1 + @)2. Zname také funkce nakladi obou firem, které jsou
dény nasledujicimi vztahy TC(Q1) = 2Q; a TC(Q2) = 2Q)5. Vypocltéte optimalni
mnozstvi produkce obou firem, dale rovnovaznou cenu produkce, maximalni zisk
jednotlivych firem a také celého odvétvi.

Nejdiiv do poptavkové funkce dosadime za () a upravime
P(Q) =100 — 2Q* = 100 — 2(Q1 + @2)* = 100 — 2Q7 — 4Q1 Q2 — 2Q3.
Zisk prvni firmy potom bude roven
m(Q1) = TR(Q1) —TC(G1) = P(Q) - Q1 = TC(Q1) =
= 98Q1 — 2Q7 — 4Q7Qx — 2Q5Q1.

Nutnou podminku maximalizace zisku pro prvni firmu ziskame, pokud zderivu-

jeme jeji funkci zisku podle proménné ()1, a tuto derivaci polozime rovnu nule:

T = —6Q% — 8Q1Qs — 2Q2 + 98 = 0.

Reseni této kvadratické rovnice s parametrem, kde parametr je ()2, maji nasle-

dujici tvar

8@y % \/64Q% +24(—2Q3 + 98)  2Q, £ /Q3 + 147

@ —12 —3

Nalezli jsme tedy dva stacionarni body:
» 2 Q3 + 147 . 2 Q3 + 147
Qi =—702+—7— a Qg = —5Qs — ——F—.
3 3 3 3
Pomoci logické tvahy se stacionarnim bodem ()7, jiz dale nezabyvame, jelikoz
nelze vyrabét zaporné mnozstvi produkce.
Nyni se vratime k funkci zisku druhého vyrobce, obdobné jako v predchozim

pripadé plati
Ta(Q2) = TR(Q2) — TC(Q2) = P(Q) - Q2 — TC(Q2)

= 98Q2 — 2Q3 — 4Q1Q5 — 2Q7Qs.
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Také v tomto pripadé funkci zisku zderivujeme, tentokrat podle proménné @)s,

a derivaci polozime rovnu nule

T = —6Q35 — 8Q1Q> — 2Q7 + 98 0.

Do této rovnice dosadime za hodnotu (); ndmi nalezenou optimalni hodnotu Q7

602 50,. (—2Q2+ \3/Q§+147> . (—2Q2+ \3/Q§+147>2+98:0‘

Umocnénim, naslednym roznasobenim zévorek a vytykanim dostavame

16 2 8 8 8 196
2 —64+—=——2—=)+/Q%2+147- (-2 = =0
Q5 ( +3 979 +1/Q5 + 3Q2+9Q2 + 3 :
16 , [ .o (16 196
196 16 , [ .- (16

Rovnici umocnime, po dalsich tpravach obdrzime

Opét jsme nasli dva stacionarni body

L TV2 " V2
Q5 = 4 a Q5 = — 1

Jak jiz bylo vySe zminéno, v ivahu bereme pouze kladny stacionarni bod Q3,. Op-
timalni vysi denni produkee zjistime, pokud dosadime vypoctené @05, za hodnotu
()2 do diive vyjadfené rovnice (7, tj.

2 72 OPP T

Gn=-37y 3

Po tpravé ziskame



Je evidentni, ze optimalni mnozstvi produkce obou firem se rovna.

Celkovy optimélni denni vystup odvétvi se jednoduse vypocita jako

Q*:QT1+Q§1:7—\/§

=495 m

Chceme-li vypocitat rovnovaznou cenu, dosadime vypoctenou hodnotu @Q*

do produkéni funkce
W2\
P(Q*)=100—2- (T) =100 —2-24,5=51 EUR.

7v8

Maximalni denni zisk prvni firmy bude pro optimalni vystup ~¢= m kobercii

a cenu 51 EUR roven

V2 0O o0 _ 343V2
m (T) = P(Q") - Q1 — 201, = 4 121,27 EUR.

Stejny maximalni zisk bychom dostali i pro druhého vyrobce.
Zbyva dopocitat celkovy zisk odvétvi jako soucet maximalniho zisku obou
firem

3.4 Maximalizace uzitku spotrebitele

Jednim z odvétvi ekonomie, v némz se vyuzivaji vazané extrémy, je maxi-
malizace uzitku spotiebitele. V této kapitole si maximalizaci uzitku ilustrujeme
na jednoduchém modelu; podrobnéjsi informace o této problematice lze nalézt
napi. v [1] nebo [6].

Predpokladejme, ze méa spotiebitel uzitek ze spotieby kose statkti x a z uzivani
si volného Casu z. Jeho uzitkovou funkci u lze tedy zapsat ve tvaru u = u(z, 2).
Protoze spotfebitel nemiize utratit neomezené mnozstvi penéz a je rovnéz limi-

tovan casem, ktery ma k dispozici, je omezen prostiednictvim nasledujicich dvou

podminek:
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1. M =wy+ M,

kde M je celkovy penézni prijem, w je mzdova hodinova sazba, y je pocet
odpracovanych hodin a M je nepracovni pifjem (z akcii, obligaci, vlddnich
transferti atd.). Pro jednoduchost predpokladejme, Ze spotiebitel nespoii

ani nesplaci zadné pujcky.
2. T=y+ z.

Druhé omezeni znamena, ze ma spotifebitel pro danou ¢asovou peridodu
k dispozici ¢asovy fond o velikosti T', ktery rozdéluje mezi praci y a volny

cas z.

Priiklad 3.4. Predpokladejme, Ze uzitkova funkce u(x,y) = 17lnz — 141Iny,
kde z je mnozstvi spotiebovavaného statku a y je pocet odpracovanych hodin.
Spotiebitel ma denné k dispozici ¢asovy fond 16 hodin, ktery se sklada z casu
straveného v praci y a z volného c¢asu z. Plati tedy 16 = y+ z. Cena komodity, jiz
chce spottebitel nakupovat, je 50 K¢. Spotiebitel pobirda hodinou mzdu ve vysi
100 K¢ a méa dale nepracovni diichod z pronajmu bytu ve vysi 200 K¢ na den. Vy-
poctéte, kolik komodity musi spotfebitel koupit, aby maximalizoval sviij uzitek,
a také jak se jeho casovy fond rozdé€li mezi ¢as v praci a volny cas.

Jak jiz bylo uvedeno v Kapitole 2.2, vazané lokalni extrémy lze nalézt dvéema
zpusoby - pfimym dosazenim nebo Lagrangeovou metodou. V tomto ptikladu
vyuzijeme jednodussi z metod, tedy metodu piimého dosazeni.

Nejdiive si sestavime vazebnou podminku
50z = 100y + 200,
z ni posléze jednoduse vyjadiime proménnou z :
r=2y+4.
Nyni dosadime do uzitkové funkce
w2y +4,y) =U(y) =17In(2y +4) — 141ny.
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Funkei U(y) zderivujeme, derivaci polozime rovnu nule a vyfesime

oMM,
y+2 oy
Snadnymi Gpravami ziskdme
28
=—=09,3.
Y 3 )

Zpétné dosadime vypoctenou hodnotu y do rovnice x = 2y + 4 a dostavame

68
= — =227
x 3 ,

Zbyva pouze zjistit, kolik volného ¢asu bude mit spotiebitel k dispozici, coz jed-

noduse spocteme z rovnice 16 =y + 2 :

= —=6,7.
r=3 ,

Chce-li spotfebitel maximalizovat sviij uzitek, musi nakoupit 22,7 jednotek

statku a pracovat 9,3 hodiny denné. Volného ¢asu bude mit 6,7 hodin denné.
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Zavér

V bakalarské praci jsem popsala postup hledani extrémi funkci vice promén-
nych, ktery jsem ilustrovala na piikladech. Protoze je problematika ekonomické
optimalizace pomérné Siroké téma, bylo by prakticky nemozné dodrzet doporu-
¢eny rozsah prace a zaroven se vénovat obéma typtm optimalizace a vSem existu-
jicim aplikacim. Z tohoto dtivodu jsem se v ekonomické ¢asti vénovala ¢tyfem vy-
branym maximalizacnim aplikacim. Priklady, které jsem v praktické ¢asti uvedla,
jsou samoziejmeé urcitym zjednodusenim realné situace. Maximalizace zisku firmy
je ve skutecném svété ovlivnéna nejen typem konkurence, ale i kvalitou vyrobki,
technickym pokrokem nebo reklamou. Maximalizace uzitku je také v redlu mno-
hem komplikovanéjsi: spottebitel neptisobi na daném trhu zbozi a sluzeb sam,
nenakupuje jedinou komoditu, atd. Zpiisob feSeni téchto obtiznéjsich pripadi
vsak zlstava stejny.

Jednou z prekazek, kterou jsem musela pii psani prace prekonat, bylo tzv.
zobecnovani definic a vét pro funkce n proménnych. Ve vétsiné pripadt jsou
v literatufe definovany pojmy pouze pro dvé nebo tii proménné.

Pti vytvareni této prace jsem si vyzkousela praci s cizojazyénymi odbornymi
texty, naucila se vice o extrémech a jejich aplikacich, a zdokonalila jsem se v po-

uzivani programu TEX.
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