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Anotace:

V praci je gedlozen popis konstrukce Riemannovétaho integralu vetrg nékterych
jeho zékladnich vlastnosti. Na konkrétni@$enych Ulohach jsou pak ukédzany jeho

geometrické aplikace.

In the thesis a describtion of the constructionRmann’s integral is submitted,
including some of its basic features. Its geomedpplications are shown in concrete

solved problems.
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1 TEORIE URCITEHO (RIEMANNOVA)
INTEGRALU

1.1 UVOD

K pojmu ugitého integralu byli matematikovéripedeni — mimo jiné — take
geometrickym problémem, totiz otazkou po plosSnéiemirovinnych obat.
V elementarni geometrii se definuje plosna velikosboli obsah trojuhelnik (jako
polovina sodinu zakladny a vySky) a dale ploSna velikost nelbbisah obar, jez se
daji rozlozit na koneny patet trojuhelniki, tj. ploSna velikost mnohouhelriikVznika
otazka, jakym zfisobem je vhodné definovat obsah dbabecrjSich, které nelze

rozlozit na koneny paset trojuhelniki.

Existujetada definic integralu, které pro rozuénse chovajici funkce vedou ke
stejnym vysledikm. Z nich nejdlezit¢jSi jsou Riemaniiv integral, Newtofiv a
Lebesguaév integral. Riemaniv integral navrhnul Bernard Riemann v roce 1854oa $
o prvni definici integralu odpovidajici dnesSningiftkim. Lebesguév integral vytvdil
Henri Lebesgue.

Lebesguév integrdl oznéuje v matematice definici &itého integralu,
zaloZenou na teorii miry, konkréttev. Lebesgueovy miry.

Lebesguév integral a dalSi, jeStpokratilejSi integraly, nafiklad integral
Kurzweilliv, umoziuji integrovat SirSiitdy funkci, plati pro & silngjSi verze mnoha
tvrzeni a skytaji i mnoho dalSich vyhod.

Newtoniv integral gedstavuje definici itého integralu, ktera je zaloZena na
existenci primitivni funkce. Newtonova definice séiva pouze pro nejjednodussi
integraly. Postuphbyla nahrazena pokgitejSimi definicemi, jako nap Riemannovou
nebo Lebesgueovou.

Newtoniv i Riemanriv integral byly definovany na uzgéeném intervalu, rozdil

je ten, Ze Newtaiv integral je definovan pro funkce majici na tormtervalu funkci



primitivni, zatimco Riemantv integral je definovan pro funkce na tomto intduva

omezené.

1.2 G. F. B. RIEMANN

Georg Fridrich Bernard Riemann se narodil 17. 92618
v Breselenzu v Bimecku. Rodie mu pgedtasr® zenieli na

tuberkul6zu a postugma tuto nemoc umirali i jeho sourozenci.

Mlady nadany Riemann tusil, Ze tot&ka i na &j. OdeSel

na studia do Berlina a poté do Gottingenu, kdgdh profesorem

matematiky Karl Gauss.

Osud mu dofal jen 15 let prace. Své mysSlenky vylozil v konknirpiednaSce,
kterou pronesl v roce 1854 v séle gottingenskéarmity. AZ dosud se neeuklidovska
geometrie zabyvala jen Zi@kenou dvourozrérnou plochou. Riemann ukazal, Ze
stejnym zisobem Ize studovat zakené prostory o jakémkoliv @tu roznera.
Riemannova teorie byla nesmirgirokd a komplexni. VSechny dosavadni geometrie,
Euklidova i Gaussova, Lobavského a Bolyaie, byly jen diii pripady Riemannovy
geometrie. Vjeho teorii mohl byt prostor ngnejSim zpisobem zkrouceny,
zdeformovany, mohl mituznou Kivost v iznych bodech, mohl byt souvisly i
dérovany, mohl mit libovolny peet rozrméri. Rikad se, ze kdyz starnouci ,kral
matematik” Gauss pednasku svého byvalého Zaka vyslechl, jegkgnlstal a beze
slova vy3el ze salu. K tomu, co Bernard Riemanraddak nebylo uz co dodat.

V roce 1859 byl Riemann jmenovan na goéttingengki@enzitt profesorem. O
tii roky pozdji se ozenil a dékal se narozeni dite, mnohatasu na rodinné radosti mu
uz ale nezbyvalo. Kili zhorSujicimu se zdravi pobyval hlavme slunné Italii a snaZil
se je& stihnout posledni prace na velké fyzikalni teokiera ngla poskytnout
sjednoceny popis elektromagnetismugtieva gravitace.

Riemann se jeStiednou nakratko vratii do Goéttingenu a potonvgdal zgt
do Italie. Mezitim vypukla prusko-rakouska valkaedeznice nefungovala. Riemann Sel
peSky, ale cesta byla ¥grpavajici a na kraji Italie 20. 7. 1868 zein



1.2 CO JE TODX?

Riemaniiv integral je zaloZzen na aproximaci pomoci obdéiniRokud je
funkce Riemannovsky integrovatelna, pak je pro wgwalUzké obdélniky chyba
aproximace tégt nulova. Jaky je nejuzsi mozny obdélnik? Tato ciamma odpad’,
protoZe tlougku lIze udlat libovolre malou, v limitnim pipact dostaneme obdélnik
nulové Siky, coz uz wibec neni obdélnik.

Ted’ uvedeme diferencidlx, coz je nekonaé maly kousek osy (ale jeho délka
piesto neni nulova). Sami@gmeé takova ¥c vibec neexistuje, krasa této myslenky je
se i premysSleni o matematickych myslenkach pouzixéak ¢asto vypadaji mnohem
prirozergji a jednoduseji. To je také&wlod, pra@ vétSina matematik i kdyz dolse vi, ze
zadné nekormé malé kousky osy neexistuji, stejfipouziva pojmudx pii premysleni
nad problémy. Samégjme, kdyz tak pijdou k n§jakému zagru, tak to musi byt
korektre zkontrolovdno a dok&zano. Mydteaplikujeme pistup pomocidx na utity
integral.

Protozedx je nekonéné malé, kazdy obdélnik bude SirSi nez obdélnikysix.
Obdélnik sikky dx je tedy nejuzSi obdélnik a, jinymi slovy aproximabede
zanedbatelnd. Kazdy kousek grafu funkce Sice dx je tak maly, Ze riZzeme
piedpokladat,Ze je to kousekimky. Oblast pod timto kouskem je tedy lickdbik.
Jeho obsah se sfita vynasobenim zakladrmyx a vyskou mifenou uprosed, coz je
f(x). Abychom ziskali celkovy obsah, jednodus&esme obsahy vSech lich&miki:

(aabjsou krajni body intervalu na ogg

x=b
A=) f(x)dx

Tato suma samégjmé nema smysl. Kdyz roztime oblast pod grafem na pruhy
o nekonéné malé Sifce, kolik jich bude? Nekokaé mnoho. A nejen to, licha&inika je
dokonce nesg@tné mnoho a proto nevime, jak vlastgtitat vSechny jejich obsahy, my
umime gitat jen konéné¢ mnohoc¢i spatetne mnohocisel. A tak nahradime suwrd

znaménko znameénkem integralnim:



A:T f (X)dx

Toto odvozeni nebylo korektni, nicmétento zfisob gemysleni je firozeny a

dohie funguje. Pokud si zvykneme da coby nekonéné maly kousek os¥, spousta
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jako ryze symbolické oziani bez dalSiho vyznamu.

1.3 NAZORNE VYSVETLENI

S:{(x, y)OR,x0(ah) 0 y< f(x)}

\ ]
"

S

¥

Motivace k zavedeni Riemannova integralu mohou fiyhé, i kdyz jejich
hlavni rysy jsou vzdy stejné. My jsme si vybralinejkeznejSi a nejndzorsi motivaci,
totiz problém weni plosného obsahu.

Jednoduséeceno je utity integral nezaporné funkdemezi régjakymi dwma
body a, b roven ploSe obrazce omezenélftimkami x = a, X = b osoux, a Kivkou
definovanou grafem funkde Formalrji receno, je takovy integrél roven feimnoziny
S

Integral se zna stylizovanym protazenym pismenem S (z latinského

summa). Toto ozri@ni vytvdil Gottfried Leibnitz. Integral z fedchoziho odstavce by
b
se dal ozné&t jako j f (x)dx, kde znaménkcj' zn&i integrovania je dolni integrani

mez,b horni integréni mez &(x) je tzv. integrand.

Interval (a,b) je uzaveny a nedegenerovany @< b).



1.4 CAUCHY — RIEMANNOVA DEFINICE:

Definice 1.4.1

Je dany interval <a, b>. Konenou mnoZinu D ={x,,x,....x,} takovou, Ze
a =X, <X,<...< X, =bnazyvamedélenim intervalu (a,b). Bodim x, proi =0, 1, 2,
N

tikamedglici body intervalu (a,b). Intervalu <xi_1,xi > kdei = 1, 2, ... ,n fikame

tasteny interval intervalu(a,b) pri déleniD.

Definice 1.4.2

Neclt D ={x,,%, ...,x,}, kdea=x, <x <..<x, =b, je cslenim intervalu(a,b).

Cislo h(D) = max (x,, — %) nazyvameormou (krokem) déleni D.
i<k-1

O<i<k-

Definice 1.4.3

Necht D aD” jsou dtleni intervalu(a,b), pricemzD UD".

PakD nazyvamezjemnénim déleni D.

Poznamka:1) KdyZzD" je zjem@nim D, pakh(D) > h(D").
2) KdyzD; aD; jsou d dileni intervalu(a,b), pak D, 0D, je spolgnym

zjemrgnim Dy i Da.

Ozna&me znakem Ax, délku i-tého casténého intervalu <xi_l,xi > tj. polozme
AX, =X —x_, . Dale ngjme funkcif omezenou v interval(la, b> a ozname znakenM;

supremum a znakem infimum funkcef v intervalu<xi_l,xi > Danému deni D

pritadime nyni d¥ ¢isla:
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S(D)=ZMiAxi, jez budeme nazyvatornim sowtem prislusSnym k dleni D a

i=1

funkci f,
s(D) = ZmiAxi , jeZz budeme nazyvalolnim sou‘tem prislusnym k dleni D a funkci
i=1

f.

Vétal.4.l
Necht funkcef je omezena nda,b); D aD” jsou dleni intervalya,b), D* zjemiuje

D. Potom:
1) S(D)< S(D) as(D)=s(D)

2) nechi D;aD; jsou libovolna dleni (a,b), pak s(D,) < S(D,).

Véta 1.4.2

Je-li M supremum an infimum funkcef v intervalu (a,b), je nej\tsi mozna hodnota

horniho sotitu rovnacislu M(b-a), nejmensi mozné hodnota dolniho &awovnacislu

m(b-a). Je-li tedy D libovolné dleni intervalu (a,b), plati nerovnost

mb-a)<s(D)<S(D)<M(b-a).

Véta 1.4.3

Je-lif omezena realna funkce Ka,b) aD je mnoZina viech moznyckleni intervalu

(a,b), potomdolni Riemanniv integral funkcef na intervalu(a,b) definujeme takto:
b
j f(X)dx = suds(D) DO D}

ahorni Riemanniyv integrél funkcef na intervalu(a, b>definujeme takto:

f (x)dx=inf{S(D): D O D}

QD Sy [T
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Definice 1.4.4

b b
Neclt f je funkce omezena na,b) . Je-li If(x)dx:.[f(x)dx, fikame, z& ma v intervalu

<a,b> Riemanniv integral. Spol€énou hodnotou dolniho a horniho integralu &nee

b
_[ f (X)dx. O funkcif fikame, Ze jRiemannovsky integrovatelnav (a,b).

a

1.5 VLASTNOSTI RIEMANNOVA INTEGRALU

Véta1.5.1
Kazda funkce spojita na intervalda,b) je na tomto intervalu Riemannovsky

integrovatelna.

Véta 1.5.2

Neclt a < b < c. Neclv funkcef je integrovatelna néa, b)

1) T f (x)dx = —jl f (x)dx

2) Tf(x)dxz 0

3) _Tf(x)dxz‘c[f(x)dx+‘llzf(x)dx (aditivita mezi)

C

Véta 1.5.3 (o lineari€ uréitého integralu)

1) Neclr funkcef je integrovatelna nda,b) a je-li « libovolné ¢islo, potom i

funkceof je integrovatelna néa,b) a plati:

Tm (X)dx = a'ji f (X)dx

12



2) Necht f a g jsou integrovatelné funkce néa,b),potom je funkcef + g

integrovatelna na(a,b) a plati:

D Gy T

b b
(00 +g(9)dx= [ f()dx+ [g(x)dx
3) Neclt f a g jsou integrovatelné funkce néa,b), potom je funkcefg
integrovatelna nda, b).
Véta 1.5.4 (o nezapornosti ufiteho integralu)

Neclt funkcef je integrovatelna nga,b) a necti f(x) = 0, potom

'Tf(x)dxz 0.

Véta 1.5.5 (o monotonii ukitého integralu)

Nech’ f ag jsou funkce integrovatelné r{a, b>, f(X) < g(x), pak plati:

Jqf(x)dxs qu(x)dx

Véta 1.5.6

Neclt f je funkce integrovatelna n@,b) . Potom je rovasz f‘ integrovatelna nda, b)

a plati:

jf(x)d{ < j| f (x)d

Véta 1.5.7

Neclt f je funkce integrovatelna n@,b). Nechv (c,d) je ¢asteny interval intervalu

(a,b). Potom funkcd je téZ integrovatelna n,d) .

13



Véta 1.5.8

Neclt f je funkce integrovatelnd néa,b). Funkceg nech se lisi od funkce jen
v koneném pétu bodh intervalu(a,b).

Potom funkce je téZ integrovatelna ni@,b) a plati:

Tg(x)dx: le f (x)dx

Véta 1.5.9
Nech’ je funkcef omezena v intervalt(a,b>, nech ma funkcef v intervalu @,b)

nejvysSe konény paset bodi nespoijitosti.

b
Potom integréIJ‘ f (x) dx existuje.

Véta 1.5.10 (Newton-Leibnitzova formule)

Necht f je funkce integrovatelna n{aa, b>. Nech F(x) je funkce spojita v intervalu
<a,b>. Nech’ funkce F(x) ma v kazdém badintervalu @,b) derivaci F'(x) = f(x).

Potom plati:

[f09dx=F(b)-F(a) =[F(]..

14



1.6 VETY O STREDNIi HODNOTE INTEGRALU

V pripac, Ze neumime najit primitivni funkdt k funkci f, musime se ip

b
vypoctu integréluj f (x) dx obratit k gjaké numerické metad Casto v3ak v aplikacich

neni nutné znatipsnou hodnotu integralu a pasig ,rozumny* odhad.

Metodu na odhadovani hodnot integrabm daji ¥ty o stedni hodnat.

Véta 1.6.1 (1. ¥ta o stredni hodnog)

Nech’ funkcef je integrovatelna a nezaporna na intervédu,b> a neclhi funkceg je

integrovatelna na <a,b>. Pak existuje /,1D<£nl1)‘>g,supg> takove, Ze
&b (ab)

b

[ F(99(x) dx= pf f(x) dx-

a

Poznamka 1.6.1

1) Pridame-li k gedpokladim véty jeS€ spojitost funkcey, pak tvrzeni lze vyslovit

b b
ve tvaru: Existujecd(a,b) takové, ZeJ' f (X)g(x)dx= g(c)J' f (X) dx.

b
2) Pro volbu funkcé = 1 vétafiké:J'g(x) dx=u(b-a). Cislo u se nazyva sdni

hodnota funkcey. Cislo u vystihuje, jakou vysku by #h mit obdélnik nad

intervalem(a, b), aby jeho plocha byla stejna, jako plocha mezuosa grafem

funkceg.

Véta 1.6.2 (2. ¥ta o stredni hodnog)

Nech’ funkcef a g jsou integrovatelné v interval(a, b> a necli g je monotonni v

(a,b). Pak existujes [1(a,b) tak, Zei f(X)g(x)dx = g(a)Jtl f (X)dx+ g(b)ig(x) dx.

15



1.7 METODY INTEGRACE

Véta 1.7.1 (metoda per partes pro utity integral)

Nech’ funkceu av jsou spojité na interval(a, b> a maji na Bm spojité derivace” av'.

Pak plati:

jlu(x)v' (x)dx = [u(x)v(x)] - _T u (X)v(x)dx

Poznamka 1.7.1
Pt vypoétu volime funkceu(x), v'(X) tak, aby integral na pravé stéabyl pro vypaet
jednodussi nez integrétipodni.

Véta 1.7.2 (substituce pro ukity integral)

Necht’ funkce f je spojitd na intervald a necli funkce ¢ ma spojitou derivaci na
omezeném uzdeném intervall s krajnimi body, g ag: J — |. Ozn&me ¢(a) = a,
o(f) = b. Pak plati:

b

B
[19dx=[ f(p)g (1)t

Poznamka 1.7.2
1) Pxi pouziti substitini metody je iteba znénit integr&ni meze nebo se vratit
k pavodni promEnné.
2) Uvedeny vztah uzZivame k vyto integralu vlevo, zname-li integral vpravo,

nebo k vypdtu integralu vpravo, zname-li integral vlievo.

Poznamka 1.7.3
Dale existuji piblizné numerické metody prdeSeni witého integrélu, nap:
obdélnikovém pravidlo, lich@inikové pravidlo nebo Simpsonova metoda, které ale

nejsou pedmétem zkoumani této prace.

16



1.8 NEURCITY INTEGRAL VYBRANYCH FUNKCI

Pro gipomenuti uvadim primitivni funkcegkterych z&kladnich funkci, které se budou
hodit i @i vypoctu integralu witého:

jdx:x+c
J.xkdx=%+c

J‘%dlenx+c;x>0
=In(-x)+¢;x<0
xqy = 0
J'b dx = Inb+c

Isinxdxz—cosx+c

J'cosxdx= sinx+c

J' 12 dx=tgx+c
COs” X

I _12 dx = —cotgx+c
Sin®x

I 1 dx=arcsinx+c

V1-x?

1 —
~[1+ 5 dx=arcigx+c

17



2 PRAKTICKA CAST

2.1 METODY VYPOCTU RIEMANNOVA INTEGRALU

2.1.1 Pouziti Newton-Leibnitzovy formule

Priklad 1:
3
Vypoctste j 6x2dX .
1
Reseni:
Nejprve podle definice zjistime primitivni funkcifunkci f (x) = 6x>.
Tedy F(x) = 2x°.

Potom vypdteme rozdilF (3) - F (1) = 23° - 231.

Pro zapigeSeni uzivame vyhodjsiho zpisobu, kdy primitivni funkci zapiSeme do
hranaté zavorky a mezégpiSeme. Potom dosadime horni mez a dolni mezcteouk
(v tomto pdadi):

f 6xdx = [2x]} = 23 - 222 =52
1

Priklad 2:
3

Vypoctéte j x(l— x)zdx.
1

Resent:
Nejprve podle definice zjistime primitivni funk@avorku umocnime a roznasobime:

J%x(l— x)2 dx:J?: x(l— 2X + xz)dx:

1 1

(x -2x% + x3)dx:

P C—

Nyni integrujemeilen poclenu:

[ o X T
2 "3 4]

18



Nakonec dosadime meze a ¢eene:

Priklad 3:
4

Vypodtéte j (x +sinx)dx.
0

Resent:

Opet nejprve nalezneme primitivni funkci, poté dosaglimeze a odteme:

:[(x—sinx)dx: [X—Zz —cosx}: = (%3—0054] —(0—22—0050) = (8- cos4)-(-1) =

=9-co4

Priklad 4:
3
<t 2 _3
Vypocdtste ——\/; dx.
ypostte | (f j

Reseni:
4 {0 (a1

1

=4ﬁ—%%—4+§1:ﬂ3f3+49—13

g

N“—‘|>fm-

19



K integrovanym funkcim dgete primitivni funkce a pak vygtéte integraly:

5 8
d
1. !%dx 8. !%
< ? dx
2. H1—3x‘dx 9. _[1+X2
1 1
3. jl%dx 10. ! o
2 2
4. I(xz—x+5)dx 11. Hl—x‘dx
-1 0
LZT 3
5 j(x sinx)dx 12 J-ZXdX
0 0
{x-1 [ 4
6 !&—1dx 13. {(e -1 e'dx
! J'2x +£fo+4OI 14 j(x2+1)2

2.1.2 Pouziti metody per partes

Priklad 1:

cexta [ INX
Vypocététe | == dx

Reseni:

PoloZzmeu(x) = Inx , V(X) = r pak jeu’(x) = x’ v(x) = —%-

Tedy:

In X [ 1] ) ___ [ i]
I dx=]-Inx.2 +£%/Fdx 2—Ine+2In1+2-2
-1 2.1 R
= Zmlne 4\/é+4—4 6@
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Priklad 2:

1
Vypoctéte J' xarctgx dx.
0

Reseni:
2

Polozmeu(x) = arctgx, V'(x) = x, pak jeu (x) = x21+1, v(x) =%
Tedy:
1 % G 7 1f(1-_1
J;xarctgx dx = [7 arctgx}0 _EJ;1+ vz dx-§ _EJ;(l_ v +1jdx_
=n_1p41 1_n_1

g3 2 [X]0 + 2 [arctgx] 07472

Priklad 3:
Vypodtste J' x*sinx dx.
0

Reseni:
PoloZzmeu(x) = X, V' (X) = sinx, pak jeu’(x) = 2x, V(X) = —COSX.

Tedy:

w m w
J'xzsinx dx= [— X cosx]g + 2J'xcosx dx = —77° cosT+ 0+ ijcosx dx =
0 0 0
T
= +jxcosx dx
0

Integral J' X cosx dx vypacteme ot metodou per partes.
0

PoloZimeu(x) = x, V(X) = cosx, pak jeu’(x) = 1 v(x) =sinx.

Proto

J'xcosx dx = [xsinx]] —J'sin x dx=0-[-cosx|] = -(1+1) = -2
0 0

Celkem tedy je:

szsinxdx:nz+2jxcosxdx:n2+2(—2) = -4
0 0
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Uzitim metody per partes vyfigte integraly:

€ 2

1. jlnxdx 7. J'xzcosxdx
1 0
2 1

2. jxlnxdx 8. J'arccos<dx
1 0
3 T

3. jlnzxdx 9. J'xsinxdx
1 0
fln%x ¥

4. dx 10. | xarctgx dx
[ |

2 2
5. j(3x+2)|nxdx 11. jx.e* sinx dx
1 0
1 1
6. jln(x+ 2)dx 12. szee'xdx
_l 0

2.1.3 Pouziti substiténi metody

Priklad 1:
1

Vypodtste I V3-2x - x*dx.
-1

Resent:

Upravime integrovanou funkci:

f(X) =3=2x=3% = [4— 1+ 2x+x%) = /4~ (x+1)?
Pro xO(-11) je [4— (x+1)2J2 0 a funkcef(x) je spojita v intervaly—11).
Nyni pouZzijeme substituci. PoloZzme:
X+1=2sint, tedy ¢ : x = ¢(t) = -1+ 2sint,
dx= ¢ (t)dt = 2cost dt

Prox=-1jet=0, prolejet:g.
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Funkced (t) = 2codt je v intervalu<0,g> spojita a pro kazdel <07§T> je

() 0(-11).
Proto plati:

L 3 2 2
jv3—2x— x?dx = Zj V4-4sin*t costdt = 4j (L-sin®t)dt = 4J' cos tdt =
-1 0 0 0

1+cost 41 == o
2

sin2t]’2T: T —
t+ R 22 Vg

]
N
ot—nly

V praktickych vypd@tech ale uzivame stngjSi zapis, jak bude vid z dalSich gikladu.

Priklad 2:
2

Vypoctéte j X(x% +1)°dx.
1

Resent:

Polozime-lit = x> + 1, je dt = 2xdx. Prox=1je t= 2, prox = 2 jet = 5. Tedy:

2 5
2 e 15dx =L [t5gt = 4| 12 | = L (56 — 26y = 15561
Jl'x(x +1)°dx Zitdt 2[61 156 -2 =153

Priklad 3:

Vypodtste J' cos xsinx dx.
0

Reseni:
Zvolime substitudi = —cosx. Prox=0jet =-1 a prax =njet = 1. Tedy:
m 1 3 1

J'co§ xsinx dx = jtzdt = [t—} :l—(—l):Z
0 -1 3 -1

Priklad 4:
Vypoitéte —.
ypodte I —6x+10

Reseni:
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Zjistime primitivni funkci:
Nyni upravime jmenovatel zlomku na tver—6x+10= (x—3)* +1.

Pouzijeme substituck—-3=t, dx=dt, prox=2 jet = -1, prox = 3 jet = 0.

Podle zakladniho vzorce primitivni funkce k funkicfx) = t21+1
F(x) = arctgt .
Tedy:

3 0
= (=1 dt =[arctat]® = arctg0 - arctgt1) = Z
.£X2_6X+10 I 2+1 [ gt]—l g g( )

Priklad 5:

IT

Vypoctéte .[ 3 3S|nx

2

Resent:

UZij bvykl bstitudig X =t . Pak jex = 2arctgt, dx = -2dt =2
Zijeme obvyklou su S|ud]g2 ak jex = 2arctgt, dx= e , Sinx = e

Prox=—g jet=-1, prox:g jet=1

Pak plati:

dx _,l[ 2dt :21 dt 2}
J 5+3sinx 5t2+6t+5 5_1t2+§t+ > 1t+3
5 5 ?

2
Pro vypaet posledniho integralu uzijeme substltUe% i51z.
2.

N‘:I'_’Nm

Zde plati: dt—%dz prot=-1lje z=-= aprot— 1ljez=

Konené dostavame:

44

1 2 4 )

2 _2 59 1% dz _1 _1’ 4 1)]_

5 5 2 = arctgz]’, = larctg2-arctg- || =

5J.1t+3 +16 5'[1162 16 2_J-122+1 z[arCQZ]_é > larctg2 - arctg-7
5/ To5 3257 25

2( rcth+arctg) 2(arctgz+arccotgg) 35=1
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p X
e

_dx

xvx? -1

%\‘N'—-m

2

1[1 x2X+ 19

3
jx2V9—x2dx
0

dx

Xv1+4x?

Ble—y

dx
3+ 2cosx

o t—nly

Uzitim vhodné substituce vyjéte integraly:

10.

11.

12.

25

I 2+ cosx) (3 +COSX)

sin® x dx

o t—ny

X dx

oy —wly
—*
«
i

sSinX.sin2x.sin3x dx

Oty

1-sinz x dx
3
Sin® Xxcosx

Ay —wly

P — 1
=
X
z
o
x



2.1.4 Souhrnné ulohy

Uzitim vhodné metody vygiete integraly:

10.

11.

2
J' X2 cosx dx
0

J3
xarctgx dx
0

jt(x+sinx)dx

Ay —wly
2o [X
o
X

J'stin(x2 +1)dx
-1

I'(x2 - 4x)dx

26

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

I]_8 dX
In3 Vex +1
In2

J'x.e‘xdx
0

1 2
v"]—"—_)(4dx
21+x

Tlne’xdx

1

2

I X+1 dx



2.2 GEOMETRICKE APLIKACE RIEMANNOVA
INTEGRALU

2.2.1 Vypaet obsahu plochy rovinného obrazce

Nyni budeme uovat plosny obsah podmnoZirRs. Ozna&ime symbolen§(M)
plodny obsah podmnozinyl 0 R*. Zakladnim principem, ze kterého budeme vychéazet
je, Ze:

S(M, O M,)=S(M,)+S(M,),

jestlize M, n M, =0, nebo jestlize podmnozird, n M, ,ma nulovy ploSny obsah*.

Z konstrukce Riemannova integrélu vyplyva, Ze pojisou nezapornou funkci

f vintervalu <a, b> se obsals obrazce, ktery je ohraren grafem funkcd, osoux a

piimkamix = a, X = b, vypaite podle vzorce:

S:lef(x)dx-
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Pokud funkcef v intervalu (a,b) nabyva pouze nekladnych hodnot, pak obsah

vypoéteme absolutni hodnotou Riemannova integralu.

Pokud funkce v intervalu (a, b) nabyva jak kladnych, tak i zapornych hodnot,

potom tento interval roztime na diti intervaly, ve kterych funkce nabyva pouze
nekladnych hodnot resp. nezapornych hodnot a d&gpoe obsahy podle
piedchazejicich tvah.

Je také vidt, ze pro obsah obrazce, ktery je ohtanigrafy funkcif,, f,, jez
jsou spojité v intervalya,b) a pro kz plati f,(x) < f,(x) pro kazdéxO(a,b), plati

vztah:

S= T[fz(x) - £,(0]dx.

Priklad 1:

Vypoctéte obsah obrazce mezi grafem funkce

1T am

y =sinxa osow v intervalu(0, 77). p

Reseni: W\
Velikost plochy mezi osou x a grafem funkce je .
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vyjadiena uéitym integrélemj'sinx dx.
0

Primitivni funkce ksinx je —cosx a vypaet provedeme podle Newton-Leibnitzova

vzorce:

V= ]fsinx dx=[-cosx|! = —cos—(~cosD) =1+1=2
0

Priklad 2:

Vypoctéte obsah obrazce, ktery je ohrgem P /
kfivkou y = x2 -1, osoux a piimkami °1

X=-2,Xx=3. 2:

Reseni: Nl

Zjistime phsesiky grafu funkcey = x* - 1 * 12: >

S 0SOWX: £ g LI ;

y=x*-1=(x+1)(x-1)
Parabola tedy protina ogw bodechx = 1 ax = -1 a je v intervalecli- 2-1) a (13)
nezaporna a v intervallLll) nekladna — viz. obrazek.

Rozdlime proto interval- 23) na ti dil¢f intervaly a obsahys, S,, S, dilgich Gtvai

sgteme:

_jl(xz_l)dﬁ(xz_l):

3 1

_[-8 1_ _(_1 22_,_[1_4)-28
+1 (§+2)+‘— 1 §+1J+? 3 % 1)—?

S=5+5+5 = | (¢ -t

N

Priklad 3:

Urcete obsah obrazce ohréemého parabolou
y = X* +2xa primkou x-y+2= 0. /
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Reseni:

Jde o utvar, ktery nazyvame dgmraboly.

Urcime piiseiky ptimky a paraboly vieSenim soustavy dvou rovnic o dvou
neznamych:

X2+ 2X=X+2

xX*+x-2=0

Xx=-2%=1

Priseiky ptimky a paraboly tedy jsm[:— 2,d ,[13] .

Pro ugeni vrcholu paraboly upravime rovnici paraboly:
y=x2+2x=x2+2x+1-1=(x+1) -1

Vidime, Ze vrchol paraboly ma saalnicex = -1,y = -1 a gimka
X—Yy+2=0ohrantuje Us€ paraboly shora. Oztiae proto
f,ry=x+2 f:1y=x"+2x

Pak pro obsah Use plati:

1

_ NI VO NSRS RPN R N _(§_ _ ):g
S :[Z(x+2 X 2x)dx [ 3 2+2xl2 3 2+2 2-4 5

Priklad 4:

Vypoctéte obsah rovinného obrazce
ohrangeného kivkami y=2-x*a y® = x°.
Reseni: it S

Najdeme pisetiky téchto funkcireSenim

rovnice 2—y = y®. Tato rovnice méa pouze

jeden reélny kien, a toy = 1. Odtudx, = -1, x, =1.
Druhou funkci vyjadime explicitré: y = %/F
Ozna&ime-li f,:2-x, f,: i/? obsah obrazce najdeme jakdityrintegral z rozdilu
téchto funkci a vyuZzijeme toho, Ze integrujeme sudékée v mezich, které jsou

soungrné podle p&atku.

Pak plati pro hledany obsah:
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1 1 3 1
P o T S o I U R S I (_;_3):3_2
s jl(z @ -3 Jix 2{(2 @ -3 Jix 2[2x -3 XL 2e-1-3)-22
Priklad 5:
Urcete obsah obrazce omezenéhokami 21
y=e*-1Ly=e"+1x=0.
ST

Resent:

Souadnice piisetiku obou exponencial ziskaneSenim rovnice

e -1=¢e* +1a pak vypstem @isludné hodnoty. +

Jde o exponencialni rovni¢gSime ji substitucé ™ =u.

Pak je:

u*-1=u+1

u’-u-2=0

u=-Lu,=2

Rovnicee™ = - hemaieSeni v oboru realnyatisel.

Rovnicee™ = 2mareSenix = —In 2 Paky = 3. Pfis&ik exponencidl je bo{j— In 2,3].
Ozna&ime-li f,:y=€>*+1f :y=e* -1, plati pro hledany obsah:

0

S= (e‘X +1-e* +1)dx = [sz e+ ZX}

2In 2
. =%—1—(e —e'”2—2ln2j:

2

-In2

=-1_2+2+2In2=1na-1

2 2
Priklad 6:
2 2
Vypoctéte obsah vniku eIipsy? +§ =1
@>0,b>0). ( N
Regent: Ky
. . . .- 7 4 2
Rovnici elipsy vyjadime: y = +b, /1—? :
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Protoze elipsa je symetricka podle aspcitejme jen polovinu plochy (nad osalu
jako integral ze sudé nezéporné funkce (znaménkotedral ze sudé funkce v mezich

od—-adoa (soungrnych podle p&atku) nahradime dvojnasobkem integralu od @.do

Potom provedeme substituéi =sint, %dx =cog dt.

Dolni mezix = 0 odpovid& = 0, horni mezx = a odpovidat = g :

Pro hledany obsah tedy plati:

a - 3 3 3
% = Zjab 1_§d_ax = Zjabxll—sinzt cost dt = 2abjcoszt dt = 2ab 1+C—2052tdt =
0 0 0 0

Hledany obsah vriku elipsy je tedyabr .

Ve specialnim fipadt, kdyZza = b =r, dostavame vzorec pro plosny obsah kruhu o

polomsrur, S=77°.

Priklad 7:

Vypoctéte obsah deltoidu, jehoZz vrcholy jsou body: )« /
[0a}[- 19 [x0][0-3]. \

Regeni: S 1

Nejprve zjistime rovniceffmekf ag (viz obrazek).
Tyto primky jsou grafem dvou funkci. Jde o linearni

funkce, proto obrovnice budou mit tvay = kx+q.

Do této rovnice dosadime dadnice bod, kterymi
ob¢ primky prochéazeji a zjistime takslak aq:
Primkaf prochazi bod;[— 10],[0,1] areSime soustavu rovnic:
0=-k+q
1=q
Tedyq=1 ak=1 arovnice imkyfjey=x+ 1.
Tento postup zopakujeme i préimku g a zjistime ,Ze jeji rovnice mé tvgr=-3x- . 3
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Protoze deltoid je symetricky podle ogypaiitejme jen polovinu plochy, a to na
intervalu (- 10) (nalevo od osy).

Obsah plochy vypgitdme jako integral z rozdilfunkcif ag.
Plati tedy:

0 0
3= j[x+1—(—3x—3)]dx=j(4x+4)dx=[2x2 +4x)=2+4=2
-1 -1

Celkovy obsah deltoidu je tedy 4.

Vypa'téte obsah obrazce ohraf@ného Kivkami:
1. y=x*~-x~- 2 a0sow na intervalu(13).

2. X=2-y-Yy a 0SOX.

3.y=3-x% y=2x.

4.y =sinx, x0(0,77) a pimkou y=%.

5.y =2x+1x-y-1=0

6. y=1gx, y=%cosx, x=0.

7.y=€-1,y=€*-3x=0.
8. y=In(x+2), y = 2Inxa 0sow.
9. x°+y*-8=0,y*-2x=0

10. y = cosx, xD<7§T,n>.

2

11. y=x2,y:X§,y=8—x :

2
12. y=X 3_2,y=x2—%x—6

13. y=¢€, y=¢e"*,x0(01).

14. y = x*a y = /X.
15. y =sin®xa y = cos xa pimkamix = 0, x:%.

16. x*-9y+8=0,x*+3y-4=0
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17. \/;+\/§ =+/a, osoux a osouy.
18. x+y+y® = 2a osouw.

19. b*x* +a’y* =a’h*;a>0b> 0

20. y=2x°, x=2y*

21. x=(y-2f, y=x

22. y =sin’ xa osow v intervalu (0, 77)
23. y =sin* xa osow v intervalu(0, 77)

24. Vypaitéte obsah trojuhelnika ABC, kda = [— 10], B= [2,0], C= [0,2].

2.2.2 Vypdet objemu rotaéniho télesa

Uvazujme kladnou funkckdefinovanou na interval(a, b) . Veznéme mnoZzinu

ohrantenou gimkamix = a, x = b, y = 0. a grafem funkckéa nechme ji rotovat kolem
osy x. Vytvoiime tak rotani tleso T a budeme se nyni ptat, jaky je objem tohoto

rotatniho glesa.

Iy
A

] a 1] X

Pri definovani a urovani tohoto objemu fiZeme postupovat prakticky ugln
stejreé jako v gipad ploSného objemu, jen s tim rozdilem, ze ,vSe neeh#@otovat

kolem osyx".
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ObjemV télesaT vypoiteme podle vztahu:
b
V= nj f 2(x)dx

Samozejm¢ pouze za fedpokladu, Ze Riemafm integral na pravé stran
existuje.

Pokud roténi tleso vznikne rotaci kolemtikky x = f(y) kolem osyy (f je
nezaporna spojita funkce), v interv {a, b>, potom jeho objenV vypoiteme podle

vztahu:
b
V =7 £2(y)dy

Priklad 1:

Vypoctéte objem &lesa, které vznikne rotaci obrazce
ohrangeného kivkami y = x?, y = xkolem osyx.
Reseni:

Najdeme piiseiky téchto funkcite3enim rovnicex® = x.

\‘\“‘--._ |
Rovnice ma d¥ieSeni, a ta, =0, X, =1, potom 1

y, =0, y, =1, a funkce maji dva pseiiky o
souradnicich[00], [11].

X — ové soiadnice piiseika pouzijeme jako integtai meze.
Funkce od&eme a dosadime do vzorce pro vigtoobjemu :

1:ﬂp_;+;
3 2 5

0

- T

3 4 5

o

V= ﬂj (x—xz)zdx: 77J1' (x2 -2 +X4)dx: H[X_S_ZX_4+X_5}
0 0
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Priklad 2:

Vypoctéte objem rotaniho €lesa, které vznikne rotaci 2

Gtvaru ohranieného kivkou y = sinx, x0(0,77) kolem R —

0SyX \\
. L

Reseni: ! JF

Dosadime do vzorce pro vy§et objemu uvedeného vySe, za meze integralu
dosadime krajni body interval@, 7z):

s

V = nJ' sin® x dx = nj'( cost) dx = %nj'l cos2x) d

0

Pro vypa@et posledniho integralu pouzijeme substitRgi=t, dx = % , prox=0 je

=0, prox =7njet=2n, tedy:
2

ﬂj;l COS2X dx:%n%J;l cogt) dt = 1[t S|nt]2”—4n2n %

N

Priklad 3:
Vypoctéte objem &lesa , které vznikne rotaci
obrazce ohrageného kivkami 11

y= xy—l y =0, x =2 kolem osyx.

Reseni:

1

Podle obrazku vidime, Ze musime zjistitg®iky kiivek y = x, y == v prvnim

kvadrantu.

To provedemeéeSenim rovnicex = % V prvnim kvadrantu ma tato rovnice jedno
feSeni, a ta = 1. Plise&ikem Kivek je tedy boc{ll].

Prasetikem Kivek y = 1 , X =2]je bod [2 1]

Interval (0,2) rozcklime na d¢ ¢asti, a to na intervaly01) a (12). V kazdém zachto

intervali vypocitame objemydesV,,V,, které séteme a ziskame tak celkovy objem

V daného roténiho glesa.
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t 2 3Tt 2
e P IR R L
0 1

Priklad 4:

Vypoctéte objem koule (s polognem r, r > 0).
Reseni:

. 4

Stred koule umistime do patku. Potom povrch koule vznikne !

rotaci poloviny kruznicex’ + y* = r2. Horni polovina kruznice

je vyjadena funkci f 1y =+r*-x*.

ObjemV dostaneme podle vzorce (integrujeme sudou furdker @or):

V= nj' (\/r2 —xz)zdx: ITj. (r2 —xz)dxz 277j' (r2 —xz)dxz ZH[rzx—X—a}r =
et r 0

3 0
_ s_r®\_4 s
277(r —3j e

Priklad 5:
Vypoctéte objem rotaniho €lesa, které vznikne rotaci
Utvaru ohranieného kivkami x*-y* =4, y=-2,y=2
W

kolem osyy.

3 1 0 1 3
Reseni / Pt \
Kfivkou omezujici rotujici Utvar je rovnooséa hypesbol _

(a=b=2) proy z intervalu(- 2,2).

Z rovnice hyperboly vyjadme x* : x* = y* + 4 a dosadime do vztahu pro vyed

objemu &lesa rotujiciho kolem osy

v=rfli o= G rar| ~Agra-g-o]-san
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Priklad 6:
Vypoctéte objem soeastky tvaru roténiho tlesa, které

D
vznikne rotaci licho&znikaABCDkolem osyx. \\

Lichobéznik je uten sodadnicemi vrchal >
Aol B[21], c[22], D[o3].

Reseni:

Nejprve vypa@itame objemdesaV,, které vznikne

rotaci Uséky CD kolem osyx.

K tomu potebujeme rovnici imky CD. Tato rovnice bude mit tvay = kx+q.

Dosazenim saadnic bod C aD zjistime, Zek = —% aq=3.

Rovnice pimky CD tedy jey = 3—% .

Pro objemV, plati:

2 2 2
V, = nj(3—§)2dx: nj(9—3x—§) dx = n[gx—3—>2<2—i<—;} = nﬁs_m%):%%
0 0 0

Od tohoto objemu je¢ba odeist objemV, vélce, ktery vznikne rotaci Udey AB

kolem osyx. Rovnice pimky AB mé tvary = 1.
2

V, = i dx=lx3 = 27
0

TakZe pro hledany objem V plati:

V =V, -V, =n(3—38—2):%277

Vypaitéte objem rotaniho elesa, které vznikne rotaci obrazce ohramého Kivkami:

1. y=2-x* kolem osyx.
2. y=sin2x v intervalu<0,7§7> kolem osyx.
3. y=x%, x = y*kolem osyx.

4.y =cosx+sin2x v intervalu<0,7§T> kolem osyx.
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5. y=2,y=0x=1 x=4 kolem osyx.

x|

6. y=1-x%y=2+x" vintervalu(-11) kolem osyx.
7.2y = X%, 2x+ 2y — 3 = Okolem osyx.

8.y =sinx, y = cosxv intervalu<0,§> kolem osyx.

9. y=Inx, y:é, y =0 kolem osyx.
10.y=e® -1 y=e*+1, x = Okolem 0syx.
11. y=x, y = x+sin*xv intervalu(0,77) kolem osyx.

12. Vypaitéte objem pravidelnéhetyirbokého komolého jehlanu o podstavnych

hranache,, a, a vyScev.
13. Vypaitéte objem anuloidu, ktery vznikne rotaci kruZn(me— a)2 +y® =r?kolem

OSYy.

2.2.3 Vypaet délky kirivky

Pro funkci f :y = f(x), ktera je definovana na intervale,b) a ma v tomto

intervalu spojitou derivaci, plati pro délku grdfunkcef vztah:

L= qu/1+[f'(x)]2dx

a

Tento vzorec je mozné pouzit i ¥ipads, kdy funkcef je spojita v intervalu
(a,b), derivacd’(x) je spojita v intervalya,b) a v krajnich bodech intervalu je

derivacef’(a) nebof” (b) nevlastni.
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Priklad 1:
Vypottete délku Kivky y = xna intervalu(01).

Resent:

Derivace funkcef : f(x) = xje f'(x) =1. / {

Nyni miZzeme dosadit do vzorce pro vyed délky Kivky:

L = [VT+1 dx=2 [ 1dx= 2]} =

Priklad 2:

Vypoctete délku kivky y = /¢ na intervalu(12) .
Reseni:

Derivace funkcef : f (x) =+/x¢je f'(x) = %\/} .

Nyni dosadime do vzorce pro vyed déelky Kivky:

2 2 2 ,
— 3 _ 9 -1 i
L—{,/1+i§«/xjdx—!1/1+zx dx—EJ;\/4+9x dx °l

Pro vypaet posledniho integralu pouzijeme substitusi4 +9x, dt = 9dx, prox =1 je

t =13, prox = 2 jet = 22:

%I 4+9 %%ij t:;L[] [t\/' 22J_2 13\/_3

Priklad 3:
2 | |
Vypoitete délku kivky y = XZ _InTx na intervalu 1 | |
2 | |
<l e> | 1U
Resen: i L
0 1' 2 | 3

Nejprve vypa@itame derivaci funkce

- X* _Inx.
frfo) =% -1
_11_x-1
f'(x) = 2x % o

Dosadime do vzorce pro vyget délky Kivky:
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2X

L:Jj 1+(X2_1)2dx !\/1+ 42X *1 dx= 121 VXt +2x* +1dx= jz Ve +2f dx=

Priklad 4:
Vypoctste délku kivky y = 2xv/x na intervalu(0,7) .

Reseni:

Nejprve vypa@itdme derivaci funkcef : f(x) = 2x/X :

£(x) = 2&+2X—T 2x ++/x =3Jx

Nyni dosadime do vzorce pro vyed délky Kivky:

L = JZ\11+ (3&)2dx = .|7'\/1+ 9x dx

Pro vypaet tohoto integralu pouzijeme substitact 1+ 9x, dt =9dx, prox=0jet=1

prox =7 jet = 64:

jmdx Nd 1

pdt 12
9 93

] = 2o -)-1922

7
1

Vypaitéte délku obloukurkvky:
= 3xVx, x0(02)

-1.x
2. y= 4+, x0(12)
3.y=x _In?x’ O(1e)

4.y=€2E x0(-12)

5.y = InfL-x?), xO0 <o%>

6. y? = (x+1)°, vyratého pimkoux = 4
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—ne+l
7.y Inex_l,xD<a,b>

8. y =In[sinX, xD<g%7>

9.y= (3— x)\/; mezi paseiky s osow

Wl

= 2|nsinZX 13
10.y = nlnsm 5 ,xD<2,2>

11.5y°% = x*, ktery je uvnit kruznicex* +y* = 6

2.2.4 VVypa&et obsahu plasg rota¢niho télesa
Nech funkce f :y = f(x)je spojita v intervalu/a,b) a ma v tomto intervalu

spojitou derivaci. Obsah plé&Stotatniho tlesa, které vzniklo rotacitivky, jez je

grafem funkcd, kolem osyx mizeme vypgitat ze vztahu:

P= 2nf f(y1+[f (0 dx

Pritom opét plati poznamka offpadné nevlastni derivaci v krajnich bodech

intervalu (a, b), jak byla uvedena vipdchozi kapitole.

Priklad 1:
Vypoctéte obsah plochy vytweného otéenim oblouku T .
kiivky y* =4+ x vyratého pimkoux = 2 kolem os. /

Resent: / i

Nejprve je nutné zjistit isetik dané kivky s osoux,

abychom tak zjistili dolni integtai mez:

Po dosazenj = 0 do rovnice Kvky vidime, Ze Kivka protina osx v bo x = —4.
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Nyni vypaiitdme derivaci funkce : f (x) =v4+X:
f (X :l 4+X_% :;
09 =54+ x)s=—re

Nyni dosadime do vzorce pro vyed obsahu plochy rataiho €lesa:

2 2 2 2
P=2m|J4+x,/1+ 1 dx=2mr|Vv4+Xx MdXIZH de:
N J i) o [ o 1

-2n—j\/17+4 X dx = nj\/17+4 X dx

Pouzijeme substitudi7+4x =t, dx= % .Prox=-4jet=1, prox = 2 jet = 25:
2 25 25

i ax ax= ] e 8 = 2 e o= 22 f - Z15-1)- 6221
-4 1 1

Priklad 2:
Vypoctéte obsah plochy, ktera vznikne &taim

1+x
3

Reseni: 5 ﬁ
3 T |
Nejprve zjistime derivaci funkcé : f (x) = 4—1X+X§ : \

oy =L X2 )y la2 - _ 1 4x* -1
f(x)—4( 1j+33x 4x2+x e

oblouku Kivky y = v intervalu(12).

Nyni dosadime do vzorce pro vyed plochy rotaniho €lesa:

P= 277]?(4—1)( +X§3j 1+(4)A(,x ) dx = ZHJ( 3 j\/1+(—16x81_6§31(4 +1) dx =
= 2nj(4—1x +X€3)4—i2\/(4x2 +1)2 dx = 271?(161)(3 12j(4x +1) dx

2 2
= 1,1 X, - 1 _ 1 X x|
2”.[(4X * 16x° * 3 12) dx= H[Mn X  32%° * 12 * 24}1

1

,7[ 1 .16, 4 ;_;J,;Jri)J:Z (1,191 11)
In2 12¢ 12" 24 32 12 24 in2 " 12¢ 32
= 1 +147)

2In2 " 64
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Priklad 3:
Vypoctéte obsah plochy, ktera vznikne &aim oblouku kvky

y=+r’=x*, xO(=r,r),r >0, kolem osx. /\

Poznamenejme, Ze se jedna o povrch koule o pwlom -r\
Reseni:

Protoze derivace funkde f(x) =+r?-x* je

f(x) = -

X
P= ZITI\/I’ - x? 1+X P 5 dx= 27TJ-\/F - x? / 5 dx= 2njrdx 2njdx—

=2m(x|, =4m?

Vypaitete obsah plochy vytv¥eného otdenim:

1. oblouku kivky y =sinx, x0(0,77), okolo osyx

2. oblouku kivky y = %\/;(x—lz) mezi pisesiky s osoux kolem osyy
3. oblouku kivky x* =2y vyratého pimkou y :% kolem osyy

4. kiivky 4x° +y* = 4 kolem osyy
 kiivky x* +(y—-a)’ =a? a>0 kolem osyx

. krivky W+§/?=§/¥, a> 0, kolem osy

. kiivky y = tgx, xD<O,7ZT> kolem osyx

(62

(o2}

\]
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2.3 FYZIKALNI APLIKACE RIEMANNOVA INTEGRALU

W W

2.3.1 Vypaet souradnic tézisté homogenni desky

e

Nejprve zmhme nejdilezit¢jSi vlastnost &Zis&. Soustedime-li veSkerou hmotu

e

moment jako celé&leso.

Neclt je funkce f kladna funkce definovana na interval(ta,b>. Nech’

podmnozina v R® ohrantena gimkami x=a, x=Db, y= Oa grafem funkcef je

pokryta homogenni deskourgsré stejného tvaru. Chceme ¢itr souradnice x;, y;

v

Tyto souwadnice Ize vypéitat podle nasledujicich vzdirc

f X f (x) dx Tlf (%) dx
X = Yy =i
jf(x) dx jf(x) dx

Priklad:

Vypoctéte sodtadnice ¢2iSt T homogenni desky
ohrangené kivkami y = x%, y* = X.

Reseni:

Nejprve zjistime prsetiky danych kivek. 5 )

X-ové sotiadnice plisgika zjistimereSenim rovnice
X2 =/x ay-ové sotadnice dopsitame.
Ktivky se tedy protinaji v bodech o S‘adnicich[0,0], [11]

Morwoy

Nyni vypaiteme jednotlivé integraly pibné pro vypéet sodtadnic €ZiSt:

Jl'x(&—xz)dx=i\/g dx—ix3 dx=[%%/§]:—[xz4l -2_1_3

5 4 20
0
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Oy
N
1
—————
<
\G
A
\_/
I—I
I\JIH
O‘—;r—\
O‘—;r—\
||
N =
1
NP
5s—
|
N
1
o1X,
| I
o [
I
A=
|
[EY
o|H
I
N
o|°°

3
X =y, =40 =2
3

3% 9 9
T&zisSk ma tedy sotadnic 50" 20]

2.3.2 Vypdet souwradnic tézisté homogenniho rot&niho télesa

UvaZujme opt kladnou funkcif definovanou na interval(a, b>. Pxi rotaci grafu

Ve T

V™

souadnice[x ,O] ax-ovou sotiadnici vypd@itdme pomoci vzorce:

b
j x f 2(x) dx
X =&

j f2(x) dx
Priklad:
Najdkte €Ziste rotatniho kuZzele, jehoZ z4kladna ma | —
polomeér r a jehoz vyska jé. r
ReSeni: .
Kuzel umistime tak, aby jeho vrchol leZel watku a  °© T
jeho osa splyvala s osauPotom st&i pouzit funkci ~_
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f(x) = 1-x definovanou na interval(0, h) .

Nyni vypaiteme jednotlivé integraly ze vzorce pro vyptx-ové sotiadnice ¢2ist

rotatniho glesa:

Odtud
1,22
Xr:4r h _3
liop 4
3

v

vrcholu, nebo ekvivalentnv jednédtvrting od zakladny.

2.3.3 Vypaet souradnic tézist€ homogenni rotani plochy

NaSe uvahy budou velmi podobné Uvahéanitedphozi kapitole.

Uvazujme opt kladnou funkcif definovanou na interval(a, b) . Pi rotaci grafu

VIR

v

SOLfadnice[xr ,O] ax-ovou sotiadnici vyp@&itame pomoci vzorce:

fxf(x) 1+[ £ ()] dx

Tf(x)w/1+[f'(x)]2 dx

a7



2.3.4 Vypa&et souradnic tézistt homogenniho dratu

Budeme uvazovat homogenni drat lezici v révifento drat, jehoz pmér pro
nase Uvahy povaZzujeme za zanedbatelriyzeme chapat jako obraziwy.

V™

Teziste T dratu ma sotadnice [xT, yT], které vypgitame pomoci nasledujicich

vzoral:

Tx 1+[ £ ()] dx Tf(x) 1+[ £ ()] dx

— a
yT_ b

j)'\/1+[f'(x)]2 dx [V1+[f (o dx

a
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3 ZAVER

K pochopeni vyznamu Riemannova integrélu a jehskakce neni poeba jen
pocitat piiklady, ale znat i teorii. Proto v prviésti této prace se zabyvam prdeorii
Riemannova integralu,éetré jeho zakladnich vlastnosti, které nantipani integralu
velmi usnadni.

Jak uZ bylofeceno, je Riemaniv integral nezdporné funkdemezi réjakymi
dvéma bodya, b roven ploSe obrazce omezenéhamnikamix = a, X = j osoux, a
kiivkou definovanou grafem funkde Toto je jedna z nejpodstéjich &t v této praci.
Jde totiZz o z&kladni vystlieni geometrického vyznamu Riemannova integralu.

DalSi dileZitou ¢asti prace jsou préwlastnosti Riemannova integrélu, které
uréuji néktera pravidla fi pocitani hodnoty Riemannova integralu. Bez nich byclsam
asi neobesli. Stefntak bez znalosti Newton-Leibnitzovy formule, zakéo principu
zjistovani hodnoty Riemannova integralu.

Déle ve své praci uvadim dalSieédze zakladnich metod integrovani (preityr
integral) — substittni metodu a metodu per partes.

Zasadni je ale praktickast této prace. Natkolika feSenych fikladech nejprve
ukazuji, jak se integruje pomoci jiz zmafych integranich metod.

Dale se praceénuje vyuZziti Riemannova integralu, a tteg@evsim v geometrii.
Geometrickymi aplikacemi zménymi v praci jsou: vyp&et obsahu plochy, vyget
objemu roténiho tlesa, vypdet délky Kivky a vypaiet plochy rotaniho €lesa. Tyto
aplikace ukazuji row¥ nareSenych fikladech a aby siten& mohl owtit, zda danému
problému rozumi, zareSené fklady jsem z#adila rekolik nefeSenych Uloh
k procvieni.

V poslednicasti této prace je uvedenakolik fyzikalnich aplikaci. Jsou zde
zarazeny zejména proto, abyéend dokazal pedstavit, jak Siroké je uZiti Riemannova
integralu. Jde o vyp®t #2iSt rovinnych¢i prostorovych objekt

Zawrem jest uval’me, Ze pouziti Riemannova integralu je mnohonasassi
nez jsme ukazali. Jen pro ilustracieme zminit, Ze ve fyzice Ize Riema@nnntegral
uzit na@. k vypaitu momend setrv&nosti, k uteni centra tlakuétesa ponteného do

kapaliny, k vyp@tu nejitizréjSich potencial, k ukeni gitaZlivosti, k vyp@tu vykonané
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prace, k wteni pohybu hmotného bodu poimce, k uéeni pohybu matematického a
fyzikdIiniho kyvadla, kiznym vyp@&tam ve statice atd. ... A to se ani neanji o
pouziti v dalSich firodowdnych oborech.

Neni &elem této prace uvad vSechny mozné aplikace. Jejintetem je
piedevsim to, abyten& z vykladu pochopil, co je to Riemain integral, jak se
konstruuje a jak a v jakych situacich jgeliné Riemaniv integral pouzit, a nebél se ho

aplikovat g feSeni problérin se kterymi se setka.
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5 PRILOHA — vysledky nereSenych gikladi

(2.1.1 Pouziti Newton-Leibnitzovy formule)

1.

(2.1.2 Pouziti metody per partes)

1.

2

€

_3
2In2 7

3In?3-6In3+4

10J/e-16
_17
10In2 4

3In3-2
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

10.

11.

12.

oy Nlo

In(1+ \/E)

~2+In3

4n

N|

N

o

x
|

N

(S I N N
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(2.1.3 PouZziti substit@ni metody)

1.

1.

10

11.

ol

wla
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10.

11.

12.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

NORY
o
o |
2
N——

N
b
a

N
~l

Nk, Wk, ok o

=
N
a1



(2.2.1 Vypaet obsahu plochy)

1.

10.

11.

12.

w
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

N
N

N
w

N
o

Nl

¥
o5

NS

(N1[e} 07|9’.\,

3

w @ NN Mo B

winN



(2.2.2 Vypaet objemu rotaéniho télesa)

64/2 n
7 5e? -12e—3
. 7 EE
3n 1ln
3. 10 10. 2
T, An sl
4, 5 + 5 11. 5
5. 127 12. ¥[e+aa, +al)
6. % 13. 2rr’a
272n
7. 15
(2.2.3 Vypaet délky krivky)
b -b
1. Lleve-g) 7. €€
3 e —-e
2. 3 8. In3
3 ez—% 9. 23
4. %(e2 +e-e’- e‘l) 10. %In(l+ \/E)
Sy 134
5 In3 5 11. 57
670
6. 57
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(2.2.4 Vypaet obsahu plask rotaéniho télesa)

1.

2.

277(\/§+In(1+ \/E))

487

14n
3

8
33

2+

56

5.

6.




