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Seznam pouzitych symboli

R . mnozina realnych c¢isel IR

R" ce n-rozmérny vektorovy prostor
R™" e linearni prostor redlnych matic typu m,n
Ace R™"™ ... obdélnikova matice

Ae R™"™ ... ¢tvercova matice

0 e nulova matice

AWK .. k-t4 matice v posloupnosti matic
D e diagonalni matice

D! e inverzni matice k matici D

G, e k-ta4 Givensova matice

H(xy) . Householderova matice vektoru ay
1 e jednotkova matice

permutacni matice

Qr . transponovana matice k matici Q
R e horni trojihelnikova matice

o e nulovy vektor

ay e k-ty sloupcovy vektor matice A

ity sloupcovy vektor matice A*)

dy, e k-ty diagonalni prvek matice D

qx e k-ty ortogonalni sloupcovy vektor

q; e k-ty ortonormalni sloupcovy vektor

Tij ce prvek #tého fadku a j-tého sloupce v matici R
An . n-té vlastni ¢islo

sgn(-) . znaménko daného prvku

h(A) . hodnost matice A

Il |l . euklidovska norma vektoru

() . skalarni soucin



Uvod

Cilem této bakalafské prace je nastudovat QR rozklad matice a zamérit se
na rizné typy tloh, u kterych lze tento rozklad efektivné pouzit. Dale bude po-
tfeba praci doplnit vlastnimi piiklady a v matematickém softwaru Matlab sestavit
vlastni programy pro feseni konkrétnich tloh.

Pro lepsi orientaci rozclenime bakalarskou praci do nekolika kapitol.

V prvni kapitole nadefinujeme pojmy, se kterymi se v prubéhu celé prace budeme
setkavat a jejichz pochopeni je pro porozumeéni této prace nezbytné. Poté vysveét-
lime Gram-Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces a to jak teoreticky, tak prakticky
na konkrétnim prikladu. V néasledujici kapitole uvedeme tii metody pro nale-
zeni QR rozkladu matice, kterymi jsou QR rozklad pomoci Gram-Schmidtova
ortogonalizac¢niho procesu, jenz je mozno provést dvéma zpusoby, QR rozklad
pomoci Householderovy matice zrcadleni a QR rozklad pomoci Givensovy ro-
tace. VSechny zminéné metody nejdiive popiseme teoreticky, poté je aplikujeme
na prikladu a nakonec s vyuzitim matematického softwaru Matlab vytvorime
vlastni zdrojové kédy. Ve treti kapitole ukazeme, jak nalezeny QR rozklad matice
efektivné vyuzit pfi feseni soustav linearnich rovnic a pfi vypoctu vlastnich ¢isel.
Opét ke kazdé podkapitole vytvorime vlastni zdrojovy kéd. V posledni kapitole
se budeme vénovat QR rozkladu v Matlabu, popiSeme piikaz [Q,R|=qr(A) a né-
které jeho modifikace, pomoci nichz dostaneme hledany rozklad.

Problematiku QR rozkladu fesi rtizné programy, avsak jak jiz bylo zminéno,
v této bakalaiské praci budeme vyuzivat matematicky software Matlab verze
7.6.0.324 (R2008a). Pro pochopeni uvedenych kédi predpokladame zakladni zna-
lost tohoto programu. Cela prace bude vysazena v programu LaTeX, a proto bylo

pii jeji tvorbé potieba prohloubit znalosti spojené s timto programem.



1. Pripravna kapitola

V této kapitole vysvétlime diilezité pojmy, které jsou potiebné pro pochopeni
nami probirané latky. Pfi jejich formulovani jsme vychézeli z definic uvedenych

v literatute [4], [6].

Definice 1.1 (Horni trojihelnikova matice)
Ctvercovd matice R = (ry,) n-tého vddu se nazjvd horni trojihelnikovd matice,

je-liryy =0proi>k,i,k=1,....,n

Mluvime o matici, kterd ma pod hlavni diagonalou samé nuly.

M1 T2 .. T1n

07"22...7”2“
R =

0 0 ...7um

Definice 1.2 (Linearni nezavislost vektoru)
Mnozina vektori {ay, ..., a,} se nazgvd linedrné nezavisla, jestlize kazdd jejich

netrividlni linedrni kombinace je nenulovym vektorem.

Definice 1.3 (Hodnost matice)
Hodnosti matice A rozumime prirozené c¢islo h = h(A), které uddvd mazimalni
pocet linedrné nezdvislych radka (sloupci) matice A.
Definice 1.4 (Regularni matice)
Matice A € R™™ se nazgvd regquldrni, jestlize h(A) = n.
Definice 1.5 (Skalarni soucin)
Operaci {-,-) : R™ x R"™ — R, kterd dvojici vektori a,q pritadi skaldar (a, q),
splniugict tyto podminky Va, g, r € R™,Va € IR:
l.{aa,q) = a(a,q),(a,aq) = a(a,q)
2.(a,q) = (q,a)
3.(a+q,m) ={ar)+(q7) (ag+r =(aq+(ar)
4.

a,a) >0, pricem? (a,a) =0< a= o,
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nazyvame skaldrnim soucinem.

V prostoru IR™ je skaldrni soucin (a, g) vektortt a = (ay,...,a,)"

aq=(q,...,q,)T dan nasledovné:

(@, ) = a1q1 + azqa + - + angn.
Definice 1.6 (Norma vektoru)
Zobrazent ||-|| : R™ — IR s ndsledujicimi vlastnostmi Va, g € R, a € R
1.]|la|]| > 0, pricemZ ||la|| =0< a= o
2. [|eval| = [l [l
3. lla+ gl <llall + 4l

se nazyvd norma vektoru.

V celé praci budeme uvazovat Euklidovskou normu vektoru, kdy

Va= (a,...,a,)T € R" je

lal = v/{a,a) = \Jai + a3+ +a2.

Vypocet této normy ukazeme na nasledujicim prikladé.

Priklad 1.1 Necht je dan vektor @ = (1,2, —1)7. Vypoététe normu tohoto vek-

toru.

Reseni:

lal = /(12 + (22 +(-1)2=V1+4+1= V6.

Definice 1.7 (Linearni obal)

Necht je dina mnozina vektori {ay,...,a,},a, € R", k = 1, ..., n. Linedrnim
obalem mnoZiny {ay, ..., a,} nazgvdime mnoZinu viech linedrnich kombinaci vek-
tord ay, ..., a,.
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Definice 1.8 (Béze prostoru)
Mnozina vektori {aq,...,a,},ax € R", k =1, ..., n se nazyjvd bazi prostoru
R", jestlize plati:

1. vektory ay, ..., a, jsou linedrné nezdvislé,

2. pro kazdy vektor q € R" existuji ¢isla o, € R, k = 1, ..., n takovd, Ze

n
q = E Q.
k=1

Definice 1.9 (Ortogonalni vektory, Ortonormalni vektory)
Vektory a, q nazyvdme ortogondlni, jestlize je jejich skaldrni soucin roven nule,
tj. (a,q) = 0. Maji-li ortogondlni vektory navic jednotkovou normu, mluvime

o vektorech ortonormdlnich.

Poznamka 1.1
Jestlize vektory ay, ..., a, tvori bazi prostoru IR" a jsou vzajemné ortogonalni,

resp. ortonormalni, hovorime o ortogonalni, resp. ortonormalni bazi.

Definice 1.10 (Ortogonalni matice, Ortonormalni matice)
Matice A se nazyvd ortogondlni, jsou-li jeji sloupcové vektory vzdjemné ortogo-
ndlni. O ortonormadlni matici hovorime tehdy, je-li tvorend vzdjemné ortonor-

malnims sloupcovymi vektory.

Poznamka 1.2

Poznamenejme, 7Ze v pripadé ¢tvercové ortonormalni matice A plati:

AAT=ATA=TI tedy AT=A"".

Poznamka 1.3

Pokud by étvercova matice A byla ortogonalni, pak plati: AAT=AT A=D.

Poznamka 1.4
Neéktefi autofi, viz napf. [5], [6], [7], [8], hovoii o ortogondlni matici v ptipadé
¢tvercové matice A spliujici podminku uvedenou v Poznamce 1.2, avsak my

budeme hovorit o matici ortonormalni.
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Nyni blize pfedstavime Gram-Schmidtiv ortogonalizacni/ortonormaliza¢ni pro-
ces, ktery z mnoziny linearné nezavislych vektort vytvoii ortogonalni, pripadné

ortonormalni systém. Budeme jej vyuzivat pii hledani QR rozkladu matice A.

Gram-Schmidtav ortogonaliza¢ni/ortonormalizacni proces

Nechf je ddna posloupnost linedrné nezavislych vektori a4, ..., a,, a; € R™,
k =1, ..., n takovych, ze m > n. Nasim cilem je z ni zkonstruovat ortogo-
nalni posloupnost vektort ¢q,...,q,,q. € R™, kK =1, ..., n, a to nasledujicim

zpusobem, viz napt. [4], [6], [7]:

1. Polozime ¢, = a;.

2. Pro k=2, ..., nvypocteme vektor
(@1, ar) (@, a) <¢I1H’ ak>
q, = ap — q, — Q-7 %1 (1.1)
g (a1, @) ' (@) @) ? <qk—17qk—1> o

kde (-, ) je skalarni soucin.
Gram-Schmidtiv ortogonalizacni proces ukazeme na nasledujicim ptikladeé:

Priklad 1.2 Vektory

a, = (2a 37 1)Ta
az = <_17 _17 _2)T7
a3 = (2,5,—1)"

zortogonalizujeme pomoci Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu.

Resent:
Nejprve ovérime, jestli jsou vektory a;, as, as linedrné nezavislé. Proto

z nich sestavime matici, kterou vhodnymi elementarnimi dpravami preve-

deme na horni trojihelnikovy tvar.

2-1 2 2-1 2 2-1 2
3—-1 51710 1 4]7(0 1 4
1-2-1 0 3 4 0 0-8



Vidime, ze podminka linearni nezavislosti je splnéna.
P1i splnéni pozadavku linearni nezavislosti se dostavame k samotné ortogo-
nalizaci.

1. Pro k = 1 polozme ¢, = a;= (2, 3, 1)

<q17a2>
(91,91)

2. Pro k = 2 vypocteme @, = as — g, nasledovne:

<Q17 af2> = <(2737 1>T7 (_17 _17 _2)T> =
=2 (=1)+3-(~1)+1-(-2) =T,
(q,,q,)=2-24+3-3+1-1=14,

7 1 3\7"
=(=1,-1,-"+—2.31D)"'=(0,=-.—=) .
q2 ( ) ) )+14(77) <a2a 2)

3. Pro k = &8 spocteme ¢; = a3 — ggi'g; q, — 232;2; q, takto:

(q,a3) = {((2,3,1)",(2,5,-1)") =
=2.-2+3-54+1-(—1) =18,

(412 4N
N 7°35°35)

Vypocitané vektory g, g, g5 jsou ortogonalni.

Poznamka 1.5

Poznamenejme, Ze ortogonalizacni proces nemusi nalézt jedinou moznou kombi-
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naci ortogonalnich vektori. Kazdy linearni nasobek nékterého z téchto ziskanych

vektorl bude ortogonalni k vektorim ostatnim.

V ramci této bakalarské prace budeme potiebovat pracovat také s ortonormal-
nimi vektory a nyni ukazeme, jak tyto vektory nalezneme.

Nechf je ddna posloupnost linedrné nezavislych vektori a4, ..., a,, a; € IR™,

=1, ..., ntakovych, ze m > n. Nasim cilem je z ni zkonstruovat ortonormalni

posloupnost vektort ¢,...,q,,q, € R™, k=1, ..., n, a to jednim z uvedenych
postupi, viz napf. [4]:

A) V prvnim zptisobu nejprve najdeme ortogonalni systém vektort

4, ---, q, dle vztahu (1.1) a poté kazdy z vektort zortonormalizujeme, tedy

pro k = 1, ..., n kazdy vektor g, vydélime jeho normou, tj. g,= Hgﬁ'

B) Nebo pouzijeme druhy postup, kde ortonormalizujeme ihned v priibéhu

ortogonalizace, proto pro k = 1, ..., n vypocteme vektor
@G =ar — (@, a8) @ — (@, ) @ — - — <21k717 ak:> Qi1

Dale tento vektor znormalizujeme, tj. vydélime jej jeho normou, tedy

Q. = HZﬁ
a pokracujeme ve vypoctu.
Tyto postupy byvaji v nékterych literaturach oznacovany jako Gram-Schmid-
tv ortonormalizacni proces, viz napft. [4].
Gram-Schmidtiv ortonormalizac¢ni proces si ukdZzeme na nasledujicich ptikla-

dech, a to jak podle postupu A), tak podle postupu B):

Priklad 1.3 Ortogonalni vektory prevzaté z Piikladu 1.2

ql = (2737 1)T7
1 3\7*
= (0= -=
q2 (727 2) 9
(412 4T
%=\ 773535

zortonormalizujte podle postupu A).

14



Reseni:
Pozadavek linearni nezavislosti jsme ovérili v Piikladé 1.2, a proto se mii-
zeme rovnou vénovat ortonormalnimu procesu.

1.Prok =1 poloiime Aql = \/ﬁw(273, ].)T = \/%74(2’3’ 1)T,

.. T
2. Pro k = 2Je q, = m (0, %,—%) = \/%70(071’_3)71’
3.Prok = 3je g5 = L (-4, 7 = L (531"

Priklad 1.4 Vektory
a; = (2,3, 1)7,
a = (—1,-1,-2)",
as = (2,5, —1)"

zortonormalizujte s vyuzitim Gram-Schmidtova ortonormaliza¢niho procesu podle

zpusobu B).

Reseni:
Opét nebudeme kontrolovat linedrni nezavislost, nebot je ovéfena
v Prikladé 1.2, a proto se budeme rovnou zabyvat ortonormalizaci.

1.Prok =1 poloiime Aql = \/ﬁw(273, ].)T = \/%74(2’3’ 1)T

2. Pro k = 2 vypocteme g, nasledovné:

(@, ar) = <\/%(2, 3,17, (=1, -1, _2)T> _




3. Pro k = 3 spocCteme g, takto:

(@), a3) = < (2,3, )7, (2,5, —1)T> -

—
R
8
~
Il
S
)
—~
=
—_
w
N—
—~
DO
(@)}
|
—_
N—
~_—
Il

( 3,1)" -

. = 1 (_%Ei) _L(_531)T
Y@ TEB) Vs

Préavé vytvorené vektory ¢, @,, g; jsou ortonormalni a vidime, ze jak metodou

A), tak B) obdrzime stejné ortonormalni vektory.

Poznamka 1.6

Na rozdil od ortogonalizace, pomoci které nemusime k dané posloupnosti linearné
nezavislych vektort ziskat jedinou variantu ortogonalnich vektorti, ortonormali-
zaci obdrzime, az na znaménko, jedinou moznou variantu ortonormalnich vektori.
Tedy spavné bychom meéli v prikladech pfi vypoctu normy davat pred odmocninu

=+, avSsak my v celé bakalarské praci budeme pouzivat pouze kladnou variantu.
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2. QR rozklad matice

V této kapitole se seznamime s QR rozkladem matic a vysvétlime jednot-
livé metody pro jeho nalezeni. Na konci kazdé podkapitoly ukazeme, jak danou

metodou nalézt QR rozklad uzitim matematického softwaru Matlab.

Definice 2.1 (QR rozklad)

Rekneme, Ze matice Q a R tvori QR rozklad matice A, jestlize plati
A= QR,
kde @ je ortogondlni matice a R je horni trojuhelnikova matice.

QR rozklad matice je jeden ze zptisobt, jak zapsat matici A ve formé soucinu
dvou matic. Tyto matice se oznacuji @ a R, kde @ je ortonorméalni matice a R
ma tvar horni trojuhelnikové matice, coz uz bylo zminéno v Definici 2.1.

V rtznych zdrojich se miizeme setkat s rliznymi znénimi vét o existenci matic

Q a R, pripadné i o jejich jednoznac¢nosti. Nyni uvedeme dvé z nich.

Véta 2.1 Je-li A € R™" redlnd matice s linedrné nezdvislymi sloupci, pak exis-
tuje jedind dvojice matic Q, R, kde Q@ € R™" a Q" Q=I, R je requldrni, horni

trojuhelnikovda matice rddu n takovd, Ze plati A=QR.

Dukaz viz [7] str. 102.

Nyni uvedeme vétu druhou.

Véta 2.2 Necht A € R™", m > n, je matice s linedrné nezdvislymi sloupci.
Pak existuje matice @ € IR™™ s ortonormdlnimi sloupci a horni trojihelnikova

matice R € R™" s kladnymi redlnymi prvky na hlavni diagondle takovd, Ze plati

A=QR.

Dukaz viz [10] str. 169.
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Obé zminéné veéty hovori o existenci matic Q a R. Zatimco Véta 2.1 1ika,
ze existuje jedind dvojice matic @ a R, Véta 2.2 o jednoznacnosti nehovori.
Ani v tvrzeni o matici R nejsou totozné, nebotf prvni véta popisuje matici R
pouze jako horni trojuhelnikovou, avsak véta druha navic upfesnuje jeji hlavni
diagonalu, ktera je tvorena kladnymi redlnymi prvky. V obou ptipadech je matice
R regularni, nebot horni trojihelnikovd matice, kterda mé na hlavni diagonéale
kladna cisla, je regularni, a také matice @ jsou v obou ptipadech ortonormalni.
Pozadavek ortonormalni matice se vSak nevylucuje s Definici 2.1, ktera mluvi
o matici ortogonalni, nebot je-li matice ortonormalni, pak je i ortogonalni, coz
naopak neplati.

Matice A € R™", m > na Q € R™", m > n mohou byt jak ¢tvercového, tak
obdélnikového typu. Tedy QR rozklad lze najit jak pro ¢tvercové, tak obdélnikové
matice A.

QR rozklad se vyuziva naptiklad pii hledani vlastnich ¢isel dané matice anebo
pri hledani reseni soustavy linearnich rovnic.

Tento rozklad lze najit rtznymi zptisoby. Jednim z nich je pouziti Gram-
Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu, dalsi postup je pomoci Householderovy

matice a posledni z nich je s vyuzitim Givensovy rotace.

2.1. QR rozklad pomoci Gram-Schmidtova
ortogonalizac¢niho procesu

V Pripravné kapitole jsme vysvétlili Gram-Schmidtiv ortogonalizac¢ni pro-
ces. Nyni jej vyuzijeme pfi hledani QR rozkladu a ukazeme ho na dvou riznych

postupech.

2.1.1. Prvni zpuasob urceni QR rozkladu

Pii hledani QR rozkladu se budeme drzet nasledujicitho postupu, ktery lze
najit napt. v [9], [10]. Nejprve jej uvddime obecné a pak na konkrétnim piikladé.
Tato metoda odpovida Vété 2.2, tj. najdeme matici @ s ortonormalnimi sloupci

a horni trojuhelnikovou matici R s kladnymi realnymi prvky na hlavni diagonale.
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Necht je ddna matice A € IR™", m > n. Nasim cilem je uréit QR rozklad

dané matice, tedy nalézt matice @ a R podle nasledujiciho postupu:

1. Nejprve zkontrolujeme, zda jsou sloupce matice A, tedy vektory ay,..., a,,
ar € R™, k=1,...,n linedrné nezavislé. Tedy, ze h(A) = n.
Pokud je pozadavek linearni nezavislosti splnén, pak pomoci Gram-Schmid-
tova ortogonaliza¢niho procesu, viz Ptipravna kapitola, zortogonalizujeme
vektory ay, ..., @, na mnozinu ortogonalnich vektoria {q,,...,q,},

qg. < R" k=1,...,n prostoru R".

2. S vyuzitim Gram-Schmidtova ortonormalizac¢niho procesu, ktery je uvedeny

v Ptipravné kapitole, zortonormalizujeme ziskané ortogonalni vektory, ¢imz

dostaneme mnozinu ortonormélnich vektoru {¢q, ..., q,}, q € R™,
=1,...,n. Poté polozime
Q= (QD" 7€1n)

3. Matici R muzeme ziskat dvéma zptlisoby:

(a) Usporadanim norem ortogondlnich vektori q, ..., g, a hodnot skalar-
nich souéini ortonormalnich vektoru a vektort matice A do horni

trojihelnikové matice

laill (@1, a2) (@1, @3) ... (@, an)
0 qs, a3) - .. (Q,
R— ‘ H‘b” <‘I2' 3>. <‘I2'an> (2.1)
0 0 0 ... gl
(b) Polozime
R=Q"A. (2.2)

Vynéasobime-li vztah A =QR matici Q" zleva, dostaneme matici R ve

tvaru QT A=Q" QR=R, nebot Q7 Q=I, viz Poznamka 1.2.
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Oba postupy vypoc¢tu matice R nam daji stejny vysledek, coz ovérime

v nasledujicim prikladé v bodé 3.
Nyni ukazeme cely postup.

Priklad 2.1 Pro danou matici

2-1 2
A=|3-1 5
1-2-1

urcime jeji QR rozklad.
Resent:
1. Nejprve je tfeba ovérit, zda jsou sloupce matice A linearné nezavislé, coz
jsme otestovali v Prikladé 1.2. V tomtéz prikladé jsme zortogonalizovali

sloupcové vektory matice A, proto je nebudeme znovu pocitat a pouze je

prevezmeme, tedy:

ql = (27 37 1)T7

1 3\"
q = Y o )

(412 4N
&= \"73535) °

2. Potfebné ortonormalni vektory @, @,, g5 taktéz prevezmeme, nebot jsme

[\
[N}

je vypocitali v Prikladech 1.3, 1.4 a poté z nich vytvofime matici Q.

5

Q

I
Shshshe
st o
sk

3. V poslednim kroku sestavime matici R. Pro vytvoreni vyuzijeme oba zpi-

soby, jak (2.1), tak (2.2), a tim dokaZeme, Ze vysledky postupti jsou totozné.
20



(a) Podle vztahu (2.1), vypocti z Piikladu 1.4 a norem ortogonélnich

vektoru
7
q, 0) = ——, q,|| = V14,
<ql > \/ﬂ qu”
(U as) = = gl = Yo
q17 3/ — 147 q2 - 2 )
(U as) = —— a ] = —
,a3) = —— a = —
R NGT: LI =35
polozime

(b) Nyni pouzijeme zptsob (2.2).

Proto
2 3 1 _ 7 18
vavh va\[2-1 2 vid -7 7a
Q"'A= 0 S-vs|l3-1 5])=| 0 %$E|[=R
_ 5 3 1 _9 _ 4
V35 V35 V35 1-2-1 0 0 V35

Dale provedeme kontrolu, a to tak, Ze ovérime platnost vyrazu A=QR.

Tudiz

9 5 A4 7 18
Y U 4 -5 75 2-1 2

QrR=| - -+ -+ 0 Yo .8 | _—[13-1 5]|=A.
\/114 \/3}0 \/135 2 \/4TO
Via V10 V35 0 0 V35 1—2-1

Pravé jsme vysvétlili prvni metodu pro nalezeni QR rozkladu dané matice,
avsak zpusobit, jak hledat QR rozklad pomoci Gram-Schmidtova ortogonaliza-

¢niho procesu, je vice.

2.1.2. Druhy zpusob urceni QR rozkladu

Nyni ukdzeme vyuziti Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu na dalsim
zptsobu nalezeni QR rozkladu. Uvedeme jesté jednu vétu o existenci matic Q
a R, viz [4].
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Véta 2.3 Necht A=(ay,...,a,), A € R™", m > n je matice s linedrné nezavisly-
mi sloupci. Pak existuje jedind dvojice matic Q, R, Q € R™", R € R™", tak,

ze Q' Q je diagondlni matice s kladnymi diagondlnimi prvky, R horni trojihel-

nikovd matice s diagondlnimi prvky 1, a pritom A=QR.

Matici Q=(qu,...,q,) a zdroveri matici R=(ry,) lze ziskat jako matici A™

v posloupnosti AD=A4, AV AM Lde
A(k) = (q17q27'"7qk7a§:217"wa’(k)>7 k= ]‘7“'7n7

se vypocte z

AlY — (1 - Gy al(ck_l)a R aglk_l))
takto:
. = a](€k71)’ dr = (@, Gx) »
Tee = 1, Thi = <qk;7 aEk_”> /dy,
a@('k) = agk_l) = Tkiqy;
i =k+1,...,n.

Dukaz viz [4] str. 207,

Tato véta, v niz:
R=(rij)i;—1,
A® je k-t4 matice v posloupnosti matic,
g, symbolizuje k-ty sloupcovy vektor matice @,
af;k) znadi -ty sloupcovy vektor matice A®*),
je navodem pro vypocitani QR rozkladu matice A.
Zdtiraznéme, ze diagonalni matice Q* @ s kladnymi diagonalnimi prvky predsta-
vuje ortogonalitu matice Q.
Zatimco Véta 2.1 je obecnym pripadem vét o existenci matic @ a R, Véta
2.3 je jejim specifickych pripadem. Podobné jako Véta 2.1 1ik4, ze existuje jedind

dvojice matic Q a R, avSak navic udava, jakym zptisobem tyto matice nalezneme.
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Na rozdil od predchozich vét hleda ortogonalni matici @ a horni trojuhelnikovou
matici R s kladnymi diagonalnimi prvky, které navic musi byt vSechny rovny 1.

Nyni na konkrétnim piikladé ukazeme, jak podle Véty 2.3 postupovat pfi
hledani QR rozkladu.

Priklad 2.2 Pro danou matici

2-1 2
A=|3-1 5
1-2-1

urc¢ime jeji QR rozklad dle Véty 2.3.

Reseni:
1. Linearni nezavislost sloupcti matice A je ovéfena v Prikladé 1.2, kde jsme

dokézali, ze h(A) = 3.

2. Nejprve provedeme vypocet pro k = 1.
q; = a’gO) = (2737 1)T

di={q,q)=2-2+3-3+1-1=14

7’11:1

(0) 1 1
ro = (g d”) fd = (2 (<) +3- (-1) + 1 (-2)7; = —
r13=<q1,a3 >/d1:(2'2+3'5+1'(_1))ﬁ:§

agl) = aﬁo) — g =(2-2,3-3,1-1)=(0,0,0)"

I
7N N
=
N | —
|
Do W
~_
)ﬂ



3. Pro k = 2 dostavame:

T

() 1.3

= S ) J—
q2 0’2 ( 727 2) ’

11 3 3 )
d2—(‘12,¢12>—0'0+§'§+(—§)'<—§) =5

7’22:1;

T21 = <q27 a§1)> /d2 = 07

ety (o34 () (4)

al? = o — ry1q, = (0,0,0)7,

2

4
i = o rwa = ((5) -
7
(412 4N\
~\ 7'35'35)
4. Vypocitame hodnoty pro k = 3.

T
g —a? = (2122
3 735 35

o) = a") —rag, = <0,——1'

=g = (1) (4) 222 44
7 7 35 35 35 35 35
r3g =1
r3; =0
r3g =0

a? = al® — ry1q, = (0,0,0)"

ag3) = aé?) — 73243 = (O’ 0, O)T

O _q® g = () g () o124 4
4G =@ Tl 7 7) 735 35' 35 35)

=(0,0,0)"
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5. V poslednim kroku sestavime ze ziskanych hodnot matice @ a R.

Proto
2 0 -3
=5} ¢
1 -2 4
2 35

a

19
L—57
R=[0 1¢
0 01

Zaver: Narozdil od Prikladu 2.1, kde je matice @ sestavena z vektorti ortonormal-
nich, jsme v tomto piikladé matici @ vytvofili z vektorii ortogonalnich. Pokud
bychom kazdy sloupcovy vektor matice @ z Pfikladu 2.2 vydélili jeho normou,
bude nové vytvorend matice s matici z Prikladu 2.1 totozna. Je zfejmé, ze ma-
tice R z predchoziho a tohoto piikladu jsou rizné. Avsak kdyz kazdy tadkovy
vektor matice R z Ptikladu 2.1 vydélime odpovidajicim diagonalnim prvkem, tak
prvky na hlavni diagonéle budou rovny 1 a obé matice R budou stejné.

Nyni provedeme kontrolu tim, Ze dokadzeme rovnost A =QR.

Tedy

2 0%\ /1-1¢ 2 -1 2
QR=(3 L 2 )lo 18 |=[3-15]|=4
1-2 L /\o o1 1 -2 -1

2.1.3. QR rozklad pomoci Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho

procesu v Matlabu

Nyni vytvorime v matematickém softwaru Matlab vlastni zdrojové kody pro
nalezeni matic @ a R. Nejprve sestavime funkce pro postup uvedeny v podkapi-
tole 2.1.1, tj. hleddme ortonormalni matici @ a horni trojihelnikovou matici R

s kladnymi redlnymi diagonalnimi prvky. UkdZeme sestaveni matice R jak podle

(2.1), tak podle (2.2).
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Tedy:
function [Q, R] = qrl_rozklad(A)
[m,n| = size(A);
Q) = zeros(m,n);
R = zeros(n,n);
hodnost = rank(A);
if m<n
error(’Neni splnéna podminka: m >=n.”)
end
tf hodnost ~=n
error(’Sloupcové vektory nejsou linearné nezavislé.’)

else

Q(:, k) = q(:,k)/(norm(q(:, k)));
* R(k, k) = norm(q(:, k));
* R(1:k—1,k) =g

~—

end

end

V tomto zdrojovém kdédu jsme horni trojihelnikovou matici R s kladnymi

redlnymi diagondnimi prvky vytvorili pomoci (2.1). V kédu jsme nejprve ovéfili

podminku m > n a podminku linearni nezavislosti vektorti. Jsou-li tyto pod-

minky splnény, pokracuje program v postupu dale.

Kdybychom pozadovali, aby matice R byla sestavena podle (2.2), tak by sta-
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c¢ilo, abychom z fadkt oznacenych symbolem * prvni vypustili a zbylé dva nahra-
dili piikazem R = @ x A;, viz kéd qr2_rozklad na ptilozeném CD. AvSak tento
zptusob je pro praxi nevyhodny, protoze zbytec¢né pocitame nulové prvky matice
R. Obecné nasobeni matice matici je neefektivni hlavné pro matice velkych roz-
méri, nebot mé za néasledek rychlé sifeni a narast numerickych chyb.

Pro druhy zptisob urcéeni QR rozkladu, ktery je uveden v podkapitole 2.1.2, tj.
hledame ortogonalni matici @ a horni trojihelnikovou matici R s diagonalnimi
prvky rovny 1, jsem vytvorila funkci:

function [Q, R, D] = qr3_rozklad(A)
[m,n| = size(A);
Q) = zeros(m,n);
R = zeros(n,n);
Q=4
hodnost = rank(A);
if m<n
error(’Neni splnéna podminka: m >=n.”)
end
if hodnost ~=n
error(’Sloupcové vektory nejsou linearné nezavislé.’)
else
fork=1:n
R(k, k) =1,
d(k) = (Q(:, k)" = (Q(:, k));
fori=k+1:n
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D = diag(d);
end
end
Zde jsme polozili Q=A, avsak neznamena to, ze matice @ je totozna s matici
A. Piikaz jsme pouzili proto, abychom se vyhnuli slozitému zadefinovani posloup-
nosti matic uvedenych ve Vété 2.3. Ve zdrojovém kdédu funguje prikaz Q=A tak,
7e pro kazdy k-ty krok je matice A®) nahrazena matici Q. Na konci kédu jsme
nadefinovali diagonalni matici D, ¢ehoz vyuzijeme pozdéji pii feseni soustav li-
nearnich rovnic. Samoziejmé jsme na zacatku zkontrolovali, Ze m > n a linearni

nezavislost dané matice.

2.2. QR rozklad pomoci Householderovy matice zrcadleni

Nyni uvedeme druhou metodu pro nalezeni QR rozkladu dané matice.
K nastudovani této problematiky jsme vyuzili literatury [3],[2],[7],[8]. Nejdiive
zadefinujeme Householderovu matici zrcadleni a poté vysvétlime princip této me-
tody. Proces ziskani Householderovy matice nazyvame Householderovo zrcadleni

nebo také Householderova transformace.

Definice 2.2 (Householderova matice)

Matice tvaru

Lme, (2.3)

H(x)=I- @)

kde £ € R™ je nenulovy vektor, se nazyvd Householderova matice zrcadlens.

Z praveé uvedené definice plyne, Ze

H(a:)T:(I— 2 a;a:T>T:IT—< 2 a:wT)T:H(a:)

(z, x) (z, x)
H(m)H(:c)T = H(x)H(x) = (I — <m2m>w:l:T)(I— z Cc>:1::13T) =
=1I- zx’ + A zxlzal =1,



tj. ¢tvercova matice H(x) je symetrickd a ortonormalni.

Necht je ddana matice A € IR™". Nasim tkolem je uréit QR rozklad této
matice s vyuzitim Householderovy matice zrcadleni, tj. nalézt matice @, R podle
nasledujiciho postupu:

V prvni fadé ovéfime linearni nezavislost sloupci matice A. Je-li tato pod-

minka splnéna, zacneme se vénovat samotnému procesu hledani matic @ a R.

Oznaéme 4 = A a polozime k = 1.
1. Spoé¢teme normu prvniho sloupce matice A% Ve R™k+Ln=k+1 ktery
xeo o —(k—1) —(k—1) —(k—1) T
oznacime @ = (al sy ) )
Pak vypocteme vektor x,€ R™*+1 dle vztahu:

a, = a* D + sgn (@) @Y e®) =

m

T
= (dikil) + sgn (dikil)) Hﬁ(k’l) ,Egkfl), o ,a(’H)) , (2.4)

kde Egkfl) je prvni prvek sloupcového vektoru @*~b a
e = (1,0,...,0)Tc R™*+1,
Poté dle vztahu (2.3) vypocitdme Householderovu matici

H(zy)e R FT1n=ht1 5 sestavime

e 0 mon
n (% ) enen

Poznamenejme, ze pro k = 1 je I prazdna matice, tedy Th=H(xy).

2. Nyni polozime

AW = 7, A, (2.5)
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tedy

X X X X
0 X X .o X
=] ... = 0 Z(k) ,

. (k) (k)

Apt1k+1 - Qi
0 : :
k k

B,

kde x znaci nenulovy prvek, 0 symbolizuje nulovou matici, matice

C € R** m4 tvar horni trojihelnikové matice, matice B € IR™ ** je plna
a podmatice AV e rrm-hnk je taktéz plna. Polozime k = k + 1 a jdeme
do kroku 1.

Tyto dva kroky opakujeme dokud £ =n — 1.

n—1)

3. Po n — 1 krocich obdrzime horni trojuhelnikovou matici A a polozime

R=AM"D (2.6)

4. V poslednim kroku spo¢itdme matici Q" takto:
Q" =T, T (2.7)
a pomoci ziskané matice Q7 vytvoiime matici Q.

Nyni na konkrétnim piikladé ukazeme, jak touto metodou nalezneme QR

rozklad matice A.

Priklad 2.3 Pro danou matici

2-1 2
A=|3-1 5
1-2-1

nalezneme s vyuzitim Householderovy matice zrcadleni jeji QR rozklad.
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Reseni:
7 predchozich prikladd vime, Ze je podminka linedrni nezavislosti sloupcii
matice A splnéna, viz napi. Priklad 1.2.

Pro k = 1 polozime Z(O):A, pak tedy

a” = (2,3,1)"

|[@]| = vE T3 I = VI4

S volbou znaménka +, diky kladné prvni slozce vektoru a®, vypocteme
podle (2.4) vektor

o = (2,3, 1) +V14(1,0,0)" = (2 + V14,3, 1)7,

pro néj mame

(21, 1) = (2+ V14)2 + 3% + 12 = 4(7 + V14)

a soucin tohoto vektoru s jeho transpozici je

184+4v14 6+ 314 2+ /14
o’ =] 6+3/14 9 3

2+v14 3 1

Potom Householderovu matici, dle vztahu (2.3), vypocitame takto

100 7 Vi 18 +4v14 6+3v14 2+ 14
H(z)=(010 - 6 +3v14 9 3 =
001 2++14 3 1
_ V14 3v14 Vid
3\7/ﬁ L 0T 50
i —3(7-V14) (63 + v/14)
kde jsme rozsitenim zlomku TG +1 ey ziskali zlomek =14
pracovali.

o> S kterym jsme



Nyni podle (2.5) spocitame matici A, avsak pracovat budeme jen s jeji

podmatici Z(l). Proto

V14 —3vld — Vi 2 -1 2
AW = | 3 (749 Td) 3 (7— \/_) 3-1 5 | =
S RV gEevig ) 12
— 0 1 28+6v/14
2 35
0o _3 —84+2/14
2 35

—a 1 2846v14
A 2 35 _
3 —84+2V/14
2 35
Pro k = 2 vypocitame x, analogicky jako v bodé 1. Tudiz

= (-3 =y [(3) + (1) -2

dle (2.4)

T
1 3\" V10 1+v/10 3

Lo = PR +_(17070)T: +—7__ )
2" 2 2 2 2

skalarni soudin

%@):(H_@) () _ 10410

mﬂg: 11+i\/ﬁ _%(1+\/ﬁ) .
—i1+vio) g

Déle spocitame Householderovu matici vektoru x,,

me) - (3) - (Lo oy 3V -
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(F %)

Nyni jsme dosli na konec cyklu, tj. provedli jsme vypocty az po k =n — 1.

ﬁ w—
(=] (=]
(=] (=]

Nakonec, s vyuzitim matic T} a Ts, vypocitdme matici A® g gestavime

horni trotihelnikovou matici R. Dle (2.5) je

1 0 0 —y/14 Y14 o/
2
A — [0 -—-L 2 0 1 2846114
0 \/LE E 3 —sfizm
V10 V10 0 -3 3%
VI A e
= 0 —Y10 _4vi0
’ 2 110
0 0 e

2 7
_ 10 4/10
Tl T
0 0 E

Podle (2.7) spo¢teme matici Q7 z které posléze vytvorime matici Q. Proto

10 0 /i _3V1d _ V14

T 1 3 y 14 H

@ =|0-gm gp || U AoV AV |-
08 vo/ \ -9 R0V 563+ V1Y)

_ V4 _3V/14 _ Y14
7 14 14
— 0 S 3
- V10 V10 )
_ V140 34/140 140
14 70 70
a tedy
_VE g VI
7 14
Q-— _3V/14 _ 1 3140
= 14 V10 70



Zaveér: Vidime, ze horni trojihelnikova matice R ma na hlavni diagonéle kladna
i zaporna cisla a matice @ je ortonormalni, je tedy ziejmé, ze Householderova
metoda dava matice, které odpovidaji Vété 2.1. Pri srovnani s pfedchozimi piikla-
dy zjistime, Ze hodnoty matic @ a R jsou az na znaménka totozné s maticemi

nalezenymi v Ptikladu 2.1.

Pro kontrolu, zda jsou matice @ a R nalezeny spravné, dokdzeme formuli
A=QR. Tudiz

Y g VIO —V14 i 9V 2 -1 2
2 7
or= | g ade | |Gy e |5 5 )24
SRS S DV V' 0 0 2440 1-2-1
14 /10 70 35

2.2.1. QR rozklad pomoci Householderovy matice zrcadleni v Matlabu

Nyni, s vyuzitim Householderovy matice zrcadleni, sestavime v matematickém
programu Matlab vlastni kéd pro nalezeni matic @ a R. Nami vytvorena funkce

vypada takto:
function [Q, R] = qrd_rozklad(A)
[m,n| = size(A);
Q = eye(m);
R = A
hodnost = rank(A);
if m<n
error(’Neni splnéna podminka: m >=n.”)
end
if hodnost ~=n
error(’Sloupcové vektory nejsou linearné nezavislé.’)
else

fork=1:n
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a= R(k:m,k);

x = a+ sign(a(l)) *x norm(a) * eye(m — k + 1, 1);

if norm(z)"2>0
H = eye(m);
H(k:m,k:m)=H(k:m,k:m)—2xxx*z'/norm(x)”2;

R=HxR;
Q=QxH;
end
end
end

Jako ve vsech matlabovskych funkcich jsme nejprve zkontrolovali podminku
m > n a linearni nezavislost sloupct zadané matice A. Na rozdil od postupu
uvedeného pii feseni prikladt, kde jsme vyuzivali matice T}, jsme v algoritmu
tuto matici nezavadéli a misto toho jsme na zacatku zadefinovali matici @ jako

jednotkovou.

2.3. QR rozklad pomoci Givensovy rotace

Posledni metodou pro nalezeni matic @ a R, kterou v této bakalarské praci
vysvétlime, je Givensova rotace. Nejprve zadefinujeme Givensovu rota¢ni matici
G, poté uvedeme princip Givensovy metody a nakonec vSe ukazeme na konkrét-

nim piikladé. K pochopeni této problematiky jsme vyuzili literatury [1] a [3].

Definice 2.3 (Givensova rota¢ni matice)
Matice G=(g;j), kterd se od jednotkové matice I lisi v nejvyse ctyrech prvcich,
kterée jsou tvaru

Gii = gj; = cost) a gi; = —g; = sinf,

pro néjaky uhel 0 a néjake i # j, se nazyvd Givensova rotacni matice.
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Givensovu rotacni matici lze tedy zapsat takto:

1.+ 0 --- 0 ---0
0--- cosf ---sinf ---0

0--- —sinf ---cosf --- 0

0--- 0 -+ 0 ---1

Z definice plyne, ze GGT = I, tj. kazd4 matice G je ortonormalni. Lze také
ukazat, Ze soucin matic A G se od matice A odliSuje pouze v -tém a j-tém sloupci
a obdobné matice GA a A jsou rozdilné v i-tém a jtém Fadku. Uhel 0, zminény
v pravé uvedené definici, volime tak, aby pro kazdé i # j byl prvek matice (GA);;
nulovy.

Pomoci Givensovych rota¢nich matic je mozné nalézt QR rozklad matice
A € IR™", kterda mé linedrné nezavislé sloupce. Pii hledani ortonormélni ma-
tice @ a horni trojuhelnikové matice R se budeme drzet nasledujiciho postupu:

Ozna¢me A = A a pro k = 1 vybereme Givensovu rota¢ni matici.

1. Proi =1 je nejprve potfeba j = i+ 1 sestavit podle vztahu (2.8) Givensovu

matici Gy s prvky gi(f) = g](kf) = cost a gi(f) J(f)

= sinf, kde za pomoci

matice A~ = (ag?*l))?’j:l vypoditame

a; 71 a sinfd = a;i Y
\/(a“(k—1))2+(aji(k—1))z o \/(aii(k—1))2+(aﬁ(;€_1))2'

Poté spocitame

cos) = (2.9)

AW = gAY, (2.10)

polozime k =k + 1, j = j + 1 a sestavime dalsi Givensovu matici. Index

j zvysujeme az po j = n.

Na konci #tého kroku budeme mit vynulovany sloupec pod #-tym diagonal-
nim prvkem matice A®).

Déle polozme i =7 + 1 a tento krok zopakujeme az po?=n — 1.

Poznamenejme, Ze celkem dostaneme G1, G, ..., Gnn-1)y Givensovych ro-
2

ta¢nich matic.
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2. Na zavér obdrzime horni trojihelnikovou matici AC) , tedy

n(n—1)

A(T) = Gun1y - Gy GlA(O)

a polozime

R= A1),
3. Zbyva vypocitat matici @, kterd je ddna vztahem

Q: G,{Gg Gn(n 1) - (211)

Ortonormalitu matice @ lze s vyuzitim ortonormality Givensovych matic

ovérit nasledovné:
Q"Q=(G16h- Gl fon ) (616 Gluy) =1

Snadno také dokazeme platnost vztahu A=QR, nebot
QR = (G?G;F e 1)) (Gn(n_l) G2G1A) — A
2

Nyni tento postup predvedeme na konkrétnim priklade.

Priklad 2.4 Pro danou matici

2-1 2
A=|[3-1 5
1-2-1

vypocitame s vyuzitim Givensovy rotace jeji QR rozklad.

Reseni:
Linearni nezavislost sloupcovych vektori matice A je ovéfena v Prikladé
2.1, proto ji nebudeme znovu kontrolovat.

Polozime A©®) = A. Pro k = 1,4 = 1 a j = 2 vypocitame podle (2.9)

al? 2 2

Ve VFEE VI
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cos =




aly 3 3

iy VERVE

sinf =

Pomoci pravé ziskanych hodnot sestavime podle (2.8) rotacni matici Gy,
tudiz

2 3 g

VI3 V13

i~ | T o

0 01

Dle (2.10) vypocitame

2 3 5 19
mum0) (21 2 VBB —75 Tn
AL = | =3 2 9 3-1 5 | = 0 L 4
V13 V13 VI3 V13
0 01 1-2-1 1 -2 -1

a proto
Vi3 ) _L
14~ V14
G, = 010
S S WV
V14 14
Opét s vyuzitim (2.10)
VAE] 1 5 19 V14 YT 92
m Vv (VB -7n U5 - 7
A = 01 0 0 o M \_[ o L L
Vi3 Vi3 Vi3 V13
—L V13 1 -9 _1 0 _ 37 _16V2
V14 14 26 91

Také pro k = 3, i = 2, j = 3 s vyuzitim (2.9) spocteme

1
cosl = ag) Vi3 = V2
2 2 1 3V7 65
Ve @@y g+ (e V6
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Nakonec vypocitame posledni matici A=A kterd odpovida hledané

matici R, proto

N ) V7 92
10 0 Vid T 9z V14 T 92
AG — | 02 3T 0o L 4 |_ 0 Y542 | =R
V65 V65 V13 V13 V2 VB
037 V2 0 3vT _16v2 0 0 L
V65 V65 V26 Vo1 V35

Nyni za pomoci zjisténych matic Gi, Gs, G5 a jejich transpozice vypoci-

tame podle (2.11) ortonormalni matici Q.

Tudiz
2 _ 3 Vi3 g 1
V5 e Y vit Y v 1 %3\%
GG 'GT=| -~ 20 01 0 0 =& | =
1 2 3 Vi3 Vi3 V65 /65
0 0 1 1 V3 0 —3V7T V2
V14 V14 V65 /65
V2 0 —¥5
NG NG
- 3 _1r 3 =Q
Via Vo V35

Nakonec ovéfime spravnost nalezenych matic @ a R, a to tak, ze ukazeme platnost

vyrazu A=QR.

Tedy
V2 V5 _ VT 92
v V(v 2-1 2
QrR=| + L =+ 0 Vi a2 | —[3-1 5 | =A.
Vit ViV v2 1921
Vi Vo vE 0 0 7 e

Zaver: Na rozdil od Prikladu 2.2 je stejn€ jako v Piikladé 2.1 a 2.3 vznikl4d ma-

tice @ tvorena ortonormalnimi vektory, presto vSak nejsou nalezené ortonormalni
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matice ve vSech pripadech totozné. Po elementarnich tpravach zjistime, Ze ma-
tice z Ptikladu 2.1 a 2.4 jsou shodné, kdezto matice v Ptikladu 2.3 méa opacna
znaménka. Taktéz matice R je v Ptikladech 2.1, 2.4 stejna a v Prikladu 2.3 se
lisi o znaménka.

Z vyse uvedeného je ziejmé, ze QR rozklad pomoci Givensovy rotace vyhovuje

Vete 2.2.

Poznamka 2.1

Zdtraznéme, ze tato metoda je pouzitelnd pouze pro ¢tvercové matice.

Poznamka 2.2

Poznamenejme, ze Givensova metoda se od Householderovy metody lisi v mnoz-
stvi vynulovanych prvkd horni trojihelnikové matice v daném kroku. Na rozdil
od Givensovy metody, kterda nuluje prvky pod hlavni diagondlou po jednom,
Householderova metoda vynuluje vsechny prvky v daném sloupcovém vektoru

najednou, coz jsme dokézali v pfedchozich dvou ptikladech.

2.3.1. QR rozklad pomoci Givensovy rotace v Matlabu

Opét vytvorime vlastni zdrojovy kdd pro nalezeni matic @ a R, ktery vsak
tentokrat bude postupovat podle Givensovy rotace. Tento kéd muze vypadat

takto:
function [Q, R] = qr5_rozklad(A)
[m,n] = size(A);
Q = eye(n);
R = eye(n);
hodnost = rank(A);
if me~=n
error(’Matice A neni ¢tvercova.’)
end

if hodnost ~=n
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error(’Sloupcové vektory nejsou linearné nezavislé.’)
else
fori=1:n-1
forj=i+1:n

a= A(:1);
cos = a(i)/(a(i)"2 +a(j)"2)" (1/2);
sin = a(7)/(a(i)"2+a(j)"2)" (1/2);
G = eye(n);

G([i, 1. [1,5]) = [cos, sin; —sin, cos];

A=Gx A,
Q=Q+C"
end
end
R = A
end

Ve zminéném algoritmu jsme nejprve ovérili, zda je matice A ¢tvercova
a zda jsou jeji sloupcové vektory linearné nezavislé. Poté jsme sestavili for cyk-
lus, pomoci néhoz nalezneme matice @ a R. Poznamenejme, Ze pro usnadnéni
prepocitavame matici @ na konci kazdéhé j-tého kroku, misto toho, abychom ji

nalezli na konci celého cyklu po sestaveni vSech Givensovych matic G.
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3. Pouziti QR rozkladu

V této kapitole ukazeme, jak QR rozklad zadané matice A vyuzijeme pri

feSeni soustavy linedrnich rovnic a pii vypoctu vlastnich ¢isel.

3.1. QR rozklad pri reseni soustavy linearnich rovnic
Nejprve ukazeme, jak vyuzit QR rozklad matice A pii Feseni soustavy linear-
nich rovnic. K nastudovani této problematiky jsme vyuzili literatury [4]
a [8].
Nechf je ddna soustava linedrnich rovnic
Ax=0b, (3.1)
kde b= (by,...,b,)", A = (a;;) € R™" je reguldrni a QR rozklad matice A, t;.
A= QR.
Tohoto vztahu vyuzijeme pfi hledani jediného feSeni soustavy (3.1) takto
QRx =0

Po vynéasobeni matici Q' zleva obdrzime rovnici ve tvaru

Q" QRxz= Q"b. (3.2)

Dalsi uprava praveé uvedené rovnice je mozna dvéma zpusoby:

A) Je-li Q ortonormalni matice, pak QY Q= I a z (3.2) je
Rz = Q"b. (3.3)
B) V piipadé ortogonélni matice @ obdrzime
Rx=D1'Q"b, (3-4)

nebot Q" Q= D, kde D= diag (dy, ..., d,) a prvky d; jsou kladné.
Nakonec vyuzijeme toho, ze R je horni trojihelnikova matice a zpétnym chodem,
ktery je dany vztahem

n
o G — Zk:z‘-i—l TikLk
;=
Tii ’
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kdei=mn,...,1,7; #0, c=QTb v (3.3) nebo c=D~ Q" b v (3.4), mizeme velice
efektivné vypocitat feseni zadané soustavy.

Poznamenejme, ze diky regularité a ¢tvercovému tvaru matice A vime, Ze
existuje jediné feseni daného systému.

Nyni vyuziti QR rozkladu pti feSeni systému linearnich rovnic ukazeme na

konkrétnim priklade.
Priklad 3.1 Pro danou soustavu linedrnich rovnic

256’1—ZL‘2+21'3:3
3:161—932—1—5:1:3:7

.2131—2.232—1’3:—2

nalezneme s vyuzitim QR rozkladu feseni tohoto systému.

Reseni:

Této soustavé odpovida

2-1 2 3
A=|3-1 5 a b= 7
1-2-1 -2

Prvné vyfesime zadany systém podle (3.3).

1. Soustavu rovnic vyfesSime za pomoci matic @, R z Prikladu 2.1.

Pripomenime
2 5 __7 18
Vi T
R I U Rl W
Vi Vo V% 0 0 75
Resime soustavu (3.3), kde
2 3 1 25
T vid vid v ; i
A B Chac N B O B B
Ve e Ve ) \ 72 ez



a potom

V14 —

o 5l
Ol

0
0

shab ok
2=zl 2l
8
=< |00
30| Lty ey
= e

Odtud zpétnym chodem dostavame

z=(1,1,1)".

Stejnym zptusobem bychom postupovali u Prikladd 2.3 a 2.4 a nakonec
bychom obdrzeli totozny vektor .

Nyni vyfesime zadanou soustavu rovnic dle (3.4).

2. Systém rovnic vypocitame za pomoci matic @, R a prvku d;, dy a ds, které

tvori hlavni diagonalu matice D prevzaté z Prikladu 2.2. Pfipomenme

2 0 -2 1—32 140 0
Q=13  Z|,R=(0 12 |, D=(020
3 4 16
1—5 = 0 01 00 3
Poté fesime soustavu (3.4), tedy
1 25
) 100 23 1 3 2
D'Qb=|020 03 -3 Tl=12%
35 412 1
Proto
9 2
e [
0 01 1

a odtud opét zpétnym chodem dostavame

x=(1,1,1)".

Pro kontrolu spravnosti vypocitaného vektoru x dosadime nalezené hodnoty do

zadanych rovnic a zjistime, Ze ziskany vektor & =(1,1,1)7 je spravny.
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3.1.1. QR rozklad pri feSeni soustavy linearnich rovnic v Matlabu

Nyni vytvorime s vyuzitim matematického softwaru Matlab kratké zdrojové
kédy pro teseni soustavy linearnich rovnic, které je mozné pripojit k jiz vytvo-
fenym matlabovskym funkcim. Pfedpokladame, Ze soustava linearnich rovnic je
do programu zadana maticove.

Prvné uvedeme kéd, ktery pouzijeme v piipadé, ze ziskana matice @ je orto-
normalni, tj. vyuzijeme funkce qrl_rozklad, qr2_rozklad, qr4_rozklad
a qrb_rozklad. Uvedeme kéd vyuzivajici matlabovskou funkci grl_rozklad, avsak

Ize ji nahradit kteroukoliv z jiz zminénych funkci, tedy
function [x] = qr6_soustava(A,b)
(@, R] = qrl_rozklad(A);
if (norm(Q" x Q — eye(m)) < le — 12)
c=Q *b;
x = zeros(n, 1);

fori=n:—-1:1

else
error("Matice Q neni ortonormalni.’)

end

V tomto kédu jsme ortonormélni podminku QF Q=I nezapsali pfimo v tomto
tvaru, nebot musime zohlednit numerické chyby. Proto jsme vyuzili normu a pfi-
pustili urcitou moznou odchylku, tj. ziskanad matice I nemusi byt s ohledem na
desetinnd mista striktné jednotkova. Ze stejného diivodu jsme rovnici (3.3) nefe-
sili pomoci inverze nebo podilu, ale vytvorili jsme jednoduchy cyklus.

Druhou matlabovskou funkci, kterou pravé uvedeme, vyuzivame pro ortogo-

nalni matici @, tj. pti ziskani hledané matice pomoci kédu gr3_rozklad.
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Tudiz
function [x] = qr7_soustava(A,b)
(@, R, D] = qr3_rozklad(A);
if (norm(Q xQ — D) < le — 12)
c=Q xb
G =D xR,
x = zeros(n, 1);

fori=n:-1:1

z(i) = (c(i) — G, (i + 1) :n)xz((i + 1) : n))/G(i,1);

else
error(’Matice Q neni ortogonalni.’)

end

V tomto zdrojovém kédu, jak uz jsme diive avizovali, jsme vyuzili vytvorenou
diagonalni matici D. Stejné jako v pfedchozim kédu jsme podminku Q7 Q=D
zapsali pomoci normy a urcité tolerance a opét jsme vektor z z rovnice (3.4)

obdrzeli pomoci for cyklu, nikoliv diky inverzi nebo podilu.

3.2. QR rozklad pri vypoctu vlastnich cisel

Nyni vysvétlime, jak QR rozklad matice A pouzijeme pri vypoctu vlastnich
¢isel. Pro pochopeni této problematiky jsme vyuzili literaturu [2] a [3].

Nechf je ddna symetrickd matice A € IR™"™. Nasim tkolem je nalézt vlastni

¢isla matice A. Oznaéme A=A a polozme k = 1.

1. Nejprve, s vyuzitim nékteré z metod pro nalezeni QR rozkladu, kde
Q%Y € R™" je ortonorméalni matice a R*~Y € IR™" m4 horni trojihel-
nikovy tvar, nalezneme QR rozklad matice A*~D tj.

AFD = Q=D g1
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2. Spoéteme matici A®) takto:

AP = R gls-1) (3.5)

Poté polozime k = k+1 a vracime se do kroku 1.

Tyto dva kroky opakujeme do té doby, dokud matice A® ziskana vztahem
(3.5), nema podobu diagonalni matice D = diag(\1,...,\,), kde A1,..., )\, jsou
vlastni ¢isla ptivodni matice A.

Poznamenejme, ze z divodu velkého poctu iteraci tento postup neukazeme
na rucné vypocitaném prikladeé. Po sestaveni matlabovského kédu vsak s jeho

vyuzitim vygenerujeme vlastni ¢isla z konkrétni matice.

3.2.1. QR rozklad pri vypoctu vlastnich ¢isel v Matlabu

V této podkapitole uvedeme v matematickém programu Matlab nami vytvo-
feny zdrojovy kéd pro vypocet vastnich ¢isel matice A, vyuzivajici matlabovskou
funkci grl_rozklad, qr2_rozklad, qr4_rozklad nebo qr5_rozklad. P¥ipomenme, zZe
v tomto kédu nelze vyuzit ¢qr3 rozklad, nebot ziskana matice @ neni ortonormél-
ni. Jestlize v kédu vyuzijeme funkci grl_rozklad, kterou vsak lze nahradit kte-

roukoliv z jiz zminénych funkci, bude zdrojovy kéd vypadat takto:
function [A] = qr8_vlastc(A)
[n,n] = size(A);
if norm(A—A')
error('Matice A neni symetricka.”)
end
nondiagonal = true;
iter = 0;
while nondiagonal
(@, R] = qrl_rozklad(A);
A= Rx*Q;

nondiagonal = false;
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fori=1:n
forj=1:n
if (i >7) && (abs(A(i,j)) > le —5)
nondiagonal = true;
end
end
end
iter = iter + 1;

end

Cely zdrojovy kéd funguje tak, ze nejprve ovéii symetri¢nost matice A, poté
nalezne jeji QR rozklad, matici A prepocita vyndsobenim R* @ a nakonec zkont-
roluje, zda je nové vznikla matice nediagonalni. Kvili presnosti vypocti a malym
zménam hodnot prvkil jsme v kédu pouzili omezeni 1e-5, avSak toto omezeni je
mozné meénit podle nasSich pozadavki na presnost vypoctu. V kédu jsme také
pouzili piikaz iter, jehoz vypsanim zjistime pocet iteraci, po kterych obdrzime
vlastni ¢isla pivodni matice A.

Vzhledem k tomu, Ze jsme v kapitole 3.2. QR rozklad pii vypoctu vlastnich

c¢isel neuvedli priklad, aplikujeme pravé uvedeny kéd na konkrétnim prikladeé.

Priklad 3.2 Pro danou matici

2—-1 2 5
-1 3 5 -1
4 2 5-3 2
5o—-1 2 1

nalezneme s vyuzitim QR rozkladu jeji vlastni ¢isla.

Resent:
Po 124 iteracich bychom diky uvedenému zdrojovému kédu obdrzeli diago-

nalni matici ve tvaru
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7.3007 0 0 0

A 0 —-6.5973 0 0
N 0 0 5.8140 0
0 0 0 —3.5175

Tedy vlastni ¢isla matice A jsou A\ = 7.3007, Ay = —6.5973, A3 = 5.8140
a Ay = —3.5175. Poznamenejme, ze hodnoty jsme zaokrouhlili na ctyrti

desetinna disla.
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4. QR rozklad v Matlabu

Matematicky software Matlab nabizi, kromé moznosti vytvorit vlastni zdro-
jovy kéd, funkci pro nalezeni QR rozkladu matice A € IR"™" m > n. Piikaz
vypada takto: [@Q,R] = qr(A), kde A je matici ¢tvercovou.

Kdybychom jako vstup zvolili napiiklad matici

2 -1 2
A=|3-1 5|,
1-2-1

tak vystupem by byly matice @ a R ve tvaru:

—2 ) —=
R O L O
V14 V10 V35

V35

Pomoci tohoto kédu dostaneme ortonormélni matici @ a horni trojihelniko-
vou matici R. Vidime, Ze na hlavni diagonale matice R jsou zaporna ¢isla, proto
je jasné, ze tento prikaz odpovida pouze Vété 2.1. Pokud bychom matice ziskané
pomoci Matlabu porovnali s vypocitanymi maticemi odpovidajicimi Véte 2.1, tak
zjistime, Ze jsou naprosto totozné s prvky matic z Prikladu 2.3, je tedy zfejmé,
ze tento kéd vyuziva Householderovy matice zrcadleni.

Existuji zde také riizné modifikace tohoto kédu, napiiklad:

a)[@Q,R] = qr(A,0), ktery vyuzivame v ptipadé, kdy m > n, tedy pro obdélnikové
matice. Pro m = n se piikaz chovéa stejné jako [@Q,R] = qr(A).
Tedy pro matici



ziskavame:
—0.4170 —0.3192 —0.0425
| —0.6255 —0.3847 0.5293
Q= —0.2085 —0.4420 —0.8159 |’
—0.6255 0.7448 —0.2290

—4.7958 —1.6681 —1.8766
R = 0 5.3120 —4.3544
0 0 4.0642
Kdybychom pro matici A pouzili zdrojovy kéd vyuzivajici Householderovu
metodu, tak zjistime, Ze vysledné matice @ a R se lisi jen v rozmérech, nebot
tento prikaz vypusti linearné zavislé sloupce a radky.
b)[Q,R,P] = qr(A) vytvaii ortonormélni matici @, horni trojihelnikovou matici
R, permutacni matici P, a to tak, ze AP=QR. Matice P presklada matici A
tak, aby absolutni hodnota diagondlnich prvk matice R klesala.

Proto v ptipadé matice

2-1 2
A=|3-1 5
1-2-1

by vystup vypadal nasledovné:
—0.3651 0.2933 —0.8835

Q= —0.9129 0.0733 0.4016 |,
0.1826 0.9532 0.2410

—5.4772  0.9129 —3.2863

R = 0 -—22730 1.7598 |,
0 0 —-0.3213
001
P=1010
100

Tento kod nalezne matice @ a R se zcela odliSnymi prvky nez jsou uve-
deny ve vyslednych maticich ptivodni verze tohoto kédu. A to diky permutacni

matici P, kterd po vynasobeni s matici A prehéazi sloupcové vektory matice A,
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tedy vznikne nova matice. Kdybychom pro nové vzniklou matici pouzili piikaz
[@Q,R]=qr(A), byly by vysledné matice @, R takto vytvofené totozné s matice-
mi ziskanymi pomoci modifikovaného kédu [Q,R,P]=qr(A) pivodni matice A.
Obdobné, pokud bychom pro nové vzniklou matici pouzili ndmi vytvorenou matla-
bovskou funkci vyuzivajici Householderovu metodu, pak nalezeny QR rozklad
bude stejny jako QR rozklad obdrzeny timto piikazem. Stejné jako v ptivodnim
piikazu je matice @ ortonorméalni a matice R nemusi mit na hlavni diagonale
kladné prvky.

¢)[Q,R,P] = qr(A,0) vyprodukuje QR rozklad, ktery vypusti linedrné zavislé
sloupce a fadky, a to tak, ze plati A(:,P)=Q *R, kde P je permutacni vektor.
Tedy v pripadé matice

2-1 2
3—-1 5
4= 1-2-1
3 5 -3

by vystup vypadal takto:

—0.3203 —0.3363 —0.2488

| —0.8006 —0.4036 0.1244
Q= 0.1601 —0.2691 —0.8980 |’

0.4804 —0.8072 0.3408

—6.2450 —1.4412 3.2026

R= 0 —4.5742 —2.7580 |,
0 0  3.6245
P=(31,2).

Jak jiz bylo zminéno, namisto permutacni matice obdrzime v tomto kédu
permutacni vektor, jehoz hodnoty udavaji, jakym zptisobem se pfemisti v matici
A jeji sloupcové vektory. Proto ve srovnani s maticemi @ a R ziskanymi z ptikazu
[Q,R]=qr(A,0) dostaneme timto kédem zcela odlisny QR rozklad, nebot je
v podstaté hledany pro dvé odlisné matice. Kdybychom pro matici AP pouzili
ptikaz [Q,R]=qr(A,0), budou nalezené matice @ a R totoZné s maticemi prave
ziskanymi z kédu [Q,R,P]=qr(A,0).
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Tyto a jiné modifikace nalezneme pti zadani ptrikazu ,help qr v programu

Matlab.
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ZAavér

V této bakalarské praci jsme se zabyvali metodami pro nalezeni QR rozkladu
a jeho vyuzitim pfi feSeni soustav linearnich rovnic a pfi vypoctu vlastnich cisel.
Déle jsme pracovali s matematickym programem Matlab, ktery jsme vyuzili pro
vytvoreni vlastnich zdrojovych kodi tesicich problematiku dané kapitoly. Také
jsme ukézali ptikaz [Q,R]=qr(A) a nékteré jeho modifikace pro nalezeni QR roz-
kladu, které program Matlab nabizi.

Nejprve jsme v této praci uvedli definice jednotlivych pojmt a vysvétlili Gram-
Schmidtav ortogonaliza¢éni/ortonormalizacni proces, coz by mélo usnadnit pocho-
peni celé problematiky.

V druhé kapitole jsme vysvétlili dva zptisoby vyuzivajici Gram-Schmidtdv or-
togonalizacni proces, jejichz pomoci je mozné nalézt QR rozklad. Oba zpusoby
jsme aplikovali na konkrétnim ptikladu. Zjistili jsme, ze zatimco prvnim zpiso-
bem obdrzime matici ortonormalni, matice ziskana zptisobem druhym je pouze
ortogonalni. Proto mtizeme ¥ici, Ze prvni zpisob je vhodnéjsi, nebot ho miizeme
vyuzit jednak pri feSeni soustav lineadrnich rovnic a jednak pii vypoctu vlast-
nich ¢isel, coz u druhého zptsobu neplati, nebot jednou z podminek pii vypoctu
vlastnich ¢isel je pozadavek ortonormality matice, ktery u tohoto zptisobu neni
splnén. Poté jsme uvedli jesté dvé metody pro ziskani QR rozkladu, a to metodu
vyuzivajici Householderovu matici zrcadleni a metodu vyuzivajici Givensovy ro-
tace. Diky konkrétnim prikladiim jsme dokazali odlisnost téchto metod, protoze
zatimco Householderova metoda vynuluje vSechny prvky v daném sloupci pod
hlavni diagonalou najednou, Givensova metoda je nuluje postupné. Po uvedeni
vsech téchto metod vyplynulo, Ze zptisobem vyuzivajicim Gram-Schmidtav orto-
gonaliaz¢éni proces a Givensovou metodou obdrzime stejny QR rozklad, ktery se
od QR rozkladu ziskaného pomoci Householderovy metody lisi jen o znaménka.

Ve treti kapitole jsme ukazali, jak obdrzeny QR rozklad efektivné vyuzit pri
feSeni soustav linearnich rovnic a pii vypoctu vlastnich cisel.

V zéavéru této bakalarské prace jsme prostudovali v matematickém softwaru

Matlab piikaz [Q,R]=qr(A) a jeho modifikace a po srovnani s nasimi kédy jsme
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zjistili, ze pitkaz [Q,R]=qr(A) je s nejvétsi pravdépodobnosti zaloZen na metodé
vyuzivajici Householderovu matici zrcadleni, nebot vysledné matice tohoto pti-

kazu a naseho kédu jsou totozné.
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