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Uvod

Bakalarska prace se zabyva teSenim nékterych planimetrickych uloh pomoci
cyklografie. Vystupem prace jsou feSené planimetrické ulohy a pracovni listy pro
procviceni latky, ale pfedevsim interaktivni pracovni listy vytvorené v dynamickém

programu GeoGebra, pro snazsi pochopeni postupu konstrukci, vhodné k vyuziti ve

vyuce.

Téma prace jsem si zvolila podle prvniho dojmu, neznalé latky, o které budu psat.
Cyklografie mné po prvnich tivodnich hodinach zaujala na tolik, ze jsem se do toho

ponorila a s nedockavosti jsem se latku ucila sama.

Prvni kapitola se vénuje vysvétleni, co to vlastné je cyklografie. Objastiuje
zakladni pojmy a postup feSeni uloh touto nelinedrni zobrazovaci metodou.
V druhé kapitole najdeme fesené Apolloniovy a Pappovy ulohy. Ke kazdému ptikladu je

vytvoren odkaz na feSeni ulohy v GeoGebfe.

Pti psani jsem vyuzivala tfi zdroje. Mize se to zdat malo, na druhou stranu jsem

z nich vycetla vSe, co jsem potiebovala.

Predpokladam, ze Ctenar je seznamen se zakladnimi znalostmi kotovaného

promitani, vlastnostmi kuzelosecek a konstrukcemi feza kuzeli.



Kapitola 1. Cyklografie

Cyklografie je zobrazovaci metoda zabyvajici se studiem cyklického promitani —
nejstarsi nelinearni zobrazovaci metodou. Dale se podivame, jak zobrazovaci metodu

zavadime a chapeme.

1.1. Cyklicky primét bodu
M¢éjme vodorovnou rovinu it Cili priimétnu a bod A v prostoru mimo ni. Pokud
zavedeme urCeni bodu v prostoru pomoci pravouhlych souradnic, primétna je urCena
osami x,y, osa z je k nim kolmatak, aby kladné sméry os tvotily pravotocivou soustavu.
Oznacme A, pravouhly primétbodu A do roviny 7, Cili jeho puidorys. Sestrojme kruznici
(A) se stiedem A; a polomére |AA,|. Pravouhlym primétem a kruznici o poloméru
rovném vzdalenosti bodu od prumétny (kot€) jsme jednoznaéné pritadili bodu v prostoru

kruznici v . Tedy koétou bodu je soutadnice z.

Obracen¢ vsak stfedu kruznice v rovin€ odpovidaji dva body v prostoru o dané
kote, jeden A nad pramétnou a druhy A’ pod ni. Abychom tuto dvojznacnost odstranili
kruznici orientujeme. Mame-li danou pravotocivou soustavu soufadnic, pak zvolime za
prumétnu 7 rovinu Xy a pro body s kladnou z-ovou soutadnici kruznici orientujeme proti
sméru hodinovych rucicek (kladny smysl otaCeni) a pro zapornou z-ovou souradnici

kruznici orientujeme po sméru hodinovych rucicek (zdporny smysl otaceni).

Obr. 1. Cyklograficky priumét bodu



Takto je jednozna¢n€ bodim v prostoru pfifazena orientovana kruznice,
tzv. cykl anaopak. Lezi-libod P v primétné 7 zobrazi se jako kruznice s nulovym
polomérem ¢ili (P) = P;. Dvojici 44, (A) nazveme cyklicky priimét bodu A. Tento
zpusob pfifazeni bodi v prostorua cyklt v primétné se nazyva cyklické promitani.

Popsana zobrazovaci metoda se nazyva cyklografie.

Kazda neorientovana kruznice v prumétn€ je nositelkou dvou cyklu.
Dva cykly se dotykaji, jestlize se dotykaji jejich nositelky, a navic jejich orientace je

souhlasna, tj. v bodé dotyku se neméni smér pohybu (mohli bychom plynule pfejit

z jednoho cyklu na druhy).
(A) G)
(B)
souhlasné cykly
(E)
(D)
(®))

nesouhlasné cykly

Obr. 2. Orientace cyklii

Je dan bod A. Primky prochazejici bodem A s odchylkou 45° od pramétny se
nazyvaji povrchové primky, a tvoii kuzelovou plochu ®(A) s vrcholem 4 ,
resp. cyklograficky kuzel ®(A) . ®(A) protina prumétnu v nositelce cyklu (A4) .
Cyklografické kuzele vSech bodi prostoru jsou shodné, maji rovnobézné povrchové
pfimky, dotykaji se podél nevlastni kuzeloseCky, kterou také nazyvame

zakladni kuzelosecka.



Dotykaji-li se dva cyklografické kuzely ®(A) a ®(B), tak to znamena, ze
cykly (A), (B) jsou shodné orientované. Navic bod B lezi na cyklografickém kuZzeli
®(A) bodu A a naopak. Z toho plyne, ze tyto kuzely nemaji spolecny pouze bod dotyku
cykll, ale celou ptimku AB. Mame-li danou v roviné€ kruznici, mizeme ji pfifadit dva
cykly, a tedy i dva cyklografické kuzele. Pfevedeme tak situaci v roviné na situaci

v prostoru a toho vyuzivame pfi feSeni rovinnych tloh pomoci prostorového feseni.

Obr. 3. Zobrazeni dvou dotykajicich se cyklografickych kuzelii

1.2. Cyklicky primét primky

Primku sestrojujeme jako mnozinu bodl — linedrni Fadu cyklii. Pravouhl é praiméty
boda pfimky a tvofi pfimku a,, coz je pravouhly primét piimky a do primétny m.
Kazdému bodu je pfitazen cykl, stiedy cyklt vSech boda vyplni pfimku a,. Na piimce
riznobézné s primeétnou existuje bod P lezici v m — stopnik. Je stfedem stejnolehlosti
vSech cykli linearni fady cykld a. Nazyvame ho také nulovy cykl rady. Zname-li dva
razné cykly (A), (B) linearni fady cykld, muzeme sklopit promitaci rovinu pfimky a do
7 a sestrojit libovolny dalsi cykl fady a. Odchylka pfimky od primétny se urci stejné jako

v kétovaném promitani, odchylka pravouhlého primétu a, od sklopené piimky (a).



Poloha ptimky vzhledem k primétné. Odchylka |a4, ()| = o :

* o = 0° ... pfimkajerovnobéznas T a vSechny jeji cykly jsou shodné

¥ 0° < o < 45° ... nulovy cykl P, resp. (P) lezi vné kazdého cyklu fady

* o = 45° ... vSechny cykly rady se dotykaji v bodé (P)

*  45° < o < 90°... nulovy cykl P, resp. (P) lezi uvnitt kazdého cyklu

* o = 90° ... cykly jsou soustfedné kruznice se sttedem v (P), kazda kruznice

s nenulovym polomérem je nositelkou dvou cyklu pfimky
a=0° a=90°
(?é\ (8) (T)

a

(a) (A)

a = (0°,45°)
(

(@)
o (D)
a, 7(\ C L P=(P)

_L&\RQ{AZ

()
@ =45° @ = (45°,90°)

L
N)

Obr. 4. Poloha primky vzhledem k priimétné



1.3. Cyklicky priimét roviny

Cyklicky prumét roviny nazyvame cyklické pole. Opét ji zobrazujeme jako
mnozinu jejich cykld. Stopa roviny p , tj. praseCnice roviny p sprumétnou T,
se nazyva osa cyklického pole nebo také paprsek. Hlavni pfimky roviny jsou rovnobézné
se stopou, spadové piimky jsou kolmé ke stopé roviny. Odchylka roviny od primétny je

rovna odchylce jeji spadové primky od 7.
Ze zobrazeni spadové primky vyplyva, ze je-li odchylka |p, | = o pak:

* o = 0° ... rovina je rovnobézna s prumétnou, nema osu, vSechny jeji cykly
jsou shodné

*  0° < o < 45° ... stopnik spadové pfimky lezi vné vSech jejich cyklu, tj. zadny
cykl roviny neprotina osu

* o = 45° ... vSechny cykly se dotykaji osy

*  45° < o < 90°... cykly protinaji stopu pod stejnym uhlem; thel, pod jakym
protina pfimka kruznici se definuje jako uhel, ktery pfimka svira s te€nou sestrojenou

v jejim praseciku s kruznici

*

o = 90° ... naose lezi stfedy vSech cyklu cyklického pole

Stopa p” roviny p, ktera neni s m rovnobézna ani kni kolma, rozdéluje
prumétnu 1 na dvé poloroviny. V jedné poloroviné lezi stiedy cykla roviny zaporné
orientovanych a ve druhé polorovinélezi stfedy cykla roviny kladné orientovanych. Osu
cyklického pole (paprsek) také muzeme orientovat. Smér paprsku uréime tak, aby
orientace cykli daného cyklického pole a paprsku byla souhlasna, tj. neménil se smér

pohybu pfii prechodu z cyklt na paprsek.

(s") P!

Obr. 5. Zobrazeni roviny



Hledame-li tedy spolecnou te¢nu dvou kruznic, tlohu v roviné pfevedeme na
feSeni prostorové ulohy. Kruznice orientujeme a sestrojujeme rovinu, ktera obsahuje dané
cykly a jejiz odchylka od m je 45°, tj. sestrojujeme spole¢nou tecnou rovinu dvou
kuzelovych ploch. Uvazujeme-li obou orientacich kazdé kruznice, dostaneme

odpovidajici pocet feSeni.

1.4. Mnoziny stfed kruZnic

Nyni zjistime, jak najit mnozinu stfeda cykla dotykajicich se dvou riznych cykla

nebo cyklu a paprsku.

Stiedy cykla, které se dotykaji dvou cykla (A), (B) podle ptedchoziho, jsou body
lezici na obou cyklografickych kuzelech ®(A), ®(B), tzn. ze hledame pranik dvou
cyklografickych kuzeli.

Dva razné cyklografické kuzele se vzdy protnou, obecné v pranikové kiivce Ctvrtého
stupné. Kuzele maji rovnobézné povrchové prfimky a dotykaji se podél nevlastni
kuZeloseCky. Znamena to, ze se prunik rozpada na dvé kuzeloseCky — vlastni a
nevlastni. ! Vlastni kuzeloseCka lezi v roviné p a tedy feSeni ulohy pfevedeme na

konstrukci fezu kuzele rovinou.

Pro cykl (A) a paprsek p” plati obdobné jak pro dva cykly, ze stifedy cykla
dotykajici se cyklografického kuzele ®(A) a roviny p jsou prinikem téchto dvou utvart.
To znamena, Ze opét feSime fez kuzele rovinou. Vzhledem k odchylce 45° roviny od

prumétny 7 je fezem parabola.

Hledame-1i mnozinu stfedt kruznic, které se dotykaji dvou danych kruznic nebo
kruznice a pfimky, feSime pfedchozi ulohy, pfi¢emz uvazujeme vesSkeré mozné
kombinace orientaci danych tUtvart. Néktera feSeni jsou soumérna podle prumétny r,

tedy splyvaji, proto volime kombinace tak, abychom dostali riizna feseni.

V ptipad¢ jiz uvedeného bodu dotyku na cyklu nebo paprsku je tim dana

povrchova prfimka cyklografického kuzele, na niz lezi hledany stted cyklu.

! Vlastni kuzelosetka = cyklograficka kruznice, regularni kuzelosecka.

Nevlastni kuzelosecka = zdkladni kuzelosecka (viz. 1. 1. Cyklicky priimét bodu)



Kapitola 2.
Reseni Pappovych a Apolloniovych uloh

Apolloniovy ulohy jsou takové ulohy, kde mame zadany tii navzajem rtzné
objekty (bod, pfimka nebo kruznice) v libovolné kombinaci tak, ze bod nelezi

na ptimce (kruznici) a ptfimka neni te¢nou kruznice.

Pappovy tulohy jsou specialni ptipady Apolloniovych uloh, ve kterych je zadanym
objektem alesporn jeden bod a pfimka nebo kruznice. Bod pak lezi na pfimce, resp.
kruznici a hledana kruznice se pfimky, resp. kruznice, dotyka v tomto bod¢. Lze také resit
zobecnénou Apolloniovu ulohu, kdy se hledana kruznice nedotyk4 dané piimky, ale

protina ji pod danym uhlem.

Pti feSeni uloh pomoci cyklografie tyto rovinné ulohy prevedeme na prostorové tak,
ze danou piimku povazujeme za stopu dvou rovin s danou odchylkou od prumétny,
kruznici za nositelku dvou raznych cykli, bod je nulovym cyklem lezicim v primétné a
hledame cyklografické kuzele jejichz vrcholy lezi v danych rovinach, resp. na danych

cyklografickych kuzelech.

Vsechny feSené ulohy jsou vyfesené pro vSechny orientace v programu GeoGebra,
v textu prace je zvolena konkrétni poloha danych utvarti a popsano feSeni dané ulohy

metodami cyklografie.

Kniha: Cyklografie



2.1. Apolloniovy ulohy

Apolloniovych uloh je deset:

e Typ BBB - bod, bod, bod

e TypBBp —bod, bod, ptfimka

e Typ BBk —bod, bod, kruznice

e Typ Bpp —bod, pifimka, pfimka

e Typ Bpk —bod, pfimka, kruznice

e Typ Bkk —bod, kruznice, kruznice

e Typ ppp — piimka, pfimka, pfimka

e Typ ppk — pfimka, ptfimka, kruznice
e Typ pkk — pfimka, kruznice, kruznice

e Typ kkk — kruznice, kruznice, kruznice

Ukazeme si feSeni sedmi z téchto uloh. Tato feSeni jsou jednoduchd, elegantni
a jsou snadnéji konstruovatelna nez feseni planimetrickymi prostfedky, napf. pomoci
kruhové inverze. ReSeni zbylych tloh pomoci cyklografie je zbyte¢né slozité, daleko

efektivngjsi je fesit zbylé ulohy pomoci znamych planimetrickych konstrukei.

Postup feSeni je nasledujici — nejprve rovinnou ulohu prevedeme na situaci
v prostoru, tj. orientujeme piimky, resp. kruznice atim jim jednozna¢né pfifadime rovinu,
resp. cyklograficky kuzel. Ulohu vyfe§ime v prostoru. Vzhledem k tomu, Ze kruznice
(s vyjimkou nulového cyklu) je nositelkou dvou cykli a kazda primka stopou dvou rovin,
je tieba uvazovat o riznych kombinacich orientaci, abychom dostali v§echna feSeni.
Vzhledem k tomu, ze cyklografické kuzele urcené kruznicemi i roviny uréené primkami
jsou soumeérné podle m , nékteré kombinace orientaci maji shodny pravouhly
prumét do m, a tedy splyvajici feSeni (ktera samoziejmé do poCtu feSeni pocitame

pouze jednou).



Priklad 1.

Sestrojte kruznici, ktera prochazi danymi body 4, B, C.

B =B = (B)

‘o= = ()
Reseni:
Body A4, B, C jsou nulovymi cykly (A), (B), (C) s vrcholy A4, By, C;. Stfedy hledanych
cykla lezi na prusecnici rovin (coz jsou také chordaly danych nulovych cyklt), podle
nichz jsou soumérné dva kuzele, a tedy i jejich prunikova kfivka. PruseCik X

chordal ch a ch’ je vrchol hledaného cyklografického kuzele ®(X).
Ziskali jsme jediné feSeni.

GeoGebra — reseni BBB

,
p] = ch v

Vo=0=()
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Piiklad 2.
Sestrojte kruznici, ktera prochazi danym bodem B, dotyka se dané piimky p a dané

kruznice k.

Reseni:

Zvolime orientaci kruznice a pfimky. Kruznice k jefidici kiivkou cyklografického kuzele
®(A) svrcholem A, bod B je vrcholem cyklografického kuzele ®(B) a paprsek p je
stopou roviny o, ktera ma od pramétny odchylku 45°. Stfedy hledanych cykla lezi
souCasné na cyklografickych kuzelech ®(A),®(B) a v roviné p. Hledame body,
které lezi v roviné p a patii prunikové kiivce kuzeld ®(A4) a ®(B). Stiedy cykla lezi na
prusecnici s stopy roviny o (chordaly) cykla (A) a (B) a stopy roviny p. Uvazujme
vrcholové roviny o, p'? rovnobé&zné s rovinami p, o cyklografického kuzele ®(A) .
Roviny o, p' se protinaji v pfimce s’. Pfimka s’ prochazi bodem A a pruseéikem S’
padorysnych stop pf,, pf’ rovin o, p'. Piimka s je rovnobézna s s’ a prochazi
prasecikem S plidorysnych stop p;, p{ rovin p, o Uvazujmerovinu Suréenou piimkami
s a s’. Stopourovinyje piimka SS’ a v roviné takélezi bod A, jeto tedy vrcholova pfimka

kuzele ®(A).

2 Padorysna stopa roviny g piimka pf’ je tec¢na (A) rovnob¢zna s pf tak, aby byla souhlasn¢
orientovana s (4).
Pudorysna stopa roviny o' piimka p{” je spojnici bodt dotykuteéenvedenychz B, k (A).

11



Rovina f protne cyklograficky kuzel ®(A) v povrchovych ptfimkach w,z
raznobéznych s piimkou s. Hledané stfedy cykli jsou pruseciky W, Z piimky s po radé

s primkami w, z.

Ziskali jsme 2 teSeni ulohy, zbyvajici feSeni obdrzime riznymi kombinacemi orientaci

kruznice a pfimky.
Tato uloha méa pro v§echny kombinace orientaci 4 feSeni.

GeoGebra — feSeni Bpk

o o ) : ch = pf f

12



Priklad 3.

Sestrojte kruznici, ktera prochazi danym bodem B, dotyka se danych kruznic k, .

B=(B)=P

Reseni:

Zvolime orientaci kruznic. Kruznice k je fidici kiivkou cyklografického kuzele ®(A)
s vrcholem A, kruznice [ je tidici kiivkou cyklografického kuzele @(C) s vrcholem C a
bod B je vrcholem cyklografického kuzele ®(B). Stiedy hledanych cykla lezi soucasné
na cyklografickych kuzelech ®(A), ®(B) a ®(C). Hledame body, které patii praniku
kuzelt ®(A), ®(B) a ®(C). Stiedy cykld lezi na prusecnici s stopy roviny o (chordaly)
cyklt (A) a (C) a stopy roviny « (chordaly) cykli (A) a (B). Uvazujme vrcholové
roviny o, @' * cyklografického kuzele ®(A), které se protinaji v pifimce s’. Pfimka s’
prochazi bodem A a prasecikem S’ padorysnych stop pf", pf’ rovin «‘, o'. Pfimka s je
rovnobézna s s’a prochazi prisecikem S pidorysnych stop p{, py rovin ¢, o. Uvazujme
rovinu S urcenou pfimkami s a s’. Stopou roviny je ptfimka SS’ a v roviné také lezi bod
A, je to tedy vrcholova pifimka kuzele ®(A). Rovina S protne cyklograficky kuzel ®(A)
v povrchovych pfimkach x,y rtznobéznych s pfimkou s. Hledané stiedy cykla jsou

pruseciky X, Y pfimky s po fadé s pfimkami x, y.

3 Pidorysna stopa roviny o ‘ piimka p{” je spojnici bodi dotyku te¢en vedenych z B; k (4). Padorysna
stoparoviny o' ptimka p{ je spojnici bodu dotyku teCen vedenych z C, k (4).
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Ziskali jsme 2 feSeni ulohy, zbyvajici feSeni obdrzime rliznymi kombinacemi orientaci

kruZznic.
Tato uloha ma pro vS§echny kombinace orientaci 4 reSeni.

GeoGebra — reSeni Bkk
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Priklad 4.

Sestrojte kruznici, ktera se dotyka danych ptimek p, g, 7.

r=p

Reseni:

Zvolime orientaci pfimek. Paprsek p je stopou roviny ¢, paprsek q je stopou roviny [ a
paprsek r je stopou roviny y , které maji od pramétny odchylku 45° .
Sttedy hledanych cykla lezi soucasné ve vSechrovinach. Hledame body, které jsou
prusecikem prusecnic rovin. Pii konstrukci prasecnic si pomiiZzeme sestrojenim hlavnich
pfimek rovin. Stfedy cykll lezi na prasecnici aq roviny o a [, na prusecnici b,

roviny ya % Hledany stied cykld je prisecik X prasecnic a, ab;.

Ziskali jsme jedno feSeni ulohy, zbyvajici feSeni obdrzime rlznymi kombinacemi

orientaci pfimek.

Tato uloha méa pro v§echny kombinace orientaci 4 feSeni.

4 Pro konstrukci stiedu X neni tieba hledattieti priseénici ¢,, konstrukce praseénice ¢, mize slouzitjako
kontrola pfesnosti ry sovani.
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GeoGebra — reSeni ppp

K2 | a h1(2)
3
4 =D
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Priklad 5.

Sestrojte kruznici, ktera se dotyka danych ptimek p, g a dané kruznice k.

p=p

q=p]

Reseni:

Zvolime orientaci kruznice a pfimek. Kruznice k je fidici kiivkou cyklografického kuzele
®(A) s vrcholem A, paprsek p je stopou roviny p a paprsek g je stopou roviny o, které
maji od pramétny odchylku 45°. Stfedy hledanych cyklii lezi soucasné na cyklografickém
kuzeli ®(A) a v rovinach p a . Hledame body, které lezi v rovinach p, oa patii kuzelu
®(A). Stredy cyklu lezi na prisenici s stopy roviny o a stopy roviny p. Uvazujme
vrcholové roviny o, p' 3 cyklografického kuzele ®(A), které se protinaji v pfimce s’.
Primka s’ prochazi bodem A a prusecikem S’ pudorysnych stop pf', py rovin o', p'.
Piimka s je rovnobé&zna s s a prochazi prisecikem S padorysnych stop py, p{ rovin p, o.
Uvazujme rovinu Surcenou piimkami s a s’. Stopou roviny je pfimka SS” a v roviné také

lezi bod A, je to tedy vrcholova pfimka kuzele ®(A).

5> Padorysnastoparoviny p' pfimka pf " je te¢na (A) rovnob&Zna s pf tak, aby bylasouhlasn¢ orientovana s
A).
Pudorysna stopa roviny o piimka p{” je te¢na (A) rovnob&zna s pf tak, aby byla souhlasn¢ orientovana s

(4).
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Rovina S protne cyklograficky kuzel ®(A) v povrchovych pfimkach x, y riznobéznych

s pfimkou s. Hledané stfedy cykli jsou pruseciky X, Y ptimky s po fadé s pfimkami x, y.

Ziskali jsme 2 teSeni ulohy, zbyvajici feSeni obdrzime riznymi kombinacemi orientaci

kruznice a pfimky.
Tato uloha méa pro v§echny kombinace orientaci 4 feSeni.

GeoGebra — feSeni ppk
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Priklad 6.

Sestrojte kruznici, ktera se dotyka dané piimky p a danych kruznic k, (.

= (B)

p=p

Reseni:

Zvolime orientaci kruznic a pfimky. Kruznice k je fidici kfivkou cyklografického
kuzele ®(A) s vrcholem A, kruznice [ je fidici kfivkou cyklografického kuzele ®(B)
s vrcholem B a paprsek p je stopouroviny p, ktera ma od praimétny odchylku 45°. Stiedy
hledanych cykla lezi soucasné na cyklografickych kuzelech ®(A4), ®(B) a v roviné p.
Hledame body, které leZi v roviné p a patii pranikové kiivce kuzeld ®(A)a ®(B). Stiedy
cykla lezi na prasecnici s stopy roviny o (chordaly) cykla (A) a (B) a stopy roviny p.
Uvazujme vrcholové roviny o, p© cyklografického kuzele ®(A4), které se protinaji
v piimce s’. Pfimka s’ prochazi bodem A a prusecikem S’ pudorysnych stop pf', py
rovin &, p'. Pfimka s je rovnobé&zna s s” a prochazi prasecikem S padorysnych stop p,
p{ rovin p, o. Uvazujme rovinu furcenou piimkami s a s’. Stopou roviny je pfimka SS’

a vroviné také lezi bod A , je to tedy vrcholova piimka kuzele ®(4) .

& Pidorysnastoparoviny p' pfimka pf " je te¢na (A) rovnob&Zna s pf tak, aby bylasouhlasn¢ orientovana s
A).
Pudorysna stopa roviny o’ ptimka p{” je spojnici bodi dotyku te¢envedenychz B, k (A4).
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Rovina g protne cyklograficky kuzel ®(A) v povrchovych ptimkach x, y riznobéznych

s pfimkou s. Hledané stfedy cykli jsou pruseciky X, Y ptimky s po fadé s pfimkami x, y.

Ziskali jsme 2 teSeni ulohy, zbyvajici feSeni obdrzime riznymi kombinacemi orientaci

kruznic.
Tato uloha méa pro v§echny kombinace orientaci 8 feSeni.

GeoGebra — resSeni pkk
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Priklad 7.

Sestrojte kruznici, ktera se dotyka danych kruznic k, [, m.

k= (A

m = ()

C

Reseni:

Zvolime orientaci kruznic. Kruznice k je Fidici kiivkou cyklografického kuzele ®(A)
s vrcholem A, kruznice [ je fidici kiivkou cyklografického kuzele @(B) s vrcholem B a
kruznice m je fidici kfivkou cyklografického kuzele ®(C) s vrcholem C . Stiedy
hledanych cykli lezi souCasné na cyklografickych kuzelech ®(4) , ®(B) a ®(C) .
Hledamebody, které patii pranikové kiivce kuzeld ®@(A), ®(B)a O(C). Stiedy cyklilez
na prusecnici s stopy roviny o (chordaly) cykla (A) a (B) a stopy roviny p (chordaly)
cyklti (A) a (€). Uvazujme vrcholové roviny o, o7 cyklografického kuzele ®(A), které
se protinaji v pfimce s’. Pfimka s’ prochazi bodem A a prasecikem S’ pudorysnych stop
pf’, py rovin o', p. Pfimka s je rovnobézna s s’ a prochazi prisecikem S pidorysnych
stop pY, p{ rovin p, 0. Uvazujme rovinu B uréenou piimkami s a s’. Stopou roviny je
piimka SS’ a v roviné také lezi bod 4, je to tedy vrcholova piimka kuzele ®(A). Rovina
B protne cyklograficky kuzel ®(A) v povrchovych piimkach x,y riznobéznych

s pfimkou s. Hledané stfedy cykli jsou pruseciky X, Y ptimky s po fadé s pfimkami x, y.

7 Padorysnastopa roviny p' pfimka pf’je spojnici bodu dotyku te¢envedenychz € k (4).
Pudorysna stopa roviny o’ ptimka p{” je spojnici bodi dotyku te¢envedenychz B, k (A4).
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Ziskali jsme 2 teSeni ulohy, zbyvajici feSeni obdrzime riznymi kombinacemi orientaci

kruznic.
Tato uloha méa pro v§echny kombinace orientaci 8 feseni.

GeoGebra — feSeni kkk
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2.2. Pappovy ulohy

Pappovych uloh je Sest:

e Typ B(kB) — bod, kruznice a bod dotyku na kruznici

e Typ p(kB) — ptimka, kruznice a bod dotyku na kruznici
e Typ k(kB) — kruznice, kruznice a bod dotyku na kruznici
e TypB(pB) —bod, piimka a bod dotyku na pfimce

e Typ p(pB) — ptfimka, pfimka a bod dotyku na pfimce

e Typ k(pB) — kruznice, ptfimka a bod dotyku na piimce

Ukazeme si feSeni dvou z téchto uloh. Tato feseni jsou jednoduchd, elegantni a jsou
snadnéji konstruovatelna nez feSeni planimetrickymi prostfedky, napt. pomoci kruhové
inverze. ReSeni zbylych uloh pomoci cyklografie je zbyte¢né slozité, daleko efektivnéjsi

je tesit zbylé ulohy pomoci znamych planimetrickych konstrukci.
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Priklad 1.
Sestrojte kruznici, ktera se v daném bod€ T dotyka dané kruznice k a dotyka se dalsi

kruznice .

Reseni:

Zvolime libovolné orientaci kruznic. Orientovana kruznice k je pak fidici kfivkou
cyklografického kuzele ®(A) s vrcholem A, obdobné kruznice ! je fidici kruznici
cyklografického kuzele ®(B) s vrcholem B . Hledame bod X, ktery patfi obéma
cyklografickym kuzelim. JelikoZ zname bod dotyku T na kruznici k, zname tak
povrchovou piimku cyklografického kuzele ®(A), na které X lezi. Na ®(B) lez
povrchova pfimka BT', rovnobézna s AT. Piimka TT' je pak stopou roviny urlené
pfimkami AT a BT’, (tj. vrcholy kuzeli ®(A), ®(B)v této roviné lezi), uvedena rovina
protina ®(B) jesté v povrchové pfimce BU, kteraje riznobézna s AT. Pruseéik X piimek

AT a BU je vrchol hledaného cyklografického kuzele ®(X).

Ziskali jsme jedno feSeni ulohy, zbyvajici feseni obdrzime rlznymi kombinacemi

orientaci kruznic.
Tato uloha mé pro vSechny kombinace orientaci 2 feseni.

GeoGebra — feSeni k(kB)
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Priklad 2.

Sestrojte kruznici, kterd se v daném bod€ T dotykéa dané kruznice k a dotyka se dalsi

ptimky p.

p=r

Reseni:

Zvolime libovolné orientaci kruznice a pfimky. Orientovana kruznice k je pak fidici
ktivkou cyklografického kuzele ®(A4) s vrcholem A, paprsek p je stopou roviny p, ktera
ma odchylku od primétny 45°. Hledany cykl (X) lezi v rovin€ p a dotyka se cyklu (A)
v bodé T, proto lezi také na pifimce AT. Hledame tedy prusecik ptimky AT s rovinou p.
V pravouhle promitaci rovin€ a ptimky a lezi také prisecnice b rovin p a a . Stopnik
pifimky b lezi na stopé roviny p. Sestrojime vrcholovou rovinu p’ rovnobé&znou s rovinou
p. Ta se dotyka ®(A) podél ptimky b’ rovnobézné s primkou b, jeji stopnik leZi na stopé
roviny p’ a pfimka b’ lezi rovnéz v roviné a. Sklopenim roviny a ziskame hledany stied

cyklu X, ktery je pruseCikem piimky a s pfimkou b.

Ziskali jsme jedno feSeni ulohy, zbyvajici feSeni obdrzime rlznymi kombinacemi

orientaci kruznice a pfimky.
Tato uloha méa pro v§echny kombinace orientaci 2 feSeni.

GeoGebra — feSeni p(kB)
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Zaveér

Cilem prace bylo vypracovat sbirku nékolika feSenych planimetrickych tloh
pomoci cyklografie. Vysledkem prace je 9 feSenych uloh 1 sjejimi pracovnimi listy.
Ve vyse vypracovanych ulohach jsem znazornila pouze ¢astecné feseni zadani pro lepsi
prehlednost postupu. Mohla jsem si to dovolit, protoze kazdy ptfiklad obsahuje odkaz pro
celkové feSeni ulohy v programu GeoGebra. V GeoGebie pomoci posuvnikii muzeme
zobrazit feSeni pro vSechny orientace utvart, kde feSeni nejsou soumérna podle prumétny.
Diky GeoGebfe si Ctenal mize poradné prohlédnout postup feSeni konkrétniho zadani,

coz jak doufam mu pomuze v porozumeéni zobrazovaci metody.

Sbirku uloh fesenych cyklografii by jisté slo rozsifit o dalsi priklady, které by
byly zaméfené na planimetrické ulohy, kde v roviné hleddme kruznici, kterd kromé

dotyku s danymi atvary protina primku nebo pfimky pod ur¢enym thlem.

S vysledkem prace jsem spokojena. Psani a vypracovavani uloh mné bavilo a
zaroven také ucilo volit pouze podstatné informace, abych Ctenare zbyte¢né nezaplavila

nedalezitymi poznatky.
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P¥ilohy
Uloha BBB

Sestrojte kruznici, ktera prochazi danymi body 4, B, C.

B =B = (B)
A=A =(4)
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Uloha Bpk
Sestrojte kruznici, ktera prochazi danym bodem B, dotyka se dané pfimky p a dané

kruznice k (pfi dané orientaci).

k = (A)
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Uloha Bkk

Sestrojte kruznici, ktera prochazi danym bodem B, dotyka se danych kruznic k, [ (pfi

dané orientact).

[=(C)

B=(B)=F
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Uloha )1

Sestrojte kruznici, ktera se dotyka danych pfimek p, g, 7 (pii dané orientaci).®

8 Na pracovni list se vlezou viechna 4 feseni.
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Uloha ppk

Sestrojte kruznici, ktera se dotyka danych ptimek p, q a dané kruznice k
(pti dané orientaci).

b~
=y
Il
ST
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Uloha pkk
Sestrojte kruznici, ktera se dotyka dané ptfimky p a danych kruznic k, [

(pti dané orientaci).

=

N
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Uloha kkk

Sestrojte kruznici, ktera se dotyka danych kruznic k, [, m (pti dané orientact).

1
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Uloha k(kB)

Sestrojte kruznici, ktera se v daném bodé T dotyka dané kruznice k a dotyka se dalsi

kruznice [ (pfi dané orientacti).

)
I

—
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Uloha p(kB)
Sestrojte kruznici, ktera se v daném bodé T dotyka dané kruznice k a dotyka se dalsi

pfimky p (pii dané orientaci).’

9 Na pracovni list se vejdouob¢ feseni.
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