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Abstrakt

Cilem préce je zmapovat soucasny stav v oblasti vyuky a zakovskych tesitelskych
strategii u polynomialnich rovnic a vyuziti téchto soustav rovnic pfi feseni uloh na
mnoziny bodu dané vlastnosti na ruznych typech skol a na zdkladé toho navrhnout
v oduvodnénych ptipadech obohaceni vyuky v této oblasti o metody odrazejici
soucasné trendy ve vyuziti vypocetni techniky:.

Vzhledem k uvedenému cili se autorka zaméruje na soucasny stav vyuky sou-
stav polynomiélnich rovnic z hlediska uzivanych metod Feseni na ZS, na SS a na
fakultach pripravujicich ucitele matematiky, na feseni slozitéjsich 1loh, predevsim
tloh na mnoziny bodu dané vlastnosti budoucimi uéiteli matematiky a na potencial
systému pocitacové algebry pro zlepSeni soucasného stavu.

Prace je rozdélena na 9 kapitol, pficemz v prvnich ctyfech kapitolach je
oduvodnéna aktualnost tématu, je uveden historicky vyvoj feseni iiloh na soustavy
rovnic a predevsim aktudlni stav dané problematiky z pohledu postaveni uciva
ve vzdélavacich programech a vyskytu prislusnych tdloh v ucebnicich, prijimacich
a maturitnich zkouskich a v matematické olympiadé. Vzhledem k tématu prace
jsou uvedeny ukazky teSeni tloh elementarnimi metodami i metodami, které se
opiraji o teorii Grobnerovych bazi a vyuziti vypocetni techniky. Pata kapitola vy-
mezuje cile prace, dalsf tii kapitoly se vénujf vlastnimu vyzkumu na SS a VS, ktery
se zabyva feSenim soustav polynomialnich rovnic a feSenim tloh na mnoziny bodu
dané vlastnosti z hlediska volby metod feSeni a vyskytu chyb pfi jejich pouziti.
V zavérecné kapitole jsou shrnuty vysledky vyzkumu a uvedena néktera doporuceni
pro vyuku na stredni §kole i pro ptripravu budoucich ucitelu matematiky. Prilohy
obsahuji puvodni a na zdkladé vyzkumu upraveny navrh uc¢ebniho materialu o me-
todach reseni soustav polynomialnich rovnic a feseni 1loh na mnoziny bodu dané
vlastnosti pro nadané zéky SS a studenty ucitelstvi na VS.

Klicova slova: akéni vyzkum, GeoGebra, matematicky software, metody feseni
soustav rovnic, mnoziny bodu dané vlastnosti, soustavy polynomidlnich rovnic



Abstract

The aim of this thesis is to map the current state of teaching and student
problem solving strategies for polynomial equations. A substantial part of the work
is devoted to the use of these systems of equations in solving problems of the loci
of a given property at different types of schools. On this basis, where warranted,
suggestions are made for enriching teaching in this area with methods reflecting
current trends in the use of systems of computer algebra.

Considering the above objectives, the author focuses on the current state of
teaching systems of polynomial equations in terms of the methods of solution
used at primary schools, secondary schools and faculties preparing teachers of
mathematics. The author does not neglect the solution of more complex problems,
especially problems of the loci of a given property, by future mathematics teachers.
The potential of computer algebra systems for improving the current state is also
mentioned.

The thesis is divided into 9 chapters, with the first four chapters justifying the
topicality of the topic. The historical development of the solution of problems on
systems of equations and especially the current state of the subject from the point
of view of the position of the curriculum and the occurrence of relevant problems
in textbooks, entrance and final exams and in the Mathematical Olympiad are
presented. Considering the topic of the thesis, examples of solving problems by
elementary methods and methods based on the theory of Grobner bases and the
use of computer technology are given. The fifth chapter defines the objectives of the
thesis. The next three chapters are devoted to the actual research at secondary
and higher education institutions, which deals with the solution of systems of
polynomial equations and the solution of problems of loci of a given property in
terms of the choice of solution methods and the occurrence of errors in their use.The
final chapter summarizes the research results and gives some recommendations for
secondary school teaching and for the preparation of future mathematics teachers.
Appendices contain an original and research-based draft of teaching material on
methods of solving systems of polynomial equations and solving problems on sets
of points given characteristics for gifted secondary school students and university
teaching students.

Keywords: action research, GeoGebra, mathematical software, methods of solving
systems of equations, loci of a given property, systems of polynomial equations



Pouzité zkratky

(fazend podle abecedy)

ACDCA - Rakouské centrum pro didaktiku poc¢itacové algebry,

CAS (Computer Algebra Systems) - Systémy pocitacové algebry,

FAV ZCU v Plzni - Fakulta aplikovanych véd Zapadoceské univerzity v Plzni,
FPE ZCU v Plzni - Fakulta pedagogicka Zapadoceské univerzity v Plzni,

JU v Ceskych Budéjovicich - Jihoceské univerzita v Ceskych Budéjovicich,

MO - matematicka olympidda,

PF JU v Ceskych Budéjovicich - Pedagogicks fakulta Jihoceské univerzity v Ceskych
Budéjovicich,

PISA (Programme for International Student Assessment) - mezindrodni Setfeni
(vyzkum) porddany Organizaci pro hospodaiskou spolupréci a rozvoj (OECD);
spociva ve zjistovani vysledku patndctiletych zaki z riznych zem{ v oblasti étendi-
ské, matematické a prirodovédné,

SS - stedni gkola,

TIMSS (Trends in International Mathematics and Science Study) - mezinarodni
Setfeni (vyzkum) o trendech v matematice a pfirodnich védach zakua 4. a 8. tiid
v USA ve srovnani se zaky v jinych zemich; Setfeni probihd od roku 1995 kazdé 4
roky,

UK - Univerzita Karlova,
VS - vysoks skola,
ZS - zakladni gkola,

ZCU v Plzni - Zapadoceskd univerzita v Plzni.
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1 Uvod

Zamyslime-li se nad interaktivnim vyvojem a vratime se zhruba o vice nez pa-
desat let zpatky, muzeme sledovat revolucni vyvoj matematickych vypoctu. Pro
slozitéjsi vypocty byly dlouho znamy jen logaritmické tabulky a logaritmické
pravitko. Nahle se objevily kalkulatory, na kterych bylo mozné provadét numerické
vypocty, a zmizely logaritmické tabulky i logaritmicka pravitka. Vyvoj techniky
postupoval zejména v poslednim pulstoleti nesmirné rychle. Kalkulatory byly stale
dokonalejsi a zacaly se pouzivat pti vyuce matematiky. Jedny z poslednich modelu
grafickych a programovatelnych kalkulatoru Texas Instruments - TI-92 a TI-92
plus se vyuzivaji dodnes. Hodi se na kresleni grafti, upravovani vyrazu, rozkladani
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rovnic a pouzivaji k tomu Grébnerovy béaze.

V posledni dobé zaznamendvame s masivnim nasazenim pocitacu i pfi vyuce
stale intenzivnéjsi vyuzivani digitalnich technologii, které ovliviuji zaky a pomahaji
rozsitovat jejich logické a matematické uvazovani. V matematice se jedna predevsim
o takové typy softwaru, které piimo pomahaji k vlastnimu poznani a podpofe ma-
tematickych dovednosti zaku a ovliviiuji jejich poznavaci procesy. Poméhaji pii
slozitych vypoctech, ale také zakum napf. nabidnou obrazek, ktery jim pomuze
lépe pochopit problém a najit jeho feSeni. S obrazkem mohou pohybovat, a tim
jim dochézeji ruzné souvislosti. Mezi nejoblibené;jsi, nejjednodussi a nejdostupnéjsi
patii napt. tabulkovy software Microsoft Excel a ruzné grafické kalkulatory. Slozi-
téjsi, ale iicinnéjsi v oblastech algebry a geometrie, jsou pak napi. pocitacové al-
gebraické systémy jako Maple nebo CoCoA a hodné perspektivni je dynamicky
software GeoGebra. Existuje velké mnozstvi poc¢itacovych informacnich softwaru,
které jsou velice dobie zpracované.

V dnesni dobé se na ZS, SS i VS hodné vyuziva program GeoGebra. V neddvné
dobé se pouzival predevsim program Cabri Geometrie, ale tento program umél
pouze nakreslit graf funkce. V GeoGebfe je propojena syntetickd a analyticka
geometrie s algebrou. GeoGebra tedy neni jen prostifedek na rysovani, ale ma
vetsi vyuziti. Pomoci tohoto programu lze nejen narysovat geometrické kostrukce,
ale i Tesit rovnice. K uvedenym vyhodam lze pridat i dalsi vyhodu pro ucitele
matematiky, a to dostupnost tohoto matematického softwaru.

Pokud studenti na stfednich nebo vysokych skolach pouziji matematicky soft-
ware, jako napt. Maple, GeoGebru nebo Wolfram Alpha, snadno najdou feseni sou-
stav polynomialnich! rovnic. Uéitelé matematiky na stiednich skoldch a studenti
ucitelstvi matematiky na pedagogickych fakultach by méli znat alespon zakladni
princip algoritmi, které tyto matematické programy vyuzivaji. Ucitelé a studenti
by se neméli spokojit jen s vysledkem vypoctu, ale méli by poznat alespon na
elementarni tirovni i nékteré specialni metody.

1Téz se uzivé pojem polynomickd nebo algebraickd rovnice.



1.1 Volba tématu a jeho aktualnost

Ve vyucovani matematiky na ZS a SS najdeme fadu témat, ve kterych lze vyuzit
matematicky software. Zvolila jsem téma feseni soustav rovnic, které navic umoznu-
je ukazat ruzné metody Teseni i rozsiteni jejich skéaly o metody, které vyuzivaji ma-
tematicky software. Soucasné toto téma otevira prostor pro ukazku toho, jak lze
poznatky z tzv. " vyssi” matematiky prenést do Skolniho prostiedi. V praci se budu
vénovat jak vyuziti matematickych softwaru k feSeni soustav rovnic, tak problema-
tice matematické podstaty takového feseni a moznostmi, jak s timto teoretickym
zakladem seznéamit ucitele matematiky a ptripadné i zaky.

Ve stredoskolské matematice i fyzice se vétsinou pouziva vyrazné zjednoduseni
realnych problému a z matematického hlediska se Tesi prakticky jen soustavy
linedrnich rovnic. To je sice matematicky i vypoctove relativné jednoduchy problém,
skutecné situace jsou vSak vyrazné slozitéjsi jak z hlediska jejich popisu, tak z hle-
diska jejich feSeni. Vétsina realnych déju v prirodé predstavuje totiz nelinedrni
a parametrické problémy, které je nutné tesit s uzitim nelinearnich rovnic.

Toto signalizuje, Ze nejen v blizké budoucnosti, ale jiz v soucasné dobé vétsina
oboru nevystaci jen se zjednodusujicimi linedrnimi modely. Vyuziti nelinearnich
popisu a modelu fyzikdlni reality ovSem ziejmé nebude jen véci vysokych Skol
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ulohy tesit. Na tadé strednich skol se zaci jiz seznamuji s programy typu MATLAB
a podobnymi.

Absolventi nasich stfednich skol by meéli byt pripraveni na tento vyvoj a méli
by znét alespon zakladni principy feseni tiloh. Neméli by byt jen pouhymi uzivateli
rozsahlych profesiondlnich baliku software, ale méli by mit i jisté povédomi o pod-
staté a principu fesenych tloh a problému. Do takové skupiny problému zcela
zjevné patii i problematika nelinedrnich tdloh a systému, kde je nutné vyuzivat
k popisu problému soustavu nelinearnich rovnic a védét o zpusobech jejiho feseni.
Jista pruprava na trovni myslenkovych postupu a zakladnich informaci by vsak
podle mého minéni méla zac¢inat jiz na druhém stupni zédkladni skoly. I tam by
zaci méli tusit a védét, ze nas obklopuji prevazné nelinearni déje, a ze existuji
nelinedrni rovnice pouzivané k jejich analyze. Méli by ziskat povédomi o existenci
nelinearit a o tom, ze slabé nelinearity lze c¢asto linearizovat, silné nelinearity je
vsak nutné respektovat a prizpusobit tomu metodu a zpusob feseni.

Problematika nelinearnich uloh otevira obrovsky prostor pro vyuziti pocitacu
a vétsinou vede na nékteré metody numerické matematiky, z nichz velmi frekven-
tované jsou napt. metody nejmensich ¢tvercu, Gaussova-Newtonova metoda a jiné.
Numerické metody vsak znacné zakryvaji ¢asto pravou podstatu problému a ve-
dou na priblizné teSeni, i kdyz ve vétsiné piipadu pouzitelna. Téma Grobnerovy
baze, kterym se v praci budeme také zabyvat, ukazuje vyuziti pocitacu i v ana-
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lytické oblasti - v jakési cisté, exaktnéjsi matematice. Obrovsky rozvoj védnich
disciplin a modernich technologii v poslednich letech bude i tyto znalosti v blizké
budoucnosti vyzadovat a je tedy nutné na to nasi nastupujici generaci ptipravovat.
Nabizi se proto zarazeni této nebo podobné problematiky ve formé a rozsahu od-
povidajicim véku zaku a typu skoly minimélné do vyuky ve vybérovych predmétech
a ve vyuce povinnych predmeétu a uvedeni vhodného tivodu k této tématice. Realné
problémy se za 1ucelem jejich analyzy a poznani modeluji matematicko-fyzikalnim
modelem, ktery je vétsinou popsan soustavou piislusnych rovnic.

Z uvedenych duvodu by s danou tématikou méli byt seznameni béhem studia
studenti matematickych a fyzikalnich aprobaci fakult pripravujicich ucitele, aby
byli pripraveni toto téma ve své pedagogické praxi aktivné pouzivat a vysvétlovat.

Cilem prace je ukazat, jak lze v dobé rozvoje vypocetni techniky a jejitho
pronikani do vsech sfér naSeho zivota vyuzit matematicky software ke zvyseni
efektivity vyucovani matematiky a rozsiteni feSitelnych strategii. Pro tento tcel
byla vybrana dvé témata z uciva matematiky, ktera se v ruzné podobé objevuji ve
vyucovani na ruznych stupnich kol - ve skole zakladni, stfedni i ve vysokoskolské
pripravé budoucich uéiteli matematiky. Prvnim tématem jsou soustavy rovnic
o vice neznamych, druhym mnoziny bodu dané vlastnosti. Spojujicim prvkem obou
témat jsou soustavy rovnic a metody jejich feSeni.

Resen{ rovnic a jejich soustav patif k jednomu z hlavnich témat matematiky
na druhém stupni zakladnich skol, na stfednich i vysokych skolach. Na zakladnich
skolach zéci tesi pouze jednoduché linearni rovnice a soustavy linearnich rovnic.
Na stfednich skolach se zaci setkavaji se soustavami linedrnich a kvadratickych
rovnic. Napiiklad pii vyuce analytické geometrie Tesi i soustavy polynomialnich
rovnic druhého stupné pii hledani pruseciku dvou kuzelosecek. Se soustavami po-
lynomiélnich rovnic vyssich stupnu se zdci SS setkdvaji v tlohdch nasich, resp.
zahrani¢nich matematickych olympidd nebo v ruznych matematickych soutézich.
Tyto ulohy fesi prevazné jen obecnymi matematickymi ipravami. Vétsinou neznaji
metody, pomoci kterych by tyto soustavy rovnic bylo mozné efektivné vytesit. Na
pedagogickych fakultach se budouci ucitelé matematiky dozvidaji o feSeni soustav
polynomialnich rovnic vyssich stupnt pouze okrajové. Studenti znaji vétsinou jen
Gaussovu eliminacni metodu pro feSeni soustav linearnich rovnic. Obecné metody
na feseni soustav polynomidlnich rovnic vyssich stupnu jsou zalozeny na podobném
principu - postupné eliminaci proménnych.

Prace se zabyva metodami, které pouzivaji zaci bézné, ale predevsim i me-
todami, které nabizi uziti vypocetni techniky a softwaru, ktery je k dispozici na
zékladnich a stfednich skolach. Soucasti prace je rovnéz struény piehled teore-
tického zakladu, na jehoz principu je feSeni pomoci pocitace provadéno.

Prace se cleni na tfi ¢asti - ontodidaktickd céast, pohled didaktiky matema-
tiky a intervence vlastnim akénim vyzkumem. V tvodni ¢ésti se vénuji kurikularni
oblasti, analyzuji lohy matematické olympiady, ilohy TIMSS a uc¢ebnice. Vénuji
se historii vyuky rovnic, zabyvam se vyhodami a nevyhodami vyuziti digitalnich
technologii pii vyuce matematiky. Velkd ¢ast prace zminuje metody feseni soustav
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polynomialnich rovnic vyssich stupnu ve vysokoskolské vyuce matematiky. Teorie
Grobnerovych bazi je podrobné popsana v ptiloze 1. Nasleduji aplikace Grobne-
rovych béazi - hlavné mnoziny bodu dané vlastnosti. Ve druhé ¢asti se vénuji stra-
tegiim zaku a studentu pii feSeni soustav rovnic a provadim vyzkum - na stredni
skole kvantitativné, na fakultach pripravujicich budouci ucitele kvalitativné. Treti
¢ast je vénovana akénimu vyzkumu, ktery zjistuje potieby a moZnosti zapojeni
pocitacové algebry a vhodného matematického softwaru do vyuky. Vyzkum je
zameétfen na zaky stfednich skol s hlubsim zdjmem o matematiku a na studenty -
budouci ucitele matematiky.

1.2 Prechod od reSeni soustav polynomialnich rovnic v ma-
tematice k jejich vyucovani na ruznych stupnich skol

Jiz od dob vyznamného ceského pedagoga J. A. Komenského, tedy cca od 17. sto-
leti a v dalsich reformnich obdobich skolniho vzdélavani byla vzdy snaha prizpusobit
vzdélavaci obsahy pozndvacim schopnostem zaku. Protoze se od ucitelu ocekava,
ze musi byt schopni zprostredkovavat zakum vzdélavaci obsahy v takové formé,
aby jim zaci porozumeéli, zapamatovali si je a uméli je i naddle pouzivat a pracovat
s nimi, je nutné, aby ucitelé uméli redukovat, pretvaret a navracet do elementarni
podoby velké mnozstvi védeckych poznatki.

Po 2. svétové valce byla tendence naucit zaky na vsech stupnich vzdélavani
co nejvice a narustal objem uciva. Od 2. poloviny 20. stoleti se v celém svété
vyznamneé zvysila dulezitost studia obsahové naplné vzdélavani a moderniho po-
jeti skolntho kurikula matematiky v souvislosti s narustem védomosti. Vzniklo
a nadéle vznikda mnozstvi studii vénovanych zprostredkovani vzdélavacich ob-
sahu poznavacim potiebdam zaku. V roce 1958 uzil poprvé Dietrich Hering (pro-
fesor didaktiky na univerzité v Drazd anech) termin ,didaktické zjednoduseni“ ve
své eseji o srozumitelnosti védeckych a technickych vyraza (pro oblast chemie).
Znamé je jeho tvrzeni ,didaktickym zjednodusenim védeckého tvrzeni je prechod
k obecnému tvrzeni se stejnym rozsahem platnosti tykajiciho se stejného tématu za
stejného hlediska“. Priblizné ve stejné dobé prisel s obdobnym nazorem na didak-
tické zprostiedkovani uc¢iva Wolfgang Klafki (asistent na univerzité v Hannoveru),
ktery svou teorii zalozil na tzv. ,didaktické analyze® a vénoval se tomuto modelu
s patficnou duslednosti. Klafki se orientoval nejen na vybér uciva, ale i na prak-
tické zprostredkovani vzdélavacich obsahu a v ramci didaktické analyzy uciva
stanovil pét dulezitych otdzek, kterym je nutné se vénovat (exemplarni vyznam
obsahu, vyznam obsahu pro soucasnost, vyznam obsahu pro budoucnost, jaka je
struktura obsahu, osvojeni a zpiistupnéni obsahu). V roce 1963 se snazil teorii
Klafkiho rozvijet Hans Bokelmann (profesor na univerzité v Miinsteru). Herin-
govy myslenky zase rozvijel Gustav Griiner (roddk z Ase a profesor na Technické
univerzité v Darmstadtu) pod pojmem ,didaktickd redukce®.(Knecht [44])

Odborny termin didakticka transpozice zavedl Yves Chevallard v roce 1985
na zakladé vyzkumu v didaktice matematiky ve Francii a lze jej chapat jako di-
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dakticky upraveny ptenos védecky ziskanych znalosti do vyucovani. Znalosti, které
se u¢i v matematice ve skolach, pochéazi z védeckého poznani, které se ziskava na
vysokych skolach a v ruznych védeckych institucich. Abychom mohli znalosti trans-
ponovat z téchto prostiedi do skol, musime zajistit, aby se tyto znalosti vyucovaly
smysluplné, byly pro zaky pochopitelné a uzitecné, tedy analyzovat, co bude pro
zéky dulezité a jak jim ucivo podat.(Chevallard [38])

Bohumil Grulich [24] ve svém ¢lanku z roku 1962 , K zdakladtim problematiky
plynulého prechodu zaku z 5. do 6. roéniku® pise o didaktické transpozici jako
o zajisténi plynulosti prechodu zaku mezi jednotlivymi soustavami vyucovani, tedy
prenaseni didaktickych metod z nizsich stupnu do vyssich. Kazdy skolsky stupen
spociva v jinych vychovné vzdélavacich metodach a forméch vychovné vzdélavaci
prace s ohledem na vékové moznosti zaku a vyvojové stupné. Vyssi vyvojové stupné
nepotlacuji nizsi vyvojové stupné, ale pretvareji je a zdokonaluji, na pedagogy jsou
kladeny jiné naroky. V obdobi po 2. svétové vélce cca do Sedesatych let 20. stol. se
mimo jiné i ve vyuce matematiky (a to nejen u nés) projevil problém, kdy dochézelo
ke zvétsovani rozdilu v pristupu k matematickému vzdélavani na ruznych stupnich
a typech skol (prvni stupen zakladni skoly - druhy stupen zakladni skoly - stfedni
skola) a bylo nutné se této problematice vénovat.

V osmdesatych, resp. devadesatych letech 20. stoleti dochézi nejen u nas,
ale i ve svété k zasadnim zménam ve vyvoji didaktiky. V didaktice se setkdavame
s mnoha modely procesu zprostiedkovani védeckych poznatku, dovednosti, po-
stoju a hodnot zakum a tento proces nazyvame didakticka transformace ob-
sahu. Pojem didakticka transformace mé nékolik alternativnich nazvu, jako napf.
didaktické zjednoduseni, didakticka redukce a anglo-americky koncept pedagogical
content knowledge neboli didaktickd znalost obsahu. Vsechna tato oznaceni maji
jedno spolecné, a to vystihnout co nejlepsi predani daného, z didaktického hlediska
peclivé vybraného védeckého obsahu (transformandu), do podoby zjednoduseného
a pro zaky srozumitelného vzdélavactho obsahu, resp. obsahu uceni (transformatu),
pricemz je vSak nutné prihlédnout ke schopnostem zaku i vzdélavacim cilum, které
se vztahuji k danému vzdélavacimu obsahu. Zjednodusené feceno, jednd se o co
nejvhodnéjsi transformaci znalosti ucitele do vyucovani. Didakticka transformace
ma v podstaté dvé faze: fazi pred vyukou, kdy je obsah latky ucitelem vybran,
zjednodusen a zoptimalizovan, a fazi pti vyuce, kdy prochazi dalsim zoptimali-
zovanim v souvislosti s pedagogickym pusobenim ucitele a rozumovymi schop-
nostmi zéaku.(Knecht [44])

Model didaktické rekonstrukce obsahu Ize chapat jako prostiedek uspota-
daného pedagogického vyzkumu oborové vyuky. Pii transformaci védomosti z védy
do vyuky je vhodné transformované znalosti didakticky rekonstruovat, a tim jsou
zakum jasnéjsi a srozumitelnéjsi. Didakticka rekontrukce se zamétuje na rekonst-
rukei vzdélavaciho obsahu se zietelem na urcené vzdélavaci cile. Pravé tento model
zahrnuje vSechny dulezité slozky transformace obsahu ve vyuce a lze jej pokladat
za celistvou vyzkumnou a teoretickou koncepci pojeti didaktiky zamérenou na
podporu vzdélavaci praxe. Didakticka rekonstrukce zahrnuje v podstaté tii faze:
objasnéni védeckych predstav z oborového i didaktického pohledu, studium zakov-
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skych predstav tykajicich se obsahu u¢eni a vyzkum propojeni procesu uceni zéka
s vyukou ucitele. Vsechny tii faze jsou ve velice tésném vztahu a jen spole¢né
maji svou vahu. Ucelenost modelu didaktické rekonstrukce vyzaduje kvalitni od-
borné schopnosti uéitele a vyrazné prispiva na aktivni kognitivni ucast zaku pii
vyuce. Vzhledem k tomu, ze se didakticka rekonstrukce tyka a vzdy bude tykat
konkrétnich vzdélavacich obsaht, maji zde podstatnou roli oborové didaktiky jako
spojeni mezi védeckymi védomostmi a vyucovanym predmétem.

V poslednich 30 letech je vyzkumu kvality vyuky vénovana velkd pozornost.
Priblizné od roku 2010 je rozvijena specifickd koncepce vyzkumu v rdmci obsahové
zameéreného pristupu ke vzdélavani, tzv. Metodika 3A ve spolupraci odborniku
z Institutu vyzkumu skolniho vzdélavani Pedagogické fakulty MU, Narodniho
ustavu pro vzdélavani a ucitelu ze zakladnich a stfednich skol. Tato koncepce
je opfena na podstaté Shulmanova terminu pedagogical content knowledge (di-
daktickd znalost obsahu). To znamend, Ze kvalita vyuky ucitele je zavisla na
uspésném spojeni znalosti obsahu s pedagogickym porozumeénim pro zaky. Jejim
hlavnim cilem je rozvijet kvality didaktické znalosti obsahu v ucitelském pojeti pro
zlepsovani vyuky, vyhledavat a analyzovat kritickd mista vyuky, smérovat k ta-
kovému pojeti vyzkumu a teoretického vykladu, které uchova ztetel k didaktické
znalosti obsahu, ale bude svou trovni zobecnéni usilovat o preklenovani odborné
izolace oborovych didaktik mezi sebou navzdjem (Slavik, Janik [77]). Metodika 3A
je v souladu s modelem didaktické rekonstrukce a je postupné uspésné zavadéna
do praxe.

Kazdéa z vyse uvedenych koncepci je soucasti kvalitativniho vyvoje didak-
tického zprostredkovavani vzdélavacich obsahu. Prestoze jsou ruznorodé, 1ze v nich
najit spoleény primarni prvek, a to duraz na vybér vzdélavacich obsahu s ohledem
na kognitivni moznosti zaku.

Od prelomu 20. a 21. stoleti, zejména v poslednich 10 letech, je kladen velky
duraz na kognitivismus, kde je chdpano poznani jako proces zpracovani informace.
Za vhodny prostiedek ke zpracovani informace jsou povazovany informaéni tech-
nologie (matematické pocitacové programy), které mohou byt vyuzivany pii vyuce
matematiky pfi feSeni matematickych tloh.

1.3 Historie vyuky soustav rovnic

S rovnicemi se setkavame jiz v 18. stoleti pred. n. l. v Mezopotamii a ve starém
Egypté (Becvar, Becvaiova, Vymazalova [6]). Resily se tlohy podobné tém, které
se v dnesni dobeé Tesi pomoci linearnich rovnic a jejich soustav nebo pomoci kvadra-
tickych rovnic. O mnoho pozdéji, cca 2 tisice let pt. n. 1., jsou dochovany zaznamy
ze staré Ciny, Indie a Recka a v téchto zdznamech je jiz vidét opravdovy zrod
slovnich tloh, které vedou k feseni pomoci linedrnich rovnic.

V' Mezopotamii byly pouzivany pélené hlinéné tabulky, které byly hodné
odolné. Na ruznych klinopisnych tabulkach jsou dochovany tlohy, které se v ob-
dobi pf. n. 1. Tesily spiSe geometricky — byly zaznamenany veliciny jako vyska,
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délka ap., soucin dvou veli¢in jako obsah nebo plocha, soucin tii veli¢in jako ob-
jem. Dnes bychom takové tlohy fesili pouzitim rovnic nebo soustav linedrnich
rovnic. Babylonané v dobé Chamurappiho ovladdali jednoduchou formou metody
feSeni kvadratickych rovnic, fesili i linedrni rovnice o dvou neznamych a dokonce
i problémy zahrnujici kubické a bikvadratické rovnice. Na ukézku uvedeme dva
priklady ze starovéké babylonské matematiky, které vedou na soustavy linearnich
rovnic.

Pi#iklad (netdplny text z dochované tabulky AO8862):
...cihly, lidi a své dny secetl jsem, to da (2, 20), % lidi jsou mé dny.
Stanov cihly, lidi a dny.

Resenti: (2,20) éslo vyjadiené v sedesatkové soustave, tj.
(2,20) = 2- 60! + 20 = 140.

Podle prilozeného vypoctu lze tlohu interpretovat jako soustavu tif rovnic o tiech
neznamych.

Stanovime pocet cihel (x), pocet lidi (y) a pocet dnu (z).
r+y+z = 140

r+y = 120
2
3’y T 7
12042 = 140
z = 20
2oy = 20
3
2y = 60
y = 30
r = 120—y
xr = 90

Mezopotamska tabulka uvadi spravné reseni: 90 cihel, 30 lidi a 20 dni.

Uloha je uméla, séitaji se objekty ruzného typu.

Piiklad (z dochované tabulky VATS8389):

Mame dvé pole. Z jedné jednotky bur prvniho pole sklidime 4 gur obili, z plosné
jednotky bur druhého pole sklidime 3 gur obili. Sklizenn z prvniho pole prevysuje
sklizeni z druhého pole o (8,20) = 500 sila. Soucet ploch poli je (30,0) = 1800 sar.
Jaké jsou vymeéry obou poli?

Zapisy v Sedesatkové soustavé prevedeme do desitkové soustavy:
(8,20) = 8- 60" + 20 = 500

(30,0) = 30 - 60! + 0 = 1800

4 gur = (20,0)sila... 1200
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3 gur = (15,0)sila...900

Oznacéme x a y vymeéry uvazovanych poli v jednotlivych sar, ilohu muzeme prepsat
nasledujici soustavou dvou rovnic o dvou neznamych.

20-60 15-60 _
7800~ L~ Tg00 - ¥ = 200
7 +y = 1800

Soustava byla fesena metodou chybného ptredpokladu. Vychézeli z toho, ze
obé pole maji stejnou vymeéru, tedy (15,0) sar.

ReSeni dnesni metodou:

r+y = 1800
%-x—%-y = 500

Vyjadiime y = 1800 — =

a dosadime 2 -z — 3 - (1800 — ) = 500

% -x = 1400

r = 1200

12004y = 1800
y = 600

Ve starovékém Egypté byly feSeny casto velmi zajimavé tulohy. Z této doby
je dochovano jen mélo textu, které vypovidaji o ruznorodych metodach vypoctu.
Nejstarsi nalezené texty — papyry, jsou dochovany hlavné diky suchému klimatu.
Vypovidaji spiSe o feSeni jednodussich problému. Slozitéjsi tilohy nejsou mnoho
popisovany, ale je to hlavné proto, Ze je zachovano malé mnozstvi pramenu. O vy-
nikajicich znalostech a schopnostech tehdejsich matematiki a filozofu nejsou po-
chybnosti, nebot nds o tom presvédéuji vysledky i v jinych oborech, napf. rozvoj
ve stavitelstvi, v zemédélstvi i v prumyslu. Mezi nejznaméjsi dochované papyry
patii urcité Rhinduv papyrus. Svitek byl opsan pisafem Ahmosem kolem roku
1650 pt. n. 1. z materidlu pochdzejicich z doby vlady Amenemheta III. (asi 1853
az 1809 pt. n. 1.). Pii vyrobé byl slepen ze 14 listu o Sifce cca 30 cm a délce cca
5,5 m a po nalezu byl roziiznut na dvé ¢asti (319 ecm x 33 cm a 206 cm x 33
cm). Obsahuje 86 slovnich tloh ze starého Egypta, které vedou ¢asto na linedrni
rovnice nebo jejich soustavy (ilohy na vypocet objemu sypek, obsahu poli, krmivo
pro zvirata nebo tulohy tykajici se pyramid ap.). Tento papyrus dostal nazev po
znamém skotském pravnikovi, egyptologovi Alexanderu Henry Rhindovi, ktery jej
v roce 1858 zakoupil na trzich v Thébach (oblast soucasného Luxoru v Egypté).
Od r. 1864 je tento papyrus ulozen v muzeu v Londyné.

V celé orientdlni matematice nenajdeme ani pokus o dikaz feSeni. Ve vSech
knihéch je pokazdé uveden jen popis pravidel ,udélej to tak a tak“. Neni nikde
dochovéano nic ani o zpusobech, kterymi by byly véty odvozeny. V minulosti byly
ruzné snahy objasnit zpisob, jakymi Egyptané dospéli ke svym vysledkum, ale
vzdy se doslo k zavéru, ze vSechny spocivaly na hypotézach.

V Ciné a Indii pouzivali v dobach pf. n. l. k zd&znamtum bambus nebo kuru,
a proto neni z té doby o matematice mnoho zachovano. Ze zaznamu, které jsou
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k dispozici, je ale zifejmé, ze troven v téchto vychodnich zemich byla v davné
minulosti nizsi nez v Mezopotamii a v Egypteé.

Ve 2. tisicilet{ pf. n. 1. zacali v Ciné pouzivat papir. Vibec prvnim nej-
starsim dochovanym materialem o matematice je dilo Matematika v deviti ka-
pitolach. Tato ucebnice vznikla pravdépodobné ve 2. az 1. stol. pt. n. . Je to
nejvyznamnéjsi spis starodavné ¢inské matematiky, ve kterém jsou slovni tlohy,
které sméruji i k linearnim rovnicim a soustavam linearnich rovnic se dvéma nebo
vice neznamymi. Napf. 7. kapitola se nazyva O prebytku a nedostatku (Zing bu
zu) a obsahuje 20 dloh. V této kapitole je v ivodu uvedena metoda feseni slovnich
tloh pomoci soustav dvou linearnich rovnic:

ar—b; =y
asx +by = y
kde ay > a9, by, by jsou kladna raciondlni ¢isla.

Podle névodu lze zadana cisla napsat do tabulky

a; Qo
by bo
a spocitat podily:

b1+bo — ai-batas-by
ay1—as’ Y a1—as :

Tr =
Uvedeme priklad ze 7. kapitoly knihy Matematika v deviti kapitolach:

Nékolik lidi kupuje néjakou véc. Da-li kazdy ¢lovék po 8, je prebytek 3. Da-li
kazdy clovék po 7, je nedostatek 4. Ptame se na pocet lidi a cenu véci.

Oznacme x pocet lidi a y cenu véci.

Zadani vede na soustavu rovnic:

8r—3 =y
Tr4+4 =y
Reseni:

Oznacime ay =8, a, =7, by =3, by = 4.

Spocteme podily:

_ 3+4
r=5= =1,

_ 84473 __ 32421 __
y="5 =717 =953

Odpoveéd': Pocet lid{ je 7 a cena véci je 53.

8. kapitola se jmenuje Méreni vedle sebe — Fang cheng, pricemz Fang oznacuje
¢tvercovou tabulku cisel. Tato kapitola obsahuje 18 slovnich tloh, které vedou
na soustavy linedrnich rovnic s regularni matici fadu n (n = 2,3,4,5). Je zde
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popsana metoda feseni téchto soustav rovnic, ktera se jen nepatrné 1isi od Gaussova
elimina¢niho algoritmu.

Daéle uvedeme piiklad z 8. kapitoly knihy Matematika v deviti kapitolach.

Ze 3 snopu dobré trody, 2 snopu prumérné urody a 1 snopu Spatné trody
ziskali 39 dou (zrna). Ze 2 snopu dobré trody, 3 snopu prumérné urody a 1 snopu
Spatné urody ziskali 34 dou (zrna). Z 1 snopu dobré trody, 2 snopu prumérné
urody a 3 snopu Spatné drody ziskali 26 dou (zrna). Ptdme se, kolik dou (zrna) se
ziska z jednoho snopu dobré, prumérné a Spatné urody.

Necht x je pocet dou (zrn) ve snopu dobré irody, y pocet dou (zrn) ve snopu
prumérné drody a z pocet dou (zrn) ve snopu $patné turody.
Zadéani prevedeme na soustavu rovnic:
3r+2y+z = 39
20 +3y+z2z = 34
rT+2y+32 = 26
0 0 Js

) . 0 . di—a - 1 —domy—c-
Cilem je dostat tabulku | . 72 C g plati: ny = di=em  p, — ch—dm—cny
J1oa d J2 Js

ng, b e

Staif Cinané sestavovali tabulky, které upravovali.

1 2 3 1 6 3 1 0 3 3 0 3
2 3 2 2 9 2 2 5 2 6 5 2
3 1 1 3 3 1 3 1 1 9 1 1
26 34 39 26 102 39 26 24 39 78 24 39
0 0 3 0O 0 3 0 0 3
4 5 2 20 5 2 0 5 2
8 1 1 40 1 1 36 1 1
39 24 39 195 24 39 99 24 39

ny = 99

Ny = 24-36—99 _ 153

5

ng = 39-3673972-712 =333

—nm 9 _ 93
Z_j1_36_24
—n2 _ 153 _ y1
_j1_36_44
—n3 — 333 _ g3
T 36 74

Vysledek: Z 1 snopu dobré urody se ziskalo 9% dou, z 1 snopu prumérné trody 4}1
dou, z 1 snopu Spatné drody 2% dou.
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V Indii jsou prvni dochované matematické ulohy v nematematickych dilech
kde nékteré slovni tlohy jiz sméfovaly k linearnim rovnicim nebo k soustavam
linedrnich rovnic o dvou nebo vice neznamych, jiné ke kvadratickym rovnicim.

V Evropé se algebra a s ni spojené feSeni rovnic rozvijely az v obdobi naseho
letopoc¢tu. Jejimu rozvoji predchézely krizové situace, jako zni¢eni Knihovny v Ale-
xandrii v 6. stol. n. 1. a uzavteni filozofickych skol. V té dobé hlavné Arabové
prekladali do arabstiny fecké rukopisy, napf. dila Archiméda, Euklida, apod. Na
zakladé studii rukopist a svych matematickych schopnosti arabsky matematik Mu-
hammad Al-Chvarimi v 9. stol. n.1. sepsal dvé dila, a to pocCetnici a ucebnici algebry.
Jeho druhé dilo obsahovalo nauku o feseni rovnic za pouziti kladnych ¢isel. Obje-
vem pozi¢niho zapisu ¢isel se zjednodusilo pocitani, a tak se matematika dostala
do skol a obchodu a préavé diky obchodu i do Evropy. Leonardo Pisansky (nar.
1170 v Pise), zndmy jako Fibonacci, pii obchodnich cestdch navstivil napi. severni
Afriku, Egypt, ale i Sicilii, Recko, Francii a jiné zemé. Sezndmil se s dalezitymi ma-
tematickymi dily z Egypta, Mezopotdmie, Recka apod. Ziskané védomosti oboha-
til, zavedl pocitani se zapornymi ¢isly a sepsal nékolik vyznamnych matematickych
deél. V dile Liber abaci (1202) vysvétlil uziti arabskych ¢islic a mimo jiné jsou ve 12.
kapitole feseny soustavy linearnich rovnic. Ve svych dilech tesi dost slozité soustavy
rovnic, které se nedafilo v té dobé ani v dobé pozdéjsi fesit zadnym matematikum.

V historii feSeni soustav linearnich rovnic byla velkym objevem teorie deter-
minantu. Némecky matematik a filozof G. W. Leibniz (nar. 1646) se dopracoval
jako prvni k vyrazu, ktery dnes nazyvame determinant. Vyvoj teorie determinantu
zacal po uverejnéni Cramerova pravidla r. 1750, jejim autorem je Svycarsky ma-
tematik a filozof G. Crammer (nar. 1704). Teprve ve 20. stoleti, v roce 1966, bylo
prokazano, ze o 2 roky drive, tedy r. 1748, stejné pravidlo zverejnil skotsky ma-
tematik C. Maclaurin (nar. 1698). Ptiblizné ve stejné dobé se této zasadé priblizil
i L. Euler (nar. 1707). O jedno z prvnich uziti determinantu ve skoldch (ndmofni
a pozdéji délostieleckd) se postaral francouzsky matematik E. Bézout (nar. 1730),
ktery vydal Sestidilnou uc¢ebnici matematiky (1764-1769), jejiz nejdulezitéjsi ¢ést
je vénovana soustavam linedrnich rovnic, teorii determinantu apod. I ve svych
dalsich publikacich se vénuje nejvice této problematice. Francouzsti matematici
P. S. Laplace (nar. 1749), J. L. Lagrange (nar. 1736), A. T. Vandermonde (nar.
1735), J. P. M. Binet (nar. 1786), A. L. Cauchy (nar. 1789) se vyznamné zaslouzili
o dalsi rozvoj feseni soustav linedrnich rovnic a svymi novymi objevy a publika-
cemi vyrazné prispéli k rozvoji metod feSeni soustav linearnich rovnic. Nejen ve
Francii, ale i v Némecku se problematice determinantu vénovali nejvyznamnéjsi
matematici, jako napf. C. F. Gauss (nar. 1777), C. G. J. Jacobi a dalsi. Zasadni
vliv pro pouzivani determinant mély prace C. G. J. Jacobiho, jehoz tfi dila z roku
1841 byla hojné vyuzivana v matematickych oborech. Podle ceského matematika,
tele teorie determinantu povazovan A. L. Cauchy, ktery rozsitil zaklady do hloubky;,
vénoval se vytvoreni poucek a vhodné symboliky. Na konci 1. poloviny 19. stoleti se
determinanty stavaly zndamé a bylo potieba vypracovat vhodné ucebnice. Toho se
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ujal napf. anglicky matematik W. Spottiswoode (1825-1883), italsky matematik F.
Brioschi (1824-1897), némecky matematik H. R. Baltzer (1818-1887) a postupné
se objevovaly dalsi ucebnice.

Témeér o 100 let pozdéji nez byla objevena teorie determinantu (1750), byla
objevena teorie matic (1858), i kdyz se teorii matic zabyval Leonhard Euler (1707—
1783) a ve svém dile z roku 1771 studoval redlné ¢tvercové matice tetiho a ¢tvrtého
radu. Néemecky matematik Carl Friedrich Gauss (1777-1855) dospél ve svém dile
z roku 1801 k maticovému nasobeni. Na pocatku 19. stoleti se doslo k nutnosti
nalézt néjakou metodu feSeni soustav linearnich rovnic zvlasté pro vétsi pocet
linearnich rovnic, ktera by byla efektivnéjsi nez dosud znamé Cramerovo pra-
vidlo. Carl Friedrich Gauss se v roce 1810 vénoval vypoctu obézné drahy pla-
netky Pallas. Na zakladé astronomickych pozorovani této planetky sestavil 12
rovnic o 6 neznamych, popsal postup feseni, provedl eliminaci nezndmych me-
todou nejmensich ¢tvercu a dospél k trojihelnikové soustavé rovnic. Podobnymi
problémy se zabyval i ve druhé casti zndmé prace Theoria combinationis observati-
onum erroribus minimis abnoziae (1823). Poznamky uvedené v jeho préaci popisuji
postup, ktery zname jako Gaussuv elimina¢ni algoritmus. Zakladni myslenka to-
hoto postupu mé zaklady jiz z pocétku naseho letopoctu ve staré Ciné. Teorii Feseni
soustav linearnich rovnic pomoci matic se ve svych dilech zabyvali napt. némecky
matematik a zdk C. F. Gausse Ferdinand Gotthold Max Eisenstein (1823-1852),
anglicti matematici Arthur Cayley (1821-1895), James Joseph Sylvester (1814—
1897), Charles Lutwitdge Dodgson (1832-1898) a kazdy z téchto vyznamnych ma-
tematiku se zaslouzil o vyznamny posun v feseni soustav linearnich rovnic pomoci
maticovych operaci. Do té doby se vyuzivaly metody jednoho nebo dvou chybnych
predpokladi, metoda dosazovaci a ruzné verze substituci. V prubéhu druhé po-
loviny 19. stoleti se zabyvalo mnoho vyznamnych matematiki feSenim soustav
linedrnich rovnic prostiednictvim matic a tato teorie se vyrazné rozvinula hlavné
ve 20. stoleti.

V neddavné historii ma nezastupitelnou roli v feSeni soustav linearnich rov-
nic metoda Gaussovy eliminace. Pro praci se soustavami polynomidlnich rovnic
s vice proménnymi je zajimava také metoda Grobnerovych bazi. Tuto teorii ob-
jevil a roku 1965 publikoval ve své dizerta¢ni praci dnes svétoznamy matematik
a védec Bruno Buchberger. Teorii nazval Grobnerovy zaklady na pocest svého
skolitele profesora Wolfganga Grobnera. Pozdéji svoji teorii déle rozvijel a defini-
tivni ndzev pouzivany v dnesni dobé je Grobnerovy béze. Bruno Buchberger (nar.
1942 v Rakousku) se cely zivot vénuje vyzkumu a poéitacové aplikaci Grobnerovych
bazi. Je zakladatelem Vyzkumného tstavu pro symbolické vypocty (RISC, 1987)
na Univerzité Johanna Keplera v Linci v Rakousku. V soucasné dobé je profesorem
pocitacové matematiky na tomto ustavu, kde se ve spolupréci védcu a doktorandu
vénuje tomuto tématu. Zaroven je zakladatelem ¢asopisu The Journal of symbolic
computation (1985) a zakladatelem The Hagenberg Software Park (1990), coz je
technologické centrum s vice nez 1000 oblastmi vyzkumu a vyvoje. Vynalez teo-
rie Grobnerovych bazi si nasel celou fadu aplikaci v oblastech matematiky, védy
a techniky. Mnohé aplikace algoritmu, vytvorenych na zakladé Grobnerovych bazi,
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jsou obsazeny v soucasnych matematickych softwarech jako je Maple, Mathema-
tica, Macsyma a Magma. Nezavisle na Buchbergerovi se této problematice vénoval
také Heisuke Hironaka (nar. 1931 v Japonsku). Ten nazyva baze standardnimi.

2 Soucasny stav reSené problematiky

2.1 Zarazeni uciva o soustavach polynomialnich rovnic
a mnozinach boda dané vlastnosti ve vyuce na SS

Podle soucasnych Ramcovych vzdélavacich programu (http://www.nuv.cz/t/rvp)
pro zékladni vzdéldvani (RVP ZV) i Ramcovych vzdélavacich programu pro gymna-
zia (RVP G) a Rdmcovych vzdélavacich programu pro stfedni odborné skoly (RVP
soustav linedrnich rovnic. RVP G a RVP SOS jsou rozsffeny o téma sestavovani
a TeSeni soustav linearnich a kvadratickych rovnic, véetné jejich aplikaci v analy-
tické geometrii v roviné.

Jednotlivé skoly si na skolni irovni tvoii své Skolni vzdélavaci programy
(SVP) v souladu se zdsadami rdmcové vzdélavacich programu.

Ve SVP na Stfedni primyslové skole stavebni v Plzni, kde ptisobim jako
ucitelka matematiky, jsou soustavam linearnich rovnic o dvou, tfech a vice nezné-
mych vénovany 4 vyucovaci hodiny a soustavé kvadratické a linedrni rovnice jsou
vénovany pouze 2 hodiny.

S tématem prace souvisi ocekavané vystupy zaka predevsim v RVP pro zdkladni
vzdélavani, pro gymnazia a pro stfedni odborné vzdélavani.

V ramcovém vzdélavacim programu pro zakladni vzdélavani ve vzdélavacim
oboru Matematika a jeji aplikace na 2. stupni v tematickém okruhu Cislo a proménnd
jsou kromé jinych zahrnuty nasledujici ocekavané vystupy zaka:

1. matematizuje jednoduché redlné situace s vyuzitim proménnych; uréi hod-
notu vyrazu, s¢itd a nasobi mnohocleny, provadi rozklad mnohoc¢lenu na
sou¢in pomoci vzorcu a vytykanim,

2. formuluje a fesi realnou situaci pomoci rovnic a jejich soustav,

3. analyzuje a tesi jednoduché problémy, modeluje konkrétni situace, v nichz
vyuziva matematicky aparat v oboru celych redlnych cisel.

V RVP G rovnéz ve vzdélavacim oboru Matematika a jeji aplikace v tema-
tickém okruhu Cislo a proménna jsou oc¢ekavané vystupy zéka:
1. upravuje efektivné vyrazy s proménnymi, urcuje defini¢ni obor vyrazu,
2. rozkladd mnohocleny na sou¢in vytykanim a uzitim vzorcu, aplikuje tuto
dovednost pii feSeni rovnic a nerovnic,

3. tesi linearni a kvadratické rovnice a nerovnice, fesi soustavy rovnic, v jed-
nodussich ptripadech diskutuje fesitelnost nebo pocet fesent,
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4. rozlisuje ekvivalentni a neekvivalentni tpravy,

5. geometricky interpretuje ¢iselné, algebraické a funkéni vztahy, graficky znazor-
nuje feSeni rovnic, nerovnic a jejich soustav,

6. analyzuje a Tesi problémy, v nichz aplikuje feSeni linedrnich a kvadratickych
rovnic a jejich soustav.

V RVP SOS ve vzdélavacim oboru Pfirodovédné lyceum v tematickém okruhu
Matematické vzdélavani v casti Funkce a jeji prubéh, feseni rovnic a nerovnic jsou
ocekavané vystupy zaka:

1. tesi linedarni a kvadratické rovnice a jejich soustavy, linearni a kvadratické
nerovnice,

2. tfidi upravy rovnic na ekvivalentni a neekvivalentni,

3. prevadi jednoduché realné situace do matematickych struktur, pracuje s ma-
tematickym modelem a vysledek vyhodnoti vzhledem k realité.

2.2 Soustavy polynomidlnich rovnic v uéebnicich ZS a SS

Obdobné jako pti vyucovani jinych partii matematiky na zédkladni skole i ve
vyuce metod feSeni soustav linedrnich rovnic lze pouzit nejen klasické vykladové
transmisivni pojeti vyuky, ale posledni dobou je v moderni didaktice davéna
prednost objevitelskému konstruktivistickému pojeti vyuky, pii némz k for-
mulaci metod feSeni dospivaji zaci vlastnim objevovanim na zakladé postupného
feSeni systému vhodné sestavenych tloh. Jednu z moznosti takového konstrukti-
vistického pojeti vyuky matematiky na ZS a v nizsich roénicich gymnazif poskytuji
Hejného ucebnice vydané v nakladatelstvi H-mat.

U transmisivniho pojeti vyuky je dulezita aktivita ucitele, kdy se ucitel
snazi predat zakum dulezité informace vétsinou formou vykladu a zaci jsou v roli
pasivnich posluchacu. Ucitelé vedou zéky piimou cestou k osvojovani hotovych
védomosti, snazi se splnit ucebni osnovy, ale neberou v uvahu schopnosti zaku
a jejich potreby. Vykladova vyuka je v rdmci moznosti doplnovana nazornymi ¢i
praktickymi pomtuckami a u¢ebnimi texty.

Konstruktivistické pojeti vyuky je zaméteno na rozvijeni ¢innosti zékiu,
ucitel pomaha zakovi k utvareni vlastniho porozuméni, vede jej k samostatnosti
a k logickému mysleni. Konstruktivisticky styl podnécuje k vytvareni vlastnich
myslenek zéka a vyznacuje se aktivizujicimi metodami, jako napt. spolecnou praci
ve skupinach, dialogem, diskusi, vyukou podporovanou pocitac¢em, ruznymi si-
tuacnimi hrami, projektovou vyukou apod.

Jako ukéazku uziti konstruktivistického stylu vyuky soustav linearnich rovnic

muzeme uvést nasledujici priklad:

Piiklad 2.1 (Hospesovd [35]) Rozdélme 3 1 vody do kelimki dvou velikosti - 0,5 1
a 0,2 1 tak, aby kelimky byly naplnény po rysku, byla pouZita vsechna voda a kelimky
obou velikosti.
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ReSeni:

//////

prijit na dvé feSeni, kterd muzeme povazovat za separované modely.

0,21-5 = 11, 0,21-10 = 21,
0,51-4 = 21, 0,51- 2 = 11,
= 31, = 31,

Déle bychom méli piejit k univerzdlnimu modelu. Zaci by diky praktické
ukazce pochopili, ze neznamymi jsou pocty kelimku dané vlastnosti.

Obé metody, tedy transmisivni metoda vyuky i konstruktivisticka me-
toda vyuky, maji své priznivce, jak bylo uvedeno vyse, ale maji i své kritiky. Pti
pouzivani transmisivniho zpusobu vyuky vytykaji kritici problémy, jako nepo-
zornost zaku, nevyhovujici stejné rychlost vykladu pro vSechny zaky bez zvazeni
jejich schopnosti, slozitost zkontrolovat, zda zaci porozuméli probirané latce. Po-
kud zaci dostavaji ptimou cestou hotové védomosti, kritici se domnivaji, Ze nejsou
pripraveni na feSeni zivotnich problému a nerozviji se jejich intelektualni schop-
nosti. Je vsak potieba si uveédomit, ze zaci maji mnohdy uceleny vyklad. Tento
znalosti, pti zprostredkovani pravidel a pti vyuce jazyku. Posledni dobou je velice
oblibena konstruktivisticka metoda vyuky, ale kritici poukazuji na malou efek-
tivitu pro ziskdvani uceleného prehledu védomosti, narocnost aktivizujicich metod,
slozitost vytvorit prostfedi pro hromadnou vyuku s ohledem na predchozi znalosti
SirS§imi znalostmi.

Je jisté dobré pouzivat ovérené vyukové metody, ale naproti tomu je potieba
dat prostor i metoddm novym, progresivnim. Diulezité vSak je dostateéné zhod-
notit, v jaké situaci danou metodu pouzit. Ucitel by mél mit moznost vybrat
si metodu vyuky, kterou povazuje za nejvyhodnéjsi, u které je presvédcen, ze je
vhodnd pro pravé vyucované zéaky s ohledem na predchozi zkusenosti zaku. Pokud
bude nucen ucit urc¢itou metodou, o které neni presvédcen, ze je spravna a vhodna,
jeho vyuka nebude dobrd, at se bude snazit co nejvic.

Ve starsich ucebnicich (Bobok [10], Miillerova [55]) se soustavy linearnich rov-
nic probiraly jiz na po¢atku 2. stupné ZS. V 7. rocniku se vyucovala metoda do-
sazovaci, metoda grafického feseni a slovni tilohy fesené pomoci soustav linearnich
rovnic - tlohy o pohybu, o smésich a dalsi. V 8. roéniku ZS se prohlubovaly zna-
losti o jedné linearni rovnici se dvéma neznamymi a o soustavach dvou linearnich
rovnic se dvéma neznamymi. Opakuje se feseni soustav dvou linedarnich rovnic gra-
ficky a dosazovaci metodou. Pak se vysveétli s¢itaci metoda a TeSi se soustavy touto
metodou.

Ve vSech analyzovanych soucasnych ucebnicich se zaci seznamuji s metodou
dosazovaci a metodou scitaci, metoda srovnavaci je uvadéna jenom v nékterych
z nich (Pulpan, Cihdk, Trejbal [68]). Grafické Feseni rovnic je zafazovdno bud
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piimo do kapitoly o metodach feseni soustavy rovnic, nebo je uvadéno v ramci ka-
pitoly vénované grafim linearni funce. Soucasni autori vesmeés vychazeji z fesenych
uloh, na kterych demonstruji metody feseni, jak vyplyva z porovnéni vybranych
uéebnic pro ZS, které jsem provedla.

V soucasné dobé existuje velké mnozstvi ruznych uc¢ebnic pro zakladni a stredni
skoly, které se zabyvaji soustavami rovnic, proto vyberu pouze nékteré. Posuzovany
byly jednak u¢ebice pouzivané na skoléch, ve kterych probihal vyzkum, jednak jsem
se snazila o zastoupeni ruznych autoru a nakladatelstvi.

Porovnani vybranych uéebnic pro ZS
Coufalova, J. a kol.: Matematika pro 9. roénik zakladni skoly. Fortuna,
Praha 2018.

Kapitolu soustavy linearnich rovnic se dvéma neznamymi rozdélili autoii na
sedm podkapitol. Nejprve na vzorovém piikladu vysvétluji feseni linedarni rovnice
se dvéma neznamymi a soustavy rovnic se dvéma neznamymi. Poté uvadéji, ze
pro linearni rovnici se dvéma neznamymi plati stejné ekvivalentni tpravy jako pro
linedrni rovnici s jednou neznamou. Dale nasleduji cviceni, ve kterych zaci maji
vyjadrit jednu nezndmou nebo neznamé spocitat. Néktera cviceni jsou zadéana po-
moci tabulky. Na konci této podkapitoly je feceno, ze linearni rovnice se dvéma
neznamymi ma nekoneéné mnoho feseni v mnoziné realnych cisel. V dalsi pod-
kapitole je uvedeno vyuziti soustavy linearnich rovnic. Jsou zde dvé slovni ilohy
a zaci maji vytvorit soustavu rovnic. Jedna slovni uloha je vyfeSend, druha ne.
Pak jsou vysvétleny metody na feSeni soustavy linearnich rovnic, a to metoda do-
sazovaci a metoda scitaci. Obé podkapitoly zacinaji slovni tlohou. Chybi metoda
srovnavaci. Dale je poznamenano, kolik feSeni muze mit soustava linedrnich rov-
nic. Pak jsou uvedeny slovni ilohy na feseni soustav linearnich rovnic. V posledni
kapitole jsou ulohy na opakovani. Grafickd metoda feSeni soustav linearnich rovnic
je uvedena az v nasledujici kapitole Funkce. Uc¢ebnice je prehlednd, ucivo je zde
dobte vysvétleno. Kapitoly zac¢inaji slovni tlohou, coz propojuje téma s realnym
zivotem. Je zde hodné 1loh na procviceni.

Sarounova a kol.: Matematika 9, I. dil. Prometheus, Praha 1999.

Téma Soustavy dvou linearnich rovnic se dvéma neznamymi je soucasti kapi-
toly Rovnice. Nejprve je zde opakovani feseni jedné rovnice o jedné neznamé, pak si
zaci zopakuji rovnice s nezndmou ve jmenovateli, poté navazuje podkapitola Ulohy
o smésich. Nasleduje podkapitola Linearni rovnice se dvéma neznamymi, ktera
zacina fesenim slovni tlohy. V dalsich tlohach je ukézéno vyjadfovani neznamé ze
vzorce, dosazovani hodnot a grafické feseni. Je zde hodné 1loh na procvicovani.
Dalsi podkapitolou je jiz soustava dvou linearnich rovnic se dvéma neznamymi.
Zacind se ulohou, ve které usporadané dvojice vyhovuji obéma rovnicim. Déle je
vysvétlena dosazovaci, s¢itaci metoda a grafické feSeni soustavy rovnic. Autofi
uvadi velké mnozstvi vyfesenych prikladu a piikladi na procvicovani. Vsechny
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uvedené metody jsou dostatecné vysvétleny. Je zde uvedeno, kolik feSeni muze mit
soustava rovnic a vSechny moznosti jsou vyteseny, jak s¢itaci i dosazovaci metodou,
tak i graficky. Na konci jsou feSeny slovni tlohy. Celéd kapitola je zakoncena péti
slovnimi ulohami k procviceni.

Ucebnice je prehledna, je zde dostatek vyfesenych tloh i uloh k procvicovani.
Trejbal, J.: Matematika pro 9. roénik zdkladni Skoly, 2. dil. SPN -
pedagogické nakladatelstvi, Praha 1997.

Kapitolu Soustava dvou linedrnich rovnic se dvéma nezndmymi rozdélil autor
do ti podkapitol. Nejprve je vysvétleno feseni linearni rovnice se dvéma neznamymi.
Autor zacina slovni tlohou, na které vysvétluje, co je linedrni rovnice se dvéma
neznamymi, kolik a jaké muze mit feSeni. Déle jsou feSeny soustavy dvou linedrnich
rovnic se dvéma neznamymi metodou dosazovaci, metodou scitaci i kombinaci
téchto dvou metod. Ve tieti podkapitole jsou feSeny slovni ulohy pomoci soustav
dvou rovnic se dvéma neznamymi. Jedna slovni tloha je vyfesena a nékolik slovnich
uloh je urceno k procvicovani.

V této ucebnici se soustavy dvou rovnic se dvéma neznamymi piili§ nevysveétluji,
spiSe jen procvicuji, a proto je zde uvedena rada prikladu k reseni.

Rosecka, Z. a kol.: Algebra, uc¢ebnice pro 9. roénik. Nova skola, s. r. o.,
Brno 2000.

Téma Soustava rovnic o dvou neznamych je v kapitole Linearni rovnice. Prvni
casti této kapitoly se vénuji feSeni rovnic i slovnich tloh, feSeni linearni rov-
nice s neznamou ve jmenovateli, vyjadieni neznamé ze vzorce a nerovnicim. Pak
nasleduje soustava rovnic o dvou neznamych. Na rozdil od jinych ucebnic se
nezacind s linedrni rovnici se dvéma nezndmymi. Uvodnf slovni dloha je zadana
pomoci obrazku a na této slovni tloze je vysvétlena soustava dvou rovnic o dvou
neznamych. Na stejné strance vedle této tlohy je vyfesena slozitéjsi slovni tloha.
Jedna rovnice obsahuje neznamou ve jmenovateli. Déle se pokracuje s vysvétlenim
metod na feseni soustav rovnic. Jsou vysvétleny metody dosazovaci, s¢itaci i srovna-
vaci. Jsou ukazany soustavy rovnic s ruznym poctem feSeni. Nésleduje nékolik
cviceni na jednodussi soustavy rovnic. Poté jsou feseny slovni ulohy o pohybu,
o spole¢né praci a o smésich. Grafické feseni soustavy rovnic je zaclenéno do kapi-
toly Funkce.

V ucebnici je ucivo vysvétleno srozumitelné, struéné a je zde uvedeno i velké
mnozstvi obrazku, barevné znazornovani vysledku, postupt, apod. Pocet tloh na
procvicovani je také velky, ale je zde i mnoho rébusi, testu a ruznych zajimavosti,
které upoutaji.

Pilpan, Z., Cihdk, M., Trejbal, J.: Matematika pro zdkladni skoly -
algebra. SPN - pedagogické nakladatelstvi, Praha 2010.

V této ucebnici autori vytvorili kapitolu pfimo s nazvem Soustava dvou rovnic
se dvéma neznamymi. Prvni podkapitola zacind jednou rovnici se dvéma neznamymi.
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Autori uvedli motivujici slovni tilohu na jednu rovnici se dvéma neznamymi. Uloha
je prehledneé vytesena a poté je uvedena zakladni definice linedrni rovnice se dvéma
neznamymi. Nasleduji dalsi ilohy na jednu linearni rovnici se dvéma neznamymi.
Dalsi podkapitolou je Soustava dvou linedarnich rovnic se dvéma neznamymi. Autori
zde uvadi definici soustavy rovnic a metody TeSeni. Vysvétleny jsou vsechny me-
tody - dosazovaci, sCitaci, srovnavaci a kombinovana. Grafické feseni soustavy
linearnich rovnic se dvéma neznamymi je v zavéru kapitoly Linearni funkce. V pod-
kapitole Soustava dvou rovnic se dvéma neznamymi je velky pocet tloh vyfeSenych
i k procvicovani. V zavéru je shrnuti vSech metod feseni a uvedeno, kolik muze mit
soustava rovnic feseni. Nasleduje podkapitola Rovnice a jejich soustavy kolem nas,
kde jsou uvedeny slovni tlohy na feSeni soustav rovnic. Autori Tesi slovni ilohy
o pohybu, o spolecné préci a o smésich. Na konci jsou uvedeny tilohy na procviceni.

Uc¢ivo je srozumitelné vysvétleno. Dulezité informace jsou barevné zvyraznény.
Je zde uveden velky pocet tloh na procvicovani, obzvlasté hodné slovnich tloh.
V zavéru kapitoly jsou kratké poznamky z historie matematiky:.

Molnar, J. a kol.: Matematika 9 - ucebnice s komentdarem pro ucitele.
Prodos, Olomouc 2001.

V kapitole Soustavy linedrnich rovnic za¢inaji autori zdkladnimi pojmy a me-
todami feseni. Autori vysvétluji metodu scitaci a metodu dosazovaci. Nékolik
prikladu je vyteSeno a velky pocet tloh je uréen k procviceni. Autori vysvétluji,
kdy ma soustava jedno feseni, nekonec¢né mnoho feseni a kdy nema soustava zadné
feSeni. Dalsi podkapitola se vénuje grafickému teseni soustav linearnich rovnic se
dvéma neznamymi. Tteti podkapitola se vénuje slovnim tiloham. Posledni podka-
pitola obsahuje tlohy k procviceni.

Ucebnice je srozumitelné ¢lenéna, obsahuje dostatek loh na procviceni dané
problematiky. Kapitola o slovnich tlohach by mohla byt podrobné;jsi, z mého po-
hledu by mélo byt uvedeno vice vytesenych slovnich tloh.
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Porovnani vybranych uéebnic pro SS

Na stfedni skole se vétsinou soustavy linedrnich rovnic opakuji a nové se uci
soustava linearni a kvadratické rovnice a soustavy kvadratickych rovnic. Uvedu
nékteré ucebnice pro SS.

Cizlerova, M. a kol.: Matematika pro SS - 2. dil, podtitul Virazy,
rovnice a nerovnice, Didaktis, Brno 2013.

Soustavy linearnich rovnic jsou soucasti tématického celku Linearni rovnice,
nerovnice a jejich soustavy. Nejprve autofi vysvétluji linedrni rovnice o dvou
neznamych. Poté vysvétluji soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou neznamych
a metody TeSeni (s¢itaci, dosazovaci a srovnédvaci). Nasledné vyresili vzorové piikla-
dy. Déle je popsano, kolik muze mit soustava rovnic feSeni. Autofi nezapomnéli ani
na ukazku grafického feseni soustavy linearnich rovnic. Nasledné tesi dva piiklady
na soustavy tif linearnich rovnic se tfemi neznamymi, véetné feSeni pomoci matic.
V dalsi kapitole se vénuji slovnim tillohdm na feSeni soustav rovnic, uvadi zde slovni
ulohy o spolecné praci, o smésich a o pohybu. V tématickém celku Kvadratické
rovnice, nerovnice a jejich soustavy jsou zaclenény soustavy linearni a kvadratické
rovnice se dvéma nezndmymi. V této casti je uveden postup feseni takové soustavy
a jsou vyteSeny soustavy rovnic, které maji jedno, dvé nebo zadné feseni.

Ucebnice je graficky velmi pékné zpracovana. Uc¢ivo je prehledné a srozumi-
telné vysvétleno. V ucebnici by mohlo byt vice tloh na procvicovani, ale toto je
zajisténo v pracovnim sesité, ktery je doporucen ke knize. Na kazdé strané knihy
jsou po strandch uvedeny néjaké zajimavosti, znalosti ¢i pripomenuti, v jakém
ucivu déle se budou védomosti pouzivat; jsou uvozeny otazkami, jako napt. Vite,
ze?, Vzpomente si! Kam dal?, coz je velice poutavé. Uéebnicova sada /tedy ucebnice
a pracovni sesit/ je velmi dobfe vzdjemné propojena.

Polak, J.: Prehled stredoskolské matematiky, 10. prepracované vydani,
Prometheus, Praha 2015.

Kniha Piehled stfedoskolské matematiky ma celkem jiz 10 upravenych
vydani (1. vydédni je z roku 1972, 10. vydani z roku 2015). Toto dilo nevzniklo
prvotné jako ucebnice pro stfedni skoly s didaktickym systémem uciva, avsak ob-
sahuje uceleny pirehled stfedoskolské matematiky. 10 upravenych vydani svédci
o tom, ze je kniha opravdu dobfe zpracovana a dlouhodobé zadand. Je vhodna
nejen pro studenty stfednich skol, ale i pro studenty vysokych skol, kteti z ni mo-
hou ¢erpat pti opakovani a prohlubovéani znalosti stfedoskolské matematiky. Kniha
je rozdélena do 10 ucelenych tématickych celkii. Rovnicemi a nerovnicemi se
zabyva 5. kapitola. Jeji podkapitoly jsou pfehledné clenény do ¢éasti tykajicich se
linearnich, kvadratickych, iracionalnich, exponencialnich, logaritmickych a gonio-
metrickych rovnic. Dalsi podkapitoly se vénuji specialné linearnim a kvadratickym
nerovnicim. V nésledujici podkapitole Soustavy rovnic s vice neznamymi je
nejprve vysvétlen pojem soustavy rovnic, poté autor uvadi, jaké druhy soustav
rovnic se rozlisuji a jaké metody lze pro jejich feseni pouzit. Zvlastni pozornost je
vénovana soustavam dvou (tff) linedrnich rovnic se dvéma (tFemi) nezndmymi.
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Nasledné je ukazano i grafické feseni vybranych typu soustav nerovnic s vice
nezndmymi. V zavéru této kapitoly je predstavena podkapitola Slovni tilohy ve-
douci k feSeni rovnic a nerovnic.

Bocek, L. a kol.: Matematika pro gymndzia - Rovnice a merovnice,
Prometheus, Praha 1994.

Jako jedna z monotématickych u¢ebnic matematiky pro gymnazia vytvorenych
ve spolupréci s odbornou skupinou Jednoty ¢eskych matematiku a fyziku vznikla
kniha s tématem Rovnice a nerovnice. Na tivod se vénuje linedrnim rovnicim
a nerovnicim s jednou neznamou. Déle prechézi k soustavam linearnich rovnic
a nerovnic s vice neznamymi, véetné jejich grafického teseni. Druha tématicka
cast je vénovana kvadratické verzi rovnic, nerovnic a soustav i rovnicim vyssich
radu. V zavéru jsou uvazovany tyto rovnice a nerovnice s pridanym parametrem.
Vyhodou této ucebnice je mnoho feSenych prikladu i nefesenych prikladu uréenych
k procvicovani v kazdé kapitole.

Vosicky, Z.: Matematika v kostce pro stredni Skoly, Fragment, Havlicktv
Brod 2007.

V knize Matematika v kostce najdeme zakladni prehled stredoskolské ma-
tematiky. Neni povazovdna za ucebnici, ale pro vyuku ji lze pouzit i z duvodu,
ze je koncipovana jako pracovni sesit s kliCem a testy na procvicovani. Autor
nejprve vysvétluje rovnice a jejich feseni, linedrni a kvadratické rovnice a teprve
poté nasleduje kapitola Soustava rovnic. Kapitola zac¢ina definici soustavy rovnic
a pokracuje feSenim soustav rovnic pomoci znamych metod. Jsou zde vyteSeny dvé
soustavy linearnich rovnic. Prvni soustava je vyfesena metodou dosazovaci a meto-
dou scitaci a v poznamce je zminéno i geometrické feseni. Druhd soustava je feSena
pomoci substituce. Podle mého nézoru je zde feseni soustav rovnic vysvétleno ve-
lice stru¢né. Na konci kazdé kapitoly jsou sice piiklady k procvicovani dané latky
a test urceny k provéreni matematickych znalosti z dané oblasti stredoskolské
matematiky, ale domnivam se, ze vzhledem k obtiznosti latky je zde velmi mélo
prikladu k procvicovani.
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Uvodni tiloha ke

. x . Metody FeSeni | Pocet vyFeSenych Uloh . Motivaéni
Ucdebnice pro ZS kapitole soustavy y . 'y y ): , | PFehlednost
. soustav rovnic tloh k procviceni prvky
rovnic
Coufalova, J. a kol.: slovni tloha dosazovaci,
Matematika pro 9. ro¢nik (na 1 rovnici scitaci, vetsi pocet veEtsi pocet ano nejsou
zakladni Skoly 0 2 neznamych) graficka
zadna, rovnou barevné
Piilpan, Z., Cihak, M., soustava rovnic, dosazovaci, o
. . . . o, . o zvyraznéni,
Trejbal, J.: motivujici Gloha na |s¢itaci, srovnavaci, velky pocet vetsi pocet ano .
. & . L. | poznamky
Matematika pro ZS - algebra] jednu rovnici se 2 graficka 7 historie
neznamymi
Molnar, J. a kol.: o, L. séitaci,
. . zadna, tvodni pojmy . oy s .
Matematika 9 - ucebnice L, dosazovaci, méné vetsi pocet ano nejsou
. . a hned metody feSeni )
s komentafem pro ucitele graficka
Herman, J. a kol.:
Matematika pro nizsi rocniky| L, dosazovaci, e o er o )
) , L . . slovni uloha . L VEtsi pocet VEtsi pocet ano obrazky
viceletych gymnazii, rovnice sCitaci, srovnavaci
a jejich soustavy
Binterova, H. a kol.: dosazovach
Matematika 9, Algebra, L, o L L obrazky,
Y. P slovni tloha séitaci, vetsi pocet vetsi pocet ano
ucebnice pro zakl. Skoly - , symboly
. . L. okrajové graficka
a viceleta gymnazia
L, dosazovaci, .
N , slovni tloha na o, . , po strané na
Sarounova a kol.: ., .. scitaci, e pét slovnich N
. , linearni rovnici . , veétsi pocet , ano strankach jsou
Matematika 9, 1. dil . (kombinovana), uloh ,
se 2 neznamymi , barevné pruhy
graficka
Trejbal J.: dosazovaci,
Matematika pro 9. ro¢nik slovni uloha scitaci, jedna slovni Glloha vetsi pocet ne nejsou
zakladni koly, 2. dil (kombinovana)
obrazky,
, ., , dosazovaci barevné
Rosecka, Z. a kol.: Algebra, | slovni tiloha zadana | _, o s L e ..
. . . , sCitacl, srovnavaci, VEtS1 pocet Velky pocet ano znazornovani,
ucebnice pro 9. roénik obrazkem , ,
graficka rébusy, testy,
zajimavosti
Uvodni tiloha ke o « o ; R
I % . Metody FeSeni | Pocet vyFeSenych Ulohy o Motivaéni
Ucebnice pro SS kapitole soustavy X h ., | PFehlednost
. soustav rovnic tloh k procviceni prvky
rovnic
o, s , zajimavosti,
, , s¢itaci, VEtsi pocet, navic , L,
Cizlerova, M. a kol.: , . zvyraznéni
. " o, dosazovaci, soustava rovnic se , .
Matematika pro SS - Zadna o P malo ano potiebnych
, srovnavaci, 3 neznamymi, i g
2. dil , . L. a ziskanych
graficka i maticové ,
znalosti
séitaci,
Bocek, L. a kol.: .
. . L, dosazovaci, vt ot x :
Matematika pro gymnazia - slovni ulohy . vetsi pocet vetsi pocet ano nejsou
. . srovnavaci,
Rovnice a nerovnice ,
graficka
Polak, J.: séitaci,
Piehled stiedoskolské - dosazovaci, s« G« .
. slovni ulohy . vetsi pocet vetsi pocet ano nejsou
matematiky, srovnavaci,
10. pfepracované vydani graficka

Tabulka 1: Souhrn
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Odlisny zptisob vyuky je volen v ucebnicich (Hejny, Salom [31], [32]), kde
se pouziva ,Hejného metoda®“. Tato Hejného metoda vyuziva samostatného obje-
vovani zaku. Opira se o 12 klicovych principu: budovani schémat, prace v prostie-
dich, prolinani témat, rozvoj osobnosti, skutecna motivace, realné zkusenosti, ra-
dost z matematiky, vlastni poznatek, role ucitele, prace s chybou, ptfimétené vyzvy
a podpora spoluprace.

V téchto ucebnicich nejsou graficky zvyraznéné vzorecky nebo poucky, protoze
podle Hejného se vzorecky obraci k dlouhodobé paméti zéku, do které se ukladaji
jako izolovana fakta. Jako takova fakta se stavaji prekazkou pro porozumeéni. Tyto
ucebnice vedou zaky k tomu, aby dulezité poznatky objevili samostatné nebo s po-
moci ucitele a spoluzaku a aby se tyto poznatky dostavaly do povédomi zaku jako
zazitky a byly propojeny na dalsi poznatky, které se objevily v procesu teseni
prislusné ulohy. U zdku se rozviji schopnost fesit soustavu rovnic metodou pokus-
omyl. Vyuzivaji se jiz znama prostiedi, napt. Déda Leson. To jiz zaci znaji z feseni
rovnic na 1. stupni ZS. Déda Leson méd spoustu zviidtek a poiddd pro né hry.

N

v druzstvech. Zék feSenfm situaci ze hry postupné odhaluje pravidla na ekvi-
valentni dpravy soustav rovnic. Pouziti Hejného metody na vyuku nelinearnich
rovnic je ale podle mého nézoru problematické.

2.3 Ijlohy na soustavy polynomialnich rovnic v jednotnych
pfijimacich zkouskich na SS a v jednotnych statnich
maturitnich zkouskach z matematiky

V soucasné dobé probihaji z matematiky jednotné piijimaci zkousky na SS a jed-
notné maturitni zkousky.
Pro ptijimaci zkousky by mél zak znat (http://www.nuv.cz/t/rvp):
e feSit a tvorit slovni tlohy na sc¢itani, odc¢itani, nasobeni a déleni s vyuzitim
matematizace redlné situace,

e vyuzivat tsudek pii feseni slovnich tloh a jednoduchych problémi,

e matematizovat realné situace,

e Tesit soustavu dvou rovnic se dvéma neznamymi metodou dosazovaci a scitaci,

e Tesit slovni ulohy z praxe,

e provést rozbor tlohy,

e pro feSeni zvolit znamy algoritmus nebo tesit lohu tsudkem,

e provést zkousku spravnosti feseni.

Pro potieby prace byly posouzeny tlohy z piijimacich zkousek na SS v letech
2017 - 2022.

Na ukazku uvedu ptiklad slovni dlohy na feSeni soustav linearnich rovnic
z piijimacich zkousek na SS 2017 (2. fadny termin).
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Priklad 2.2 V promitacim sdle bylo pritomno 100 platicich osob. Cena vstupenky
pro dospélého je 200 K¢, pro dité 150 K¢. V pokladné bylo vybrano za vstupenky
16000 Ke¢.

a) Vypoctéte, o kolik procent je vstupenka pro dité levnéjsi neZ vstupenka pro
dospélého.

b) Vypoctéte, kolik déti bylo v promitacim sdle.

c) Vypoctéte, kolik K¢ bylo vybrdno v pokladné za vstupné pro dospélé.

ReSeni:

a)

100 % e 200 Ke¢
X %0 150 K¢
X =175
Vstupenka pro dité byla o 25 % levnéjsi.
b)
T+y = 100,
200x + 150y = 16000,
—200x — 200y = —20000,
200x + 150y = 16000,
—50y = —4000,
y = 80.

V promitacim sale bylo 80 déti.

¢) Dospélych bylo 100 — 80 = 20; 20 - 200 = 4000.
V pokladné bylo vybrano za vstupné pro dospélé 4000 K¢.

Zavér: V prijimacich zkouskach se soustavy rovnic vyskytuji v ramci slovnich 1loh.
Jen vyfeseni soustavy rovnic se téméf nevyskytuje. Zaci musi sestavit soustavu
rovnic a poté ji vyfesit. Vyse uvedenou ulohu 2.2 b) vyfesilo spravné 33,73 %
zéku, spatné 66,25 % zaku, ¢) spravné 67,1 % a Spatné 32,9 % zaku.

V katalogu pozadavki zkousSek spoleéné ¢asti maturitni zkousky plat-
ném od skolniho roku 2015/16 je formulovéno, co by mél zik znat a umét. Vieobecné
by mél zdk umét matematizovat realné situace, pracovat s matematickym modelem
a overit redlny model z hlediska realné situace.

V césti Algebraické rovnice a nerovnice by mél zak zvladnout:

e uzit pojmy rovnice a nerovnice s jednou neznamou,
e uzit ekvivalentni dpravy rovnice a nerovnice,
e provadét zkousku.
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V ¢asti Linedrni rovnice a jejich soustavy zak musi zvladnout:

e umét fesit linearni rovnice o jedné nezndmé,

e vyjadrit neznamou ze vzorce,

e Tesit pocetné soustavy linearnich rovnic,

e Tesit graficky soustavu dvou linearnich rovnic o dvou neznamych,
e uzit linedrni rovnice a jejich soustavy pti feseni slovnich tloh.

K teseni slovnich tloh by mél zak rovnéz umét vyuzit nepiimé imérnosti a uzit
kvadratickou rovnici.

Statni maturitni zkouska ma formu didaktického testu, ktery je tvoren ruznymi
typy uzavienych tloh, otevienych tloh se stru¢nou odpovédi a otevienych tloh se
sirokou odpovédi. Pro potieby prace byly analyzovany tlohy z didaktickych testu
maturitnich zkousek z let 2017 - 2022. V didaktickém testu tvoii rovnice a nerov-
nice priblizné 12 — 20 %.

Na ukazku uvedu piiklady slovnich tloh na soustavy rovnic z maturitnich

zkousek - jaro 2017, jaro 2018 a jaro 2019 (http://novamaturita.cz).
Piiklad z maturitni zkousky - jaro 2017 (ptiklad 15):

Priklad 2.3 Na stole jsou dvé hromddky minci. Obé hromddky obsahuji pouze
pétikorunové a dvoukorunové mince. Pruni hromaddka s 32 mincemi obsahuje
pétinu vsech pétikorunovych minci a polovinu vsech dvoukorunovych minci. Druhd
hromddka obsahuje zbyjvajicich 68 minci. UZitim rovnice nebo soustavy rovnic vy-
poététe v korundch hodnotu viech minci na stole. (Uved'te celij postup veseni a od-
poved zapiste celou vétou.)

Resenti:
x ...pocet dvoukorun v obou hromadkach,
y ...pocet pétikorun v obou hromadkach.

V prvni hromédce je 32 minci, coz je %y (pocet pétikorun) a %x (pocet dvouko-
run). Druhé hromadka obsahuje 68 minci, coz je y (pocet pétikorun) a 5z (pocet
dvoukorun).

ly+iz = 32

y+lz = 68,

2y = 36,

y = 60minci pétikorun,
tedy = 40 (minci dvoukorun) = 60 - 5 + 40 - 2 = 380.

Hodnota vSech minci na stole je 380 K¢.
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Piiklad z maturitni zkousky - jaro 2018 (ptiklad 15):

Piiklad 2.4 Pan Kocour uwvazuje o vyhodné investici, ale jeho kapital by pokryl
jen tretinu investice. Proto nabidl spoluicast panu Malému, jehoZ kapitdl je o 200
malionu korun vyssi nez kapitdl pana Kocoura. Aby spolecné pokryli celou investici,
kazdy z nich wvolni celou polovinu svého kapitalu. UZitim rovnice mebo soustavy
rovnic vypoctéte v korundch: 1. hodnotu kapitalu pana Kocoura, 2. c¢astku, kterou na
investici uvolni pan Maly. (Uvedte celyj postup Feseni, popis nezndmijch, sestaveni
rovnice, resp. soustavy rovnic, feseni a odpovéd.)

Reseni:
1. Kapital: Kocour ...z,
Maly ...x + 200,

investice ...y

1
r = 39
3r = vy,
T 4200 __
2T T Y

r4+2x+200 = 2y,
2z +200 = 6,
200 = 4=z,

xr = 5H0.

Pan Kocour mél kapital ve vysi 50 000 000 K¢.

2 a:+2200 — 50+2200 = 125.

Pan Maly investuje 125 miliont korun.

Piiklad z maturitni zkousky - jaro 2019 (priklad 14):

Priklad 2.5 Béhem prunich 5 dni se vyrobilo denné v pruméru o éturtinu vyrobku
meéne nez se vyrobilo v kazdém z 10 ndsledujicich dnu. Celkem se tak za 15 dni
vyrobilo 2 200 vyrobku. Uzitim rovnice nebo soustavy rovnic urcete celkovy pocet
vyrobki vyrobenyjch za pronich 5 dnii. (Uved'te celij postup resend, popis nezndmyjch,
sestaveni rovnice, resp. soustavy rovnic, reseni a odpovéd'.)

Resenti:

Oznac¢ime prumérny pocet vyrobku vyrobenych v kazdém z prvnich 5 dnu z
a prumeérny pocet vyrobku vyrobenych v kazdém z nasledujicich 10 dnu y.

or + 10y = 2200,

r = 3y,
5-3y+10y = 2200,
15y + 40y = 8800,
55y = 8800,

y = 160

5-2.160 = 600.

V prvnich 5 dnech se vyrobi 600 vyrobku.
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Z nésledujici tabulky (2) je videét, jakd byla dspésnost zéku pii Feseni jednot-
livych tloh. Piiklad 2.3 vytesilo spravneé 48, 05 % zéku, priklad 2.4 vytesilo spravneé
33,84 % zaku a priklad 2.5 vytesilo spravne 40, 32 % zdku.

Vysledky maturitnich testu - priklady uZitim rovnice, resp. soustavy rovnic

MATEMATIKA 2017 jaro - DIDAKTICKY TEST (pfiklad 2.3)

POCET ZAKU
maximalng 3 body CI’SVL,O ULOHY Cl’§LO TYp F{ADN,Y OPRAV}NY NAHRApNi NEPOVIVNN/Z\
(pfiklad 4.3) | PODULOHY [ ULOHY | TERMIN | TERMIN | TERMIN ZKOUSKA
% % % %
0 bodd 15 0 ou 42,72 79,82 82,47 44,98
1 bod 15 0 ou 3,00 4,06 1,55 4,21
2 body 15 0 ou 6,23 3,49 4,12 5,18
3 body 15 0 ou 48,05 12,63 11,86 45,63
Celkem % 100,00 100,00 100,00 100,00
MATEMATIKA 2018 jaro - DIDAKTICKY TEST (pfiklad 2.4)
POCET ZAKU
maximalng 3 body CIISVL,O ULOHY CI'§LO TYp F{ADN,\'( OPRAV}NY NAHRAPNE NEPOVIVNN/-'\
(pFiklad 4.3) | PODULOHY | ULOHY | TERMIN | TERMIN | TERMIN ZKOUSKA
% % % %
0 bodd 15 1 ou 21,30 26,99 26,11 21,60
1 bod 15 1 ou 2,41 1,01 0,00 2,43
2 body 15 1 ou 5,24 1,57 0,64 5,34
3 body 15 1 ou 33,84 3,25 5,10 33,74
vynechana odpovéd 15 1 ou 37,20 67,17 68,15 36,89
Celkem % 100,00 100,00 100,00 100,00
MATEMATIKA 2019 jaro - DIDAKTICKY TEST (pFiklad 2.5)
POCET ZAKU
maximalng 3 body CI’SVL,O ULOHY CI’§LO TYp RADN,Y OPRAV}NY NAHRAPNE NEPOVIVNN/:\
(pfiklad 4.3) | PODULOHY [ ULOHY | TERMIN | TERMIN | TERMIN ZKOUSKA
% % % %
0 bodd 14 0 ou 26,75 37,42 31,06 26,20
1 bod 14 0 ou 0,74 0,39 0,00 0,72
2 body 14 0 ou 2,54 1,05 3,03 3,37
3 body 14 0 ou 40,32 7,76 11,36 27,88
vynechana odpovéd 14 0 ou 29,65 53,38 54,55 41,83
Celkem % 100,00 100,00 100,00 100,00

Tabulka 2: Vysledky maturitnich testt 2017 - 2019

(ke zpracovéani tabulky byla pouzita data z https://data.cermat.cz, menu Matu-

ritni zkouska)
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Zaver: Soustavy rovnic se v maturitnich zkouskach vyskytuji témeér jen pti feseni
slovnich tloh. Zéci mohou pouzit bud soustavu rovnic, nebo jen jednu rovnici.
V fadném terminu vytesi slovni tlohu priblizné tfetina zaku, v opravném terminu
zaci totalné selhdvaji, spravné vyiesi slovni tlohu pouze cca 3 % zaku.

2.4 Obtize zaku a kriticka mista v uc¢ivu pri reseni soustav
linearnich rovnic a slovnich loh

Jako kritickd mista v matematice (Vondrové a kol. [86]) se oznacuji ty oblasti mate-
matiky, v nichz zaci casto a opakované selhavaji, jinak fe¢eno, které nezvladnou na
takové urovni, aby se jejich matematicka gramotnost produktivné rozvijela a aby
mohla byt tvorivé uzivdna v kazdodennim zivoté. Reseni soustav linedrnich rovnic
patif mezi kritickd mista vyuky matematiky na ZS a v nizsich roénicich gymnézif.
(Vondrové a kol. [86]) S vétsimi problémy se ucitelé tradiéné setkdvaji pii reseni
prislusnych aplikaénich tiloh (slovnich tloh) vedoucich na feseni soustav linearnich
rovnic. V élanku Proulx, Beisiegel, Miranda, Simmt [66] dosli k zavéru, ze sou-
stavy rovnic jsou na strednich skolach vniméany jako relativné jednoduché téma.
Je to jen pokracovani feseni rovnic a problému jedné proménné. Z ruznych ucebnic
a dalsich dokumentu bylo zjisténo, ze feSeni soustav rovnic se ¢asto zavadi pomoci
grafu a poté se Tesi ruzné priklady na soustavy rovnic pomoci algebraickych me-
tod. Grafické pristupy se ale tolik nevyuzivaji z duvodu jednoduchosti pouzivani
algebraickych metod. Gannon a Schultz [21] dospéli k tomu, ze ackoliv geomet-
rie motivuje existenci feseni, student se rychle vraci k rezimu algebry. Grafy jsou
chapény pii Feseni soustav rovnic jen jako sekundérni. Sfard a Linchevski [74]
diskutuji o tom, ze studenti, ktef{ pouzivaji jen algebraické metody a nepochopi
princip, jsou pak bezradni, kdyz jejich mechanické postupy selzou.

Pokud studenti fesili soustavu rovnic:

2 —3) = 1—y,
2v+y = T,

provedli substituci a dostali 7 = 7. Studenti dosli k zavéru, ze x = 0 a dopocetli
y="1.

Matematika by méla byt vice nez jen feseni problému pomoci mechanickych
postupu. Student by mél pfi matematice nepfetrzité uvazovat, vytvaret smysly,
reflexe a kriticky hodnotit. P vyuce soustav rovnic bychom se méli zamérit na
tyto ¢tyti oblasti:

e vyznam soustav rovnic (soustava rovnic neni systém nezavislych rovnic, ale
mnozin rovnic, které jsou ve vztahu konjunkce),

e zpusoby reprezentace soustavy rovnic (algebraicka reprezentace, slovni problém
popisujici situaci nebo graf),

e zpusoby feseni soustav rovnic (algebraické metody - substituce, eliminace,
srovnani, s pouzitim tabulky hodnot a grafy),
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e interpretace feseni soustavy rovnic (graficky zék vidi, ze se piimky protinaji
nebo jsou rovnobézné, algebraicky to neni tak ziejmé).

Studenti se nejcastéji setkavaji se soustavou rovnic, ktera mé jen jediné reSeni.
Meli by se vice setkavat i s ostatnimi pripady.

V ¢lanku se Lagasse [47] vénoval dvéma zpusobum, které studenti VS pouzivaji
pri feSeni soustav linearnich rovnic, kdyz maji na vybér z vice moznosti. Studenti
fesili soustavy linedrnich rovnic nejvice pomoci substituce, ddle pomoci eliminace,
dosazovanim moznosti a pomoci grafu. Metodu substituce si pamatovali nejvice
a byla jimi povazovana za nejjednodussi. V- USA dnes ¢asto pouzivaji standardi-
zované testy, kde ma student na vybér z nékolika moznosti.

Rendl, Vondrovéd [70] uvadéji problémy zaka 8. ro¢niku pii Feseni soustav
rovnic, které se projevily i v mezinadrodnim Setfeni TIMSS a negativné ovlivnily
celkové hodnoceni ceskych zaku.

Pozndmka. Ceské republika se tcastni v matematické oblasti dvou dilezitych mezindrodnich

Setteni PISA (vznik 2000) a TIMSS (vznik 1995), jejichz hlavnim zdmérem je poskytnout infor-
mace o uspésnosti a efektivité vzdélavacich programu v jednotlivych zemich.

Setfeni PISA (Programme for International Student Assessment) probihd od roku 2000
v tifletych intervalech a jeho cile spo¢ivaji v opakovaném zjistovéni vysledkli patnactiletych
74kt v oblasti ¢tendiské, matematické a piirodovédné. V. CR probéhlo v matematické oblasti
hlavni Setfeni na jare roku 2022 a zvefejnéni vysledki je planovano na 3. ¢tvrtleti 2023.

TIMSS (Trends in International Mathematics and Science Study) se Ceska republika ticastn
jiz od roku 1995. Jedn4 se o mezinarodni srovnavaci studii, kterd ve ¢tyfletych intervalech zjistuje
uroven védomosti a dovednosti zaku 4. a 8. tf¥id v matematice a v pfirodnich védach. Toto
Setfeni je doplnéno o dotazniky pro zaky, jejich rodice, ucitele i feditele kol a za jejich prispéni
lze objektivnéji vysvétlit rozdily ve vysledcich zéku, kol i jednotlivych zemi. V roce 2023 se
uskuteciiuje osmy cyklus etfeni TIMSS za tcasti vice nez 60 zemi z celého svéta vé. CR, pricemsz
v CR probéhl hlavni sbér dat v kvétnu 2023 a zveiejnéni vysledki je pléanovéno na konci roku
2024.

Jednotlivé zemé se do SetFeni nemusi zapojovat v plném rozsahu. Ceské republika se Setfeni
TIMSS ucastni od zacdtku s vyjimkou ro¢niku 2002/03. Do testovani byvali zahrnuti zéci 4. a 8.

t¥id, ale jiz potieti jsou v CR testovani pouze zéci 4. roéniku (2011, 2015, 2019).

Nésledné si ukdzeme dveé lohy z setfeni TIMSS 2007 (Rendl, Vondrové [70]), které
zakum ¢inily potize:

Uloha M10-07:

x+y =12 a 2z + by = 36. Kolik jsou hodnoty z a y?

a)x=2,y=10 b)xz=4y=8 c)x=6y=6 d)z=8y=4

Uspéénost této tlohy ¢inila jen 40,1 %, coz je o 5% za mezindrodnim prumeérem.
Spatné vysledky ukazovaly na problémy se substituci ¢i s pochopenim, ze dvojice
¢isel musi vyhovovat obéma rovnicim a ne pouze jedné z nich.
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Uloha M08-08:
Kterda ze ¢tyi nabizenych rovnic méa jako feseni danou dvojici ¢isel z = 3 a y = 87

Zékum byly nabidnuty 4 rovnice: 3z — 8y = 0, 8z + 3y = 0, 3z + 3y = 24,
3z — 8y = 24, z nichz u jedné dostavéame po dosazeni rovnost. Zéci casto chybovali
tim, ze zaménovali x a y pii dosazovani (13,2 % zéku) a vybrali 3z — 8y = 24. Jako
nejcast&jsi spatnd odpoved (25,4 % zaka) byla vybrana rovnice 8z + 3y = 24, coz
vypada, Ze Zaci dosazovali zv14ast ¢islo x a zv1ast ¢islo y a druhou proménnou vidy
ignorovali.

Z celkové analyzy Setteni TIMSS (i PISA) je ziejmé, ze zékum déla problémy
postihnout zavislosti dvou proménnych jako rovnice o dvou neznamych a predevsim
popis situace pomoci algebraického zapisu - pomoci rovnice nebo soustavy rovnic.

Soustavy rovnic vyuzivaji zaci ZS i SS pii feeni slovnich tloh. Nékteré slovni
tilohy fesf zaci jiz na ZS, ale ve stiedoskolské matematice je témto slovnim tlohdm
vénovana veétsi pozornost. Studentim teseni slovnich loh casto ¢ini velké potize.
Nejvetsim problémem byva spravné sestavit soustavu rovnic. (Vondrové [87])

Podle zaméreni muzeme rozdeélit aplikacni ilohy vedouci na soustavu rovnic
na tyto typy (Poldk [62]):

ulohy o rozdélovani celku na ¢asti,
ulohy o pohybu,
ulohy o spole¢né praci,

ulohy o smeésich.

Jak tesit slovni tlohy na soustavu rovnic?

1. Pozorné precteme text slovni tlohy, abychom pochopili, co je déno (podminka
tlohy) a co mame vypocitat (otdzka tlohy). Oznac¢ime nezndmé. Jsou-li
v tloze fyzikalni veliciny, uvazime, v jakych jednotkach ziskame vysledek.
Vsechny podminky tulohy vyjadiime pomoci nezndmych, obdrzime vyrazy
a pak sestavime soustavu rovnic.

2. Vyfesime soustavu rovnic.

3. Spravnost ziskaného vysledku ovérime zkouskou. Ziskany vysledek vyjadiime
slovni odpovédi.

Nejtézsi byva pro zaky bod 1 - matematizace redlné situace, nebot nejsou

schopni z textu sestavit rovnici. Pravé na to je dulezité se pii vyuce zamérit

a vénovat této casti vice pozornosti.

Pochopeni textu v souvislosti s pfedstavou o dané situaci a podstaté problému
lze povazovat za kritické misto pii feSeni uvedenych typu slovnich tloh. Velky
problém ¢ini prevod textu do matematického zapisu. Priciny obtiznosti slovnich
uloh jsou podminény charakterem samotnych uloh, kdy zakum pripadaji tyto ilohy
naro¢né jiz od prvniho pohledu, nebot nejsou poidd stejné a pak charakteristikou
Zaka, kdy pri ¢teni nejsou zaci casto ochotni si peclive, nékdy radéji i opakované,
precist text az do konce, a tim si vytvari bariéru. V neposledni fadeé lze uvést priciny
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na rozhrani charakteristik Zaka, jeho pristupu k uceni a didaktickych pricin. Tedy
nékteri zaci se snazi naucit feseni slovnich loh mechanicky podle vzorového feSeni,
coz muze byt z¢asti zpusobené samotnymi zaky, ale i didaktickymi ptistupy ucitele,
kdy ucitel vede zaky sam k postupu a nedd jim moznost vytvorit si predstavu
a premyslet o vhodném zpusobu vypoctu.

Ve vsech pripadech je dulezitd motivace, odstranéni bdzné ze slovnich tloh
a priblizeni spojeni se skutecnym Zivotem. Ucitelé toho mohou dosahnout pomoci
nasledujicich postupu:

e Konceptudlni porozumeénd, tzn. vést zaky k dukladnému pochopeni textu,
toho, co se od nich zad4, a k predstaveé priblizného vysledku. Tedy ¢ist si text
opakované, piip. i poslouchat ¢teni textu, délat spolecny zapis ulohy a od-
povidat na navodné otézky ucitele a nechat zaky pocitat tlohu podle sebe.
U nékterych slovnich tdloh (napf. na smési nebo o pohybu) je dobré provést
grafické znazornéni situace, které donuti zaky k diukladnému seznameni s tex-
tem.

e Procedurdlni porozumeéni, tedy klast duraz na vzorové tlohy a rozdéleni
slovnich 1loh do zakladnich typu, coz zakum umozni, aby po vyfeseni nékolika
uloh stejného typu byli schopni vyftesit dalsi podobné tlohy.

2.5 Vyuzitelnost CAS pri vyuce matematiky

Od zavedeni kalkuldtoru odbornici tesili spor, zda digitalni a pocitacové techno-
logie pouzivat pii vyuce matematiky ¢i nikoliv. Vznik CAS (Computer Algebra
Systems - systémy pocitacové algebry) v 70. letech a nésledné zavedeni do vyuky
v 80. letech tento spor jesté vice prohloubilo. CAS jsou v podstaté softwarové
balicky, které provadéji vypocty na zakladé instrukei od zaka a nékteré nabizeji
i grafické znazornéni. CAS se pouziva hodné k individualni vyuce (Zaci samostatné
fesi nékteré priklady nebo je dostanou jako domadci tikoly), prezentaci ucitelu po-
moci grafickych zapisu a ruznych simulaci. Umoznuji tvorit komplikovanéjsi tikoly
a poskytuji okamzitou zpétnou vazbu zakum.

V letech 1996 - 2000 byly zavadény kalkulatory T1-92 do vyuky matematiky
a tim se zacala ménit vyuka matematiky bez pocitace na vyuku s CAS. Dochézelo
k diskusim o obsahu a organizaci vyuky. Jako velka vyhoda se jevilo schématické
znazornéni, rychlé konstrukce, tabulky, grafy, coz zacalo vést k lepsimu porozuméni
problému. Dulezité byly komunikace o pojmech a o situacich, které nastaly béhem
feseni. Bylo pozorovano hlubsi porozuméni pojmum a postupum. CAS nemuze
nahradit ucitele, ale pomaha uciteli pti vykladu, vytvari vétsi casovy prostor na
procvicovani, ucitel musi byt presny pri formulovani otazek a ivah. S kalkulatorem
TI-92 dochéazelo k lepsi skupinové praci ve tiidé, zaci se vice zapojili a sami kladli
dotazy.(Kutzhler [46])

Problematikou zavedeni CAS do vyuky se zabyva rada autoru. Dale uvedeme
nameéty a nazory nékterych z nich.
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V élanku (Peschek, Schneider [61]) dochézi k diskusi, ze student by mél umét
dagog a didaktik matematiky Heymann vnimé& problém v pouzivani ¢i nepouzivani
CAS v komunikaci mezi odborniky a laiky, mezi odborniky a uciteli a mezi uciteli
a zaky. Znamy némecky matematik R. Fischer déli vyuku s pouzivanim CAS na 3
oblasti:

1. zakladni znalosti (pojmy) - méli by zaci zvladnout,

2. operativni znalosti a dovednosti (feseni problému, dukazy) pomoci CAS,

3. reflexe - ucitel hovoti s zédky o feseni pomoci CAS, o operacich, které provedli,
o situacich, které nastaly.

Zaclenéni CAS do zakladnich predmétu, jako je matematika a prirodni védy
vSeobecné, je jednim ze zpusobt, jak jiz do zakladni skoly vnést vyuku rané infor-
matiky (Rich, Yaday, Larimore [71]).

Vétsina soucasnych matematiku zastava nazor, ze CAS ¢ini matematiku zaji-
mavou a uzitecnou (napt. Arikawe [1], Aydm [4], Tokpah [83]) a konstatuji, ze
CAS zmensuji mnozstvi drobnych rutinnich procesi, které jsou pro zaky casoveée
narocné a rucéné komplikované, poméahaji pii chapani matematickych pravidel,
rozviji duvéru v feSeni problému, zlepSuji prostorovou predstavivost a tim vsim
prispivaji ke zlepseni vztahu zaku k matematice a zptijemnuji matematiku jako
celek. Naproti tomu také zastanci CAS varuji a upozornuji na problémy pod-
porovani zavislosti na pocitac¢ich na tkor rozvoje matematickych a vypocetnich
dovednosti, na podcenovani znalosti a uspéchu zaku, apod.

Pii pouzivani CAS je nutné nejprve provést analyzu v oblasti implementace
schopnosti informaénich technologii do procesu vyuky matematiky (Zhang [94]),
stanovit metodologické cile a pedagogickou proveditelnost jejich vyuziti pfi vyuce
matematiky na stredni Skole, v souvislosti s rozvojem kognitivniho mysleni stu-
dentu pak formulovat pozadavky na strukturu a obsah vzdélavacich materialu;
urcit hlavni oblasti pripravy ucitelu v pouzivani informac¢nich technologii v pro-
cesu vyuky matematiky; urcit organizacni formy a metody informacnich techno-
logii, zejména matematickych informacnich systému v procesu rozvijeni kogni-
tivniho zdjmu studentu v oblasti formovéani aplikované orientace vyuky matema-
tiky. K tomu by bylo vhodné zaradit pro ucitele kurzy vyuzivani informac¢nich
technologii ve vyuce matematiky a provadét reflexi ti¢innosti.

Za pouziti CAS je pro zaky jednoduché vygenerovat graf ¢i obrazek (Artigue
[2]), ale musi ho umét popsat, poznat, ze by bylo potieba, aby se graf zobrazil
v jiném intervalu. Ucitelé se setkavaji s obtizemi pii pouzivani CAS, kdy zak
neucini spravné rozhodnuti, a proto je nutnd doprovodna diskuse pii zadavani
ukolu, pti rozhodovani o pouziti vhodné metody analyzy a pii posouzeni ziskanych
vysledku.

Pouzivani matematickych programu ve skolské matematice ma stale §irsi vyuzi-
ti. Pokud je pocita¢ vybaven vhodnymi vyukovymi programy, muze pomoci uciteli
zvysit efektivitu vyuky, studentiim zjednodusit zpracovani prikladu, tedy muze byt
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prostiedkem efektivnich vypoctu a navic muze napomoci k tvorbé grafti ¢i mate-
matickych obrazku. Uziti matematickych programu je tcelné predevsim ze dvou
duvodu, a to jako vhodny pomocny didakticky prostifedek pro zkvalitnéni vyuky

soustav polynomidlnich rovnic.

Bernhard Kutzler, ACDCA (Rakouské centrum pro didaktiku pocitacové al-
gebry), prednéska na konferenci ,,Uziti pocitacu ve vyuce matematiky*, Ceské
Budé¢jovice, 6. - 8. 11. 2003:

Eristuje tisice cest, jak pouzivat CAS pro vyucovdni, dobré i $patné. Spatné nebo
lépe nevhodné pristupy casto prichdzeji od technickijch nadsencu z Tad ucitelu, kterri
pouzivaji CAS uz proto, Ze existuji a Ze je mozné je pouzivat konkrétni cestou. Ale
CAS by nikdy nemély ridit matematiku, kterou ucime, nase matematika by mela
ridit (a pouzivat) CAS!*

Helmut Heugl (feditel rakouského projektu Derive):

wJestlize pouziti CAS nent ospravedlnéno pedagogicky, je pedagogicky ospravedlnéno
CAS nepouzivat.”

Z dostupnych materidlu lze usoudit, ze zapojeni CAS do vyuky matematiky
je rozporuplné a i védecti pracovnici nejsou jednotni ve svych zavérech.

CAS byly vytvoreny proto, aby rychle pocitaly a davaly vysledky, ale zaci
a studenti by nejprve meéli sami zvladnout matematické operace na jednodussich
ulohach a soustavéach nizsitho tadu a pak by mohli CAS bez problému pouzivat i na
slozitéjsi ulohy. Pro rozvoj matematického vzdélavani neni efektivni tyto softwary
pouzivat, aniz by studenti znali sami postupy feseni. Kdyby je neznali, mohlo by
dojit i k chybam pii zaddvani ukolu a z toho by plynulo, ze vypocty by byly chybné
a studenti by nad chybami ani neuvazovali a neodhalili by jejich zavaznost a tim
pouzitelnost vysledk.

CAS maji mnoho zastancu i protivniku. Ve svété jsou projekty, které se
zabyvaji pouzivanim téchto programu ve skolach, na druhé strané jsou skolské
systémy, které tyto programy piilis nepouzivaji a mezi né se dosud tadi i ceské
Skolstvi. Specialni programy se v ¢eském skolstvi zpravidla pouzivaji az ve vyssich
stupnich vzdélavani (¢asto az na vysokych skoldch), kdy studenti prosli zakladnimi
vyukovymi procesy. Je dobte, ze v té dobé umi jiz fesit rovnice, soustavy rovnic,
apod., ale neni zbytecné pozdé zatazovat specialni matematické software do vyuky?
Vzhledem k tomu, Ze chceme, aby c¢eské skolstvi bylo na vyssi irovni a rozvijelo se,
bylo by vhodné zaradit pouzivani specidlnich matematickych softwaru do vyuky jiz
na 2. stupni ZS a samoziejmé na stiednich a vysokych skoléch, ale nezapominat pfi
tom na spravné vysveétleni matematickych postupu. Ackoliv je patrné, ze se u nés
situace kazdym rokem zlepsSuje, stale neni na takové drovni, jak by bylo zddouci.

Pro vyuziti ve skolské praxi je dulezité vybrat spravny software pro danou
vyuku. Program musi byt cenové dostupny, maximalné funkcéni pro probirané
téma, meél by mit jednoduché ovladani, hodné intuitivni a v ¢estiné. Je pravdépo-
dobné, ze ovladani v anglictiné by mohlo podporovat i zvysovani jazykovych schop-
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nosti student, ale pro studenty, ktefi maji s vypocty v matematice problémy, je to
nevhodné. Naptiklad program GeoGebra spliuje vsechny uvedené predpoklady pro
vyuku matematiky na SS. Geometrické i algebraické néstroje programu lze pouzit
pro rizné témata na SS, napf. zobrazeni grafa funkci pii fesenf rovnic a nerovnic,
uprava matematickych vyrazu, analyticka geometrie, apod.

Maé-li mit pouziti CAS pro studenty smysl, musi mit zaklad v dobré didaktice
a mit jasné definované cile (Leinbach, Pountney, Etchells [50]). Dulezitym cilem
vyuky matematiky s CAS je, aby se studenti stali aktivnimi i¢astniky, ktef{ planuji
strategii feseni problému a jejich realizaci za pomoci zkuSeného pedagoga, mate-
matika. Za timto ucelem autofi spojili pouziti CAS se stavajicim klasifikacnim
schématem pro matematické tlohy zvanym MATH Taxonomy a na konkrétnich
prikladech ilustrovali, jak lze pomoci tohoto zaméru stanovit cile vyuky matema-
tiky.

S prohlubujici se reformou vzdélavani stale vice uciteli matematiky navr-
huje, aby studenti mohli pouzivat tabletové pocitace ve vyuce (Yang [92]), zejména
v aspektu zvladnuti matematickych znalosti. Ve studii bylo vybrano 152 stfedoskol-
skych studentu a vysledky ukazaly, ze tabletovy poc¢itac ma pozitivni vliv na
vyuzivani matematickych znalosti pii feSeni slozitych problému a pfi feseni obec-
nych matematickych problému. Ukazalo se ale, ze pouziti tabletovych pocitacu
meélo negativni vliv na béznou aplikaci znalosti studentu pii feSeni jednoduchych
problému.

Podle kanadského matematika Fernanda Hitta [33] lze ucitele matematiky
rozdélit do tii kategorii, a to na ucitele s bezmeznym nadsenim pro pouzivani
pocitacovych technologii ve vyuce, na ucitele, ktefi pocitacové technologie piimo
odmitaji, protoze si mysli, Ze jejich zavedeni do vyuky brzdi rozvoj matematickych
dovednosti a logického mysleni, a na ucitele, ktefl pomalu s rozvahou a obavami
zavadeji CAS do vyuky.

Na zakladé uvedenych poznatku z vyse citovanych clanku vyplyva, ze zavedeni
matematickych pocitacovych programu do vyuky ma své vyhody:

e motivace a vétsi zajimavost vyuky matematiky - pracovat s programem je pro
zaky zabavnéjsi nez neustalé drilovani ucitelem, zaci spolu mohou soutézit
s pomoci pocitace, maji okamzitou zpétnou vazbu vypoctu,

e okamzitd nazornost - pokud muze zak nazorné vidét to, o ¢em ucitel mluvi,
dokéze si predstavit novy pojem nebo vztah, snadnéji porozumi vysvétlované
latce,

e dynamika - vysvétlovanou latku predvede ucitel na velkém mnozstvi pripadu
a pokud je to potfeba, i na specialnich pripadech,

e zvyseni efektivity vyuky - pocitac rychleji generuje nova zadani a kontroluje
spravnost zakova feSeni,

e zvySeni aktivity zaku - zak pracuje na svém pocitaci sim, nemusi se prizpuso-
bovat ostatnim, program muze zopakovat postup teseni kolikrat je potieba,

e usnadnéni prace uciteli pti vymysleni pisemnych testu - piiklady, které dobie
vychézeji, podobné varianty testu, priprava prezentaci.
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Pouzivani pocitacovych technologii nese i urc¢ita rizika a nevyhody:

e ucitel musi perfektné znat obsah uc¢iva, pedagogiku a technologie, které muze
pii vyuce pouzivat s ohledem na spravné vyhodnoceni kognitivnich moznosti
zaku,

e v souvislosti s probiranou latkou a kognitivnimi moznostmi zaku pouzit
vhodné pocitacové technologie (pokud by byl pouzivan nevhodné zvoleny
program, muze dojit k situaci, ze zak nerozumi tomu, co ma délat, a nauci
se pouzivat piikazy intuitivné),

e ucitel ani zak se nesmi soustiedit pouze na zvladnuti pocitacové technologie
misto samotné matematiky, ucitel nemuze vyzadovat znalosti nesouvisejici
s premyslenim nad danym matematickym problémem.

2.6 Moznosti vyuzivani digitalnich technologii pri vyuce
geometrie

Velmi diskutovanou otazkou vyuziti pocitace pfi vyuce matematiky se nyni bu-
deme zabyvat z uzsiho pohledu vyuky soustav rovnic a jejich aplikace pii feseni
geometrickych tloh.

Co vsechno bychom méli zdky na ZS a SS a studenty na VS ucit o soustavich
rovnic a kdy staci zjistit feSeni pomoci pocitace?

V minulosti byly provedeny vyzkumy zkoumajici zmény prostorovych schop-
nosti studentu za pouziti pocitacovych softwart jako je GeoGebra nebo Cabri 3D
a bylo zjisténo, ze tyto programy jsou velmi uspésné v rozvoji dovednosti v oblasti
prostorové vizualizace (Karakus, Aydin [43]).

V roce 1985 probihala studie zabyvajici se integraci CAS do vysokoskolské ma-
tematiky (Lavicza [49]), do které se zapojilo v prvni fizi 22 matematiku ze 3 zemi
(Velkd Britdnie, USA a Madarsko). Vysledky byly velmi optimistické - zlepseni
uceni studentu a lepsi komunikace ve tiidé. CAS mé budoucnost byt nejrozsitenéj-
$m softwarovym balickem ve vysokoskolském matematickém vzdélavani. Do druhé
faze studie bylo zapojeno 35 tisic matematiku, ktefi spolupracovali na tvorbé ma-
teridli, dochézelo ke spolecnym workshopum na podporu vyuziti pocéitacovych
technologii v matematice a také bylo nutné zvazit souvislosti s preduniverzitni
vyukou (méné Mad arsko, vice USA, Velkd Britdnie).

V élanku (Attorps, Bjork, Radic [3]) se poukazuje na neddvny vyzkum na
zakladnich a stfednich skolach, pricemz bylo zjisténo, ze zaci, kteri pouzivali pocita-
cové technologie, méli lepsi vysledky v uceni oproti zakum, ktefi poc¢itacové tech-
nologie nepouzivali.

V poslednich letech je provadéna fada studii, které se snazi zjistit vliv pouziti
CAS na schopnost prostorovych vizualizaci, jak uz bylo zminéno i v ptedchozi ¢ésti

o GeoGebte. Pii jedné takové studii (Karakus, Aydin [43]) byla zapojena sku-
pina studentu bakalarského studia, u které probihala vyuka pomoci pocitacového
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softwaru Maple. Studie zkoumala, zda pouziti tohoto softwaru ma vliv na rozvoj
prostorovych vizualizac¢nich dovednosti vysokoskoldku. Vysledkem bylo, ze vyuka
pomoci softwaru Maple méla vyrazné pozitivni ucinek. Podobny vyzkum zahr-
nujici 3D zobrazeni pomoci prostiedi Maple provedli v Kalifornii pedagogové Tra-
vis a Lennon (1997) v kurzu Calculus II a bylo zjisténo, ze toto prostiedi zlepsilo
prostorové dovednosti studentu a vyrazné ptispélo ke zlepseni postoje nékterych
studentu k matematice.

Huang (2013) zkoumal problémy studenti s vysokymi prostorovymi schop-
nostmi a s nizkymi prostorovymi schopnostmi a zjistoval, jaky typ vizudlnich ob-
razu je vhodné pouzivat pti feseni problému v oblasti integralniho poctu. Vysledky
ukazaly, ze studenti s vysokymi vizualiza¢nimi schopnostmi jsou pfi feseni ispésnéj-
81, vyuzivaji obrazy podporujici predstavivost spolu s algebraickymi vypocty, a stu-
denti s nizkymi vizualizaé¢nimi schopnostmi vyuzivaji vice pamétové obrazy. Z toho
jednoznacné vyplyva, ze CAS podporuje rozvoj vizualizacnich schopnosti vSech
student.

V clanku (Hasek, Zahradnik [27]) autofi predstavili pouziti softwaru Geo-
Gebra k teseni geometrickych problému na kuzeloseckach a geometrickych mist
z ucebnice z 18. stoleti. Na prikladech je pfedvedeno, jak pouziti tohoto pro-
gramu pomohlo porozumét metodé, kterou diivéjsi matematici pouzivali pti feSeni
kuzelosecek spolu s fesenim problému mnozin bodu. Pouziti pocitace zménilo staré
problémy, které se z pohledu studentu feSily zvlastnim zpusobem, na atraktivni
moderni problémy, které studenty zaujaly.

Xiaoling [90] se rovnéz priklani k ndzoru, ze vyuka matematiky za pouziti
pocitacovych technologii jesté vice procvicuje logické mysleni studentu. Na zakladé
ve vzdélavani. Za ucelem zvysSeni efektivity vyuky matematiky stale vice ucitelu
vyuziva pocitacové technologie k vyuce a za pouziti ,obrazu, textu, zvuku“ opti-
malizuje proces vyuky a zvysuje efekt vyuky.

Matematici Buteau, Jarvis, Lavicza [13] se ve svém ¢lanku opiraji o nézory
jinych matematiku na zavedeni CAS do vyuky matematiky a zduraznuji, ze stu-
denti musi porozumét zakladnim matematickym konceptum a teprve poté mohou
pouzivat CAS na zdokonaleni se v problému. Napf. Berry (1999) zastava nazor,
ze ,studenti by méli byt schopni délat vSe pomoci pera a papiru a poté i po-
moci poéitacové techniky“. White (1997) zastdva ndzor, ze ,kreativni aplikace
technologii daji i méné zruénym studentum nastroje, které je dovedou tam, kam
dfive nemohli snadno dojit“. Xie (1994) tvrdi, Ze ,studenti jsou spiSe nez pasivni
piijemci prednéasek vyzvani, aby se stali aktivnimi studenty; studenti se aktivnéji
zapojuji do hledani feseni otazek a problému a vysledkem je, ze jsou vice motivo-
vani a nadSeni pro icast na procesu uceni“. Lavicza (2008) sdili nézor, ze ,vznik
pocitacu a matematického softwaru dale umoznil matematikum zapojit studenty
do vyzkumnych aktivit“. Tyto a podobné nézory povazuji za zcela zasadni pii
rozhodovani o mite vyuziti CAS pii vyuce matematiky a dalsich disciplin, které
matematiku vyrazné pouzivaji.
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Je nutno dodat, ze v 21. stoleti jsou poc¢itacové technologie nezbytné pro vyuku
matematiky i prirodnich véd, je vSak nutné vhodné skloubit jejich vyuziti s pocho-
penim fyzikélni a logické podstaty problému. Zak a student by mél v téchto techno-
logiich vidét predevsim prostiedek ke zvladnuti dané problematiky pro rozsahlejsi
a robustnéjsi ulohy a systémy. Zaroven by si mél ale zachovat kriticky pristup
k ziskanym vysledkum a zavérum. Naucit se ucit matematiku pomoci CAS je
vyzva (Zbiek [93])!

Zvlastni pozornosti se vyuziti digitalnich technologii tési u iloh zamérenych
na mnoziny bodu dané vlastnosti, které jsou obvykle pro zédky tézko uchopitelné.
Této problematice se budeme vénovat v dalsi kapitole.

2.7 Vyuziti digitalnich technologii pfi feSeni 1loh na
mnoziny bodid dané vlastnosti

Mnoziny bodt dané vlastnosti jsou velmi dileZitym pojmem v geometrii, nebot
slouzi jako nastroj pro feSeni ruznych problému a umoznuji provadét geometrické
konstrukce (Segal, Stupel, Oxman [73]).

Dynamicka geometrie nabizi nové moznosti pro hledani mnozin bodu dané
vlastnosti. Vyuziti v Cabri piikazu Stopa a Locus umoznuje komplexni rozbor
dané kiivky. Stopa i Locus jsou prikazy, které nam nakresli mnozinu bodu, kdy
jeden bod vykresluje mnozinu, zatimco druhym bodem pohybujeme po néjakém
objektu.

Studie (Noss, Cha [57]) se zabyvala otdzkami: Jaké maji studenti znalosti
o geometrickém misté bodu (Locusu)? Jaké jsou nové aspekty, které se objevuji,
kdyz studenti zkoumaji, jakou dostanou mnozinu, kdyz pohybuji bodem? Tato
studie se zabyvala dvéma tlohami: 1. Najdéte mnozinu vsech bodu, které maji
stejnou vzdalenost od dvou danych bodu. 2. Najdéte mnozinu vSech bodu, které
maji dvakrat vetsi vzdalenost od jednoho nez od druhého bodu. Studenti znaji
vétsinou jen kruh, kolmici a osu thlu. Vi, ze kdyz chtéji najit mnozinu vsech bodu,
které jsou stejné vzdalené od dvou danych bodu, tak sestroji kolmici k tsecce
urcené témito body. Pro studenty je dulezité, aby veédeéli, jak prevést hledanou
mnozinu do jazyka analytické geometrie. Studenti nejprve pouzivali prikaz Stopa
v Cabri a hadali, jakou dostanou mnozinu bodu. Poté az ptikaz Locus.

Software GeoGebra vyuzili pii vyuce mnozin bodu dané vlastnosti i (Sy Nam,
Nguyen, Tuong, Haas, Lavicza, Kreis [79]) na bazi uceni zaloZeného na feSeni
problému (Problem-Based Learning). Realizovali u¢ebni proces smétujici k detekei
a napraveé chyb pfti feseni uloh na mnoziny bodu dané vlastnosti. Zjistili, ze tento
proces vedl ke zvysSeni zdjmu studentu.

Dalsi studie byla také zaméfena na hledani mnozin bodu dané vlastnosti
(El Aydi, Bendaoud, Sbaa, Berkatou, Benhmida [19]). Experiment byl zalozen na
feseni nasledujiciho problému: V roviné je dan trojihelnik ABC' a jeho orthocent-
rum H. Urcéete mnozinu bodu H, kdyz se C pohybuje po dané piimce. Uloha byla
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zaddna 100 budoucim uéitelim matematiky a fyziky na dvé hodiny. Ukol vyfesili
pouze 2 studenti, ostatni jej nevytesili a nenapadlo je pouzit k feSeni analytickou
geometrii. Poté, co se problém kolektivné vytesil pomoci softwaru GeoGebra, stu-
denti vyznamné ocenili pouzivani matematického softwaru. Hledani mnoziny bodu
pomoci softwaru GeoGebra ¢ini tuto aktivitu atraktivnéjsi.

Studie (Emul, Gulkilik, Kaplan [20]) zkoum4, jak ucitelé matematiky zaclenili
prostiedi dynamické geometrie do svého uvazovani pii feseni iloh na mnoziny
bodu dané vlastnosti. Ucitelé matematiky pouzivali software dynamické geometrie
k uplatnéni svych myslenek a nazoru a aktivné k testovani nebo zduvodnovani
svych myslenek.

Na zakladé prostudované literatury se zda, ze vhodné vyuziti geometrického
softwaru vede ke zvysenému zajmu studentu o danou problematiku pravdépodobné
v dusledku toho, ze si danou situaci dokazi 1épe predstavit.

3 Metody reseni soustav polynomialnich rovnic

3.1 Priklady feSeni soustav polynomialnich rovnic vyssich
stupnua elementarnimi metodami

V matematice na ZS se fesi jen jednoduss soustavy linedrnich rovnic o dvou,
popf. tfech nezndmych, na SS i nékteré soustavy linedrnich a kvadratickych rovnic.
S feSenimi specialnich typu soustav polynomidlnich rovnic i vyssich stupnu se
setkavaji ucastnici matematickych olympiad ve sttedoskolskych kategoriich A, B,
popi. C. Ulohy jsou voleny tak, ze soustavy rovnic lze fesit pouzitim elementarnich
metod, jez predstavuji specidlni piipady eliminacnich metod. Tyto metody jsou
zalozeny na postupné eliminaci (tj. postupném vylucovani) nezndmych, ¢imz se
dospivé k jedné rovnici o jedné nezndmé (piip. o vice nezndmych), ze které lze urcit
hledané hodnoty této neznamé (popft. téchto nezndmych). Pii postupné eliminaci
neznamych se uzivaji dusledkové a specidlné ekvivalentni upravy soustav rovnic.
U téch se od dané soustavy rovnic dospiva k ekvivalentni soustavé rovnic, ktera
ma prave tataz reseni jako puvodni soustava rovnic.

Nejcastéji uzivané ekvivalentni ipravy soustavy rovnic (Poldk [62])
e Nahrazeni libovolné rovnice soustavy rovnici, kterd je s ni ekvivalentni, t;j.

ma totéz feseni. Ziskava se zejména témito ekvivalentnimi tpravami:
— K obéma strandm rovnice pficteme totéz ¢islo nebo vyraz s neznamymi,

ktery je definovan v celém oboru, v némz se rovnice fest.

— Obeé strany rovnice nasobime stejnym ¢islem ruznym od nuly nebo
vyrazem s neznamymi, ktery je definovan a je nenulovy v celém oboru,
vV némz se rovnice fesi.
e Nahrazeni libovolné rovnice soustavy souctem této rovnice a libovolné jiné
rovnice soustavy, resp. vhodné zvolené linearni kombinace ostatnich rovnic
soustavy.
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e Dosazeni nezndmé nebo vyrazu s neznamou z jedné rovnice soustavy do jiné
jeji rovnice.

Pozndmka. Pokud jsou pfi feSeni soustavy rovnic pouzity jen ekvivalentni dpravy, neni nutné
provadét zkousku dosazenim vypoctenych kofenu do dané soustavy rovnic. V piipadé pouziti
dusledkovych uprav, které nejsou ekvivalentni (typickym piipadem je umocnéni obou stran rov-
nice na druhou), zkouska dosazenim kofenu do puvodni soustavy rovnic je nutnd. Z didaktickych
duvodu vétsinou zkousku provadime i pii pouziti ekvivalentnich iprav, aby si zaci plné uvédomili,

ze po dosazeni vypocitanych hodnot musime ziskat rovnost ze vSech rovnic.

Zakladni elementarni metody feSeni soustav polynomialnich rovnic o dvou,
resp. vice nezndmych (Svréek [82])

Metoda dosazovaci (substitucnd, ve smyslu substituce jako dosazeni) - spo¢ivé ve
vyjadreni nékteré neznamé z rovnic soustavy a dosazenim do ostatnich rovnic
soustavy.

Metoda séitaci (adicni) - je zalozena na ekvivalentni ipravé soustavy rovnic sec¢tenim
jejich vhodnych linearnich kombinaci.

Metoda substituéni (ve smyslu substituce jako zdmény nezndmych) - spo¢ivé v na-
hrazeni puvodnich neznamych fesené soustavy rovnic vhodné zvolenymi novymi
neznamymi. Pro soustavy polynomialnich rovnic vysSich stupnu jsou tyto me-
tody zobecnénim metod pouzivanych ve skolské matematice pro feseni soustav
linedrnich rovnic.

Neékteré dalsi elementarni metody FeSeni soustav polynomialnich rovnic
(s nazvy podle pouzitych dprav) (Svréek [82])

Metoda rozkladu na soucinovy tvar (faktorizace) - spocivé v upravach mnohoc¢lenu
v rovnicich ekvivalentnich soustav na soucinovy tvar.

Metoda doplriovani na ,uplny ctverec* - vyuziva upravy kvadratickych trojclenu
na druhou mocninu linedrnich dvojélenu.

Metoda uziti nerovnosti a odhadu - je zalozena na pouziti vhodnych algebraickych

nerovnosti, napt. nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym prumérem nebo
Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti.

Metoda uziti analytické geometrie, popr. grafi funkei (grafickd metoda) - je zalozena
na geometrické interpretaci rovnic fesené soustavy jako souiadnicovych vyjadieni
geometrickych utvaru v roving, resp. v prostoru.

Metoda pouziti extremdlnich proki - vychazi ze zkouméani extremdlnich prvku (ma-
xim, resp. minim) v mnoziné vSech feseni dané soustavy polynomialnich rovnic.

Piiklad 3.1 Reste v oboru redingch ¢isel soustavy rovnic

a)r+y = 7, br—y = =8, ca’+y? =
ry = —18, ry = 20, Ty = —

NN
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Komentdr: S feSenim soustav polynomidlnich rovnic tohoto typu se setkdavame ve
sttedoskolské analytické geometrii pri urcovani prusec¢iku ¢i bodu dotyku piimek
a kuzelosecek. V soustavdch rovnic a), b) prvni rovnice jsou rovnicemi piimek
a druhé rovnice jsou rovnicemi rovnoosych hyperbol (grafi nepiimych imérnosti.)
V soustavé rovnic ¢) prvni rovnice je rovnici kruznice, druhd rovnice je rovnici
rovnoosé hyperboly. Prozkoumame, jakymi elementdrnimi metodami lze fesit sou-
stavy rovnic a), b), c).

Reseni:

a)

Pti pouziti metody dosazovaci vyjadiime z 1. rovnice soustavy neznamou y =
= 7 — x a dosazenim do 2. rovnice dostavame kvadratickou rovnici
?—T7r—-18=0%< (z+2)(z—9) = 0, jez md kofeny 7; = —2, 75 = 9. K nim
z 1. rovnice uréime prislusné hodnoty y: y1 = 9, y» = —2. Danda soustava ma
tedy dveé teseni [xq,x9] = [—2;9], [z2,y2] = [9; —2].

Z tvaru dané soustavy rovnic c¢) vyplyva, ze ji lze Fesit téz pomoci analo-
gického tvaru Viétovych vztahi mezi koteny a koeficienty kvadratické rov-
nice. V. nasem pifpadé je to kvadratickd rovnice t* — 7t — 18 = 0 (nebot
p=ux;+y = —7,q=xy; = 18) s nezndmou ¢ reprezentujici obé nezndmé
x,y. Jeji TeSeni jsou t; = —2, ty = 9 a prislusnd feseni dané soustavy rovnic
jsou [ty,ts] a [ta, t1], tj. [—2;9], [9; —2]. Zkousku dosazenim u obou postupu
nen{ tfeba provadét, nebot veskeré tipravy jsou v nich ekvivalentni.

Soustavu rovnic b) fesime obdobné jako soustavu a). Pfitom ve druhém
postupu se vychézi z jeji upravy na tvar x 4+ (—y) = =8, = - (—y) = —20.
Obéma postupy dospéjeme k tomu, ze dand soustava rovnic ma praveé dveé
feSeni [zy,y1] = [2;10], [z2,y2] = [-10;2].

Soustavu rovnic ¢) by bylo mozné téz fesit metodou dosazovaci, avsak neni to
vhodné: Jednak by bylo tfeba pouzit dusledkovou ipravu soustavy (umocnéni
druhé rovnice na druhou: z?y? = %), jez neni ekvivalentni. Hlavné vsak
feSeni soustavy rovnic bychom dostali ve tvaru odmocnin z iracionédlnich
vyrazu.

Jeden ze vhodnych postupt feSeni soustavy rovnic ¢) vychazi z pouziti
vzorce (v + y)? = 2% + y? + 22y k jeji tpravé na ekvivalentni soustavu
(x+y)? = }l, Ty = —}1, pricemz 1. rovnice je splnéna, prave kdyz x4y = i%.
Dostavame tak dvé ekvivalentni soustavy rovnic

:E—I—y:%,xy:—i\/x—i—y:—%,xy:—%.

Muzeme je Fesit dosazovaci metodou (popt. uzitim Viétovjch vzorci), jez
vede na feseni kvadratickych rovnic 42? — 22 —1 =0V 42°> + 22 — 1 = 0.

Jejich kofeny jsou 19 = % + \/Tg a Tga = _711 + \/Tg. Prislusné hodnoty y jsou
A S R S

Soustava rovnic ¢) mé tedy celkem 4 feSent:

1, V5 1 v/B1 1 _ V51, V5 1, v56 1
e e o Ll e 1P B o il e

Y

Rl i e R s

S
=
INES
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Jednodussi postup feseni soustavy rovnic ¢) vychézi z jeji ekvivalentni
dpravy na soustavu rovnic: z2 4 y? = %, 2zy = —%, kterou feSime scitaci me-
todou. Se¢tenim obou rovnic dostdvame a jejich odectenim ziskavame ekvi-
valentni soustavu rovnic:

(r+y)? =1 (r—y?=2 odkudz +y==41 2 —y==+2
Sectenim a odectenim téchto rovnic dostavame
_ 41 V5 1 V5
_ 41 V5 1 V5
=t F Y 2 y=£F 7
odkud plyne, Ze fesenimi dané soustavy rovnic c) jsou dvojice [z1, y1], [2, y2],
(3, 3], [r4, ya] tytéz, jako pii predchozim postupu feseni.

Piiklad 3.2 Reste v oboru redlngjch ¢isel soustavy rovnic

a)r? —y? = 24, b)a*—y* = 16,
r+y = 12, ry = 15.

Komentdr: V soustavé rovnic a) i b) 1. rovnice jsou sttedové rovnice rovnoosych
hyperbol, 2. rovnice soustavy a) je rovnice piimky a 2. rovnice soustavy b) je
rovnici rovnoosé hyperboly (grafu nepifmé tmérnosti y = ). Ukdzeme, jakymi
elementarnimi metodami muzeme tyto soustavy fesit.

Reseni:

a) Uzitim vzorce 22 — y*> = (z + y)(x — y) upravime feSenou soustavu rovnic
a) na ekvivalentni tvar (x + y)(x —y) = 24, x + y = 12. Odtud plyne, ze
xr—y = 2. K feSeni soustavy ziskanych dvou rovnic pouzijeme sc¢itaci metodu.
Sec¢tenim téchto rovnic dostavame 2z = 14 = x = 7 a jejich odectenim:
2y = 10 = y = 5. Dand soustava rovnic m4 tedy jediné reseni [7; 5]. (Protoze
byly pouzity jen ekvivalentni dpravy rovnic, neni nutné zkouska dosazenim.)

b) Soustavu rovnic b) upravime umocnénim 2. rovnice na druhou (tj. dusledkovou
neekvivalentni tpravou) na tvar z? — y* = 16, x?y*> = 225. Tuto soustavu
rovnic fesime snadno dosazovaci metodou. Z 2. rovnice vyjadifme y? = %

(x # 0) a po dosazeni do 1. rovnice dostdvame pii vynasobeni z? bikva-

dratickou rovnici z* — 1622 — 225 = 0, kterou fesime uzitim substituce:
t = 22, Ziskana kvadraticka rovnice t? — 16t — 225 = 0 m4 kofeny t; = 25,
ty = —9, z nichZ pouze prvni splituje podminku z? > 0. Ze zpétnych substi-

tuci vypocteme koreny x15 = +5 a y;2 = +3. Protoze pri feSeni soustavy
rovnic ¢) byla pouzita neekvivalentni dusledkova dprava, je nutna zkouska
dosazenim, jiz zjistujeme, ze z moznych 4 fesen{ pouze dvé [5;3], [—5; —3]
jsou feseni soustavy rovnic c¢). (Uvazte téz, Ze alternativni feseni pomoci
Vietovych vztaht pro 22 a —y? by bylo zcela obdobné.)
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Priklad 3.3 V oboru redlnych cisel reste soustavy rovnic

a)r? = br+y, b)22?—-3y = 23,

y? = x4+ by, 3y? —8x = 59.

Komentdr: Soustavu rovnic a) lze snadno fesit kombinaci metody séitaci a metody
rozkladu. K feseni soustavy rovnic b) pouzijeme metodu dosazovaci.

ResSeni:

a)

P1i pouziti séitaci metody odecteme 2. rovnici soustavy a) od jeji 1. rovnice,
¢imz dostavame rovnici 22 —y? = 4o —dy & (x +y)(x —y) = 4(x —y) &
< (x—y)(x+y—4) =0 v soucinovém tvaru. S danou soustavou rovnic je
tedy ekvivalentni soustava rovnic (z —y)(z +y —4) =0, y* = z + 5y.

r=yANyP=zr+dysr’*=6rs o(r—6)=0,tj. v, =y, =0, 19 = y» = 6,
nehor+y—4=0ANyY =ao+bysy=4—aAy=c+5ys (4—1)=
=r+5(4—-2) 2 —8r+16=20—4dr < 2°> —4o—4=0

a tato kvadraticka rovnice mé koteny 3,4 = 2(14+/2), jimz pifslusi hodnoty
Y34 = 4—2(14+/2) = 2(1F/2). Protoze byly pouzity jen ekvivalentni tipravy
dané soustavy rovnice, ma tedy 4 FeSenf: [xq,y1] = [0;0], [z2,92] = [6;6],

(s, y] = (20 + v/2): 201 — V2), eyl = 201 — v2):2(1 + V2]

Pi feseni soustavy rovnic b) dosazovaci metodou vyjadiime z jeji 1. rovnice
neznamou y = %(21:2 — 23) a dosazenim do 2. rovnice dostavame po tprave
rovnici 4. stupné pro nezndmou z: z* — 232% — 62 + 88 = 0. M4 dva celé
koteny x1 = 2, w9 = —4, jimz piislusi hodnoty y; = %(237% —23) = =5,
y2 = 3(223 — 23) = 3. Po vydéleni polynomu z* — 2322 — 6 + 88 soucinem
kofenovych ¢initelt (z — 2)(z + 4) = 2% + 2z — 8, dostdvdme jeho rozklad
xt — 2327 — 62 + 88 = (22 + 2z — 8) (2% — 2z — 11). Zbyv4 tedy Tesit kvadra-
tickou rovnici 22 — 2z — 11 = 0, jez m4 diskriminant D = 48 = v/D = 4/3.
Jeji kofeny jsou x34 = 14 2v/3 a pifslusi jim hodnoty y34 = %(2:10%74 —23) =
=1+ g\/ﬁ V postupu feseni byly pouzity jen ekvivalentni dpravy dané sou-
stavy rovnic, takze neni nutné provést zkousku dosazenim ziskanych kotrenu
do rovnic soustavy b). M4 tedy 4 fesent: [x1,11] = [2; —5], [z2, y2] = [—4; 3],

(23, 3] = [1+2V3; 1+ 8V3], (w4, 5] = [1 — 2V/3;1 — §V/3].

Piiklad 3.4 V oboru redlnyjch cisel reste soustavy rovnic

a)zd—y? = 8, br+tyz = 2

rT—y = 2, y+zr = 2,
z4+xy = 2.

Komentdr: Soustavu rovnic a) lze vytesit snadno kombinaci s¢itaci metody s meto-
dou rozkladu a dosazovaci metodou. Soustavu rovnic b) vytesime taktéz kombinaci
téchto metod.

Reseni:
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a) 1. rovnici soustavy a) upravime uzitim vzorce x3 —y> = (x —y)(2® + zy + y?)
a dosadime do ni z 2. rovnice x — y = 2. Dostavame tak soustavu rovnic
22 +axy+y? =4, v —y = 2, kterou fesfme dosazovaci metodou. Dosazenim
y = x —2 nabyva 1. rovnice po tpravé tvaru 22 —2r = 0 & x(z —2) = 0. M4
koteny xy = 0, o = 2, jimz piislusi hodnoty y; = —2, y» = 0. Ekvivalentni
dand soustava rovnic b) ma tedy 2 fesent: [x1,y1| = [0; —2], [z2, y2] = [2;0].

b) Vyjdeme z pouziti s¢itaci metody: Od 1. rovnice soustavy b) odecteme jeji 2.
rovnici a od 2. rovnice ode¢teme 3. rovnici, ¢imz dostavame: r—y+(y—z)z =
0,y — 2 + x(z —y) = 0. Tuto soustavu rovnic upravime na soucinové
tvary: (z —y)(1 —2) =0, (y — 2)(1 —2) = 0 a z 1. rovnice dané soustavy
plyne kvadratickd rovnice pro nezndmou: z? + x — 2 = 0, jeZ mé kofeny

r1 = 0, xo = —2, pricemz piislusné hodnoty pro y a z jsou y; = 23 = 1,
Y2 = 2o = —2. Dand ekvivalentni soustava rovnic b) ma tedy pravé dvé
teSent: [v1,y1, 21] = [1; 15 1], [z2, Y2, 22] = [-2; —2; —2].

Soustavy polynomialnich rovnic s parametry

Vsechny ptiklady soustav polynomialnich rovnic, jez jsme dosud fesili, byly sou-
stavy rovnic s urc¢itymi realnymi koeficienty. V tlohach matematickych olympiad
(MO) se vsak casto vyskytuji soustavy rovnic, které kromé nezndmych obsahuji
dalsi realné proménné, nazyvané parametry. Podstatnou soucasti feseni téchto sou-
stav rovnic je provedeni diskuse reSent z hlediska moznych hodnot téchto para-
metru.

Piiklad 3.5 V oboru redlnyjch cisel reste soustavy rovnic s parametrem a € R

a)(T—a)x+ay = 5, bz*> = 2ax+ay, ¢) z+y+z = 1
(I1+a)z+3y = 5, y? = ax + 2ay, r+ay+z = a,
r+y+az = d’

Komentdr: Soustavu linedrnich rovnic a) lze snadno fesit metodou séitaci, resp.
metodou dosazovaci (z 2. rovnice vyjadifme y = 3[5 — (a + 1)z] a dosadime do 1.
rovnice) v kombinaci s metodou rozkladu. Soustavu rovnic b) je vyhodné fesit kom-
binaci metody scitaci a metody rozkladu. Soustavu rovnic ¢) vyfesime kombinaci
metody dosazovaci a metody rozkladu.

ReSeni:

1. Pri pouziti sé¢itaci metody pro feseni soustavy rovnic a) odec¢teme od 1. rov-
nice 2. rovnici a dostaneme tak rovnici 6x—2az+ay—3y = 0, kterou upravime
rozkladem jeji levé strany na soucinovy tvar (a — 3)(y — 2z) = 0. Danou sou-
stavu rovnic a) muzeme proto Fesit metodou rozkladu tak, Ze namisto ni
fesime ekvivalentni soustavu rovnic: (7—a)rx+ay =5, (a—3)(y—2z) =0 =
= a =3Vy=2x. Proa= 3 nabyva 1. rovnice tvaru 4z + 3y = 5 a jeji
kofeny jsou vSechna x = ¢, y = %(5 —4t), kdet € R. Proa # 3 ay = 2z je
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1. rovnice (a + 7)xz = 5, takze pro a # —7 ma jediny kofen = = #, jemuz
prislusi y = 2z = %. Pro a = —7 rovnice 0x = 5 nema TeSeni.

Protoze vSechny uvedené upravy soustavy rovnic a) byly ekvivalentni, na
zakladé diskuse reseni dospivame k vysledkum: Pro a = 3 ma soustava rov-
nic a) nekonené mnoho feseni tvaru [f, 5(5 — 4t)], kde ¢ € R. Pro kazdé

a#3ANa # —7 ma pravé jedno feseni [——2=, %], Pro a = —7 nema 7adné

a+77 a+7
resenil.

2. Metodu séitact pro Feseni soustavy rovnic b) pouzijeme vhodné tak, ze rovnice
této soustavy secteme a dale od 1. rovnice odecteme 2. rovnici. Ziskavame
tak ekvivalentni soustavu rovnic 22 +y? = 3a(z + y), 2* —y* = a (v —y) &
Sx—y)lr+y—a) =0 x=yVr+y=a Metodou rozkladu dostavame
tedy feseni: Je-li = 1, 1. rovnice po Upravé nabyvé tvaru 22 — 3az = 0 &
< z(x — 3a) = 0, tj. ma feSeni z = 0, a tedy y = 0, z = 3a, y = 3a a pro
kazdé a e R.Proz € y ANx+y=a < y=a —x po dosazeni do 1. rovnice
dostéavame kvadratickou rovnici pro z v anulovaném tvaru z? — ax — a® = 0.
Pro kazdé a € R md pravé dva koteny: z1 = §(1+ \/5), jimz prislusi ;o =
s V/5). Protoze viechny pouzité tipravy dané soustavy rovnic b) byly
ekvivalentni, vede nas diskuse reseni k vysledkum: Pro kazdé a € R ma dand
soustava rovnic fesen [0; 0], [3a; 3al, [2(1 4+ v/5; 1 — V5], [4(1 — v/5; 1+ V5]

3. P1i feseni soustavy rovnic ¢) dosazovaci metodou vyjadiime ze 3. rovnice
soustavy z =1 —x — y a po dosazeni do 1. a 2. rovnice soustavy dostavame
pro z,y ekvivalentni soustavu rovnic.

r+ay+l—z—y=a & (a—1ly=a —1,
r+a +a —ar—ay=d* (1—a)z+ (1 —a)y = (a—1)a.

Pro a = 1 tato soustava rovnic ma nekoneéné mnoho teseni: x = t, y = u,
kde t,u € R a ptislusné z =1 —t —u. Proa # 1 je z 1. rovnice y = 1, z 2.
roviice r = —a — 1, a tedy z = a + 1. Protoze vSechny provedené upravy
byly ekvivalentni, diskuse reseni vede k zdvéru: Soustava rovnic ¢) ma pro
a = 1 nekonecné feseni tvaru [t,u,1 —t — u], t,u € R a pro kazdé a € R,
a # 1 mé préve jedno feseni [—a — 1,1,a + 1].

3.2 Analyza tloh matematické olympiady

Analyzu uloh matematické olympidady (MO) souvisejicich s problematikou feseni
soustav rovnic a mnozin bodu dané vlastnosti jsem provedla ze dvou hledisek:

e Analyza typu uloh a moznosti jejich feseni.

e Analyza vyskytu téchto tiloh v MO a tspésnost jejich feseni.
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V obou analyzach jsem se zamérila na tlohy z matematickych olympiad, které
se tykaly soustav rovnic.

1. Analyza typu tloh a moznosti jejich feSeni

Jak jiz bylo uvedeno, v matematické olympiddé se objevuji i naro¢néjsi ilohy
na feSeni pomoci soustav rovnic nebo piimo slozitéjsi soustavy rovnic. V této casti
uvedeme ukéazky takovych tloh a jejich feseni.

Piiklad 3.6 (61. roénik MO, 2011/2012, A-S-1)
V oboru redlnych cisel Teste soustavu rovnic

r+3y = 4°,
y+3r = 42°.

Komentdr: Dana soustava rovnic ma stejny tvar pro neznamé z,y € R, takze pokud
mé teseni [a, b], je jejim FeSenim téz [b, a]. Resit ji lze zfejmé metodou séitaci nebo
metodou dosazovaci.

Reseni metodou scitaci:

Sectenim prvni a druhé rovnice a po vydéleni ¢tyfmi dostavame rovnici
3,.,3
r+y = x°+vy
a odectenim prvni rovnice od druhé rovnice a po vydéleni dvéma ziskdvame rovnici
_ 3_ .3
r—y = 2(z°—y°).

Pouzitim vzorct 23 +¢* = (z +y)(2? —zy +vy?) a 2® —y = (x — y) (2 + 2y + y?)
upravime soustavu rovnic na anulovany sou¢inovy tvar.

Misto puvodni soustavy rovnic feSime tak ekvivalentni soustavu rovnic

(z+y) @ —ay+y*—1) = 0,

1
(w=y)- @ oy +y’—3) =
Uvazime vSechny moznosti jejiho splnént:
i) Je-liz+y=0Az—y =0, pak 2o = 0 a yo = 0. Nalezli jsme tak prvni fesen{
dané soustavy rovnic [0, 0].

ii) Pokud x —y = 0A2? —2y+y? —1 = 0, pak z prvni rovnice vyplyvd, Ze & = y
a po dosazeni do druhé rovnice dostavame kvadratickou rovnici y*> — 1 = 0,
jez mé koteny y; 2 = £1 = x; 2 = £1. Dalsi feSeni dané soustavy rovnic tedy
jsou [1,1] a [—1,—1].
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iii)

iv)

Pokud z +y = 0A 22 + 2y + y? — % = 0, pak z prvni rovnice dostavame, ze
x = —y. Dosadime do rovnice, ziskdvame kvadratickou rovnice y? = %, jez

ma koteny 34 = i\/g = i\/Ti = T34 = :F\/Tﬁ_

Nalezli jsme tak dalsf feseni dané soustavy rovnic [—%2, ‘/75] a [\/75, —

2 10

Pokud tyto dvé rovnice secteme, dostdvame 2224 2y? —3 = 0 < 22 +y* = 3.
Jestlize je odecteme, dostavame —2xy — % =0 a2y =—
Ziskali jsme tak ekvivalentn{ soustavu rovnic 22 + y* = 3
Tuto soustavu rovnic lze fesit ruznymi postupy.

Napf. pouzitim vzorce (z+y)? = 22+2xy+y?, z néhoz po dosazen{ dostaneme
(z4+y?=3+2-(-) =31 atedyz+y=41Va+y=—1i Hodnoty z ay
urcime uzitim Vietovych vztaht jako feseni kvadratickych rovnic:

1 1 1 1
tP——t—==0 2+ ~t—==0.
2" " 4 oty
Kofeny téchto rovnic jsou t;9 = }l + \/T‘F’ atss = —}1 + ‘/Tg, takze posledni

4 teSeni dané soustavy rovnic jsou

Ly V6.1 ¥5) qL _¥/5.1 4 ¥/5) 1 V5. _1_ 5 L_ V5.1, V6
i S B o U S o L S iR S o U Sl S R £

Protoze pouzité upravy rovnic byly vesmeés ekvivalentni, neni nutné provadét
zkousku dosazenim.

Zaver: Celkem mé tedy dana soustava rovnic pravé devét feseni.

ReSeni metodou dosazovaci:

Z prvni rovnice vyjadifme x = 4y® — 3y a dosadime do druhé rovnice, é¢mz
dostavame rovnici pro neznamou y:

y +3(4y° — 3y) = 4(4y° — 3y)?,

kterou lze upravit na anulovany tvar:

y(32y° — 725 + 54y* — 152 +1) = 0.

Prvnim kofenem této rovnice je yg = 0 = z¢o = 0.

Dalsi koteny ziskame feSenim rovnice

32¢% — 7245 + 54yt — 152 +1 =0,

jezma koteny yy =1 =21 =1ay, = -1 =29 = —1.
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Lze ji tedy upravit na soucinovy tvar
(y? — 1)(32¢° — 40y* + 14y* — 1) =0
a dalsi kofeny ziskdme fesenim rovnice
3295 — 40y* + 14y* — 1 = 0.
Uzitim substituce y? = t ji pfevedeme na ekvivalentni kubickou rovnici
3265 — 40t + 14t — 1 = 0,

jez mé raciondlni kofen ¢t = % =y’ = %, a tedy 2y — 1 =0.

Resenou rovnici pro y muzeme tedy vyjadfit v souc¢inovém tvaru

(2y% — 1)(16y* —12y* +1) = 0.

Kvadratickd rovnice 2y?> — 1 = 0 mé& dva kofeny: y3 = \/75 = T3 = —\/757
Yy = —\/75 = T4 = \/75

Posledni (iraciondlni) kofeny dostaneme fesenim rovnice
16y* — 124> +1 =0,

kterou lze prevést uzitim upravy 16y* — 122 + 1 = (492 — 1)? — 42> =
= (4y* — 1)? — (2y)* = (4y* — 1 + 2y)(4y* — 1 — 2y) na soucinovy tvar

(4 +2y —1)(4y* — 2y — 1) = 0.
Resenfm ekvivalentni soustavy kvadratickych rovnic
42 4+2—1=0 a 4> —2y—1=0

ziskdavame zbyvajici kofeny ys az yg a odtud urcéime ptislusné x5 az xg jako pfti 1.
zpusobu feseni.

Zdver: Celkem tedy opét ziskame 9 feseni dané soustavy rovnic.

Priklad 3.7 (57. roénik MO, 2007/2008, A-S-1)

V oboru redlnych cisel reste soustavu rovnic

xQ -y = 227
y2 -z = J:Zv
22—z = 92
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Komentdr: VSimneme si symetrie dané soustavy rovnic a moznosti vyruseni kvad-
ratickych ¢lent v rovnicich pri uziti séitaci metody feseni. Alternativné lze vyuzit
secteni vSech tif rovnic, jimz dostavame, ze z = —x — .

Resenti:

2

Se¢tenim 2. a 3. rovnice dané soustavy dostavame po tipravé rovnici 22 —2% = z+2,

kterou prevedeme na ekvivalentni soucinovy tvar:
(x+2)(zr—2z +1)=0.
Uvazime dvé moznosti splnéni této rovnice:
a) v+ 2z =0, atedy z = —x.
Dosazenim z = —x do 1. rovnice soustavy ziskdme koten y; = 0.

Dosadime jej do 2. rovnice soustavy ve tvaru @ = 22 a po tpravé dostaneme
ekvivalentni rovnici v sou¢inovém tvaru:

xz(zx—1) = 0, kterd m4 koteny: x; = 0 a xo = 1. Dopoéteme: z; = 0, zo = —1.

b) z—x—1=0,atedy z=x+ 1.
Dosadime z = x + 1 do 1. rovnice soustavy:
-y = (z+1)2
-y = 22+2x+1,
y = —2z-—1
Dosadime y = —2z — 1 a 2z = x + 1 do 3. rovnice soustavy:
(x+1)2—2 = (—2z-1)%
2+ 2x+1—x = 4a®+4x+1,

—322 -3z = 0,

3z(x +1) = 0.
Tato rovnice ma koteny x; = —1 a x5 = 0.
Dopocteme y; =1l ay, = —1, 21 =0a 2z, = 1.

Zavér: Dand soustava rovnic ma prave ¢tyfi fesent: [0, 0, 0], [1,0, —1],[—1,1,0], [0, —1, 1].

Piiklad 3.8 (53. roénik MO, 2003/2004, A-S-3)
V oboru redlnych cisel Teste soustavu rovnic

P +2yz = 6(y+z —2),

vi+212 = 6(2+1—2),

242y = 6(x+y—2).

Komentdr: Danou soustavu rovnic vytesime uzitim sc¢itaci (adiéni) metody v kom-
binaci s metodou rozkladu. Postup feSeni lze jesté zjednodusit, jestlize sec¢tenim
véech t¥ rovnic soustavy ziskdme rovnici (x + y + 2z — 6)? = 0 &
Sr+y+z2—-6=0.
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ReSeni:
Odectenim prvni rovnice soustavy od druhé rovnice dostaneme rovnici
y? — 2? + 222 — 2yz = 62 — 6y,
kterou postupné upravime na soucinovy tvar:
V-2 +2z(x—y)—6(x—y) = 0,
(x—y)(zr+y—224+6) = 0.

Obdobné odectenim prvni rovnice dané soustavy od tfeti rovnice dostaneme po
Upraveé rovnici v souc¢inovém tvaru:

(x—2)(x+2z —2y+6)=0.
Ziskavame tak soustavu rovnic ekvivalentni s puvodni soustavou rovnic:
2 +2yz—6(y+2 —2) = 0,
(r—y)z+y—2246) = 0,
(x—2)(x+2z —2y+6) = 0.
Rozlisime 4 piipady moznosti rovnosti nule ¢initelu v poslednich dvou rovnicich:

l.z=y AN x=21tj.y =2 = x. Dosazenim do 1. rovnice soustavy dostaneme
rovnici 22 —4x +4 = 0 = (z — 2)? = 0, kterd m4 dvojndsobny koten z; = 2,
jemuz prisluseji koteny y; = 2, 21 = 2, a tedy [z1,v1, z1] = [2, 2, 2] je FeSenim
dané soustavy rovnic.

2=y Nrz+2z —2y+6=0,atedy y=2x az=x— 6. Dosazenim do 1.
rovnice soustavy nabyva rovnice tvaru 22 —8r+16 = 0 = (v —4)? = 0. Tato
kvadratickd rovnice ma dvojnasobny redlny koten xy = 4, jemuz prisluseji
kofeny yo = 4, 2o = —2, takze [z, Y2, 2] = [4,4, —2] je feSenim dané soustavy
rovnic.

3. x+y—2246=0A x—2z = 0. Obdobnym postupem jako v predchozim
piipadé dostavame tieti feseni dané soustavy rovnic [x3,ys, 23] = [4, —2,4].

4. v4+y—2246 =0Az+ 2z —2y+6 = 0. Odecteme-li tuto druhou
rovnici od prvni, dostaneme 3y — 3z = 0, a tedy y = z. Po dosazeni
y = = + 6. Pokud dosadime do prvni rovnice fesené soustavy, nabyva rov-
nice tvaru 7% + 4x +4 = 0 = (z + 2)? = 0. Tato kvadratickd rovnice m4
dvojnasobny koten x4y = —2, jemuz piisluseji y, = 24 = 4 , takze dand
soustava rovnic ma dalsi fesend [z4,ys, z4] = [—2, 4, 4].

Zdver: Dand soustava rovnic méa v oboru realnych ¢isel prave 4 feseni:

2,2,2],[4,4,-2],[4,—2,4],[-2,4, 4].

Piiklad 3.9 (54. roénik MO, 2004/2005, A-11-2)
V oboru celych cisel reste soustavu rovnic

rly+z+1) = y*+22-5,
yz+z+1) = 22+22-5,
2z+y+1) = 22 4+y*—5.
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Komentdr: Zadanou soustavu rovnic lze opét fesit kombinaci metody scitaci a me-
tody rozkladu polynomt, pficemz ve tfech rozkladech se vyskytuje spoleény cinitel.

Resent:

Od 1. rovnice dané soustavy odecteme 2. rovnici:
rz—yrt+ar—y=y>—a?

a ziskanou rovnici upravime na sou¢inovy tvar:
(r—y)z+y+2z +1)=0.

Obdobné ode¢tenim 3. rovnice od 2. rovnice dané soustavy a 3. rovnice od 1. rovnice
po analogickych tpravach dostaneme dalsi dvé rovnice v souc¢inovych tvarech:

(y—2)(z+y+2z +1) = 0,
(x—2)(x4+y+2z +1) = 0.

Ve vsech 3 rovnicich této ekvivalentni soustavy rovnic se vyskytuje spole¢ny cinitel
r+y+z + 1

Proto pti jejim feseni rozlisime, zdaz+y+2 +1=0anehox+y+2z +1#0:

1. Necht z +y + 2 + 1 = 0, takZe je zdroven

y+z +1 = -—ux,
r+z +1 = —y,
r+y+1 = —=z,

a tedy danou soustavu rovnic lze vyjadrit ve tvaru:
z(—z) = y*+ 2% -5,

y<_y) = 22+$2 _57
2(—2) = 2*+y* -5,
7 = ¢ +2°-5,
-y 2+22—5,
—22 = 22 +9% -5,

sSat+y+22 = b

Dana soustava rovnic je tak pro z +y+2 +1 = 0 ekvivalentni s jedinou rov-
nici 22 +y%+ 22 = 5, kterd vzhledem k tomu, Ze druhé mocniny redlnych éisel
jsou nezdaporné, ma v R pouze takova Feseni [x;,y;, 2] (i = 1,2,...,6), pro
néz trojice [x2, y2, 22] je az na porad{ prvku [4,1,0]. Proto [x;,;, 2] jsou per-
mutace nékteré trojice [+2, £1,0]. Znaménka u x;, y;, z; ur¢ime z podminky
r+y+z +1=0. Této podmince vyhovuji jen trojice [—2,1,0] a libovolné
jeji permutace.

Dostaneme prave 6 feSeni dané soustavy rovnic:
[—2,1,0],[-2,0,1],[1,-2,0],[1,0,—2],]0, 1, —2], [0, —2, 1].

2. Necht z4+y+2 +1#0.
Pak musibyt xt —y=0Ay—2 =0Ax—2 =0,tj. x =y = 2.

Rovnice dané soustavy tedy nabyvaji vSechny stejného tvaru:
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r(x+x+1) = 22+2% -5,
¢ili 222 +2 = 22%2-5,

tj. majf jediné feseni © =y = z = —b, [x7,yr, 27] = [—5, =5, —5].

Zavér: Dand soustava rovnic ma prave 7 feseni:

[—2,1,0],[~2,0,1],[1,—2,0],[1,0,-2],[0, 1, —2], [0, —2,1], [-5, —5, —5].

Piiklad 3.10 (69. roénik MO, 2019/2020, A-111-3)
Uvazugme soustavu rovnic

?—3y+p = z,
2 —

y"—3z+p = uw,
2 =3r+p =y

s realnym parametrem p.
a) Pro p 2 4 feste uvazovanou soustavu v oboru realnych ¢isel.

b) Dokazte, ze pro p € (1,4) kazdé redlné feseni soustavy spliuje rovnosti
r=y=2z

Komentdr: Resen{ prvni ¢ésti prikladu a) lze provést pomoci rovnice ziskané sectenim
vSech rovnic dané soustavy. Pti feSeni druhé ¢ésti piikladu b) vychdzime z inspirace
vzorovym (autorskym) feSenim. Alternativné by bylo mozné vyuzit symetricnosti
dané soustavy rovnic a Fesit ji b) s¢itaci metodou v kombinaci s metodou rozkladu
polynomu.

Reseni:

a) Sectenim vsech t¥{ rovnic dostaneme: x? + y? + 2% — 4z — 4y — 4z + 3p = 0.
Doplnime na uplné ¢tverec a upravime:

(x =224+ (y—22—4+(2—-22-4+3p = 0,
(r—224+(y—2°+(z—-2*+3p—-12 = 0.

Diskuse resent:
p > 4 je leva strana kladnd, a tedy rovnost nule nastat nemuze.
Prop=4jex=y =2z =2, atedy [2,2,2] je feSenim puvodni soustavy.

Zavér: Dand soustava rovnic ma pro p = 4 jediné reseni [z1,y1, 21| = [2, 2, 2]
a pro p > 4 nema zadné Teseni.
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b) Pro p € (1,4) nejdiive ukdzeme, Ze x,y, z jsou nezaporna redlna cisla.
Ptredpokladejme, ze y < 0.

Pak z 1. a 3. rovnice dané soustavy rovnic plyne, ze plati 22 — 2 +p <0 a
22 —3x+p<0.

Protoze je p > 0, dostdvame odtud, 7ze z > 2> +p > 0a 3z > 22 +p > 0,
atedy jex >0az>0.

Zaroven plati nerovnosti:
> —z +p<0= (z—/p)? x* — 2x\/p+ p,
Z—=3c+p<0=(2—p)? = 22—2z/p—0p.
Odtud porovnanim levych a pravych stran nerovnosti dostavame vzhledem
k tomu, ze je p = 1:

z > 2x,/p 2 2z,
2 2
T > 32\p 2 32
Tyto nerovnosti vSsak neplati pro zadna kladna x,z. Dospéli jsme tak ke
sporu, ¢ili nemuze platit predpoklad y < 0, tj. je y = 0.

Piedpokladejme ddle, ze x 2y = 0ax = 2z 2 0.

Pak plati: 22 = 22, -3y = -3z, aproto 2 =2 -3y +p =22 -3z +p =1y,
tudiz jex =2 2z =2y 2 0.

To vsak znamend, 7e je —3y = —3z a zarovein x? > 32,

takze z =22 =3y +p=y* —3z+p=u.

Proto je z = z, a tedy vzhledem k predpokladu, ze = z, musi byt = 2. Po
dosazeni do dané soustavy rovnic a odec¢teni tieti rovnice od prvni dostavame:

2 —3y+p—a*+3rx—p = z —vy,
3(r—y) = x—uy,cili2(x—y)=0,takze z =y.

Celkem z =y = 2.

Zavér: Pro kazdé p € (1,4) je dand soustava rovnic ekvivalentni s kvadratickou
rovnici a? —4a+p = 0, jez m4 koteny a; » = 24 /4 — p, takze feseni dané soustavy
jsou [ay, a1, aq] a [ag, as, as).

U nasledujicich ptikladu jsem zjistila, ze byli studenti velmi malo ispésni.

Piiklad 3.11 (60. roénik MO, 2010/2011, A-111-3)
Predpokladejme, Ze redlnd cisla x, y, z vyhovuji soustave rovnic

r+y+z = 12,
24+ y?+ 22 = 54,

Dokazte, ze pak plati nésledujici tvrzeni:
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a)
b)

Kazdé z cisel xy, yz, zx je alespon 9, avSak nejvyse 25.

Nékteré z ¢isel z, y, z je nejvyse 3 a jiné z nich je alespon 5.

Reseni:

a)

Z prvni rovnice vyjadifme:  +y = 12 — z, tedy (z + y)* = (12 — 2)2.
Druhou rovnici soustavy upravime: z2 4 y? = 54 — 22
Ziskame tedy soustavu rovnic:
2+ 2zy +y* = (12— 2)?
2 +y? = 54— 22
Po odecteni:
2zy = (12— 2)? — (54 — 2?)
2oy = 144 — 24z + 2% — 54+ 22
2oy = 222 —24z+ 90
xy = 22 —122+45
ry = (2—-6)2+9
ry = (2—-6)24+9>9
Déle plati:
0<(z—y)l=2>-2ay+y*=54—22-2((z2—6)2+9) =
=54 — 22 —2(2%2 — 122 +45) = =322 + 242 — 36 = -3 ((z — 4)* — 4)
Musi byt (z —4)? < 4, z je vintervalu 2 < z <6
Proto (2 —6)? < (2—6)?=16 (2—6)2+9<25
Plati tedy 9 < xy <25

Dostaneme, ze zy + yz + 1z = (Z+y+z)2_2($2+y2+'22) = 1222—54 =45

(z=3)y=3)+ =3 (z=3)+(z—3)(z-3) =
=a2y—3r—3y+9+yz—3y—324+9+22z—-3xr—-32+9 =xy+yz+az—06x—
—6y—62+427 = xy+yz+arz—6(z+y+2)+27 =ay+yz+x2—6-12427=0

Cisla (z — 3), (y — 3) a (¢ — 3) nejsou viechna kladna éisla = jedno z cisel
musi byt nejvyse 3.

Upravime jesté vztah (z —5)(y —5) + (y —5)(z —5) + (z = 5)(z — 5) =
=zy+yz+xzz—10(x+y+2)+75=0.

Vsechna z ¢isel (z —5), (y — 5) a (z — 5) nemohou byt zdpornd, alespon 1
z Cisel x, y, z tedy musi byt nejméné 5.
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Piiklad 3.12 (66. roénik MO, 2016/2017, A-II-3)

V' zdwislosti na redlném parametru k urcete pocet reseni soustavy rovnic v oboru
redlnych cisel:

22+ kxy +y° = z,
v +kyz+2° = =z
224 kzx+ 22 = .

Resent:
Nejprve pro: x =y = 2
P+ ka2 =z
202 + ka? = «x
(k+2)2* = =z
(x,y,2) = (0,0,0) pro libovolné k
Pro k #£ —2

(k’—i—z’ k+z? k+z)
(D)2? + kxy +y* =

(2)y? + kyz + 2*
(3)22 + kzx + 2% =

I
SIS

Odecteme (1) — (2)

4 kay+yt -yt —kyr— 2=z —x

(22 =2 +ky(r—2)=2 —z

(x+2)(z—2)+kylr—2)+(r—2)=0

(x—2)(x+2z +ky+1)=0

Podobné odectenim 3. rovnice od 2. dostaneme (y —x)(y + 2+ kz+1)=0
V piipadé x # y # z # x se 1. a 2. rovnice zredukuji na

r+z +ky+1 = 0
y+rx+kz+1 = 0

Odectenim téchto rovnic dostaneme (y — z)(k — 1) =0,
takze musibyt k=1lax+y+ 2z = —1.

Pro k = 1 vychdzi, 7e 2 = 2® + zy + y*> = (m+%)2+£ >0
a podobné x > 0,y > 0, takze x +y + 2 > 0.

Soustava je cyklicka, tudiz predpokladejme x # y = z.

Rovnice (1) bude z +y + ky + 1 =0, tedy = —(k + 1)y — 1, puvodni soustava
se redukuje na (k +2)y* + (k+ 1)y +1=0.

Pro k = —2 dostaneme linedrn{ rovnici, kterd mé feseni (0,1, 1).
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Pro k # —2 musime vyftesit kvadratickou rovnici: D = (k + 1)? — 4(k + 2) =
k* -2k —7>0.
kyg = Qi\/§+4-7 _ 2i;/@ _ 2:|:421\/§ —1+2/2

Pro k = 1 4 2v/2 dostaneme y, = —2(’“11) =1FV2, zo= gzlji); —1=1.

Resen{ soustavy rovnic jsou 3 permutace trojice (%0, Yo, Yo)-
Pro k € (—00,—2) U (=2,1 — 2v/2) U (1 4+ 2v/2, +00) mé kvadratickd rovnice 2
feSeni y; 0 = +1;t(k— ‘_]ﬁ;)_zk_?, z12 = —(k+1yi2 — 1.

Resenfm jsou tii permutace (z1,y1,41) a (T2, Y2, y2).

interval pro k (0,0,0) (k—iQ, ol k+r2) rovnice(3) | celkove
(—o0, —2) 1 1 6 8
-2 1 1 3 4
(—2,1—2v/2) 1 1 6 8
1-2V2 1 1 3 5
(1—2v2,142v?2) 1 1 0 2
1+2V2 1 1 3 5
(1+2v/2,00) 1 1 6 8

Dale ukézi feseni tilohy na mnoziny bodu dané vlastnosti. Pti feSeni této tlohy
byli studenti velmi malo tspésni.

Pi#iklad 3.13 (63. roénik MO, 2013/2014, A-111-2)

V rovine, v niz je dana usecka AB, uvazujme trojuhelniky XY Z takové, Ze X
je vnitrnim bodem isecky AB, trojiuhelniky X BY a X Z A jsou podobné (AX BY ~
AXZA)abody A, B,Y, Z lezi v tomto poradi na kruznici. Najdéte mnoZinu stredi
vSech usecek Y Z.

Resenti:
Body Y Z lezi ve stejné poloroviné s hrani¢ni primkou AB. Uhly XAZ a BY X

jsou shodné.

Sestrojme obraz Y’ bodu Y v soumérnosti podle piimky AB. Bude platit, ze
|BAZ| = |<BY'Z|.

Bod Y’ bude lezet také na kruznici k£ jako body A, B, Y, Z. Piimka AB
prochazi stfedem O kruznice k, takze AB je prumér této kruznice.

Stred M tétivy Y Z lezi uvnitt kruznice k. Uhly OMZ a OMY jsou pravé
uhly, proto uhly AMO a BMO musi byt ostré. M tedy lezi v pruniku vnéjsich
oblasti Thaletovych kruznic nad pruméry AO a BO.
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D4 se ukazat, ze tyto dvé podminky na bod M uz vymezuji mnozinu, kterou
hledame. Resenim je tedy vnitfek kruhu s prumérem AB a stiedem O bez kruhu
s prumeéry AO a BO.

Obréazek 1: Reseni piikladu (63. roénik MO, 2013/2014, A-IT1-2)

2. Analyza vyskytu téchto tloh v MO a uspésnost jejich feSeni

Pro analyzu tloh na trovni ustfedniho kola jsem zvolila poslednich 20 let, tedy
ro¢niky 53/2004 az 72/2023. Ulohy na feseni soustav rovnic o vice proménnych se
vyskytovaly pouze v nékterych rocénicich (viz tabulka 3). Jesté nizsi vyskyt jsem
zaznamenala na urovni krajského kola (viz tabulka 4). Vsimneme-li si tispésnosti
feSeni v obou uvedenych tabulkach, vidime, Zze v ustfednim kole se pohybuje
procento uspésnosti v rozmezi do jedné tretiny. V krajském kole jsou rozdily
v Uspésnosti feSeni mezi jednotlivymi ulohami mnohem vyraznéjsi. Piiklad 3 (roc.
66,/2017) nevyfesil zadny ucastnik, naproti tomu piiklad 2 (ro¢. 71/2022) vyfesil
spravné kazdy druhy zak. Ulohy na mnoziny bodu se ve zkoumaném obdobi vysky-
tovaly jesté méné, objevuji se pouze ve dvou roénicich na celostatni drovni. Resitelé
v nich byli jesté méné tispésni nez u piedchoziho typu tloh (ispésnost pouze 2 %
- ro¢. 59/2010 a 11,11 % - ro¢. 63/2014). Provedend analyza ukazuje, ze FeSeni
zkoumanych typu tloh je narocné i pro talentované zaky a bylo by proto vhodné
zamérit se na né v matematickych seminarich a dalsich formach prace s talento-
vanymi zaky a potencidlnimi feSiteli matematické olympiady. Zde by ucitel mohl
zaky seznamit i s dalsimi metodami feSeni téchto tloh.
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Matematicka olympiada - kategorie A
ustredni kolo

Roénik/Rok | Roénik/Rok | Roénik/Rok | Roénik/Rok | Roénik/Rok
60/2011 61/2012 64/2015 68/2019 69/2020
Pocet bodl Ptiklad 3 Pfiklad 6 Priklad 4 Priklad 1 Priklad 3
0 14 6 14 6 15
1 14 10 5 4 1
2 1 2 8 6 15
3 3 0 4 2 5
4 0 3 3 2 1
5 3 1 0 5 1
6 1 8 5 6 1
7 4 15 6 10 8
Celkem zaku 40 45 45 41 47
% zakd,
ktefi vyresili priklad 10,00% 33,33% 13,33% 24,39% 17,02%
na max. pocet bodi

Tabulka 3:

Analyza tloh MO (Kategorie A, tstfedni kolo), ro¢. 58/2009 — 72/2023

Matematicka olympiada - kategorie A
Plzensky kraj

Roénik/Rok | Roénik/Rok | Roénik/Rok | Roénik/Rok
66/2017 69/2020 71/2022 72/2023
Podet bod Pfiklad 3 Pfiklad 1 Pfiklad 2 Pfiklad 2
0 14 8 3 8
1 1 6 1 4
p 1 0 0 3
3 1 3 1 1
4 0 2 0 0
5 0 1 1 2
6 0 5 6 1
Celkem zaku 17 25 12 19
% zaka,
ktefi vyFesili priklad 0,00% 20,00% 50,00% 5,26%
na max. pocet bodt

Tabulka 4:

Analyza dloh MO (Kategorie A, Plzensky kraj), ro¢. 62/2013 — 72/2023
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Matematicka olympidda - kategorie A
ustredni kolo
Roénik/Rok Roénik/Rok
59/2010 63/2014
Pocet bodl Priklad 4 Priklad 2
0 13 25
1 3 2
2 9 2
3 6 6
4 12 3
5 4 0
6 p 2
7 1 5
Celkem Zaka 50 45
% zaka,
ktefti vyresili priklad 2,00% 11,11%
na max. pocet bodu

Tabulka 5: Analyza FeSeni 1iloh na mnoziny boda

3.3 Vlastni zkusSenosti s CAS ve vyuce matematiky

V této kapitole uvedu nékteré své zkuSenosti s vyuzitim digitdlnich technologii
pri distanéni vyuce v obdobi pandemie Covid-19 na Stfedni prumyslové skole sta-
vebni v Plzni. Online vyuka probihala vice nez rok a bylo tedy mnoho piilezitosti
seznamit zaky s matematickymi programy. Komunikovala jsem s zaky vyhradné
pres internet. Nejcastéji jsem pouzivala program GeoGebra a Wolfram Alpha.
V obou téchto programech jsem s zaky tesila priklady, ovérovala vypocty nebo jsem
jim ukazovala grafy - lépe si pfedstavili feSeni soustav linearnich i polynomialnich
rovnic. Probirala jsem s zaky ruzna témata, kde bylo mozné matematicky software
vyuzit. Pro zaky bylo uziti digitalnich technologii zajimavé a piinosné, coz usuzuji
praveé na zakladeé vyjadreni zaku. Nékteré matematické programy mnozi zéci vubec
neznali a setkali se s nimi uplné poprvé - napt. Wolfram Alpha. V prubéhu distanc¢ni
vyuky klesala motivace zaku k uceni a pravé pouzivani modernich technologii ve
vyuce zvysovalo jeji efektivnost. Vétsina zaku dosud znala pouze internetovou apli-
kaci Photomath (u niz se na mobilnim telefonu vyfotografuje priklad a zéci ihned
dostanou feseni). Toto je ovSem zcela pasivni a didakticky nei¢inné vyuziti di-
gitalnich technologii. Jako mnohem vyukové efektivnéjsi se ukazalo systematické
pouzivani dostupného softwaru GeoGebra a Wolfram Alpha (viz napf. nasledujici
ukazky teseni prikladu z kap. 3.1).
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Ukazky reSeni prikladi uzitim matematickych programu
Pomoci programu GeoGebra:
Piiklad 3.14 (P7. 3. 1 ¢)

P +y? =
Ty =

>

?

PN

€2 3990

Soubor Uprawy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

AP ONON £l =2l <)

» CAS X | ¥ Nakresna
=34 L
4
3
® + fi4yi==
+y 1
{16
g=x'y=-1/4 |
2 "
-1
] - P Ry=
RENE=T
3
25 2 15
Vstup:

Obrézek 2: Redeni piikladu 3.14 pomoci programu GeoGebra
Komentdr: Zaci vidi zobrazené kiivky (hyperbola a kruznice), jejich pruseciky

jsou tedy Fesenim soustavy rovnic. Soustava rovnic ma 4 feSeni: [—0,31;0,81],
[—0,81;0,31], [0,81;—0,31] a [0,31; —0, 81].
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Reseni soustav rovnic pomoci programu Wolfram Alpha:

Program nam zobrazi rovnice a zéci téz vidi vysledek soustavy rovnic - prusecik
krivek. Dokonce program uréi i feSeni. Zak tedy nemusi umeét vysledek . precist®
z grafu, nemusi ani rozumét tomu, kde se vzal.

Piiklad 3.15 (P7. 3. 3 a)

x? = bx+v,
y? = x+5y.
& WolframAlpha sz
I ¥*2=5xtyy Zax+Sy g]
Ifs Extended Keyboard % Upload #: Examples ™ Random
Input:

{x2251+)'.y2=x+5_v§

Plot of solution set: @ Enlarge & Data @ Customize A Plain Text

L L O L N T S S —— :—-.:='_=ux<y
X _."2:"5‘?
Alternate forms:

[x=S1x=y.x=(y=-5y}

[F=s5x+y,x=(y-5y)

{y=x*-5xx=y*-5y}

Solutions: Approximate forms
x=0, y=0

x=6 y=6

x=2-2V2, y=2(1+v2)

x=2(1+vZ2), y=2-2v2

& Download Page POWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

Obrézek 3: Reseni piikladu 3.15 pomoci programu Wolfram Alpha
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Reseni soustav polynomialnich rovnic s parametrem

P1i feseni soustavy polynomialnich rovnic s parametry v programu GeoGebra
je nazorné vidét, jak se feSeni méni v zavislosti na hodnotach parametru.

Piiklad 3.16 (P7. 3. 5 a)

(7T—a)xr+ay = b5,
(1+a)z+3y = 5.

Pro zéky je feSeni soustav rovnic s parametrem obtizné. V soustavé rovnic je
z jejich pohledu mnoho neznamych. V programu GeoGebra muzeme vidét, jaka
jsou Teseni pro ruzna a. Pohybujeme posuvnikem a vidime ruznd reseni. Z obrazku
4 je vidét, ze soustava rovnic ma jedno feseni pro a = —12.

EF

Obrézek 4: Reseni piikladu 3.16 pomoci programu GeoGebra pro ¢ = —12
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Piiklad 3.17 (P#. 3. 5 b)

2 = 2ax + ay,

y? = ax+ 2ay.

< 16c.ggb

Soubor Upravwy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

» Nakresna

1 ex=2*a*x+a’y

L] + e:xl=—24x—12y

5 | Prmaneziary

L] S Fry=—12x—24y

11:=Prusecik(e f)

® v

5 e {(ﬂ.ﬂ),(—%.fﬂﬁ),(ﬁw@—ﬁ,fﬁ \/gfﬁ),(—ﬁ\/gfﬁ,ﬁv’gfﬁ)}

Obrézek 5: Reseni piikladu 3.17 pomoci programu GeoGebra pro a = —12
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Piiklad 3.18 (P7. 3. 5 a)

(T—a)z+ay = 5,
(1+a)z+3y = 5.

% WolframAlpha s

l (7-a)*x+aty=5,1+a)*x+3%=5 J

Ifs Extended Keyboard * Upload 1 Examples ¢ Random

input
[(7-a)x+ay=5(l+a)x+3y=5|
Alternate forms:;

[@-Tx+5=ay,ax+x+3y=5}

{ay={a—?hx+5,y={—g—§]x+3}

Expanded forms: [ Stepby-step sohution |
|-ax+ay+7x-5=0,ax+x+3y-5=10]

|-ax+ay+7x=5ax+x+3y=35|

Solutions
@-3@+7 20 = 19
- +7T#0, Xx= = =
a+7 ¥ a+7
3 1{5 4x)
=3, - - X
¥ 3
Real solutions: Approximate forms
0 5 10
a=0, x=-, ==
7 Y 7
1 @ Enlarge & Detz P Customize A Plain Tex
g=3, ¥y=—-(5-4x)
3
Integer solutions:
g==12, x=-1, y=-1
a=-8, x=-5, =-10
a=-6, x=5, y=10
a==-2, x=1, y=2
a=3, x=3n+2, y=-4n-1
& Download Page FOWERED BY THE WOLFRAM LANGUAGE

Obrézek 6: Reseni piikladu 3.18 pomoci programu Wolfram Alpha

Diskuse reseni: Chybi, ze pro a = —7 dand soustava rovnic nema teseni.
Zavér: Na uvedeném piikladu muzeme vhodné demonstrovat, ze se nemuzeme
spokojit jen s tim, jaké feSeni nam dal pocitac.

Jsem presvédcéend, ze je prospésné a efektivni priméfené zapojeni matema-
tickych programu do vyuky matematiky zaku na 2. stupni ZS a na SS. S jejich
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uzitim je vyuka jisté zajimavéjsi a muze zaky motivovat k vétsimu zadjmu o ma-
tematiku. Z uvedenych ukazek vyplyva, ze pouziti softwarovych balicku muze ze-
fektivnit vyuku a svoji nazornosti umoznit zakum pochopit danou problematiku
v nékterém ucivu, naptiklad pravé u soustavy rovnic s parametrem.

4 Vyuziti eliminace pri reseni uloh na mnoziny
bodu dané vlastnosti

Eliminace v GeoGebfe je zalozena na pouziti modernich metod feseni — Grobne-
rovych bazi. Cilem je ziskat soustavu rovnic, ktera bude ekvivalentni s danou sou-
stavou, ale bude se snaze tesit. Princip je podobny jako u Gaussovy eliminacni
metody — tprava na trojuhelnikovy tvar.

S tématem mnoziny bodu dané vlastnosti se setkavaji jiz zaci zakladnich skol.
Toto téma patii mezi obtizna témata ve Skolské matematice na vSech stupnich.
Pii feseni tiloh na mnoziny bodit dané vlastnosti na SS je vyhodné pouzit pocitac
rovnic upravit, eliminovat ur¢ité neznamé a poznat, o jakou mnozinu se jedna.
S vyreSenim soustavy rovnic a s urcenim, o jakou kfivku se jednd, muze pomoci
napft. program GeoGebra. Studenti mohou s jeho pomoci experimentovat a sezna-
movat se s novymi kiivkami. Mohou se vSak pfi feseni setkat s problémy, ze ziskaji
nulovy elimina¢ni ideal nebo navic néjakou mnozinu bodu jako napt. pfimku nebo
kruznici.
pomohl pii uéeni obrazovy materidl (Mares [53]). V matematice mé vétsina obrazku
vyznam:

e reprezentujici - tuto funkci maji takové obrazky, které pomahaji u zaku a stu-
dentu vytvaret obrazové predstavy a konkretizovat a souhrnné zobrazovat
vztahy a pojmy (grafy, obrazky téles nebo geometrickych obrazci);

e organizujici - tato funkce pomaha ve zméné zéakovych deklarativnich znalosti
ve znalosti procedurdlni, tedy dava jiz zndmé véci do souvislosti (obrazek
prubéhu experimentu, vyvojovy diagram, rozkresleny postup konstrukce);
u vizudlnich dukazu tuto funkci maji statické vizualni dukazy, které maji vice
kroku (dynamické vizuélni dukazy, které ukazuji primou souvislost pocateéni
a koncové faze dukazu);

e interpretujici - tato funkce se snazi usnadnit zdkum pochopeni neznamych
pojmu, které jsou tézko predstavitelné, napi. abstraktni pojmy nebo piilis
malé ¢i velké systémy (atom, sluneéni soustava);

e transformujici - tato funkce ma za cil ovlivnit zpusob zakova uceni, tedy
jakym zpusobem zpracovava informace (obrazek uéini poznatky konkrétnéjsi
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a lépe zapamatovatelné), vizuélni zobrazeni pomahd presvédcit o spravnosti,
ale také prispiva k lepsimu uchovavani v paméti.

Obrazky interpretujici a transformujici (vizudlni dukazy) podporuji lepsi pred-
stavivost. Priklady na mnoziny bodu dané vlastnosti rozviji geometrickou predsta-
vivost studentu, poméhaji chapat vztahy mezi objekty a jejich vlastnostmi. Proto
se do vyuky o mnozinach bodu dané vlastnosti zavadi programy dynamické geo-
metrie, tzv. programy DGS (Cabri, GeoGebra). Pro urceni rovnice dané kiivky
vyuzijeme programy CAS (CoCoA, Maple a také i GeoGebra).

P1i feseni 1loh na mnoziny bodt dané vlastnosti pomuze program GeoGebra:
e pii eliminaci proménnych,
e ukaze nam mnozinu vSech feseni.

Na nésledujicich ptikladech, jejichz feseni jsem provedla, ukdzeme mozny po-
stup FeSeni, ale i uskali, se kterymi se fesSitel muze setkat.

Piiklad 4.1 Je ddna usecka AB a primka p. Urcete mnoZinu priseciku viysek H
trojuhelniku ABC', jestlize se bod C' pohybuje po dané primce p.

2
-4

6

Obrazek 7: Zadani prikladu 4.1
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Reseni:
1. Zjistime mnozinu bodu pomoci ptikazu Stopa v GeoGebie. To ndm napovi,

o jakou mnozinu by se mohlo jednat.

‘.-..00-...~

"

Obrazek 8: Mnozina bodii - Stopa, priklad 4.1

2. Lze pouzit i pitkaz Locus v GeoGebfte (také napovi, o jakou mnozinu bodu se
jednd).

Obrézék 9: Mnozina bodii - Locus, piiklad 4.1
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Vypada to, ze hledanou mnozinou je parabola. Nemtuzeme to ale Tici, mohla
by to byt hyperbola, ale muze to byt i iplné jina mnozina bodu.

Provedeme vypocet:
3. Sestavime rovnice: Zavedeme soustavu soufradnic.
Zvolime A = [0,0], B = [a,0], C' = [u,v], H = [p,q].

HC 1 AB: p—u=0
HA 1 BC: plu—a)+qu=0

Cep: ku+Ilv+m=0
v:—%u—%

Eliminujeme u, v.
p —=

p(p—a)+qu
plp—a)+aq(=fp— 1)

Ip? — lpa — kpg —mq =

I
cococe

Dostali jsme polynomialni rovnici 2. stupné. Z teorie kuzelosecek plyne, ze se
jednéa o hyperbolu.

Pokud je ptimka rovnobéznd s pifmkou AB = v = —4 dostaneme rovnici
Ip? — Ipa — gm = 0. Jedn4 se o parabolu.

© Traggb

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Népovéda

R][AAAE>Clel<lN] =]
Naki

» Algebraické okno X |» Nakresna

F = (4.38,12.18) h
E=(6,2)

i 10.18x + 10.38y = 81.84 5
A=(0,0)

B=(14,0)

C=(296,10.78)
=11.18

a=16.44

c=14

t1=75.48

f:2.96x +10.78y = 41.38

9:11.04x - 10.78y = 0

h: x=296

D =(2.96,3.03)

mnozina1 = MnozinaBodu(D, C)

Obréazek 10: Hyperbola, priklad 4.1
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€2 Trojuhelnik2.ggb
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda
LA elo) <Nl
» Algebraické okno X | » Nakresna

® A=(0,0)

® B=(12,0)

® =12
C,=(-1.74,9.02)
® g:y=902

® C=(6,9.02)

® b=1083 g
© a=1083
®c=12

® t1=5409
E=(3,451)
®c,=(60
G=(9,451)
® hi6x+9.02y=72
® i:6x-9.02y=0
® j:x=6
© D=(6,3.99) 5
® mnozinat = MnozinaBodu(D, C

Obrézek 11: Parabola, piiklad 4.1

Zavér: Zde se ukazuje, jak je dulezita rovnice mnoziny bodu. Bez ni nejsme schopni
urcit, o jakou mnozinu bodu se jedna.

P1i vyuziti GeoGebry neni hned jasné, ze se jedna o hyperbolu, je dobfe vidét
jen jedna vétev hyperboly.

Jesté je mozné tesit specialni polohy piimky, tj. kdyz primka p bude strana
trojuhelniku ABC nebo pokud piimka p bude kolmé na stranu AB.

Pokud je ptimka p stranou trojihelniku, je mnozinou bodu piimka (viz obr.
12 a 13).

Vypocet:
Pouzijeme
p—u = 0
plu—a)+qu = 0
Cep: ru+sv = 0
vo= —tu

pp—5¢—a) = 0
p=0nebop—=g—a = 0

to je piimka prochdzejici bodem B kolmé k AC' (piimka p = 0 je tam navic).
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] -20 -10 1 W C 30 10 5'0“--4&_____

Obrazek 13: Specialni pripad 1 - Locus, priklad 4.1

Pokud je ptimka p kolmé na stranu AB, pak je mnozinou bodu piimka (viz
obr. 14 a 15).

Vypocet:
HB 1 AC: ula —p) —qu =
HA 1 BC: plu—a)+qu=0
Cep ku=c
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P

-4 -2 2 [ 8 cfo 2 14 s 18

|28

Obrazek 15: Specialni pfripad 2 - Locus, priklad 4.1

Tento priklad muze byt pouzit jako motivacni priklad, 1ze jej teSit i s zaky
na 7S. Zaci sestroji vysky trojuhelniku a najdou jejich prusecik. Poté pohybuji
bodem C' a vidi hledanou kiivku. Mohou vyuzit pitkaz Stopa v GeoGebfte.

V dalsi casti se budeme vénovat dloham, pii jejichz feSeni mohou nastat
problémy:

e objevi se navic jind mnozina,

e climinacni ideél je roven nule, ale Fesen{ existuje. (Resenfm je polynom v pro-
ménnych p, ¢ a polynom, ktery obsahuje jiné parametry u, v. Hledany poly-
nom je v soucinu s jinym polynomem, ktery obsahuje u,v a soucin je roven
nule. Eliminace je spravné, pocita¢ ndm odpovi, ze tam takovy polynom
neni. Problémem je, jak druhy polynom odstranit. Musi se pridat néjaka
doplnujici podminka. Pokud ddame podminku, kterd je ruzna od nuly, pak
nam pocita¢ najde hledany polynom.)
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V dalsi ¢asti se seznamime s mnozinami bodu, které vétsinou nejsou pro stu-
denty znamé.

Priklad 4.2 Je dana kruznice k se stredem O a polomérem a. Libovolnym bodem
M = [u,v] € k vedte kolmice k primérim kruznice k v souradnicovijch osdch
x,y a jejich paty oznacte X,Y. K tsecce XY sestrojte kolmici vedenou bodem
M = [u,v] a jeji patu oznacte P = [p,q|. Urcete krivku, kterd je mnoZinou vsech
téchto pat P kolmic, pokud se M pohybuje po kruznici k.

f

Obrazek 16: Zadani prikladu 4.2

Reseni:
Nejprve vyuzijeme prikaz Stopa v GeoGebte. Napovi ndm, o jakou mnozinu bodu
se jedna.

Obrazek 17: Mnozina bodu - Stopa, priklad 4.2
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Poté vyuzijeme prikaz Locus v GeoGebte.

Obrazek 18: Mnozina bodt - Locus, priklad 4.2

Déle provedeme ruéni vypocet:

Sestavime rovnice pro uréeni soutadnic bodu P[p, ¢] hledané kiivky. Body Y, P, X

jsou kolinedrni, takze pro jejich soufadnice [0, v], [p, q], [u, 0] plati:
0 v 1
p q 1|=0,¢liuv—uqg—ovp=0.
u 0 1

Z podminky MPLXY plyne, ze (P — M) - (X —=Y) =0,
a tedy: (p —u,q —v) - (u,—v) =0, tedy (p — uw)u — (¢ — v)v = 0.
Dostavame tak soustavu rovnic pro neznamé p, q:
—vp—uq+uv = 0,
up —vqg —u+v* = 0,
s doplikovou podminkou pro parametry u, v:
M = [u,v] € k = u®+0v*=d?
Eliminaci parametru u,v z této soustavy rovnic snadno provedeme uzitim para-
metrického vyjadieni kruznice k:
u=a cost, v =a sint, te{0,2m).
Po dosazeni dostavame soustavu linedrnich rovnic pro neznamé p, q:
asintp —a costq= —a’sintcost,
acostp —a sintq = a®(cos®t — sin’t),
jez ma feseni:

a®cosd t

_ _ 3 _ a3sin?t
p="—pz— =a cos’t,q="5—

"t — g sin®t.
a
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Parametr ¢ eliminujeme tak, ze vypocteme:
cost = {’/g , sint = {’/g a dosadime do rovnice (dopliikové podminky)
sin?t +sin®t = 1.

Dostavame implicitni vyjadieni hledané kiivky ve tvaru:
(V) + (/07 = el /p? + {/? = Va2

Dostaneme rovnici kiivky, kterou nazyvame asteroida

Rovnici p% + q% = a5 lze upravit na ekvivalentni tvar

(pQ + q2 _ CL2>3 + 2a p2q2 =0.

SO PN I

» Nakresna 5| ~ zapis konstrukce

B & R &
€. [Nazev [Popis Hodnota |
5 Primka f Piimka bodem Mkolmok £y=2.5
K
A 6Pfimkag  [Piimka bodem MKkoimo k g:x=3.13
. r Osax
7BogB PriiseticfaOsaY B=(0,25)
8BodA PriisetikOsaXa g A=(3.13,0)
9Useékah Useéka[B, 4] h=4
1
10 PRimka Piimka bodem Mkolmo kh i:-3.13x + 25y = -3.54
B e
o L 11/Bod P Prisedikha i P=(191,007)

12 ngzina bod. [} loct (P, M)

13 Bufika CAS 51 Eliminovali{u* +*- &% uv- {a' - 3a° g* + 3a* ¢*- a* oF - 3af p*- 21a* ¢
ug-vp,u(P-uw-v(g-

14 Bufika CAS 52 -a*(p-3p*at+3ptqi+ 3ptat - 2Ap*a

15/Bufika GAS 3 -af +pf +Qf-3a7p*-3a7q* + 334 p* + 3atq

16/Buiika GAS 54 (p° + 0°- &) +278°p* Q" 274" p* Q"+ (" + P+ ()°)° = 27a° P @° + (-

17 Bufika CAS $5 Rozsirit(s4) -af +3ap* + 3atx* - 3a° pt + 278" " G- 6a.

(] @ |7z | > 2] [> prehrit 2

Obrazek 19: Asteroida, priklad 4.2

€7 asteroida_2_odvozeni.ggb

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Népovéda

NREN N CERENER

> cAs R[> Nakresna

t=—vp-utg+uv=0

1 =
- tl: —pv—qu+tuv=20 2
t2:=u'p—viq-u2+v"2=0 6

2 G2 —P vl 4 —

e pu—qv=20

3=u"2+v"2-a*2=0

3 +
- 13 —a’+u’ v =0

4 t4:=Eliminovat[{t1,t2 {3} {uv}]
- t4 = {p“az+3 p*q?a’+3p>q*a’+q°a’ -3 pta’421p? qza"—3q4a4+3p2aﬁ+3q2a“—a“}

5 t5:=Rozklad(t4)
- t5:= {a® (p" —3p*a’ +3p'q’+3p’a’+21p’a’q’+3p’q' —a’+3a'q*~3a’q" +q°)}

6 Zjednodusit(t4)
I {az (p“—3p4az+3p"q2+3p7a4+21pzazq2+3p2 ¢'—a'+3a'q —3a q4+qﬁ)}

7 t6:=t5/a"2
- th:={-a"+p'+q" —3a%p' —3a’q*' +3a’p’+3a' ¢ +3p " +3p* g’ +21a%p’ ¢’}

Obrazek 20: Vypocéet v GeoGebie, priklad 4.2
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Pozndamka. Kiivku asteroidu jako prvni zkoumal dansky matematik a astronom Ole Christensem
Romer v r. 1674. V letech 1691 - 1692 jeji vlastnosti studoval Svyrcarsky matematik a fyzik
Johann Bernoulli. Poznatky o ni lze téZ nalézt v korespondenci némeckého matematika a filozofa

Gottfrieda Wilhelma Leibnize z r. 1715. Nazev asteroida byl pouzit v literatufe poprvé roku 1836
a pochdzi z tec. jaster” (,hvézda“).

Priklad 4.3 Je ddna tétiva elipsy UV, stred elipsy O a plati, Ze OU L OV.
Urcete mnozinu pat kolmic P, které dostaneme tak, Ze z bodu O sestrojime kolmici
na tétivu UV, pokud se bod U pohybuje po elipse.

9

Obrazek 21: Zadani piikladu 4.3
Reseni:

Nejprve vyuzijeme piikaz Stopa v GeoGebie. Napovi nam, o jakou mnozinu bodu
se jedna.

Obrézek 22: Mnozina bodii - Stopa, priklad 4.3
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Poté vyuzijeme piikaz Locus v GeoGebte. Vidime, jakou mnozinu bodu hledame.

g

Obrazek 23: Mnozina bodﬁ - Locus, priklad 4.3
Ruéni vypocet:
Ozna¢me O = [0,0], U = [uy,us], V = [v1,v9] & P = [p, q|.
OU 1 OV: (—uy, —ug) - (—vy, —vg) = 0,
tedy uyvy + ugvg =0
OP LUV: (p,q) - (v —uy,vg —uy) =0
p(vr — 1) + q(v2 —up) =0
PeUV:d= (v —up,vy — uz)
= (uy — vg,v; — Uq)
(ug —v2)w + (v1 —ur)y + ¢ =0
UeUV: (ug —vy)us + (v1 — ug)ug + ¢ =0
€ = Vo] — V1Uy
(ug — v9)x + (V1 — up)y + vouy — viug =0
PeUV: (ug —v)p+ (v1 —u1)q + voug — vyug =0

2 2

Body U,V lezi na elipse: Z—; + Z—% =1, Z—; + Z—§ =1

Dostali jsme tedy soustavu rovnic:

ULV + UV = 0

p(vr —u1) +q(vg —ug) = 0

p(us — ve) + q(vy — uy) + vouy —viug = 0
uib? + uza® = a’b?
vV +via® = dPV?

7 této soustavy chceme eliminovat proménné wuy, vy, us, vo.
Rucné tato eliminace neni snadna.

Pro nalezeni mnoziny bodi ndm pomuze GeoGebra.
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¥ CAS i
UL » Nakresna

r=ul*vi+u2"2 =0 80

Tl miavitweve=o a=25
S -

12:2p (u1#v1) + ° (u2+ ¥2) b= 25;

2 I A

< 12 := p(—ul+vl)+q(—u2+v2)

r3:(—v2+u2)*p+(v1-u1)'g+v2*ul-vi*u2=0

< r3:p(u2—v2)+q(—ul+vl)+ulv2—u2vl=0 40

rd:=(u1*2/a"2)+(u2*2/b*2)=1
4 ul? | u2? R

oty =1 2
15:=(u142/a*2)+ (1242 2)=1
5 J

V2 e2? 60 0 e 0 20 40 o

R {

6:=a"t-1=0 f~~—
] 20

+ rb:at—-1=0

r7:=b's-1=0
T

- r7T:bs—-1=0 =40

18:=(-ut+u1)k1-1=0
8

181kl (—ul4vl)—1=0
=(u2-2)°k2-1=0
9 k2 (u2—v2)-1=0

10 | A=Eliminovat((r1, 2, 13, r4, 15, 16, (7.18,r9), {u1, v1, u2, V2. 5, LK1.K2})
< A= {p'a’+2p’d?a’+ata’ +p b7+ 2p7 b7 +a* b7 — p’a’ b’ — g’ a’ b?)
Rozklad(A)
o {(~P = ) (47— P g - b — b))

Obrézek 24: Reseni v GeoGebie, piiklad 4.3

Dostali jsme rovnici: p*a®+4-2p2q?a’+¢*a+p*v? +2p° *b* +q¢*b* —p*a’b® — ¢*ab* = 0.
Po rozkladu ziskdme: (—p* — ¢?) - (a*b* — a*p* — a®¢* — b*p* — V?¢*) = 0.
P q— a2 — a?p? — a?@ — Bp? — B = 0.

Hledanou mnozinou bodu je tedy kruznice.

€7 Hlipsa Kruznice.ggb

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Néstroje Okno Népovéda

AT RERERNERE

raické okno X [» Nakresna
® A=(2,0) g
®B=(2,0)
C,=(1.13,134) a5
® c: 36.36)" + 100.36y = 228.1
® 0=(0,0)
: 2
v
B
c
- !
U
o5
A ! o E
3 5 15 1 0.5 0 05 1 15 2 25
>
.
2

Obrazek 25: Reseni v GeoGebie
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Déle budeme ftesit ulohy, kde se objevi pti feseni v GeoGebie jind mnozina
nebo v GeoGebre ziskdme prazdny idedl.

Piiklad 4.4 Je ddna tsecka AB a bod C, ktery lezi na kruznici k se stredem
v bodé A a polomeérem AB. Urcete mnozZinu pruseciku vysek H trojuhelniku ABC,
pohybugje-li se bod C' po kruznici.

Obrazek 26: Zadani prikladu 4.4

ResSeni:

Zjistime mnozinu bodu pomoci piikazu Stopa v GeoGebre.

Obrazek 27: Mnozina bodi - Stopa, priklad 4.4
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Pouzijeme piikaz Locus v GeoGebie (the tracer H, the mover C), ukdze ndm
mnozinu bodu a tim nam napovi, jak priklad Tesit. Ruéni vypocet:

\vb
3

Obrazek 28: Mn(;Zina bodt - Locus, priklad 4.4

Trojuhelnik umistime do soustavy souradnic tak, ze A = [0,0], B = [a,0], C =
[u,v]. Bod O = [p,q]. Kruznice k¥ mé tedy rovnici 2% + y*> = @ Bod C € k :
u? +v?—a?=0.

1. zpusob:
Vysky trojuhelniku maji rovnice:
Vg : (u—a)r+vy =0,

vy ur +ovy —ua =0.

Bod O = [p, q] lezi na vyskach:
O€cv,: (u—a)p+vg =0,
O€cwv: up+vqg—ua =0.

Ziskame tedy soustavu rovnic:

uw?+vt—a? = 0,
(u—a)p+vqg = 0,
up+vqg—ua = 0.
Bod C' = [u,v] je pohyblivy bod, proto ze soustavy eliminujeme proménné u,v

a tim dostaneme rovnici kiivky. Eliminace proménnych u, v vyZaduje hodné mate-
matickych uprav. Pomoci GeoGebry bychom proménné snadno eliminovali pomoci
funkce Eliminovat (u,v).

Ze soustavy eliminujeme rucné proménné u, v.

uw?+vi—a? = 0,
up —ap+vqg = 0,
up+vqg —ua = 0.
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Ze druhé rovnice vyjadiime u = % a dosadime do 1. a 3. rovnice:

(apqu)z + U2 _ a?

p

ap—vq ap—vq

1. U _ =3 . a

p p + q p

2.2 2 2

—2

a‘p az§q+vq —|—U2—CL2 —

a’p—v qa

ap—vq—i—vq—T =

J

Y

0
0
0
0.

a2p® — 2a pv q + 2@ + PP —a?p? = 0,

ap> —vgp+vgp—a’p+vqga = 0.

a2p7ap2

Z druhé rovnice po upravé ap® —a’*p+v qa = 0 vyjadiime v = a dosadime

do 1. rovnice:
a2p—an? a2p—an? a2p—ap?
a2p2 _ 2@ p( pqa D >q _'_ ( pqa /4 )2q2 + ( pqa P )2p2 _ a2p2 —
4,2 2 2 2,4 4.2 2 2 2,4
_zp(a2p —a pZ) + a*p“—2a sg p°+a“p + a’p f2aq§32p +a“p ']92
—2a2¢2p(a?p — a p?) + Ca'p? — 283 PP @ + a2pe? + a'p* — 2a3p° + a2pP
_2a' 2@ + 28332 + 2a'p? — 2033 + a2p P + a'pt — 2a3p° + a2pS
—a* 2@ + a2p P + atpt — 2a3p° + a2pS
@@+ PP+ a?p? — 2apP Lt = 0.
Tato rovnice je rovnici hledané kiivky. Rovnici se budeme snazit dale upravit.
V tomto okamziku nam také muze pomoci GeoGebra.
PP+ PR A —ap® —apP 4 p 0,
(P’ +p¢* —ap?) —alp’+aq®—ap?) = 0.

Pfi¢teme a odecteme ¢Elen apg? a dostaneme:

I
coo o o

~

p(®* +p¢ —ap® +a ¢*) —a (P’ +pg® — ap® + ag’) = 0,
(p—a)-(p*+pg® —ap® +ag®) = 0,
(p—a)-[p(r* +4¢°) —a (p* —¢*)] = 0.
P*(p* + @) — ap(p? + %) — ap(p® — ¢*) + *(p* — ¢
(p* + ¢*)(p* —ap) — (p* — ¢*)(ap — a
(P*+4¢*) -plp—a)— (p*—¢*)-alp—a
p(p* +¢°) —a (p* — ¢
Proménné p, ¢ nahradime z,y a dostaneme: z(z?+y?) = a (2% —9?).
2. zpusob:
Soustava rovnic pro neznamé p, q s parametry wu, v:
Ocv, = (u—a)p+vg=0,
O€cv. = p=u,
Cck = u?>+v*=d?.. podminka pro parametry u, v

Eliminace parametru u, v:
Eliminace w:

u = p dosadime do 1. a 3. rovnice.
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Eliminace v:

(p—a)p=—vqg |

Prvl=a® = v?=a’—p?

(p—a)’p® = v°¢?

(p—a)’p® = (a* = p*)¢*

(p—a)p+ (P —ad)*=0]:(p—a)#0
p—a)p’+(p+a)?=0 & pp*’+¢)—a(@P’—¢)=0

Tuto rovnici napiseme do GeoGebry a zjistime, jak kfivka vypada.

Jednd se o strofoidu.

OO ] N2 )

1= Nakresna || * Zapis konstrukce
A C~ B |Br |2 & e

. i € [Nézev [Papis [Hodnota
1Bod A A=(0.84-114)
2|Bod B B=(5.52,-1.1)
3 KruZnice k KruZnice bodem B se stfedem A K (x-0.84F + (y+ 1.14F =219
4BodC Bodnak C=(4.13,219)
5 Pfimkaf Pfimka AB T -0.04x+ 4,68y =-537
6 Pfimka g Pfimka AC g -333x+329y=-655
7 Pfimkan Pfimka BC h:-3.29x - 1.39y =-16.61
8 Pfimkai Pfimka bodem B kolmo k g ii-3.20%-3.33y=-1452
9 Pfimka | Piimka bodem A kolmo kh J1.39x-3.20y =491
10Bod P Priseéikiaj P =(4.15, 0.26)
11|MnoZina bodd loc1 |MnozinaBodu(P, C) loc1 = MnozinaBodu(P, C)
12 Bufika CAS §1 Eliminovati{u® +v-b* p(u-b) {0°p*-20°p+bp*-0FQ*+bp..

+qv, (p-b)u+quiiu i)

13/ Burika CAS $2 b pt- 207 p*+ b p7- B g7 + b pa..
14 Burika CAS §3 b(p-b)(a*p+a*b+p*-p*b)

Obrézek 29: Strofoida

Za pouziti prikazu Eliminovat v GeoGebie

Dostaneme rovnici 4. stupné, dame faktorizovat a dostaneme linearni a kubickou
rovnici.

Linearni rovnice reprezentuje ptimku a kubickd rovnice je rovnici strofoidy.
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Obrézek 30: Strofoida a primka, piiklad 4.4

Problém nastava, kdyz C' dojde do B, tedy kdyz primka BC' neni definovana,
tj. kdyz u = a, v = 0, potom systém h; = 0, ho = 0, hg = 0 prechazi v rovnici
p—a = 0, kterd reprezentuje primku. Pokud tedy nechceme tuto primku, musime
pridat podminku B # C. Pak eliminujeme u,v,t. Dostaneme rovnici strofoidy

p® — ap® + aq® + pg® = 0.

3 \
e Loy \

Obrazek 31: Strofoida, priklad 4.4

Zavér: Pii eliminaci proménnych muzeme ziskat polynomialni rovnici, ktera ale
nereprezentuje ktivku.

Piikaz Locus - pocitac fesi numericky, tedy kazdému bodu na ose x priradi y,
pokud se dostane do B = C, bodu na ose x by priradil nekoneéné mnoho bodu -
tuto moznost pocitac vylouci, proto se neobjevi piimka.
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Poznamka. Kiivku strofoidy jako prvni popsal ve svych dopisech italsky matematik a fyzik Evan-
gelista Torricelli kolem roku 1645. Znovu ji objevil anglicky matematik Isaac Barrow ve své praci
z roku 1670. Nazev strofoida z latinského ,strophos“ (,krouceny pds“) pochdzi az z roku 1848.

Piiklad 4.5 Jsou ddny dvé na sebe kolmé primky k, I, bod O je jejich prusecik.
Bod A lezi ve vzddlenosti b od primky k a ve vzddlenosti a od primky l. Pro li-
bovolny bod M lezici na | sestrojme bod N na k tak, Ze M N je kolmd na AM.
Urcete mnozinu vSech bodi paty kolmic P, sestrojené z O na M N, pokud se bod
M pohybuje po primce .

=125

a
P
b=1{15

[ R S —

10 20 Kl 10 60

Obréazek 32: Zadani prikladu 4.5
Reseni:

Nejprve zkusime ptikaz Stopa v GeoGebre.

a

P
bl

@

Obrazek 33: Mnozina bodi - Stopa, priklad 4.5
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Poté pouzijeme piikaz Locus v GeoGebfe.

=25

a
b=-15

Obrazek 34: Mnozina bodu - Locus, priklad 4.5
Déle vyfesime rucné.

Ozna¢me body: A = [a,b], M = [0,v], N = [u,0], P = [p,q|, O =[0,0].

1. zptsob vypoctu:

AM1IMN (M —A)(N-M)=0
(—a,v—0b)(u,—v) =0
—au —v? +vb =0
OPLMN (P-0O)N-M)=0
(P, @)(u, —v) =0
pu—qu =0
Pe MN dyy = (u,—v),iyn = (v,u)
vp+uqg —uv =0
Dostaneme tedy soustavu rovnic:
—au—v*+vb = 0

pu—qu = 0
vp+uqg—uv = 0

Budeme eliminovat proménné u, v.

up = qu
u = Z
p
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—a <%) — v 4ob =
w(5)a+ ()0 =
—aqu — v*p + vbp
vp? + ¢?v — qu?

v

I
olooc o o

RINE

—aq—vp+bp = 0
p? 4+ ¢> — qu 0
—qu —p*—q¢
v pi+q?
q

—aq — <#)p+bp =
—aq® — p* — ¢*p + bgp
ag®* +p* + ¢*p — bgp
p(p* + ¢*) — qlag +bp) =

I
coo o

Dostali jsme krivku, ktera se nazyva ofiurida, neboli zmiji ocas.
Pokud pouzijeme eliminaci v GeoGebie, pak dostaneme nulovy eliminacéni ideal.

» CAS

r=-a*u—-v"2+vb=0

+ rl: —vi—aud+bv=0

r2:=p*u-g*v=0
2
+ R2:pu—qv=2>0
r3=vp+uq—u*v=0
3
- r3:pv+qu—uv=>0
4 wi=Eliminovat({r1 r2 ra% {uv}

® - w:={}

Obréazek 35: Vypocet v GeoGebrie, priklad 4.5

Pro¢ jsme dostali nulovy eliminacni ideal? Ziejmé se jedna o soucin dvou
vyrazu, ktery se rovna nule. Musime pfidat néjakou dalsi podminku. Pfi rué¢nim
vypoctu jsme vyuzili podminku v # 0. Pfidame tedy vt — 1 = 0, kde ¢ je pomocna
proménnd. Tato rovnice znamena, ze v je ruzné od nuly.
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r:=a*u-v'2+v’b=0

- rl: v —audbv=20

12:=p*u+q*v=0

2
- r2:put+qv=>0
r3.=vp+u*g—uv=0

3
-+ r3:pv+qu—uv=20
r4:=vt-1=0

4
- r:tv—1=10

5 Eliminovat[{r1,r2,r3 rd} {uv.t}]

-~ {p*+bpg+tad —pq}

Obrazek 36: Vypocéet v GeoGebie, priklad 4.5

Zjistime Grobnerovu bazi.

» CAS

ro1=-a*u—v"2+vb=0

-+ rol: —v2—au+bv:0

ro2:=p*u-q*v=0

>
-+ ro2: pu—qv=>0
rod=vip+utg—utv=0

3
+ ro3:pv+qu—uv=>0
ro4:=v*-1=0

4

- rod:tv—1=0

5 GB1:=GroebnerDegRevLex( {ro1,ro2 ro3 ro4}),

Zm=p"3-b*prgraqt2+p "2

» zm:=p'+aqg’+pq’—bpgq

7 Countlf(x = zm, GB1)
= 0

8 GB2:=CGroebnerDegRevLex({{ro1, ro2, ro3, rod}, {v});

g9 Countlf(x = zm, GB2)
- 1

10 | GB3:=GroebnerDegRevLex({ro1, ro2, ro3, rod}, {u});

11 Countlf(x = zm, GB2)
-+ 1

Obrazek 37: Vypocet v GeoGebre, priklad 4.5
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Pomoci GeoGebry zjistime, ze polynomy v - (p* + pg® + ag* — p*qb) = 0 a

u - (p* + pg® + aq® — p*qb) = 0 pati{ do Grobnerovy bdze, ale nepatif tam
polynom

P>+ pg® + ag® — p*gb = 0.

2. zpusob vypoctu:

Vyuzijeme jen OP L MP a PM 1 AM. Dostaneme soustavu:

P+ —q =0
—pa+qu—gb—v>+vb = 0

7 prvni rovnice vyjadiime v = # a dosadime do druhé rovnice:
—pat g () —gb - (@)Z (22 b= 0

Po dpravé dostaneme:
p'+1°¢* + pag® — p*qb =0

Rozlozime na soucin:
p(p’ + pg® + ag® — pgb) = 0

Dostaneme pfimku p = 0 a rovnici ofiuridy.
Pridali bychom podminku p # 0. (Bod P # O.)

Obréazek 38: Ofiurida a primka, priklad 4.5
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Pokud eliminujeme v GeoGebte, pak dostaneme jen ofiuridu:

s1.=p"2+g"2—qg™v=0
7 2 2
-+ sl:p°4+q —qv=10
s2.=—p*a+gv—q'b—v*2+v'b=0
8
+ s2: —v’—_ap—bq+bvtqv=0
9 s3:=Eliminovat{{s1,52} {uv}]
~+ s3:={-p’—pg’+pgb—q’a}
10

Obréazek 39: Vypocet v GeoGebie, priklad 4.5

3. zpusob vypoctu:

Vyuzijeme:

AM 1L MN : —au — v* + vb = 0.

MNP jsou kolinearni: vp + uq — uv = 0,
AMIOP, tedy

v—ba
—qp

= 0 a dostaneme vp — pb + aq = 0.

Dostali jsme opét soustavu tii rovnic:
—au—v?+vb = 0
—vp+uqg—uv = 0

vp—pb+aq = 0

— 2 e 7z . b_
Wb a7 tieti rovnice v = 204

Vyjadiime z prvni rovnice u =

Dosadime do druhé rovnice:

e (gen) (R (M50)" g
a a p

pb—aq (
P p+

Upravime a dostaneme:

abp* — a®q® + 2a*q?*pb + p?>q¢*ab — aqp®b? — pgta® — a*pPq =0
Rozlozime na soucin: —a(bp — qa) - (bgp — ¢*p — ¢*a —p®) =0

Ziskdme rovnici primky a ofiuridy.
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*» Algebraické okno X | » Nakresna
®a=1
® b=-3 a=-1
® K1:3X* - X’y + 3y + Oy -X Y- BXy* +y°= 0 P =
® K2:xT-xy?-3xy+y:=0 b= 3

K3: 3x+y=0 B

K1 K2

-6

Obrazek 40: Ofiurida a primka, priklad 4.5

Pokud se M dostane do O, pak by zbyla rovnice pb—ga = 0. Piimku nedostaneme,
pokud ptriddme podminku M # O, nebo jako v predchozim zpusobu vt — 1 = 0.

Pti pouziti ptikazu Eliminovat v GeoGebie dostaneme:

t1:=—a*u—v"2+v’b=0

- tl: —v*  —aut+bv=0

2:=v'p+utg—-uv=0

12
- t2: pv+qu—uv=10
t3:=v'p-p*b+a’q
13
-+ t3:=aq—bp+pv
14 t4:=Eliminovat[{{1,t2,t3} {uv}]
-~ t4:= {abp*—ab’p’q—a’p’q+2a’bpqg’+abp’q’-a’q —a’pq’}
15 t5:=Rozklad(t4)

- t5:= {—a(bp—qa) (bqp—g p—q’a—p’)}

Obrazek 41: Vypocéet v GeoGebie, priklad 4.5
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Piiklad 4.6 Jsou ddny dvé na sebe kolmé primky m, n, které se protinaji v bodé
O. Je ddn bod A nan a kruznice k s prumérem OA. Z libovolného bodu M sestrojme
kolmici na m, ziskdme bod N. Z bodu N sestrojme kolmici na MO, ziskime bod
P. Urcete mnozinu vsech bodu P, pokud se M pohybuje po kruznici k.

Obréazek 42: Zadani prikladu 4.6

ResSeni:

Nejprve pouzijeme piikaz Stopa v GeoGebfe.

n

s
7

Obréazek 43: Mnozina bodu - Stopa, priklad 4.6

Poté prikaz Locus - vykresli ndm mnozinu bodu.
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Obréazek 44: Mnozina bodu - Locus, priklad 4.6

Ruéni vypocet:

MEc:u2+(v—%)2
PN1MO : (p—u)u+qv =0,
P, M, O jsou kolinearni: pv — qu =0

Vyjadiime: u = %

() e

2 2,2
p*v _ p*
T T
p?vg — p?v? + v
2 2 3
p°q—pv+gq
v
2,2 2
P _a
q> +(U 2)
p2v2 2 a a?
q2 +U _2U'§+I
2,2
Y 40?2 —wa
P20 + vg? — ag?
2 2y _ 9
o + ) = ag
_ _agq
v = 2 2
P2+q
Tedy:
@4p*q . _ag®
p2 p2+q2
®+pq
p2

(@ + ) (P> + ¢°)
¢Ep? + ¢+ plg+ PP
q2p2 +q4 +p4 +p2q2
(P> + ¢*)*

a?
4 )

Y

_ O O O O

predpokladejme v # 0

3+p2q

R[S

)

v #0

Dostali jsme rovnici kiivky, kterd se nazyva bifolium (dvojlist).

Vypocet v GeoGebie (elimina¢ni idedl vyjde roven nule).
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© Bifol.ggb

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Néapovéda

==l Mllx=lx=]| f oy |

» CAS X

r:=u*2+(v—al2)"2=a"2/4

1 -1 )
- rl:u? ——a4v)| == a’

+(Gravv) =5

12:=(p—u)*u+q*v=0

2
- r2:qv4+u(p—u)=2=0
r3:=p*v—q*u=0

3
-+ r3:pv—qu=2>0

4 w:=Eliminovat{{r1,r2 r3} {uv}) F
- w:={}

Obrazek 45: Vypocet v GeoGebre, priklad 4.6

Muzeme predpokladat, ze v # 0 (protoze pokud v = 0, potom M = 0 a piimka
OM neni definovana.

Po ptidani podminky vt — 1 = 0 (¢ je pomocnd proménnd), dostaneme rovnici
krivky - bifolium.

%2 Bifo.ggb

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Népovéda

= || 15O N x= = a8

* CAS X |» Nakresna
r=ut2+(v—al2)*2=a"2/4
» a=15 5
1 ] 1 wmmm@
- — adv| ==a°
* ( 2 h ) 4 4
r2:=(p—u)*u+q*v=0 3
2
~+ r12:qutu(p—u)=10
2
r3=p*v-q*u=0
&
- B3:pv—qu=20
4 ATy 6 5 4 3 2 B 1 3 4 5
- rd:tu—-1=10
1
r5=vit-1=0
5 2
- B:itv—-1=10
5 wi=Eliminovat({r1,r2,r3,r4} {uv.f}) 2
- w:={q'—aqp’+2q¢ p’ +p*} ¥
7 xt+yt+ 2%y -ax’y =0 L
o o Ty 42Xy~ 15y =0

Obrézek 46: Vypoéet v GeoGebie, piiklad 4.6
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Piiklad 4.7 Necht je ddna kruznice k a bod A, A € k. Necht t je teéna kruznice
v bodé M. Urcete mnoZinu vsech bodu P, které lezi na kolmici z A k tecné t a na
tecne t, pokud pohybujete bodem M po kruznici k.

N
&

Obréazek 47: Zadani prikladu 4.7

Reseni:
Nejprve vyuzijeme piikaz Stopa v GeoGebte. Napovi nam, o jakou mnozinu se
jedna.

Obrézek 48: Mnozina bodi - Stopa, priklad 4.7
Poté vyuzijeme piikaz Locus v GeoGebfe.
Ruéni vypocet:

Necht k& je kruznice se stfedem v B = [a,0], bod A = [0,0] lezl na kruznici k
a libovolny bod M € k je bodem dotyku tecny t.

Oznatme M = [u,v] a P = [p,q].
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Obréazek 49: Mnozina bodu - Locus, priklad 4.7

Potom dostavame:
Meces hy:(u—a)?+v?=d%
APLIMP < hy:p(p —u) +q(¢g —v) =0,
PM1BM < hs: (p—u)(u—a)+(¢g—v)-v =0.

Budeme eliminovat u, v ze soustavy rovnic. V GeoGebie dostaneme pomoci piikazu
Eliminovat rovnici:

(»* + ¢* = 2ap) (P> + ¢* — ap)* — *(P* +¢%)) =0

€7 kardioida_3_odvozeni.ggb

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Néstroje Okno Népovéda

v SO | x=llx= ] £ o] @

X | » Nakresna
t1:=(u—a)*2+v"2-a*2=0 g
1 a=3
—-tl:u2+v2—2au:0 Wmﬂv—rﬁ"
2:=p™(p—-u)}+q(q—v)=0
2 4
- t2: pPP+q?—pu—qv=0
3
3:=(p-u)(u-a)+{g-v)v=0
3
- B3:v(g—v)+(p—u)(—-at+u)=0 2
t4:=((p—u)"2+(q—-v)y*2)"t—-1=0 1
4
- tl:t ((p—u)2+(q—v)2) —-1=0
1
5 t5:=Eliminovatf{t1,t2,t3,t4} {uv t}]
- 5= {2ap’—p*+a’ g +2apg’-2p° ¢ — q'}
5 t6:=Rozklad(t5)
- tb:= {a’q’+2aq’p+2ap’—q'—2 ¢’ p’— p*}
4
&

Obréazek 50: Vypocet v GeoGebie, priklad 4.7
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Jedn4 se o algebraickou kiivku 4. stupné, kterd se skldda z kruznice p?+¢*—2ap = 0
a kardioidy, jez ma rovnici (p? + ¢* — ap)? — a*(p* + ¢*) = 0.

® M=(1214,9.89)
® A=(14,6)
®a=5

Obrazek 51: Kardioida a kruznice, 4.7

Kruznice se objevi, pokud bod P prejde do bodu M, tedy ptimka PM neni de-
finovéna. Jestlize u = p a v = ¢, pak dostaneme p? + ¢> — 2ap = 0, hy = 0,
hs = 0.

Predpokladejme, ze P # M, tj. ((p —u)*+ (¢ —v)*)t —1=0.

Pozndamka. Pokud pouzijeme piikaz LocusEquation v GeoGebfe, dostaneme spravnou rovnici

mnoziny bodu.

5 Cile prace

Cilem préce je zmapovat soucasny stav v oblasti vyuky a zakovskych resitelskych
strategii u polynomialnich rovnic a vyuziti téchto soustav rovnic pti feseni uloh na
mnoziny bodu dané vlastnosti na ruznych typech skol a na zdkladé toho navrhnout
v oduvodnénych pripadech obohaceni vyuky v této oblasti o metody odrazejici
soucasné trendy ve vyuziti vypocetni techniky. Problematika je zkoumaéana kom-
plexné od SS az po piipravu ucitell, price se zaméfuje i na studenty stiednich
odbornych skol, ktefi nebyvaji tak casto objektem vyzkumu. V ptipravé ucitelu se
budu vénovat predevsim reseni 1iloh na mnoziny bodu dané vlastnosti.

Vzhledem k uvedenému cili se zamérime na:

a) soucasny stav vyuky soustav polynomidlnich rovnic z hlediska uzivanych me-
tod TeSeni na ZS, na SS a na fakultach pripravujicich ucitele matematiky;,

budoucimi uciteli matematiky,

¢) potencial systému pocitacové algebry pro zlepseni soucasného stavu.
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Na zékladé prostudované literatury a zkusenosti z praxe jsem stanovila nasledujici
vyzkumné otazky a dilci cile:

1. Jaké jsou strategie pro Feseni soustav rovnic u zaka SS a studenti VS?

2. Jaké jsou strategie pro feseni tloh na mnoziny bodu dané vlastnosti u bu-
doucich ucitelu (studentu VS)?

3. Jaké jsou moznosti vyuziti systému pocitacové algebry pii feSeni soustav
polynomiélnich rovnic a hleddni mnozin bodu dané vlastnosti zaky SS a stu-
denty VS?

Dilét cile:
1. Popsat stav sou¢asné vyuky soustav polynomialnich rovnic na ZS a SS z hle-
diska metod feseni téchto soustav.

2. Prozkoumat strategie zaku a studentu pfi feSeni soustav polynomialnich rov-
nic s durazem na mnoziny bodu dané vlastnosti.

3. Pomoci participativniho akéniho vyzkumu vytvorit uéebni material zaméreny
na vyuziti vypocetni techniky pii feseni soustav polynomialnich rovnic. Vy-
definovat rozsah vyuziti vzniklého materialu.

Vyzkumna otazka 1 bude feSena v kapitole 6. Vyzkumna otazka 2 bude fesena
v kapitole 7 a vyzkumné otdzka 3 bude fesena v kapitole 8.

Jak jiz bylo naznaceno, prace obsahuje tii zakladni kapitoly - ontodidakticky
pohled, strategie feseni zdku a studentu pii feSeni soustav rovnic (u SS spise kvan-
titativni pohled, u VS kvalitativni) a akéni vyzkum.

6 Strategie reSeni soustav rovnic na SS

6.1 Metodologie

V této podkapitole uvedeme metody, které budou pouzity pro vlastni feseni zkou-
mané problematiky v kapitolach 6, 7 a 8.

a) Analyza a priori

Analyza a priori je podle teorie didaktickych situaci v matematice a podle
Guy Brousseaua [12] jednim z dulezitych néstroju, které maji ucitelé k dis-
pozici pti tvorbé ptripravy vyuky matematiky. Cilem analyzy a priori je co
nejvice a nejdetailnéji odhadnout prubéh vyucovaci hodiny zejména s ori-
entaci na rozdéleni vyucovaci hodiny do jednotlivych tsekt, na znalosti ne-
zbytné pro feseni ptikladi, na spravné a chybné treseni prikladu, ale také
na mozné reakce zaku a reakce ucCitele na tyto reakce, tzn. chyby a jejich
napravy.
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Analyza a priori je pro ucitele velmi vyznamna a mé nezastupitelnou hod-
notu. Napomahd uciteli pti ptipravé vyuky a zpusobu prenosu obsahu zakum
a upozornuje na pripadna uskali pfi vyuce a mozné tézkosti pii reseni prikladu.
Analyzu a priori vyuziji na provedeni analyzy tloh, zaméfeni se na mozné
metody Teseni - zakovské strategie a na predpoklddané chyby.

Metoda didakticky test

Tuto metodu v piipadé kvalitné vytvoreného didaktického testu muzeme
zatadit do kvalitativniho vyzkumu. Pomoci ptipraveného didaktického testu
je mozné objektivné zjistit droven zvladnuti u¢iva respondentti/zaku. Vyzkum-
ny pracovnik /ucitel ziska nestranny pohled na to, jak probihala vyuka a jaké
vysledky si z vyuky respondenti/zaci odnesli. Didakticky test na rozdil od
zkousky se lisi tim, Ze je navrhovan a hodnocen podle predem stanovenych
pravidel.

Didakticky test je objektivni, pficemz spolehlivost testu muze byt kontro-
lovédna opakovanym pouzitim testu, je naroé¢ny na vnimavost zaka.

Metodu didakticky test jsem vyuzila ve vyuce na SS, pii matematickém
kempu a na VS. Na SS jsem zadala zékim tlohy na soustavy linedrnich rovnic
a slovni ulohy na feseni pomoci linearnich rovnic nebo soustav linearnich
rovnic. Na VS jsem studentiim zadala tlohy v pfedmétu Obecnd algebra

(KMT/OA/3).

Metoda fFizeny rozhovor

Metoda tizeného rozhovoru patii mezi metody kvalitativniho vyzkumu. Je
zalozena na piimém dotazovani, tedy na verbalni komunikaci individualni
¢i skupinové. Rozhovor k dané problematice probiha mezi vyzkumnym pra-
covnikem/ucitelem a respondentem/zakem (individudlni) nebo vyzkumnym
pracovnikem /uécitelem a skupinou/tiidou (skupinovy). Pti piipravé fizeného
rozhovoru je nutno dbéat na jasné urceni problému a poté na urceni dota-
zovanych (spravny vybér respondentu/zaku). Musi byt predem promyslena
volba typu rozhovoru a jasna formulace otazek. Je dobré proveérit si u re-
spondentu/zaku spravnou formulaci otdzek a piip. je upfesnit.

V akademickém roce 2020/2021 jsem délala rozhovory na SS po zpracovani
testu, kde jsem zjistovala, pro¢ studenti volili k feSeni danou metodu, a s vy-
sokoskolskymi pedagogy na téma vyuziti Grébnerovych bazi pii feSeni sou-
stav polynomidlnich rovnic.

Metoda dotaznik

Metoda dotaznik, nebo-li dotaznikové Setfeni, je zarazena mezi metody kvan-
titativniho vyzkumu, kdy za kratky casovy usek je mozné zjistit velké mnozstvi
informaci. Pti dotaznikovém Setfeni mohou byt odpovédi na otazky oteviené
(neurcuji presny obsah ani formu), uzaviené (volba mezi 2 nebo vice moznostmi,
napf. ano - ne - nevim) nebo s ptipravenym vybérem moznosti, kdy respon-
dent/zak vybird urcity bod na dané stupnici moznosti.
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Tuto metodu jsem vyuzila pii viuce na SS, na matematickém kempu a pii
vyuce predmétu Obecnd algebra (KMT/OA/3) ke zjisténi informaci, ndzora
a pocitu studentu.

V ramci prace byly provedeny vyzkumné sondy zamérené na:

feSeni soustav linearnich rovnic zaky SS,
feSeni slovnich tloh zaky SS,
reSeni soustav polynomialnich rovnic nadanymi zaky SS,

feseni soustav polynomidlnich rovnic studenty ucitelstvi matematiky,

AR

feSeni 1loh na mnoziny bodu dané vlastnosti studenty ucitelstvi matematiky.

Cilem vsech sond bylo zjistit ispésnost fesitelu a metody, které k feseni daného
typu tloh pouzili.

6.2 Vyzkumny soubor

Ulohy na feseni soustav linearnich rovnic a slovnich tloh jsem zadala 76 zakum
gymnazif a 78 zakum 1. roéniku Stfedni prumyslové skoly dopravni v Plzni a 27 zakum
1. roéniku technického lycea Stiedni primyslové skoly stavebni v Plzni. Zéci absol-
vovali ruzné zékladni skoly (z Plzné a okoli). Ulohy byly zaddny koncem prosince,
tedy dfive, nez v 1. rocniku nebo u gymnézii i v kvarté probéhlo opakovani metod
feseni soustav linedrnich rovnic.

Vyzkumnym souborem pro feseni soustav polynomialnich rovnic a zodpovézeni
otazek bylo 5 studentu SS, ktefi se zicastnili matematického kempu a 11 studentu
Fakulty pedagogické ZCU v Plzni.

Pro tlohy na mnoziny bodu dané vlastnosti tvotilo vyzkumny soubor 6 stu-
dentti. Jednalo se o 3 studenty Fakulty pedagogické Jihoceské univerzity v Ceskych
Budéjovicich a 3 studenty Fakulty pedagogické Zapadoceské univerzity v Plzni.
Studenti ucitelstvi matematiky v Ceskych Budéjovicich fegili tlohy v ramci Geo-
metrického seminafe v anglictiné, samostatné vypracovavali semestrdlni praci.
Studenti ucitelstvi matematiky tesili tlohy samostatné po vyuce daného tématu
v predmétu Obecnd algebra (KMT/OA/3) v budové Fakulty pedagogické.

6.3 Realizace vyzkumu na SS
6.3.1 Empiricka sonda - feseni soustav linearnich rovnic na SS v Plzni
Stedoskolsti ucitelé uvadeéji, ze pii prechodu zaka ZS na SS se ukazuje, ze trovei

jejich znalost{ a dovednosti z matematiky je z riznych ZS (s rozdilnymi SVP) velmi
odlisna a nékdy prakticky témeér nulova. Tyto skuteénosti vedou stredoskolské
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ucitele matematiky k tomu, ze specialné ve vyuce partie o feseni soustav linearnich
rovnic postupuji casto bez jakékoliv ndvaznosti na vystupy ze ZS.

Abychom zjistili, zda je takovy pristup opravnény, byla pripravena emplrlcka sonda
zaméFend na to, co zaci SS znaji o soustavéch linedrnich rovnic ze ZS.

Cil: Zjistit, jaké znalosti a dovednosti v oblasti FeSeni soustav rovnic maji zdci
nastupujici na SS.
V souvislosti s uvedenym cilem formulujeme tii vyzkumné otézky:

1. Jsou studenti schopni vytesit predlozené ulohy?

2. Jakym zpusobem tlohy vytesi? Kterou metodu zaci pouziji nejcastéji?

3. Proc¢ si vybrali pravé danou metodu?

Odpovédi na vyzkumné otazky byly hledany pomoci testu, ktery obsahoval
6 uloh na feSeni soustav rovnic.

Ulohy jsem volila tak, aby zaci mohli vyuzit jak metodu sc¢itaci, tak dosazovaci,
a aby pocitali i se zlomky. Do testu byla zarfazena rovnéz soustava 3 rovnic se
3 neznamymi. Byla vybrana soustava rovnic, kterd ma i nekoneéné mnoho reseni,
a soustava, ktera nema feSeni.

Metoda sbéru dat: Pisemné zpracovani predlozenych uloh studenty.
Doba vypracovani: 2 vyucovaci hodiny (1,5 hodiny ¢istého casu).
Moznost pouziti pomitcek: Papir, propisovaci tuzka, kalkulator.

Prabeéh: V oboru redlnych ¢isel feste soustavy rovnic:

Uloha 1:
dr+3y = —4
6x+5y = —7

D4 se predpokladat, ze studenti budou fesit danou soustavu nékterou z metod,
se kterymi se seznamili na zakladni skole - metodou sc¢itaci, metodou dosazovaci ¢i
grafickym znazornénim. Abychom mohli analyzovat jejich postup, uvedeme strucné
zédkladni kroky feSeni soustavy jednotlivymi metodami. (Grafickd metoda neni
uvedena, protoze ji nikdo nepouzil.)

Séitaci metoda:

ReSeni:

dxr+3y = —4 /-6

6r+5y = =7 /-(—4)
Krok 1 ... Rovnice vynisobime vhodnymi ¢isly.
Krok 2 ... Po secteni rovnic dostaneme: —2y = 4.

Krok 3 ... Zjistime y = —2.
Krok 4 ... Dopocteme = %
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Dosazovaci metoda:

Resent:
7 prvni rovnice vyjadiime napi. x = —1 — %y a dosadime do druhé rovnice
6-(—1—2)y+5y = -7
—6— 2y +5y = -7
2y = 1
y = —2
a dopocteme x = %
Krok 5 ... Vyjadieni nezndmé z jedné rovnice.
Krok 6 ... Dosazeni neznamé do druhé rovnice a uprava rovnice.
Krok 7 ... Vypocteni jedné neznamé.
Krok 8 ... Vypocteni druhé nezndmé.
Krok 9 (spoleény pro obé metody) ... Zépis feSeni jako usporddand dvojice [z, y].
Uloha 2:
de—y = —1
6x +3y = 12
Scitaci metoda:
Resent:
de—y = -1 /-3
6r+3y = 12 /-1
Krok 1 ... Vynasobeni rovnic vhodnymi ¢éisly.
Krok 2 ... Secteni rovnic a spravna uprava: 18x = 9.
Krok 3 ... Spravné vyteSeni jedné neznamé, tedy x = %

Krok 4 ... Spravné dopocteni druhé neznamé, tedy y = 3.
Dosazovaci metoda:
ReSent:
Vyjadiime napi. y = 1 4+ 4z a dosadime do druhé rovnice. Dostaneme:
6 +3(1+4z) = 12
18x = El)

xr = 5

Po dosazeni do vztahu y = 1 4 4z ziskame y = 3.

Krok 5 ... Vyjadreni neznamé.

Krok 6 ... Dosazeni neznamé do rovnice a tprava rovnice.

Krok 7 ... Vypocteni jedné neznamé.

Krok 8 ... Vypocteni druhé nezndmé.

Krok 9 (spoleény pro obé metody) ... Zépis feSeni jako usporddand dvojice [z, y].
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Uloha 3:

3r—2y = 4
6r —4y = 3
Scitaci metoda:
Resent:
3r—2y = 4 /(-2
6r —4y = 3
Krok 1 ... Vynasobeni rovnic vhodnymi ¢isly.
Krok 2 ... Secteni rovnic a spravna uprava: Oy = 5.
Krok 3 ... Diskuse feSeni, tedy ze soustava rovnic nemé teSeni.

Dosazovaci metoda:

Resent:
Krok 5 ... Vyjadreni jedné nezndmé, napi. y = —2 + %x
Krok 6 ... Dosazeni do druhé rovnice a spravna uprava rovnice, napt. 0z = —5.
Krok 7 ... Diskuse feseni.
Uloha 4:
E
Scitaci metoda:
ReSeni:
IT-H)) _‘? = ?{/ -2,
yts = su/-2
r+3-10 = 2y
20+7 = =x
rx—2y =T
—r+2y = -7
0 =0
Krok 1 ... Uprava rovnic, zbaveni se zlomka.
Krok 2 ... Secteni rovnic: 0 = 0.
Krok 3 ... Diskuse feseni, tedy konstatovani, ze soustava rovnic méa nekonecné

mnoho feSeni.

Dosazovaci metoda:

Resenti:

Krok 5 ... Vyjadfeni jedné neznamé, popi. uprava rovnice. Napi. y = % -5
— 1. 7

nebo y = 5x — 3.

Krok 6 ... Dosazeni do druhé rovnice a spravné dprava rovnice.

Krok 7 ... Diskuse feseni.
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Uloha 5:

+
i = -
2z—y 3z — 3
3 4 2
Scitaci metoda:
ReSent:
r+2y = —10
8r —4y — 9 = 18
r+2y = —10
—r—4y = 18
Krok 1 ... Uprava rovnic, vynasobeni, abychom odstranili zlomky.
Krok 2 ... Vyndasobeni rovnic vhodnymi ¢isly, se¢teni rovnic: —2y = 8.

Krok 3 ... Vyjadreni jedné nezndmé y = —4.
Krok 4 ... Dopocteni druhé nezndmé x = —2.

Dosazovaci metoda:

Resent:
/. . e’ 1~ . , , , - o x4+

Krok 5 ... Uprava rovnic, vyjddieni jedné nezndmé, napi. £ = —2 — =¥, tedy

y = —10—z—y

2y = —10—=

y = -5 — %x
Krok 6 ... Dosazeni do rovnice a nasledna uprava.
Krok 7 ... Vypocteni jedné neznamé.
Krok 8 ... Vypocteni druhé nezndmé.
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Uloha 6:
r+y+2z = 0
20 + 4y + 7z
3r+5y+ 10z = 10

Scéitaci metoda:

I
o0

ReSeni:

—2x—2y—4z = 0
20 +4y+72 = 8
3r+5y+ 10z = 10

r+y+22 = 0
2y+32 = 8
3r+5y+ 10z = 10
—3r—3y—62 = 0
2u+3z = 8
3r+5y+ 10z = 10
2u+42 = 10
2u+3z = 8

3r+5y+ 10z = 10
3z +5y+ 10z = 10

2043z = 8

z = 2

z = 2

y =1

r = =)
Krok 1 ... Vhodné vynasobeni a secteni rovnic.
Krok 2 ... Dalsi vhodné vynasobeni a sec¢teni vhodnych rovnic.
Krok 3 ... Ziskani soustavy 2 rovnic o 2 nezndmych.
Krok 4 ... Vypocteni jedné neznamé.
Krok 5 ... Vypocteni druhé neznamé.
Krok 6 ... Vypocteni tieti neznamé.
Dosazovaci metoda:
Resenti:
Krok 7 ... Vyjadfeni neznamé, napt. x = —y — 2z.
Krok 8 ... Dosazeni do dalsich dvou rovnic a zisk soustavy 2 rovnic o 2 neznamych.

Krok 9 ... Vypocteni neznamych.

Provedla jsem analyzu jednotlivych zakovskych feseni. Zaznamenavala jsem
provedené kroky zaku. Nékdy to nebylo viibec jednoduché a bylo tézké se orien-
tovat v neprehledném zapisu a Skrtani. Setkala jsem se tieba i s tim, ze zaci méli
spravneé dalsi postup, i kdyz néktery predchozi krok byl chybny nebo byl vynechan.
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Daéle uvadim ukazky nékterych zédkovskych feseni, popis analyzy jejich feseni
a celkové vysledky provedené analyzy v daném souboru zaku

Zaci gymnazii (76 zaku)
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Obrazek 53: Resen{ zaki
Analyza piikladu 1: Zék proved] vyndsobeni prvni rovnice éislem 3 a vynasobeni

druhé rovnice ¢islem —2) (krok 1), obé rovnice secetl (krok 2), spravné uréil hod-
notu jedné neznamé y = —2 (3. krok) a dopocital i hodnotu druhé neznamé a za-

psal feseni (4. krok).
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Priklady:

V oboru realnych Cisel vyreste soustavy rovnic:

Priklad 1:
x+3y=—4 [/ f) b6 ~Lx-15,>70 ~Sgx =7 -2x=~4’ :ﬁ%fgm
6x +5y=~-7 /3 10t Ay = -24 gy 222
Priklad 2: e
dx —y =—1 2yt 6x+ 3l +1)= 17 45 =9 o =y=~1 oo
6x+3y= 12 ¢ bxtaties =07 X2 b
Priklad 3: o
3x—2y=4 /(1) éxthy=8 2=
6x —4y =3 6x~hy=3 U
Priklad 4: .
x+3 R S Zy+#-2=2y
-5 =y - J=0
2 Iyt?=x —
7 1 T i helze

+ — = — x=ZL=Ly =27 7
Y 2 Zx j\/+7=x :>x:,7>,+7
Pfiklad 5: i ~Lyx 16 xt2:(-9)="2
x+y+X -2 X*y*‘/‘“l V-7 v b =]
2x5"y 53x 3 i Bt s o BT I =2

—_—— —/ ’:'IZ ,\r'ij::,z

3 4 2 ~x —by =18
Pfiklad 6: 1) AR DA AR
x+y+2z = 0 /4 PO
2x+4y+7z = 8 /'3 %f/f‘%z

3x+5y+10z =10 /7

~HBx -y + 142 =0
bx + Wy +145 = 1Y
bx + Wy + 202 =20
7(7}/:@1—/
e =44

sebl+22=0 =>x=<44+22
Ix+&¢+72=8§ <J

(

j 'ifgx‘L/XZ

Obrizek 54: Reseni zakt

Yo+ 3y=-b

gy & -6
e 8

Analyza piikladu 4: Zék se chtél spravné zbavit zlomki. Chtél tedy vynasobit
obé rovnice dvéma. Chybné vynésobil prvni rovnici soustavy. Zapomnél dvéma

vynasobit i ¢islo —5. Obdobné i v prikladu 5. Pti vynésobeni prvni rovnice sou-
stavy péti zapomnél vyndasobit péti i ¢islo —2. Zadny krok nebyl proveden spravneé.
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Po provedeni analyzy jednotlivych praci byly vysledky vyjadiené absolutnimi
¢etnostmi vyskytu kroku feseni shrnuty do tabulky 6 a vysledky vyjadiené rela-
tivnimi ¢etnostmi do tabulky 7.

Uspésnost Feseni zaku
Scitaci metoda
Krok 1 Krok 2 Krok 3 Krok 4 Krok 5 Krok 6

Priklad 1 40 36 36 36 - -
Priklad 2 32 28 28 28 - -
Ptiklad 3 32 32 32 - - -
Priklad 4 40 28 28 - - -
Ptiklad 5 36 20 20 20 - -
Priklad 6 20 20 16 16 12 12

Dosazovaci metoda
Krok 5 Krok 6 Krok 7 Krok 8 Krok 9

Priklad 1 32 32 32 32 64
Priklad 2 32 32 20 20 48
Priklad 3 36 36 16 - -
Priklad 4 36 32 24 - -
Priklad 5 24 16 16 8 -
Priklad 6 - - 28 28 12

Tabulka 6: ReSeni zakt gymnézii (absolutni éetnosti)

Uspésnost reseni zaku (v %)
Scitaci metoda
Krok 1 Krok 2 Krok 3 Krok 4 Krok 5 Krok 6

Priklad 1 52,6 47,4 47,4 47,4 - -
Priklad 2 42,1 36,8 36,8 36,8 - -
Priklad 3 42,1 42,1 42,1 - - -
Priklad 4 52,6 36,8 36,8 - - -
Pfiklad 5 47,4 26,3 26,3 26,3 - -
Priklad 6 26,3 26,3 21,1 21,1 15,8 15,8

Dosazovaci metoda
Krok 5 Krok 6 Krok 7 Krok 8 Krok 9

Priklad 1 42,1 42,1 42,1 42,1 84,2
Priklad 2 42,1 42,1 26,3 26,3 63,2
Priklad 3 47,4 47,4 21,1 - -
Priklad 4 47,4 42,1 316 - -
Priklad 5 31,6 21,1 21,1 10,5 -
Priklad 6 ; _ 36,8 36,8 15,8

Tabulka 7: ReSeni zakt gymnézii (relativni Eetnosti)
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Zaci stiedni prumyslové skoly (105 zaku)

Ptiklady:

V oboru redlnych éisel vyFeste soustavy rovnic:

Priklad 1:
—4 3y
e ST T (S
x=--£ 6= s s By = -4 )¢
Priklad 2: - X ==7 B8y Eo ’ Y /(zc)
dx—y =-1 -9 L S J;'g"’_
e 3y 12 y=d4-bx £, +3(4—lur)://2 -6x=q /. () i/"'-
Pfiklad 3: bx ¢3 ~flx =42 x=fs Vs 1-4 (-4, 5)
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Obrézek 55: ReSenf zaki

Analyza prikladia 2 a 3: V piikladu 2 zédk pouzil metodu dosazovaci. Z prvni
rovnice soustavy si chybné vyjadiil y = 1 — 4x. Zadné dalsi kroky tedy nebyly
provedeny spravneé.
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V piikladu 3 pouzil zak také dosazovaci metodu. Vyjadieni y = 1,5x — 2
z prvni rovnice bylo spravné. Ovsem po dosazeni do druhé rovnice soustavy udélal
zak chybu pfi odstranovani zéavorek.
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Analyza piikladu 4: Zik si nejprve jednotlivé rovnice soustavy upravil,
spravné se zbavil zlomku. Krok 1 tedy provedl spravné. Pak pouzil dosazovaci
metodu. Z upravené prvni rovnice soustavy si vyjadtil —2y. Dosadil toto vyjadieni
(—2y = 7 — x) do druhé rovnice za y, tedy ne za —2y. Dospél tedy ke Spatnému
feseni dané soustavy rovnic. Dalsi kroky uz nebyly spravné.

Obdobné jako u zédku gymndazii jsou absolutni i relativni cetnosti vyskytu
jednotlivych kroku feseni soustavy v tabulkich (tabulka 8, tabulka 9).

Uspésnost feseni zaka

Scitaci metoda

Krok 1 Krok 2 Krok 3 Krok 4 Krok 5 Krok 6
Priklad 1 64 58 40 40 — —
Priklad 2 46 44 38 38 — —
Priklad 3 44 39 30 — — —
Ptiklad 4 38 31 27 — — —
Priklad 5 37 31 29 28 — —
Priklad 6 24 21 19 18 18 18
Dosazovaci metoda

Krok 5 Krok 6 Krok 7 Krok 8 Krok 9
Priklad 1 8 8 6 6 9
Priklad 2 22 20 16 16 8
Priklad 3 4 4 3 — —
Ptiklad 4 11 7 5 — —
Priklad 5 12 8 8 8 —
Priklad 6 — — 2 — —

Tabulka 8: ReSeni zikti pramyslovych §kol (absolutni &etnosti)
Uspésnost feseni zaka (v %)

Scitaci metoda

Krok 1 Krok 2 Krok 3 Krok 4 Krok 5 Krok 6
Priklad 1 61,0 55,2 38,1 38,1 — —
Priklad 2 43,8 41,9 36,2 36,2 — —
Ptiklad 3 41,9 37,1 28,6 — — —
Priklad 4 36,2 29,5 25,7 — — —
Priklad 5 35,2 29,5 27,6 26,7 — —
Ptiklad 6 22,9 20,0 18,1 17,1 17,1 17,1
Dosazovaci metoda

Krok 5 Krok 6 Krok 7 Krok 8 Krok 9
Priklad 1 7,6 7,6 5,7 5,7 8,6
Priklad 2 21,0 19,0 15,2 15,2 7,6
Priklad 3 3,8 3,8 2,9 — —
Priklad 4 10,5 6,7 4,8 — —
Ptiklad 5 11,4 7,6 7,6 7,6 —
Priklad 6 — — 1,9 — —

Tabulka 9: ReSeni zikt pramyslovych §kol (relativni éetnosti)
Vyhodnoceni ziskanych dat je provedeno v kapitole 6.3.3.
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6.3.2 Empiricka sonda - feSeni slovnich dloh pomoci soustav linearnich
rovnic na SS

Protoze se domnivam, ze slovni tlohy jsou jednim z kritickych mist v matema-
tice nejen na zakladni, ale i na stfedni skole (viz kap. 2.4), provedla jsem dalsi
empirickou sondu.

Sondou jsem si chtéla ovérit, zda to plati i pro studenty nastupujici na SS.

Cil: Zjistit, jak zaci vyuzivaji k feSeni slovnich tloh linearni rovnice nebo soustavy
lindrnich rovnic.

Definovani vyzkumnych otazek:
1. Maji zaci naucené zpusoby teseni? Nebo objevuji nové resitelské strategie?

2. Pouzivaji zaci k matematizaci redlné situace rovnici nebo soustavu rovnic?

Struktura testu: Vybrala jsem slovni tilohy o pohybu a na spole¢nou praci. Volila
jsem takova ¢isla, aby po spravném sestaveni rovnic nebyl vypocet obtizny, protoze

Metoda sbéru dat: Pisemné zpracovani predlozenych slovnich tloh zaky.
Doba vypracovani: 2 vyucovaci hodiny, tedy 90 minut casu.

Moznost pouziti pomitcek: Papir, propisovaci tuzka, kalkulator.
Priklad 1:

Na stole jsou dvé hromédky minci. Obé hromédky obsahuji pouze pétikorunové
a dvoukorunové mince. Prvni hromadka s 32 mincemi obsahuje pétinu vSech pétiko-
runovych minci a polovinu vSech dvoukorunovych minci. Druhd hromadka obsahuje
zbyvajicich 68 minci. Uzitim rovnice nebo soustavy rovnic vypoctéte v korundch
hodnotu vSech minef na stole. (Uved'te cely postup Feseni a odpoved zapiste celou
vétou.)

Mozné reSeni:
pocet 5 K¢ minci ...p

pocet 2 K¢ minci ...d

p+d = 100
d

4§+3 = 32

T4+4 = 68

4

L2 = 68-32
2 = 36
3p = 180
p = 60

p+d = 100
d = 40
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5-60 4 2-40 = 300 + 80 = 380 K¢
Hodnota vsech minci (2 K¢ 1 5 Ké) je 380 K.

Priklad 2:

Rychlik ujede vzdélenost z mista A do mista B za 4 hodiny 20 minut. Osobni
vlak, jehoz prumérnd rychlost je o 30 km/h mensi, ujede tuto vzdalenost za 7
hodin 40 minut. Jak& je rychlost rychliku a osobniho vlaku?

Mozné feSeni:

rychlik...t, =4h20min. = 4% h,
osobni vlak...t, = 7Th40min. = 7% h,
v, = 7
v, = 7
So = U,-t,
Sy = U -t Uy = 69 km/h,

(v, —30)-t, = v.-t,

(v, —30)- 72 = v, -45
23v, _ 2330 _  13u,
3 3~ 3
10, 690

3
Vo = 69 — 30 = 39km/h,
Sy =43 - 69 = - 69 = 299 km,
So =75 -39 = 22.39 = 299 km.

Rychlost rychliku je 69 km /h a rychlost osobniho vlaku je 39 km/h. Vzdélenost
z mista A do mista B je 299 km.

Priklad 3:

Délnik a ucen vykonaji spoleénou praci za 6 hodin. Délnik ji sam vykond za
10 hodin. Za jak dlouho by ji vykonal sdm ucen?

Mozné feSeni:

délnik a ucen spolecné ...... 6 hodin
délnik sém ... 10 hodin
ucen sam ... z hodin
6 , 6 _
10 + PR 1,

6 10 _ 6

T 10~ 10°

6 4

x 10

4r = 60,
r = 1b.

Ucen by sam vykonal préaci za 15 hodin.
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Priklad 4:

Zavod A je schopen splnit zakazku za 12 dnu, zavod B splni tutéz zakazku za
18 dni. Za kolik dni bude zakazka splnéna, jestlize prvni 2 dny na ni pracuje jen
zavod A a zbyvajici dny pak oba zavody?

Mozné feSeni:

Ao 12 dni
B......... 18 dni
B+ = L
3r+2xr—4 = 36,
r = 8.
Zakazka bude splnéna za 8 dni.
Priiklad 5:

Petr vysel z domova v 10:45 hodin prumérnou rychlosti 5 km/h, za 1/2 hodiny
za nim vyjel na kole po stejné dréaze Honza prumérnou rychlosti 20 km /h. Za kolik
minut Honza dohoni Petra a kolik km pfitom ujede?

Mozné tesSeni:
Petr vysel v 10:45 hodin ... vp =5 km/h
Honza na kole ... vg = 20 km/h

8p=1)p-t=5~t

Sp = SH,
"Up't = UH(t—0,5),
5-t = 20(t—0,5),
—15t = -10,
5 = %h = 40 min.,
10h 45 min. + 40 min. = 11 h25min.

sp=uvp-t=>5-2="21 km (Petr),
sg=uvg-(t—0,5)=20-(3—3)=20-3 =2 =1 km (Honza).

Honza dohoni Petra za 40 minut, tj. v 11 hodin 25 minut a ujede vzdélenost %
km.

Zhodnoceni vypracovani slovnich dloh:

Krok 1 ... Spravné sestaveni rovnice nebo soustavy rovnic.

Krok 2 ... Spravné vyteseni rovnice nebo soustavy rovnic.

Krok 3 ... Dojit ke spravnému feseni pokusem, tivahou nebo odhadem.
Krok 4 ... Spravna interpretace vysledku.
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Zici gymnazii
Opét uvedeme ukazku zakovskych praci, aby bylo zfejmé, jakym zptsobem jsem
provadéla analyzu jednotlivych feSeni.

C?*Aa}f?a:uo r / 2X+§L‘ 320
=320 &€ 2 = /]O £x o
43@ 2‘04 ’d o X+ 7Y 31 shy® -¢g x=5&°%
a7 . 62
1,3 =
Prlkladl e A&

Na stole jsou dvé hromadky minci. Obé hromadky obsahuji pouze pétikorunové a dvoukorunové
mince. Prvni hromadka s 32 mincemi obsahuje pétinu vSech pétikorunovych minci a polovinu
vsech dvoukorunovych minci. Druha hromadka obsahuje zbyvajicich 68 minci. UZitim rovnice
nebo soustavy rovnic vypoctéte v korunach hodnotu vSech minci na stole. (Uved'te cely postup
feSeni a odpovéd zapiste celou vétou.)

Priklad 2:

Rychlik ujede vzdalenost zmista A do mista B za 4 hodiny 20 minut. Osobni vlak, jehoZ
primérna rychlost je o 30 km/h mensi, ujede tuto vzdélenost za 7 hodin 40 minut. Jaka je
rychlost rychliku a osobniho viaku?

Priklad 3:

Délnik a uceil vykonaji spolecnou praci za 6 hodin. Délnik ji sdm vykond za 10 hodin. Za jak

dlouho by ji vykonal sam ucen? UD .. 40
e g

Priklad 4: TN -3

Zavod A je schopen splnit zakazku za 12 dni, zavod B splini tutéZ zakazku za 18 dni. Za kolik dni
bude zakazka splnéna, jestlize prvni 2 dny na ni pracuje jen zavod A a zbyvajici dny pak oba
zavody? ,—+_,=/( Bt lx=Jdb Gan’ 44h 4P min

12 1e §x =36

e GEP2E 2.2

Petr vysel zdomova v 10:45 hodin priimérnou rychlosti 5 km/h, za ¥ hodiny za nim vyjel na
kole po stejné draze Honza primérnou rychlosti 20 km/h. Za kolik minut Honza dohoni Petra

Priklad 5:

a kolik km p¥i tom ujede? 720
~ X0 a;ﬁ 60
Ay = Ay 160 S f
@ 4—e . ! PR 420 J4g
S 4R 20min £y I O 260x = 420 (x ~30) -
p = x kL = x-30 Em[k jéox =;;i;0-//zma >
~60x =" p—
2 by 45 fam[% 12600
R K e e v = =484S [k
, 14
D Ayidy=tn o 2xrsy<sto [ Ty 4
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S l QX = 360
x = €0

Obrazek 57: Reseni zaku

- 120 S



Analyza piikladu 1: Zak fesil prvni dlohu nejprve $patné. Prvni rovnici
sestavil spravné, ale zbyvajici dvoukorunové a pétikorunové mince oznagcil jen x,y
a pak tedy ziskal rovnici x + y = 68. Poté se ale opravil a napsal spravné %x + %y.
O slovni tlohy o pohybu se zak vibec nepokusil.

Absolutni a relativni ¢etnosti vyskytu jednotlivych kroku feseni slovnich tloh
jsou uvedeny v tabulce 10.

Slovni ulohy

71._0

Uspésnost feseni zaki

Krok 1 Krok 2 Krok 3 Krok 4

Priklad 1 52 51 - 51
Priklad 2 44 42 - 42
Priklad 3 51 51 - 51
Priklad 4 50 50 - 50
Priklad 5 39 38 - 38

Uspésnost feseni Zakli v %

Krok 1 Krok 2 Krok 3 Krok 4

Priklad 1 68,4 67,1 - 67,1
P¥iklad 2 60,3 55,3 - 55,3
PFiklad 3 67,1 67,1 - 67,1
Priklad 4 65,8 65,8 - 65,8
PFiklad 5 51,3 50,0 - 50,0

Tabulka 10: Redeni slovnich tloh ziky gymnazii (absolutni a relativni
Cetnosti)
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ZAci pramyslovych skol

Obrizek 58: Reseni zakt

Komentaf k fedeni: Zék spravné vytesil piiklad 3 na spoleénou praci. O podobny
priklad 4 se ani nepokusil. Ulohy o pohybu vytesil spravne.
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Priklad 1:

Na stole jsou dvé hromadky minci. Obé hromadky obsahuji pouze pétikorunové a dvoukorunové
mince. Prvni hromadka s 32 mincemi obsahuje pétinu vSech pétikorunovych minci a pelovinu
viech dvoukorunovych minci. Druhd hromadka obsahuje zbyvajicich 68 minci. UZitim rovnice
nebo soustavy rovnic vypoctéte v korundch hodnotu vSech minci na stole. (Uved'te cely postup
feSeni a odpovéd zapiste celou vétou.)

Priklad 2:

Rychlik ujede vzdalenost zmista A do mista B za 4 hodiny 20 minut. Osobni vlak, jehoZ
primérna rychlost je o 30 km/h mensi, ujede tuto vzdalenost za 7 hodin 40 minut. Jaka je
rychlost rychliku a esobniho viaku?

Piiklad 3:

Délnik a u¢en vykonaji spoleénou praci za 6 hodin. Délnik ji sam vykona za 10 hodin. Za jak
dlouho by ji vykonal sam uéeii? A4 L.

Priklad 4:

Zavod A je schopen splnit zakazku za 12 dni, zavod B splni tutéZ zakazku za 18 dni. Za kolik dni
bude zakazka splnéna, jestlize prvni 2 dny na ni pracuje jen zavod A a zbyvajici dny pak oba
zavody?

Priklad 5:

Petr vysel zdomova v 10:45 hodin primérnou rychlosti 5 km/h, za 4 hodiny za nim vyjel na
kole po stejné draze Honza primérnou rychlosti 20 km/h. Za kolik minut Honza dohoni Petra

a kolik km pfi tom ujede? AL b - Gt
fzo'] So A00 :§=20
q.!(zunih\cl—*%@i%@ i?_,.;d'-_l
§ 2 1o

{ogb-w\'.\.\c_rn % @) @

1) D6\
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@ p" 5(':-*\

boba, * =

10 - Y B ; o
HFLVEN AN Ores, MTLM -
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2o, AGN..

fL %_L = Gl ?) El-—&[-\ E:th'\\-\
0- 30Lu\ ’?-l\ (O v

4) A-11
B8
Obrézek 59: Reseni zaku
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Komentai k feseni: Zak si nevybavil, jak se fesf dlohy o spoleéné praci. Chybné
odvodil, ze druhy délnik bude sam pracovat 14 hodin. O tlohy o pohybu se zak
ani nepokusil.

Absolutni a relativni ¢etnosti vyskytu jednotlivych kroku feseni slovnich tiloh
jsou uvedeny v tabulkdch 11 a 12.

Uspésnost reseni zakh
Krok 1 Krok 2 Krok 3 Krok 4
Priklad 1 39 36 2 38
Priklad 2 24 22 — 22
Priklad 3 37 29 3 32
Priklad 4 35 33 2 35
Priklad 5 21 19 - 19

Tabulka 11: ReSeni slovnich tloh ziky priimyslovych skol (absolutni
Cetnosti)

Uspésnost feseni zakl (v %)
Krok 1 Krok 2 Krok 3 Krok 4
Priklad 1 37,1 34,3 1,9 36,2
Priklad 2 22,9 21,0 — 21,0
Priklad 3 35,2 27,6 2,9 30,5
Priklad 4 33,3 31,4 1,9 33,3
Priklad 5 20,0 18,1 - 18,1

Tabulka 12: ReSeni slovnich tloh ziky primyslovych skol (relativni
Cetnosti)

6.3.3 Vyhodnoceni dat
Ziskana data (viz kapitoly 6.3.1 a 6.3.2 ) byla nésledné vyhodnocena s ohledem na

polozené vyzkumné otazky.
a) Pfiklady na soustavy linedrnich rovnic:
Souhrnné zhodnoceni:
Nejcastejsi chyby:
e Zaci jednotlivé rovnice vynasobili, ale nezvolili pro vynasobeni vhodné
¢islo, takze po secteni dospéli k jedné rovnici o dvou neznamych.
e Zaci soustavy rovnic vytesili jen pro jednu neznamou. Nedopocetli feseni
pro druhou nezndmou.
e Zaci neuméli udélat zavér, zda soustava ma nekoneéné mmnoho feSeni
nebo nema teseni.

e Zaci udeélali ¢asto chybu ve znaménku nebo nevynasobili ¢islem celou
rovnici.
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V ramci souhrnného zhodnoceni 1ze dojit k zavéru, ze zaci stfednich prumyslo-
vych skol vétsinou vyuzivali metodu scitaci, vyjimeéné metodu dosazovaci,
metodu srovnavaci nepouzil a ani nezkusil pouzit nikdo. Zéci gymnazif vyuzi-
vali stejné metodu scitaci i dosazovaci, srovnavaci metodu také nepouzil ni-

kdo.

7 tabulky 9 je patrné, ze tspésnost reseni zaku strednich prumyslovych skol
se pohybuje kolem 30 — 40 %. Nejnizsi tspésnost je u pifkladu, kdy zéci
méli fesit soustavu 3 rovnic o tfech neznamych (piiklad 6). Uspéénost zaku
gymndzii je o néco vyssi, kolem 60 %. Nejnizsi uspésnost je také u piikladu
6, ale spravné jej vytesilo vice zdku. Zdci gymnézi{ vice pouzivali metodu
dosazovaci nez zaci sttednich prumyslovych skol.

Test byl doplnén diskusi s zaky (celou tfidou) nasledujici hodinu. Ve tridé
jsem polozila otazku, proc¢ zaci vyuzivali nejcastéji sc¢itaci metodu a odpovedi
zaku jsem si zapisovala. Nejcastéji oduvodnovali volbu metody zkusenostmi
ze 7S, metodu si nejvice pamatovali, nebot ji na ZS nejvice procvicovali.

b) Piiklady na slovni tlohy - zhodnoceni:
Nejcastéjsi chyby:

e Pro zaky bylo obtizné sestavit rovnici nebo soustavu rovnic.

e ZAci nevyfesili soustavu rovnic spravné, udélali chyby v pribéhu Feseni
(nevynésobili vhodnym ¢islem celou rovnici nebo méli problémy pii
pocitani se zlomky).

e Z4ci neuméli spravné interpretovat svij vysledek, resp. uvedli §patnou
odpovéd na otdzku.

Pro zéky bylo obtizné spravné sestavit rovnici. Nékteri zkusili slovni tlohu
resit pokusem. VétSina se ale snazila sestavit rovnici nebo soustavu rov-
nic. Uspésnost zaku stfednich prumyslovych kol byla zhruba kolem 27 %.
[jspéénost zaku gymnazii byla vyssi, kolem 60 %. U slovnich tiloh na spolecnou
praci a o pohybu pouzivali zZaci naucené postupy.

7 Strategie prireseni iloh na mnoziny bodu dané
vlastnosti

7.1 Empirickd sonda - mnoziny bodt dané vlastnosti na

VS

Abychom ukéazali moznost vyuziti vypocetni techniky i pfi feSeni geometrickych
uloh, provedla jsem Setifeni zamérené na tulohy na aplikace TeSeni soustav poly-
nomialnich rovnic pfi uré¢ovani mnozin bodu dané vlastnosti.

Tyto ulohy obsahuji 2 faze - sestavit rovnice, vyfesit soustavu rovnic. (Pfi
feseni ndm pomuze piikaz Locus, protoze eliminace ruéné je nékdy obtizna.)
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Uvedené ulohy cini potize studentiim na fakultdach pripravujicich ucitele ma-
tematiky:.

Ulohy jsem zadala studentiim VS - budoucim uéitelim matematiky a analy-
zovala jsem jejich feseni.

Domnivam se, ze ucitelé matematiky by meéli znat i dalsi kiivky, nejen kruznici,
elipsu, parabolu a hyperbolu.

Provedeni sondy navazovalo na vyuku predmétu KMT/OA/3, ve kterém stu-
denti ziskali zakladni informace o modernich metodéch feseni soustav polynomidl-
nich rovnic a o moznostech jejich aplikace pii feseni tloh na mnoziny bodu dané
vlastnosti. Po absolvovani kurzu jsem pozadala studenty, aby se dostavili na dalsi

setkani, behem kterého si procvici aplika¢ni tlohy s uvedenym zamérenim. Setkani
se zucastnili 3 studenti.

Cil: Zjistit, zda jsou studenti ucitelstvi matematiky na pedagogické fakulté schopni
fesit obtiznéjsi Ulohy na mnoziny bodu dané vlastnosti uzitim ruéntho vypoctu
a pomoci GeoGebry.

Metoda sbéru dat: Pisemné zpracovani predlozenych tloh studenty.

Doba vypracovéani: 3 vyucovaci hodiny (2,25 hodin ¢istého ¢asu).

Moznost pouziti pomiicek: Papir, tuzka, kalkulator, program GeoGebra.
Analyza dat, zavérecné zhodnoceni.

Prabéh: Trem studentum 3. roéniku Fakulty pedagogické Zapadoceské univerzity
v Plzni jsem zadala nasledujici priklady.

Priklad 1: Je dana usecka AB a ptimka p. Urcéete mnozinu pruseciku vysek H

trojuhelniku ABC), jestlize se bod C' pohybuje po dané primce p.

Piiklad 2: Je dana tsecka AB a bod C, ktery lezi na kruznici k se stfedem v
bodé A a polomérem AB. Urcete mnozinu pruseciku vysek H trojihelniku ABC.

Priklad 3: Urcete mnozinu vsech sttedu P rovnostranného trojihelnika K LM,
ktery je vepsany do dané elipsy, kdyz se bod M pohybuje po elipse.

Studentiim jsem zadala nasledujici tkoly:
Vyfteste nasledujici piiklady:
a) zkuste odhadnout, o jakou mnozinu bodu se jedn4,
b) zjistéte rovnici mnoziny bodu pomoci tuzky a papiru,
¢) pouzijte software GeoGebra, ktery pomuze k ziskédni obrazku a rovnice mnoziny
bodu,

d) pokud vam to nepujde rucné, zkuste vyuzit software GeoGebra a poté zkuste
prijit na rovnice mnozin bodu vypoctem.
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Zhodnoceni vypracovanych tloh:

Obdobneé jako pri analyze feSeni uloh zaky stfedni skoly jsem stanovila zakladni
kroky, které budu pti vyhodnocovani jednotlivych feseni sledovat.

Rucéni vypocet:
Krok 1 ... poznat mnozinu bodu
Krok 2 ... umét sestavit potfebné rovnice

Krok 3 ... ze soustavy rovnic eliminovat potfebné proménné - ziskat rovnici mnoziny

bodu

GeoGebra:

Krok 4 ... poznat mnozinu bodu

Krok 5 ... ziskat rovnici mnoziny bodu

Nyni provedeme analyzu feSeni jednotlivymi studenty z hlediska provedenych
kroku a z hlediska chyb, kterych se student dopustil.

Student 1

Priklad 1:
a) Krok 1 ... Student odhadl, Ze se jednd o parabolu. Nepfisel na to, ze by
mnozinou bodu mohla byt hyperbola.

EA & (4 [ i
. »

N 1

Y

_HH

Obrazek 60: Student 1 - piiklad 1 a)

b) O rucni vypocet se student nepokusil. Napsal pouze vrcholovou rovnici pa-
raboly (y — n)? = £2p(z — m).

¢) Pomoci GeoGebry ziskal student také parabolu. Krok 2 a 3 student nepro-
vedl spravné. Krok 4 student provedl ¢astecné, poznal jen parabolu. Krok 5
spravné neprovedl.
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Obrazek 61: Student 1 - ptiklad 1 c)

Piiklad 2 a 3: Obdobné fesil student i piiklady 2 a 3 (viz obr. 62 a 63).

Piiklad 2:
a) Krok 1 student provedl jen ¢dsteéné. Spravné odhadl mnozinu bodu, ale
neumél ji pojmenovat.

b) O rucni vypocet se student nepokusil, napsal jen rovnici Descartova listu,
ani ne strofoidy. Krok 2 a 3 tedy neprovedl.

¢) V GeoGebte student mnozinu bodu spravné znézornil, ¢imz provedl spravné
krok 4. Krok 5 spravné neprovedl.

Priklad 3:
a) Student spravné nakreslil situaci a odhadl, ze se bude jednat o elipsu. Krok
1 provedl spravné.

b) O ruéni vypocet se student nepokusil, napsal jen stfedovou rovnici elipsy.
O kroky 2 a 3 se student tedy nepokusil

¢) Pomoci GeoGebry student znézornil elipsu, o rovnici se také nepokusil.Student
mnozinu bodu poznal (krok 4), ale krok 5 nezvladl
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Obrazek 62: Student 1 - piiklad 2
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Obrazek 63: Student 1 - priklad 3

130



Student 2
Priklad 1:
a) Student situaci spravné nakreslil. Ziskal ale jen parabolu, uz ne hyperbolu.
Krok 1 tedy ¢astecné provedl.
b) Krok 2 student zvladl. Pokusil se sestavit prislusné rovnice. Nezkusil uz ale

eliminovat soutadnice pohyblivych bodu. Krok 3 tedy nebyl spravné prove-
den.

c¢) Pokusil se o eliminaci v GeoGebte. Nedostal rovnici mnoziny bodu, ale
prazdny ideal. Krok 4 a 5 student cdstecné provedl.

pr

H ﬁyz[u'-oj.B=[o,_-,tr1t-0=[ar,{/],-Hiﬂui-gll-{v‘-w*ia*vo

] : . =fe= —al oo iy 4 bd=
on L aee (H-c)(B-4)=0 o 00 +hg 41~
(ﬂ't]-g-o{fj-(~al'b)tﬁ o ok +dy -0
~ah +ae + Jy- b =0 ok -oe +olJ J?‘—@

Ball ol ponbidons Juc st (aw‘fw B'Eﬂfﬁ})
B LA (H-8)(c-h)=0
@’{ 3 -'I’J '<c _Q’J'GLJT 0
oh -ah 4&3-1»#0

- e—
-_—

w1 BC- (H-h){c-8)=0
(Q-wl-aJ-(Cr'd~f;~J“0
Ch-ae +d_3ia_¢9
Obrazek 64: Student 2 - priklad 1
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€ Prikiad 1.9gb

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okna Népovéda

Al OO 4] N =2 )

» Algebraické okno X | » Nakresna
e piy=nt6 mnozina1
® C =(-1.9407923005825, 4.0592076994175)
® A=(3,0)
® B=(0,3) v,
® =4.2426406871193
® b=4.1951267081597 v,
® a=22110168937631

oY =-x+2.1184153988349
® v,'y=-0.2609395177215x + 3
® v, y=1.83230569571x + 5.4969170871301
® H=(-1.1928450002457, 3.3112603990806)
® mnozinat = MnozinaBodu(H, C)
® 1:x?-2xy+3x-y?-3y=-18

Obrazek 65: Student 2 - priklad 1 - GeoGebra

Priklad 2:
a) Student situaci spravné nakreslil. Ziskal mnozinu bodu, kterou ale neumél
pojmenovat. Krok 1 student provedl spravné.

b) Student se pokusil ziskat potfebné rovnice. Zkusil eliminovat proménné o, p,
ale neziskal spravnou rovnici mnoziny bodu. Krok 2 student provedl spravneé,
krok 3 pouze castecné.

¢) V GeoGebrie ziskal strofoidu. Rovnici mnoziny bodu ale pomoci GeoGebry
neziskal. Krok 4 student zvladl, ale krok 5 uz ne.
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Obrazek 66: Student 2 - piiklad 2
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€7 Piiklad 29gb

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Népovéda

Al QO] £ N = e
Algebraické okno % |» Nakresna
® A=(0,0)

® B=(4,0)

® kx+y?=16
® c=4 8 v
® C = (1.2662796883567, 3.7942767098428)
® b=4
® a=
eV

4.6765117869141 ~—
=0.7204852256958x e

v,
® v,y =-03337341436042x + 1.3349365744168 b\ k

© v, x=1.2662796883567 \
® 0=(1.2662796883567, 0.9123358070597) //

® r:x*-4xt+xy:+4yi=0 \\

Va

Obrazek 67: Student 2 - priklad 2 - GeoGebra

Priklad 3:
a) Student situaci nakreslil. Ru¢éné ale neodhadl, o jakou mnozinu bodu se jedn.
Krok 1 student tedy nezvladl, ale krok 2 castecné splnil.

b) Zkusil ziskat potfebné rovnice. O eliminaci se ale pokusil. Krok 3 tedy nebyl
spravné proveden.

¢) V GeoGebre tento piiklad student nezkousel. O kroky 4 a 5 se student tedy
nepokusil.
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Obrazek 68: Student 2 - piriklad 3

Jelikoz mi student 2 prisel sdélit, ze se o problém zajimé, zkusila jsem mu
zadat jesté ptiklad 4.2 a divala jsem se, jak postupuje.
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Obrazek 69: Student 2 - priklad 4

Student situaci spravné nakreslil. Odhadl, jakou mnozinu bodu by mél ziskat.
Pokusil se napsat rovnice, které pottebuje k ziskani rovnice mnoziny bodu. O eli-
minaci uz se ale nepokusil. Kroky 1 a 2 student zvladl, ale krok 3 uz ne.

V GeoGebte ziskal student spravnou krivku - kruznici. Do GeoGebry pak
zadal potfebné rovnice, po eliminaci neziskal rovnici mnoziny bodu, ale prazdny
idedl. Krok 4 byl proveden spravné, ale krok 5 uz ne.
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€ Piklad 4.9gb
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda
s 5 <=

Al DO 4N =l ]

» Algebraické okno X |» Nakresna X
0,=(5,0)
0,=(5,0)
A=(0,3)

1.2204317919444, 2.3720930232558)

y =1.9436506316151x
={

=MnozinaBodu(P, U)
:0=0

Obrazek 70: Student 2 - priklad 4 - GeoGebra

GeoGebra CAS kalkulagka

rl:put+qv—uv =20

Algebra r2: pv—qu=20
7] r3iul-b? =0

Tabulka
= b+ =0

GroebnerDegRevLex({rl.r2,r3})
= {q2v2+q2b2+pvb2—v2b2,p2b2+q2bz—pvbz,p2v+q2v+pb2—vbz.pv2+pb2—vbz,uvz—qu—q bz‘pu—uv+qv.u2—b2,uq—pv}

Eliminovat({r1.r2.r3}, {u.v})

= Eliminovat({pu+qv—uv =0,pv—qu = 0,-b*+ v = 0}, {u.v})

+ Vstup...
Obrazek 71: Student 2 - priklad 4 - GeoGebra

Student 2 meél pti feseni problém s eliminaci v GeoGebie. Poklddal si otazku,
zda sestavil rovnice Spatné, kdyz neziskal eliminaci v GeoGebte nic. Nevédeél také,
jestli si muze zvolit libovolné souradnice bodu. Pti feSeni 3. prikladu mél problém
i s obrazkem v GeoGebre. Zavérem tekl, ze je celkem snadné nacrtnout situaci
v GeoGebte, ale tézké je sestavit rovnice.

Student 3
Piiklad 1:

Student si nakreslil situaci a odhadl, ze mnozinou bodu, kterou ma ziskat, by
mohla byt parabola. Castecné tedy zvladl krok 1.
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Obrazek 72: Student 3 - priklad 1

Parabolu ziskal tento student i pomoci GeoGebry. V kroku 4 byl student
castecné uspésny, o zbylé kroky se nepokusil.

A

Obréazek 73: Student 3 - pfiklad 1 - GeoGebra
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Priklad 2:

Tento ptiklad student rucné nefesil. Pomoci GeoGebry ziskal spravnou mnozinu
bodu - strofoidu. Spravné byl tedy proveden pouze krok 4. Ve zbylych krocich stu-
dent nebyl tspésny.

Obrazek 74: Student 3 - priklad 2

Priklad 3:

Student si zkusil situaci nakreslit. Udélal zavér, ze mnozinou bodu budou jen
2 body. Pouzitim GeoGebry student ptiklad nefesil. Spravné tedy nebyl proveden
ani jeden krok. Student fekl, ze mnozinu bodu tvoii pouze 2 body.

Obrazek 75: Student 3 - priklad 3
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Uspésnost studenti jsem shrnula do nésledujici tabulky 13:

ANO ... znamen4d splnéno

NE ... znamena nesplnéno

CASTECNE ... znamen4 ¢dstecné splnéno

Student 1

Student 2 Student 3
Krok 1 CASTECNE CASTECNE CASTECNE
(poznéana jen parabola)| (poznédna jen parabola) | (poznana jen parabola)
Krok 2 NE ANO NE
Priklad 1 | Krok3 NE NE NE
Krok 4 CASTECNE CASTECNE CASTECNE
(poznana jen parabola) | (poznana jen parabola)| (poznana jen parabola)
Krok 5 NE CASTECNE NE
ANO - oznadeni, ale
Krok1 |, . P ANO NE
Spatné - Descartav list
piiklad 2 Krok 2 NE _ ’ANCV) _ NE
Krok 3 NE CASTECNE NE
Krok 4 ANO ANO NE
Krok 5 NE NE ANO
Krok 1 ANO NE NE
Krok 2 NE CASTECNE NE
Priklad 3 | Krok 3 NE NE NE
Krok 4 ANO NE NE
Krok 5 NE NE NE

Tabulka 13: Ijspéénost feseni studenttt FPE ZCU v Plzni

Zavérem lze konstatovat, ze feSeni téchto tloh je obtizné. Role pocitace je pti
feSeni téchto uloh jasna, ukaze nam hledanou mnozinu bodu. Je tam ale problém,
jak napsat rovnici hledané mmnoziny bodu dané vlastnosti. Software ukéze stu-
dentum mnozinu bodu, ale nevi, jak ji sestavit, nemaji dostatek znalosti.

Vysledky studenti FPE jsem porovnala se zavéry empirické sondy provedené
na 3 studentech Pedagogické fakulty JU v Ceskych Budéjovicich, kterym jsem
zadala pouze jeden ptiklad podobny ptikladu 2, ktery tesili studenti FPE v Plzni.

Priklad 7.1 Je dana primka OA a primka s, kterd je kolmd k primce OA v bodé
A. Méjme kruznici k se stredem v bodé A, kterd protind primku s v bodé M. Urcete
mnoZinu pruseciku P primky OM a kruznice k.

1. Rucni vypocet

Student 1: O ruc¢ni eliminaci proménné v se ani nepokusil.

Student 2: Spravné eliminoval proménnou v. Po eliminaci proménné v dostal

rovnici: z%(a + z) — y*(a — z) = 0.
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7 vysledné rovnice zjistil, ze hledand mnozina bodu tvofii strofoidu.

Student 3: O rucni eliminaci se nepokusil.
2. Vyuziti programu GeoGebra

Studenti si vytvorili mnozinu bodu pomoci tlacitka ,Mnozina bodu“ (locus)
v programu GeoGebra.

=
}’X\
a
\n
o= LT
r [ Y
e S e ————————————
=

mncdingl

Obrazek 76: Student 1 (JU) - Strofoida

V dalsim kroku hledali rovnici mnoziny bodu. Vsichni 3 studenti si zvolili
soustavu soufadnic co nejjednoduseji: bod O[0, 0], Plp, q|, M|a,v], Ala,0].

Student 1: Nejprve jsem si urcil rovnici kruznice k
k: (z—a)+y* =02

Poté jsem si urcil normélovy vektor 7 = (v, —a), ktery budu potfebovat k urceni
rovnice ptimky p. Uréim si rovnici piimky

p: vr—ay=0.
Nésledné si zvolim rovnice tak, aby bod P nélezel piimce p a kruznici k.
Pepesw—ap=0;(p—a)?+q¢ —v*=0.

Budu eliminovat v v programu GeoGebra.
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Soubor Uprawy Zobeazt Mastaveni Nistroje Ome Nipovica

Eleminovalily'p-*a (p-al2eq 2442, b4 )

- ettt —2p 47— @'}

2 o'+ 20"+ -4

Obrazek 77: Student 1 (JU) - Strofoida

Po eliminaci v v programu GeoGebra ndm vysla rovnice mnoziny bodu
b- p4+p2q2_2p3+p2_q220.
Pro zobrazeni v programu GeoGebra jsme tuto rovnici jen piepsali do tvaru

b: a2t + 2%y — 2% 22—y =0.

Studenti 2 a 3 si také urcili spravné potiebné rovnice.
Student 2:
k: (x—a)+y*—1*=0
Pek: p—a)P+¢—-1v"=0
Body AM P jsou kolinearni, to znamena, ze muzeme polozit tento determinant

roven nule, tedy

a v 1
p q 1|=0,a dostaneme aqg —pv = 0.
0 01

Po eliminaci v v CAS dostaneme: p® — ap? + aq® + pg® = 0.

Zavér: Student 1 ziskal rovnici 4. stupné. Nejednd se o rovnici jen strofoidy, ale
i primky. Nevsiml si toho, myslel si, Ze je to rovnice strofoidy. Chybi parametr a,

feSeno pro a = 1.
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3. Ovéreni

Vsichni 3 studenti oveérili spravnost feseni v programu GeoGebra tim, ze do
piikazového fadku napsali vyslednou rovnici.

Zla+z)-yla-x)=0

Obrazek 78: Strofoida

Obdobné jako u predchozich ti1 prikladu, které jsem zadala studentim Fakulty
pedagogické ZCU v Plzni, provedeme zhodnoceni jednotlivych kroki feseni této
tilohy, kterou provedli studenti Fakulty pedagogické JU v Ceskych Budéjovicich
(viz tabulka 14):

Ruéni vypocet:

Krok 1 ... poznat kiivku

Krok 2 ... umét sestavit potiebné rovnice

Krok 3 ... ze soustavy rovnic eliminovat potfebné proménné - ziskat rovnici kiivky
GeoGebra:

Krok 4 ... poznat kiivku

Krok 5 ... ziskat rovnici kiivky.

ANO ... znamend splnéno
NE ... znamend nesplnéno

CASTECNE ... znamen4 ¢dstecné splnéno

praci s programem GeoGebra jak pfi ziskani obrazku mnoziny v GeoGebre, tak
pri ziskani potfebné rovnice kiivky. Studenti ucitelstvi matematiky v Plzni zvladli
lépe eliminovat potfebné proménné rucneé.

143



Student 1 Student 2 Student 3
Krok 1 NE ANO NE
Krok 2 NE CASTECNE NE
Priklad . .
6.4 Krok 3 NE CASTECNE NE
Krok 4 ANO ANO ANO
Krok 5 CASTECNE ANO ANO

Tabulka 14: Uspéénost feseni studenttt PF JU v Ceskych Budéjovicich

Studenti ucitelstvi matematiky v Ceskych Budéjovicich se tématu vénovali
vice, proto si s tlohou lépe poradili. I na zakladé uvedeného vysledku doporucuji,
aby se této problematice vénovalo vice pozornosti. Pro tivod do daného problému
by mohl byt vyuzit material, ktery jsem navrhla v rdmci své préce (viz priloha).

7.2 Podrobnéjsi rozbor resitelskych strategii studentu

S cilem vice do hloubky porozumét tomu, jak studenti premysli pii feSeni tloh
na mnoziny bodu dané vlastnosti, a za ucelem nalezeni pripadnych korelaci mezi
Gspésnosti Feseni a vyuzitou fesitelskou strategif, jsem trojici studenttt FPE ZCU
v Plzni nechala vyplnit soubézné s ptiklady i kratky dotaznik inspirovany ¢lenénim
strategii dle Posamentiera a Krulika (Posamentier, Krulik, [65]). Studenti byli
tazani u kazdé strategie, jak uzitecna jim prijde pii feSeni tloh na mnoziny bodu,
jak si v ni véff a jak podle nich pomuze k jejimu lepsimu zvladnuti matematicky
software. Studenti meéli k dispozici publikaci (Posamentier, Krulik, [65]), kde je
velké mnozstvi prikladu na dané fesitelské strategie, a u kazdé strategie dostali je-
den vytipovany konkrétni priklad, ktery pokladam za zvlasté relevantni a vhodny
pro pochopeni vyuziti dané strategie smérem k mnozinam bodu dané vlastnosti.

Studenti vyplnili tabulku pomoci skaly 0 - 5 (0 znamena nepouziti strategie,
5 - nejvice). Snazila jsem se najit odpoved na otdzku: Jaké tesitelské strategie

vvvvvv

k urcitym strategiim pfti feSeni téchto tloh?
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Strategie

Které strategie pokladate
za dileiité, abyste mohli
problém Fesit?

Jak si na jednotlivé

e

strategie véfite?
(Jak jste v nich dobfi?)

S kterymi strategiemi
pomaha software?

Resit odzadu

w

w

Najit néjaké pravidlo

Podivat se na problém
Z jiného pohledu

Resit podobny problém

Uvazit extrémni pfipady

Nakreslit si situaci

Inteligentni hadani a testovani

(aproximace)

Uvazit véechny moznosti

Zorganizovat si data

10.

Logické zd{ivodnéni

ARlW (R & (W W[ = (W

Wiwiw| & ([WWw W w W

Wlw ko k|| O (W

Tabulka 15: Student 1 - reSitelské strategie

Strategie

Které strategie pokladate
za dulezité, abyste mohli
problém resit?

Jak si na jednotlivé
strategie véfite?
(Jak jste v nich dobfi?)

S kterymi strategiemi
pomaha software?

Resit odzadu

1

3

o

Najit néjaké pravidlo

Podivat se na problém
z jiného pohledu

Resit podobny problém

5. |UvaZit extrémni pfipady

Nakreslit si situaci

Inteligentni hadani a testovani

(aproximace)

Uvazit vSechny moznosti

Zorganizovat si data

10.

Logické zdvodnéni

Lnionjon] = (Gnjunfun| w |W

ARl W | L OUU| & W

Wibnjuon] L1 LN O |-

Tabulka 16: Student 2 - resSitelské strategie
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Které strategie pokladate | Jak si na jednotlivé Gk ey
- il e ’ L S kterymi strategiemi
Strategie za duleiité, abyste mohli strategie vérite? s
o e . ; i pomaha software?
problém Fesit? (Jak jste v nich dobfi?)
1. |Refit odzadu 3 2 3
2. |Najit néjaké pravidlo 3 3 3
Podivat se na problém
= i " 3 3 0
Z jiného pohledu
4. |Redit podobny problém 3 3 1
5. |Uvagit extrémni pfipady 3 3 4
6. |Nakreslit si situaci 5 4 5
Inteligentni hadani a testovani
7. il 4 3 5
(aproximace)
8. |Uvazit viechny moZnosti 3 2 4
9. |Zorganizovat si data 3 3 3
10.|Logické zdUvodnéni 4 3 3

Tabulka 17: Student 3 - resSitelské strategie

Vytvoiime hypotézu o vztahu mezi preferovanymi strategiemi a tispésnosti.

analogického problému, nakreslit si situaci, uvazit extrémni ptipady, uvazit vsechny
moznosti, logické zduvodnéni. U téchto strategii zaroven studenti uvadéji vyssi
vnimany pfinos matematického softwaru nez u ostatnich.

Student 1 preferoval strategii ,nakreslit si situaci“, méné pak ,inteligentni
hadéani a testovani (aproximace), ,uvazit viechny moznosti“, ,logické zduvodnéni*
(viz tabulka 15). Pti feSeni nebyl student ptilis ispésny, vytesil tlohy jen ¢dstecné
- nakreslil feseni rucné i v GeoGebre.

4

bodu, i podle ziskané zpétné vazby, jej zaujala. Pii vyplnovéani tabulky (viz ta-
bulka 16) oznacil nékolik strategii jako velmi dulezitych pro feSeni ,Fesit po-
dobny problém*®, juvazit extrémni pripady*, ,nakreslit si situaci®, ,,uvazit vSechny
moznosti“, ,zorganizovat si data“, ,logické zduvodnéni“. Z volby strategii je pa-
trné, ze situaci dukladné analyzoval a zkoumal ji vyuzitim ruznych strategii. Pozi-
tivné vnima rovnéz podporu feseni matematickym softwarem. Zajimavé je, ze uve-
deny student si nejméné véri pti vyuziti vlastniho nakresu situace. Vyrazné ocenuje
podporu softwarem pii znazornéni. Bez hlubsi analyzy nelze vyslovit konkrétni
zaveér, ale mozna pravé tento student patii do skupiny studentu, kterym muze
matematicky software vyrazné pomoci pii pochopeni samotné podstaty tlohy.

Student 3 dokazal sam nakreslit jednotlivé situace, ale v dalsim feSeni nebyl
uspésny. Tomu odpovida i jeho sebereflexe pii vypliovani tabulky (viz tabulka 17).
Nejvyssi hodnoceni najdeme u strategie ,nakreslit si situaci®, u ostatnich strategii
je uveden prumérny pocet bodu.
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Vsichni studenti se shoduji v nizké podpore feseni s vyuzitim softwaru u
strategie ,podivat se na problém z jiného pohledu“. To naznacuje urcité limity
soucasného softwaru a potrebu aktivniho ptistupu resitele tlohy.

Zda se tedy, ze data odpovidaji hypotéze, ale byl by potieba podrobnéjsi
vyzkum, v jehoz ramci by idedlné vyzkumnik pracoval se studenty piimo béhem
feSeni uloh a prubézné zaznamenaval jejich myslenkové pochody a reakce na vhodné
podnéty smérem k danym fesitelskym strategiim.

8 Participac¢ni akéni vyzkum k problematice vyuziti
pocitacové algebry

V kapitole 6 a 7 byl proveden kvalitativni vyzkum zaméfeny na ispésnost studentu
stfednich a vysokych skol pti feseni tloh a jejich Tesitelské strategie.

V kapitole 8 uvedeme dalsi podnéty, které vedly ke zpracovani zakladniho
ucebniho textu k problematice feSeni soustav polynomialnich rovnic s vyuzitim
Grobnerovych bazi. Jedna se o nazory vysokoskolskych pedagogti, studentu ucitelstvi,
matematiky i sttedoskolskych zaku s hlubsim zajmem o matematiku.

Cilem této kapitoly je pripravit navrh u¢ebniho materialu. Vstupem pro piipravu
ucebniho textu byl detailni material sestaveny na zakladé studia odborné literatury
(Cox, D., Little, J., O “Shea, D. [16]) uvedeny v piiloze 1. Pro praktické vyuziti
byl vSak tento material prilis abstraktni a rozsahly, a proto bylo tfeba jej pomoci
participacniho akéniho vyzkumu upravit do vyuzitelné podoby. Vysledny material
je uveden v piiloze 2.

8.1 Akéni vyzkum

Néekteré vysledky predlozené dizertacni prace jsou rovnéz zalozeny na akénim
vyzkumu, proto si nejprve vymezime pojem ,akcéni vyzkum®.

Definice pojmu ,akéni vyzkum* pochézi od Johna Elliota (1981): ,, Aként vyz-
kum je uciteli provadénd systematicka reflexe profesnich situaci s cilem jejich
dalstho rozvinuti“ (Janik [41]). (Prucha, Walterova, Mares [67]) vymezuji akéni
vyzkum jako druh pedagogického vyzkumu, jehoz cilem je ovliviovat a zlepsSovat
urcitou c¢ast vzdélavaci praxe. Akéni vyzkum tedy zahrnuje intervenéni strategii,
navrhuje urcita doporuceni a pokousi se je realizovat, prubézné sleduje efekty zmén
a vyvozuje z nich dalsi postup.

Pocatky akéniho vyzkumu jsou casto spojovany s praci amerického socialniho
psychologa némeckého puvodu Kurta Lewina ,,Action Research and Minority Pro-
blems® z roku 1946, ktery pouzil tento termin jako prvni. U nés je v pedagogické
praxi pojem akéni vyzkum pouzivan az od konce dvacatého stoleti, prestoze jiz byl
znam i drive. Mezi autory prvnich publikaci u nés, kteti se vénovali problematice
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akéntho vyzkumu, jsou napiiklad Nezvalové [56] a Janik [40]. D. Nezvalova napf.
pise, ze akeéni vyzkum lze chapat jako zasah do praxe, ktery ptrinasi vylepseni.

Vymezeni akéniho vyzkumu

Akéni vyzkum je aplikovany vyzkum, ktery je prospésny pro zkvalitnovani
pedagogické ¢innosti na zakladé ziskanych poznatku. Hlavni myslenkou akéniho
vyzkumu je systematické zlepsovani pedagogicko-vzdélavaci praxe ucitelu.

Féze akéniho vyzkumu:

e jednd se o akci (konkrétni neuspokojivy stav), kterou ucitel nejprve zkouma,
aby ji porozumeél,
e ucitel jedna tak, aby vedl ke zlepseni dané akce (konkrétniho stavu).

Metody akéniho vizkumu (Mandk, Svec [52]):

e Metody hledéni a tvorba vychodisek (brainstorming, skupinovy rozhovor,
apod.).

e Metody ziskavani a shromazdovani dat (pozorovani, audio ¢i videozéznamy,
testy, dopisy, apod.).

e Metody analyzy dat (vytvareni kategorii dat, metafor, analyza).

e Metody vytvareni a ovérovani strategii jednéni (brainstorming, testovani
alternativ, apod.).

e Zpusoby prezentace vysledku (zprava z vyzkumu, studie, apod.)

Ivano Laudonia et al. [?] se ve své studii zamérili na literaturu o akénim
vyzkumu v ptirodovédném vzdélavani a nasli témeér 150 clanku a kapitol v casopisech
a knihach z posledni doby, které byly zaméreny na akéni vyzkum v této oblasti,
ale prevazovala témata jako ekologie, chemie a biologie. Matematice a fyzice byla
vénovana pouze mald ¢ast ¢lanku.

Akéni vyzkum se na zakladé vyzkumnych aktivit spolu se zapojenim ucitelu
pouziva pii vyvoji kurikula, pti rozvoji uéebnich osnov ¢i vytvareni novych u¢ebnich
materialu. Pfispiva tim ke zlepseni vyukové praxe ve Skoldch. V prirodovédném
vzdélavani, podobné jako i v jinych vzdélavacich oblastech, se pouziva akéni vyzkum
k lepsimu porozuméni a rozvijeni vyucovacich metod a prispiva tak k profesnimu
rustu ucitelu.

Catherine Cassell a Phil Johnson [14] ve své studii definuji pét ruznych akénich
pristupu: experimentdlni akéni vyzkum (definovat problém, zasdhnout do praxe,
studium jevu prostiednictvim zmén a tak to stdle opakovat, az dojde ke zlepseni),
induktivni akénd vizkum (stanovit problém, zésah do situace, zhodnoceni), parti-
cipacni akénd vyzkum (spoluprace, aktivni zapojeni clenu, zasahuji vyse postavent,
ostatni davaji zpétnou vazbu), participacni akéni vyzkumnd praxe (vSichni ¢lenové
tymu se zucastni vSech fazi vyzkumu a nézory maji stejnou vahu) a dekonstrukéni
akéni vyzkum (funguje stejné jako ostatni, je ovlivnén relativismem, klade duraz
na pouzivani stejného jazyka).
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Kohout, Masopust, Mollerové, Feit et al. [45] vytvorili na zékladé studie ,,Par-
ticipatory Action Research in chemical education“ (Ingo Eilks a Bernd Ralle)
navrh, aby proces vedouci ke zlepSeni kurikula ¢i vytvoreni novych ucebnich ma-
teridlu metodou participaéniho (spoluprace aktéru) akéniho vyzkumu zahrnoval
tyto tii dulezité cykly:

e Cyklus 1: Je uskuteénén v ramci mensitho tymu. Nejprve je definovan problém
v zavislosti na aktualnim stavu a jsou vytvoreny predbézné navrhy. Ty jsou
poté testovany v malych skupinach a na zakladé toho je zavérem zhodnoceno,
zda tyto navrhy vedou ke zlepseni v praxi a ptip. jsou provedeny tpravy.

e Cyklus 2: Je uskutecnén v pocetnéjsi skupiné ucitelu a je dulezité zaclenéni
ucitelu, ktefi se nepodileli na prvnim cyklu. Ti aplikuji navrzené modifikace
v praxi a davaji zpétnou vazbu k vysledkum z prvniho cyklu.

e Cyklus 3: Jednd se o rozsifeni mimo komunitu, podilejici se na akénim
vyzkumu. V tomto cyklu se ukazuje, zda byly vytvorené navrhy aplikova-
telné tak, aby je mohli vyuzivat i dalsi ucitelé ve své praxi bez specifického
zaskolovani.

V kazdém cyklu probiha dalsi vyvoj, dochéazi k testovani, zhodnoceni a reflexi.
Vyse uvedeny model akéniho vyzkumu byl realizovan v mnoha studiich - v chemii,
fyzice a v neposledni fadé v matematice. V dostupné literature bychom nalezli
mnoho dalsich rozdéleni, porovnavani a hodnoceni, ale protoze akéni vyzkum nelze
jednoznacéné vytycit, nebot problematika je velice §irokd, nemuzeme s jistotou Fici,
ze by néktery z téchto pristupu vyrazné prevazoval.

Vzhledem k tomu, ze se ucitelé v praxi neustale setkavaji s problematickymi
situacemi pri vyuce ¢i vychové mladeze, musi tyto problémy neustale analyzovat
a Tesit je. Uspéénym vyTeSsenim kazdého problému za pomoci akéniho vyzkumu
dochézi ucitelé k dalsimu rozvoji poznani a profesnimu rozvijeni. Vyskytuji se
i nézory, Ze se nejednd o védecky vyzkum, nebot situace, které ucitelé fesi, jsou
prilis konkrétni a nelze je pouzivat obecné, ale v téchto ptipadech obecné teseni
neni podstatou. Uzite¢nost akéniho vyzkumu spociva ve zlepsovani pedagogického
pristupu ucitele na zdkladé porozumeéni urcitym problematickym stavum s cilem
neustale je zlepSovat.

Akéni vyzkum muZe mit v pedagogickém prostfedi mnoho podob. At uZ se
jedna o individualni ¢innost ucitele, ¢i kolektivni ¢innost ucitelu v ramci skoly, ¢i
vyvoj kurikula, u¢ebnich osnov a vytvareni novych uc¢ebnich materialu v ramci
sirsiho pusobeni, lze konstatovat, ze tento vyzkum je neustale rozvijen a stale vice
vyuzivan. Presto, Zze s sebou nese i ruzna rizika, pti jeho spravné realizaci poméha
pozitivné ovliviiovat situaci, prispiva pii feseni konkrétnich problému, je efektivni
pii zavadéni zmeén, prispiva k osobnimu i profesnimu rozvoji zicastnénych stran.

Kroky akéniho vyzkumu (vedouci ke tvorbé u¢ebniho textu pro nadané zéky
SS a budouci ucitele VS):
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1. krok - cyklus 1 (realizace 2016) - piiprava vstupniho materidlu na zakladé
studia literatury,

2. krok - cyklus 1 (realizace 2017) - zjisténi ndzoru vysokoskolskych uécitelu na
tuto problematiku a na zakladé toho uprava textu,

3. krok - cyklus 2 (realizace 2018) - prvotni pouziti textu na matematickém
kempu, pozorovani prace zaku, upravy textu,

4. krok - cyklus 2 (realizace 2018/2019) - geometricky seminéar na PF JU, upravy
textu na zakladé diskusi se studenty,

5. krok - cyklus 2 (realizace 2019/2020) - studenti predmétu KMT/OA /3, fesent
soustav polynomidlnich rovnic, otazky, diskuse se studenty, iprava textu,

6. krok - cyklus 2 (realizace 2020/2021) - pouziti na matematickém kempu,
feSeni uloh zaky, otazky, uprava textu,

7. krok - cyklus 2 (dokon¢eni 2022/2023) - v rdamci predmétu KMT/OA/3,
ulohy na mnoziny bodu dané vlastnosti, feSeni tiohy studenty, diskuse se
studenty, upravy textu,

8. krok - cyklus 3 (realizace 2022/2023) - vytvoreni materidlu pro budouci
ucitele.

Podrobnosti k jednotlivym krokum jsou uvedeny v dalsich podkapitolédch.

8.2 Empiricka sonda - soustavy polynomialnich rovnic na
VS

Ve skupiné studentu predmétu KMT/OA /3 (Obecna algebra) na Fakulté pedago-
gické ZCU v Plzni, kteif jsou zdroveri i ucitelé ZS, byl realizovdn vyzkum, jehoz
cilem bylo zjistit, jak tito studenti fesi soustavy polynomidlnich rovnic ruznymi
metodami a jaké jsou jejich postoje k tématu Grobnerovy baze. V ramci predmétu
KMT/OA/3 se vyucuje metoda rezultantu a metoda Grobnerovych bézi a dalsim
tématem je vySetfovani mnozin bodu dané vlastnosti. Jelikoz vyuka v akade-
mickém roce 2019/20 probihala distan¢né, zaslala jsem za pomoci garanta predmétu
doc. Hory studentum k prostudovani text o metodé rezultanti a metodé Grobne-
rovych bazi spolu s fesenymi piiklady. Studenti méli text pochopit a poté jim byly
zaslany ptiklady k TeSeni a otazky vztahujici se k zaslanému textu. Ziskala jsem
tak zpétnou vazbu k navrzenému uc¢ebnimu textu.
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Studenti Tesili nasledujici tulohy:

Priklad 8.1 Vyreste soustavu polynomidlnich rovnic pomoci elementdrnich ma-
tematickych dprav (,lidsky zpusob®) a pomoci metody Gréobnerovy baze:

a)
{['2 _ y2 — 8,
2?2+ ay+y? = 13,

b)

22 —ay+y? = 21,
y?—2zy+15 = 0.

Zkuste vytesit i v néjakém matematickém programu.
Priklad 8.2 Vypoctem a pomoci néjakého matematického programu:

a) Urcete mnozinu bodu P, ve kterych se protinaji na sebe kolmé tecny ¢, a to
kruznice.

b) Urcete mnozinu bodu P, ve kterych se protinaji na sebe kolmé teény t; a to
elipsy.
c¢) Urcete mnozinu sttedu P vSech kruznic, které se dotykaji primky p a prochézeji

bodem A.

Po prostudovani uc¢ebniho textu a feseni tiloh odpovidali studenti pisemné na
tyto otazky:

Otazky:

1. Pripadal Vam text srozumitelny a vyuzitelny pii samostudiu? Do jaké miry
text obsahoval materiadl potfebny pro vyfeseni zadanych prikladu? Museli
jste pri jejich feseni cerpat i z jinych zdroju? Pokud ano, ze kterych?

2. Poskytuje vam text ndméty pro budouci préci se zédky (v tom smyslu, ze
byste nékteré poznatky z néj mohli vyuzit ve své pripravé na vyuku ve skole)?
Pokud ano, které ¢asti by byly podle Vés nejlépe vyuzitelné?

3. Do jaké miry si myslite (obecné, bez vazby na uvedeny text), ze by téma
Grobnerovy baze bylo aplikovatelné v praxi ve vyuce na SS? Napi. pro na-
dané zéky, kteii fesi MO?

4. Slyseli jste nékdy predtim o metodé rezultantii nebo o metodé Grobnerovych

VVVVVV

Myslite si, ze toto téma méa své misto v pripravé budoucich uciteli matema-
tiky pro ZS ¢i SS?
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Priklady a dotaznik zpracovalo v akademickém roce 2019/20 pét studentu
predmétu KMT/OA /3 (predmét mélo zapsano 6 studentu, jedna studentka prerusila
studium) a Sest studentu v akademickém roce 2020/21, tedy celkem 11 studentu.
Studenty vyucoval doc. RNDr. Jaroslav Hora, CSc. Kdyz se probiralo téma Grébne-
rovy béaze, tak jsem se zapojila a studentum se snazila téma vysvétlit.

Zpracovdni prikladi:

Resend pomoci tuiky a papiru: Zucastnéni studenti pouzili pii feseni piikladu 8.1
s¢itaci metodu, dosazovaci metodu a substituci. Deset studentt vyftesilo priklad po-
moci matematickych tuprav spravné. Jeden student udélal chybu prii feSeni, kdyz
rovnici 2z +xy—21 = 0 fesil jako kvadratickou rovnici (dosazeni do vzorce pro kva-
dratickou rovnici). 5 studentu vyftesilo priklad 8.1 ru¢né pomoci metody Grobne-
rovych bazi, urcili S-polynomy, nasli Grobnerovu béazi a spravné vyftesili soustavu
ekvivalentni s puvodni soustavou rovnic. 4 studenti vyftesili priklad 8.2 pomoci
tuzky a papiru spravné a popsali dobfe nalezené mnoziny bodu dané vlastnosti.
Jedna studentka odhadla spravné hledané mnoziny bodu dané vlastnosti, popsala,
jak hledané krivky najit, co je to za kiivky, ale nebyla je schopna popsat rovnicemi.
Jedna studentka vyfesila jen ptiklad 8.1 a) spravné, b) nevédéla.

Resent pomoct pocitace: Studenti pouzili na feseni piikladu rizny matematicky
software - Wolfram Alpha, GeoGebru a Mathematicu. Ovérili si, zda spravné
vytesili zadany priklad. Pri hledani mnoziny bodu dané vlastnosti vyuzili predevsim
GeoGebru. Pomoci Cabri hledala mnoziny bodu jedna studentka. Vyfesila jen
tlohu a), ale nenasla spravnou mnozinu bodu dané vlastnosti - nasla Thaletovu
kruznici, ktera ovSem neni spravnym fesenim. Pomoci GeoGebry naslo 6 studenti
spradvné mnoziny bodu dané vlastnosti. V tloze c) fesili i specidlni pripady - bod
lezi na piimce, bod nelezi na ptimce. Prokazali tedy i matematické mysleni. Nékteri
studenti si v GeoGebfe jen nakreslili zadani nebo jesté zkusili jeden mozny piipad,
ktery vyhovuje - nenasli mnozinu bodu dané vlastnosti. Pak také nerozebirali
vSechny mozné piipady. Jedna studentka nepouzila pti feseni zadny matematicky
software.

Zpracovani otazek:
Otazka 1: Pripadal Vdam text srozumitelny a vyuZitelny pri samostudiu? Do jaké

miry text obsahoval materidal potrebny pro vyreseni zadanych prikladu? Museli jste
pri jejich Tesent cerpat i z jingych zdrojiu? Pokud ano, ze kterych?

Student 1: Text byl srozumitelny a vyuzitelny pti studiu.
Student 2: Text srozumitelny byl, ale nékteré véci jsem si dohledaval na internetu.

Student 3: Text k samostatnému vyteseni piikladu nestacil. Text by mél byt po-

vvvvv

po kroku. Snazila jsem se najit i materidly na internetu, ale témér nic tam nebylo.

Student 4: Materidl mi nepfisel dostacujici, pokud studenti nemaji néjaké vstupni
znalosti, které jsem neméla. Nékteré dpravy rovnic a oznaceni mi nepfisly jasné.
Hledala jsem na internetu a nasla napt. text od R. Hagka - Algebra 5. Zde se tesi
v Mathematice soustavy rovnic pomoci Grobnerovych bazi.
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Student 5: Material je uziteény pro samostudium. Urcité je vyuzitelny pro feseni
danych piikladi. Pro aplikaci metody Grobnerovych bazi jsem jesté vyuzila ba-
kaldfskou praci (Elementdrni ivod do teorie Grébnerovych bazi - M. Blahové).

Student 6: Oba texty mi pfisly srozumitelné. Soubor s ptiklady z GeoGebry mi vsak
piigel pro VS. Text soustav polynomidlnich rovnic by byl srozumitelny pro nadané
studenty gymnazii. Zmatecné mi pouze pfisly ,pocitacové zkratky* v postupech
feseni (length, whole, apod.) - ty nemusi vSichni znat. Ke studiu jsem nevyuzival
jiné zdroje, maximalné poznamky z prednasek.

Student 7: Ano. Pti feSeni jsem ¢erpal ze zdroju Masarykovy univerzity, konkrétné
Piirodovédecks fakulta, Ustav matematiky a statistiky, Grobnerovy baze-Diplomo-
vé prace (Drahoslava Rybova) a také z ¢ldnku Buchbergertv algoritmus a soustavy
polynomidlnch rovnic pro fesitele iloh MO (Hora Jaroslav, Kénigsmarkova Sona,
2018).

Student 8: Text byl srozumitelny a predevsim pro tlohy z ¢asti 1 a z ¢asti 2-1. Text
vénujici se mnozinam bodu dané vlastnosti a vyuzitelnosti Grobnerovych bazi byl
také pomérné srozumitelny. Pokusila jsem se i priklady ze zadani vypocitat. Vice
bych vsak zduraznila, co vlastné chceme nalézt a ¢im toho dosahneme. Popravdeé
jsem méla zpocatku problém s tim, co mam se soustavou vlastné ,délat* (vypocitat
néjaké neznamé? néco eliminovat?). V zavéru bych také vice zduraznila, ¢eho jsme
dosahli. Navic mi tyto priklady prilis neulehcily reseni prikladu z casti 2-2. Védéla
jsem, Ze si mam co nejvice véci umistit do soustavy souradnic a analyticky zjistit
rovnice kruznice apod. Se soustavou vsak nastal problém — nevédéla jsem, co s ni
mam délat. Pokusila jsem se proto hledat informace na internetu. Zadny srozumi-
telny zdroj jsem vSak nenalezla — pouze piiklady na vypocet Grobnerovych bazi,
nikoliv na mnoziny bodu. Pfesto si nejsem jista svym fesenim. Pro samostudium
bych do souboru pfidala vice prikladu.

Student 9: Text mi srozumitelny pftisel, ale hledala jsem i v jinych textech.

Student 10: Cerpala jsem ze studijnich materialt, prednasek doc. Hory a informaci
na internetu.

Student 11: Pokud bych predem nevédéla nic o Grobnerovych béazich, tak bych
textu asi uplné nerozuméla. Je zajimavé ukazat zapis algoritmu, ale chtélo by to
pridat i néjaké vysvétlivky. Samotnému zapisu jsem nerozuméla a pouziti nazvu
proménnych v dalsim textu s vysvétlenim postupu vypoctu mé matlo. Lépe bych
pochopila postup vypoctu, kdyby bylo ukazano reseni jesté dalsiho prikladu pohro-
madé na jednom misté bez prerusovani dlouhym textem. K teseni piikladu jsem
cerpala i z dalsich zdroju (napf. uc¢ebnice Analytickd geometrie).

Otazka 2: Poskytuje vam text naméty pro budouct prdaci se Zdky (v tom smyslu,
Ze byste néekteré poznatky z néj mohli vyuzit ve své pripravé na vyuku ve skole)?
Pokud ano, které ¢dsti by byly podle Vis nejlépe vyuZitelné?

Student 1: Vyuzila bych pfi fazeni ¢lenti v polynomech uspotradani - ¢isté lexiko-
grafické.

153



Student 2: Uéfm na druhém stupni ZS, latku bych rozhodné nevyuzil na ZS. Mam
obavy, ze i pro stredoskoldky by to bylo narocné.

Student 3: Vyucuji na 2. stupni ZS, text bych nezafadila do vyuky svych zak.

Student 4: Ucim na 2. stupni zédkladni skoly, kde se Zaci s rovnicemi teprve sezna-
muji a i ekvivalentni ipravy rovnic jim délaji potize. Pro mé neni téma vyuzitelné
Vv praxi.

Student 5: Myslim si, ze na zakladni Skole tyto poznatky nevyuziji. Nicméné
muzeme spolec¢né se zaky vyzkouset pouziti nékterého z matematickych programu
(napiiklad pii feseni soustav rovnic pro kontrolu vypocteného vysledku).

Student 6: Libily se mi tlohy na MBDV (Grobnerovy béze bych probiral spise
v rdmci semindfu a piiprav pro olympiddy). Super bylo zapojeni GeoGebry.
Student 7: Uéim na zakladni skole, kde neni moznost vyuziti.

Student 8: Tento text je spise pro studenty stiednich skol (jsem studentkou oboru
pro ZS).

Student 9: Vzhledem k tomu, Zze mam aprobaci na ZS, tak si nemyslim, Ze bych
tento text jesté nékdy vyuzila.

Student 10: Studuji ucitelstvi pro ZS, osobné mam od skolské matematiky dlouhy
odstup, proto si musim spoustu poznatku aktualizovat. V navaznosti na uvedené
mne zaujaly mnoziny bodu dané vlastnosti, protoze si je potiebuji osvézit. Grobne-
rovy baze pro ZS nevyuziji.

Student 11: Nenapada meé, jak bych mohla text vyuzit pro praci se zaky.

Otazka 3: Do jaké miry si myslite (obecné, bez vazby na uvedeny text), Ze by téma
Grébnerovy baze bylo aplikovatelné v praxi ve vijuce na SS? Napt. pro nadané Zaky,
kteri resi MO?

Student 1: Téma je aplikovatelné na SS a v podstaté jen pro nadanéjsi zaky.

Student 2: Aplikovat by se toto téma dalo, ale muselo by byt vice prostoru pro
praci s Grobnerovou béazi.

Student 3: Resitelé MO a zdjemci o matematiku by toto téma mohli zvladnout.
Nezaradila bych ho do bézné vyuky, ale v ramci matematického krouzku bych
tomuto tématu dala prostor.

Student 4: Téma bych zaradila do matematického seminare, spiSe jako zajimavost.
Ukazala bych i jak funguji kalkulatory a online matematické programy.

Student 5: Pokud by zbyl ve skolnfm roce ¢as, mohli bychom zdky SS seznamit
s touto metodou, piipadné vyuzit metodu v matematickém seminafi pro zdjemce
o matematiku.

Student 6: Ijlohy bych vyuzil pro nadané zéky, pripravy na olympiadu a v ramci
seminaii. V bézné hodiné bych latku neprobiral.

Student 7: Nadani zaci odchézi v 5. roéniku na gymnazia a tam vidim moznost
vyuziti.
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Student 8: Text bych zvolila spiSe pro studenty s hlubsim zdjmem o matematiku
(i sdm text je oznacen logem Podporou talentu). Nevim, zda by ostatni spiSe
od matematiky neodradil pro svoji slozitost. Naopak pro studenty, kteri se vice
o matematiku zajimaji, by mohl byt text inspirativnim. Osobné si tedy myslim,
ze Grobnerovy béze asi nebyly piflis aplikovatelné v bézné matematice na SS.
Zaradila bych je spise do matematickych seminédiu a jinych volitelnych predmét.
Zde bych mohla pti pripravé vyuzit cely material soustav polynomidlnich rovnic.
Jen bych text vice vizudlné oddélila (napiiklad kapitola 2.4 odrazky b) az f).

Student 9: Myslim si, ze na klasické SS tato metoda aplikovatelnd neni, protoze by
pro zaky byla prilis slozita. Toto téma bych si uméla predstavit napt. na gymnaziu,
kde je vice nadanych zaku, popf. néjakd specidlni matematicka tiida.

Student 10: Ano, seznameni se s Grobnerovymi bédzemi muze byt pro nékteré zaky
SS piinosné. Rozhodné je dobré alespon védét k ¢emu jsou vyuzivany a ze existuji.

Student 11: Myslim, ze je to postup, ktery se zaci SS mohou nauéit. I kdyz mi
prijde delsi nez jiny zpusob vypoctu soustavy, lze pouzit na ruzné typy rovnic
a umozni zakum rovnice zjednodusit. Trochu mi ptijde, ze znalost jinych postupu
a premysleni nad tim, jak soustavu vyftesit, je nahrazena hrubou silou opakovaného
pocitani. Pro zaky, ktefi jesté nemaji tolik znalosti, to muze byt vyhodny postup,
ale pro nadané zaky mi prijde zbytecny. Mélo by se u nich rozvijet mysleni nez
mechanické pocitani.

Otazka 4: Slyseli jste nekdy predtim o metodé rezultanti nebo o metodé Gréobne-
rovjch bdzi? Resili jste jiz v néjakém predmétu na VS slozitéjsi soustavy rovnic?
Muyslite si, Ze toto téma ma své misto v pripravé budoucich ucitelu matematiky pro
Z8 ¢ 887

jsem na VS uz fesila. Téma mé své misto v pripravé budoucich ucitelit matematiky
pro ZS i SS.

Student 2: O tématu jsem pied timto dotaznikem neslysel. Zadné slozité soustavy
rovnic na VS jsem nefesil. Téma vyuziti urcité ma, jako kazda zajimava metoda
feseni.

jsem jiz na VS fesila v navazujicim matematickém studiu. Toto téma bych zafadila
do programu Ucitelstvi matematiky pro SS.

Student 4: O tématu jsem diive neslysela. Téma bych zaradila pouze pro budouci
ucitele SS.

Student 5: Myslim, Ze jsem o metodé Grébnerovych bazf jiz slysela. Ano, na VS

VVVVVV

mit ponéti o této metodé, zejména studenti Ucitelstvi pro SS by se mohli s touto
metodou blize seznamit.

Student 6: O téchto metodach jsem dfive neslySel. Nicméné v piipravé ucitelu na
Fakulté pedagogické ZCU v Plzni ma tato metoda své misto.
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Student 7: O metodé rezultantu nebo Grobnerovych bazi jsem se dozvédéla z pred-
nasek doc. RNDr. Jaroslava Hory, CSc.

Student 8: Pred vyukou predmétu Obecna algebra jsem o metodé rezultantu
neslySela. Ani o Grobnerovych bézich. Myslim, ze své misto ma v ptipravé bu-
doucich uciteln SS. Pro uéitele ZS bych toto téma asi nezafazovala, piipadné bych
se jen o téchto metodach zminila a ukazala bych nékolik ptrikladu, na kterych bych
vysvétlila teorii. Nebot uéitelé by méli mit uré¢itou nadstavbu. Na druhou stranu
je 1 toto téma uréitou nadstavbou pro ucitele SS. Naopak feseni téchto slozitéjsich
soustav rovnic pomoci lidskych zptsobu mi prijde zajimavé a pokud bych ucila na
sttedni skole, zkusila bych pifi nékteré hodiné néjakou soustavu studentum zadat
(naptiklad do dvojic).

Student 9: Tato metoda nam byla predstavena na prednaskich doc. RNDr. Jaro-
slava Hory, CSc., pfed tim jsem o ni nikdy neslysela.

Student 10: Jsem studentka, kterd mé od absolvovani posledni VS dlouhy od-
stup a vim, ze pokud clovék nepouziva v praxi ziskané poznatky, tak velmi rychle
jejich znalost vyprcha. Proto se domnivam, ze je dulezité mit povédomi o exis-
tenci a v pripadé potteby si pak muze clovék poznatky aktualizovat, vyhledat,. . .,
pripadné pouzit. Pti sou¢asném studiu jsem byla s Grobnerovymi bazemi sezndmena.
Na prednasce se zdaly jednodussi, kdyz jsem byla jen pozorovatel. Pti vlastnim
pocitani je pak potiebné byt na pozoru, aby ¢lovék pri rutiné néco neopomnél
(znaménka, mocniny, ...). Je to pro mne zajimava zkuSenost i s ohledem na do-
provodnou motivaci, ovsem domnivam se, ze pfimo toto téma nevyuziji. V ptripravé
vyuky uéitelii SS mize mit toto téma/uéivo uplatnéni, aby uméli pifpadné pre-
zentovat ucivo svym budoucim zdktm. Pro uéitele ZS téma povazuji pouze za
zajimavost.

Student 11: O Grobnerovych bazich jsem slysela az v predmétu Obecna algebra na
VS. Asi jsme tesili slozitéjsi soustavy rovnic. Téma mi prijde spiSe jako zajimavost.
Zavérecné zhodnoceni z odpovédi studentti: Téma Grobnerovy baze

povazovali studenti za zajimavé. Zaradili by ho pro nadané studenty stfednich skol
a pro studenty vysokych skol, spiSe jen pro budouci ucitele SS.

8.3 Nazory vysokoskolskych pedagogu

Vyuzila jsem moznosti, které mi davala spoluprace na vyuce budoucich uciteli na
Fakulté pedagogické ZCU v Plzni. Vedla jsem cviceni KMT/OA /3 spolu s garan-
tem predmétu doc. RNDr. Jaroslavem Horou, CSc., coz mi umoznilo realizovat
participac¢ni akéni vyzkum.

Akéni vyzkum jsem volila proto, abych po zhodnoceni vysledku vyzkumu vy-
tvorila u¢ebni materidl na téma Resent soustav polynomidlnich rovnic. Uskuteénéni
akéniho vyzkumu a jeho vysledky tedy byly voditkem pro vytvotreni uc¢ebniho
textu. Vzhledem k tomu, ze jsem méla k dispozici pouze malou skupinu osob -
ucitelu z praxe, neptichazel v ivahu kvantitativni vyzkum.
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Cyklus 1: Vychodiska akénitho vyzkumu - vedla jsem neformalni diskuse s prof.
Pechem (Pedagogické fakulta JU, Ceské Budéjovice), doc. Horou (Fakulta pedago-
gickd ZCU, Plzeii) a doc. Poldkem (Fakulta aplikovanych véd ZCU, Plzeii). Cilem
diskuze bylo zjistit, co se uci o feSeni soustav polynomidlnich rovnic na jednot-
livych vysokych skolach pripravujicich ucitele a zda respondenti povazuji tvorbu
zminéného ucebniho materidlu za potiebnou.

V ramci diskuse jsem polozila uvedenym tiem akademickym pracovnikum
stejnou otazku:

Otdzka: Myslite si, ze feSeni soustav polynomialnich rovnic (napf. pomoci Grébne-
rovych bazi) mé smysl pro pripravu budoucich uéitelu? Proc?

Neptala jsem se pouze odborniku, ktefi se timto tématem zabyvaji, ale ptala
jsem se i pedagogu, ktefi se vénuji jinym oblastem matematiky, jako napt. nume-
rickym metodam a geometrii.

e Odpovéd 1: Soustavy polynomialnich rovnic jsou soucésti vyuky na SS (spo-
letné body kuzelosecek), obcas se objevuji jako naroénéjsi ulohy MO - takové
ulohy studenti fesi ,,néjakou fintou*, ucitel by o existenci postupu, ktery ,.fun-
guje vzdy“ mél vedét (ukazuje tim svou odbornost), feseni metodou Grébne-
rovych bézi je v pripravé ucitelu zvldadnutelné (analogie s GEM, zkuSenost
s polynomy z hodin algebry), moc mé nenapadd jiny algoritmus, ktery by
byl budoucim ucitelim prezentovatelny a zaroven ukazoval podstatu toho,
co se déje v cerné bedynce* (pocitaci).

e Odpovéd 2: Do pifpravy budoucich uciteli by bylo vhodné zaradit néjaké
téma, které by odrazelo soucasny rozvoj matematiky a pritom bylo dostupné
jak studentum ucitelstvi, tak i pripadné jejich budoucim talentovanym stu-
dentum. Najit takové téma je dost obtizné, protoze moderni matematika se
velice vzdalila od skolské matematiky. Jestlize vSsak zadné takové téma ne-
nalezneme, pak studenti ucitelstvi s matematikou ziskaji dojem, ze se stéle
uci poznatky sice klasické, ale nékolik stoleti staré a to pro né asi nebude
motivujici. Objev Grobnerovych bazi je prikladem, ze najit takové téma je
mozné. Buchbergeruv objev Grobnerovych bazi Ize datovat cca do r. 1965, tj.
do posledni tretiny dvacatého stoleti. Néjaky cas byl jesté potfebny k tomu,
aby se metoda rozsitila a mohla byt propojena s nastupujici vypocetni tech-
nikou (napf. program Derive a kalkuldtory tiidy TI-92, posléze s programy
jako Mathematica ¢i Maple ¢i specializovanymi programy Singular, CoCoA).
Resen{ soustav polynomislnich rovnic pred objevem Grébnerovych bazi pred
r. 1965 vyuzivalo specidlnich determinantu (tzv. rezultantu), které zavedl
J. J. Sylvester. Jde o ponékud tézkopadnou teorii. Teorie Grobnerovych
bazi je elegantnéjsi a dostupnéjsi. Pro nalezeni Grobnerovy baze postacuje
si ¢leny v polynomu o vice neurcitych spravné seradit (ale napt. lexiko-
grafické usporadani je zcela jednoduché). Pak jiz v podstaté postaci ele-
mentarni algebra, nebot pii realizaci tzv. Buchbergerova algoritmu se po-
stupné snazime ,zlikvidovat osklivé ¢leny v zadanych polynomech® a k to-
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muto cili se vyuziva jen elementdrni algebra: radi bychom od daného po-
lynomu odecetli vhodny nésobek jiného polynomu. To by mél zvladnout
kazdy stredoskolak. Jsou to tedy algebraické upravy, které nés dostanou od
puvodni soustavy ,slozitych® polynomidlnich rovnic k ekvivalentni, ale pro
feSeni obvykle mnohem vyhodnéjsi soustavé rovnic. Moderni matematika
(tzv. teorie idedlu) podala dukaz jednoznacnosti tzv. monické a redukované
Grobnerovy béaze. Dnes si muzeme Grobnerovu béazi idealu spocitat nejen
rucné, ale i zkontrolovat jeji vypocet nékterym z programu pocitacové alge-
bry. Grobnerovy béaze jsou uziteéné nejen pii feSeni soustav algebraickych
rovnic, ale i pii dalsich aplikacich (strojové dokazovéni matematickych vét
atd.)

e Odpovéd 3: Smysl fesen{ soustav polynomidlnich soustav napt. pomoci Grob-
nerovych bazi vidim v nasledujicich dvou oblastech:

a) Jednd se o oblast, kde se vyznamné uplatni pocitace, oviem zdaroven je
zde uplatnén rigordzni algebraicky pristup k matematice, nikoliv apro-
ximativni numerické pristupy, s nimiz je u vétsiny budoucich ucitelu
vyuziti pocitacové techniky ve vyuce matematiky spojeno. Myslim si,
ze je pro budouci uc¢itele matematiky uzitecné vidét, ze vypocetni tech-
niku lze uzit i timto zpusobem.

b) Ackoliv se soustavy polynomidlnich rovnic fesi na stiedni skole jen
pomeérné okrajové (predevsim v souvislosti s kuzeloseckami) a drtivé do-
minuje zaméreni na soustavy rovnic linearnich, méli by ucitelé chapat,
ze svét kolem nas zdaleka neni jen linearni a nelinearita muze piinaset
celou fadu velmi zajimavych a zéroven uziteénych (byt tézko matema-
ticky popsatelnych) fenoménu. Pro studenty v kombinaci s fyzikou muze
byt v tomto sméru zajimava napt. zminka o tzv. solitonech ¢i nékterych
projevech nelinearni optiky.

Ze ziskanych odpoveédi akademickych pracovniku vyplyva, ze v pripravé bu-
doucich uciteli matematiky by meélo byt téma zafazeno, a proto ma smysl se
pripravou uc¢ebniho materialu k feseni soustav polynomidlnich rovnic zabyvat a na
textu pracovat. Dilezité je ale najit vhodny forméat a mit k dispozici pfiméiené
studijni materialy, protoze jde o problematiku, ktera je pro prumeérné studenty
ucitelstvi matematiky dosti obtizna.

8.4 Poznatky z matematického kempu pro talentované zaky

SS

Matematicky kemp je uréen pro zaky SS, kteff fesi matematické olympiady. Or-
ganizatorem matematického kempu je Stredisko sluzeb skoldm ve spolupraci s od-
borem skolstvi Krajského tdradu Plzenského kraje a kona se 5 dni na Gymnaziu
v Plzni, které sidli na Mikuldsském nameésti.

158



Zéci SS absolvuji prednédsky o zajimavych tématech z matematiky. S doc.
RNDr. Jaroslavem Horou, CSc. (akademickym pracovnikem z Fakulty pedagogické
ZCU v Plzni) jsme zakiim pfednaseli o fe§enf soustav polynomialnich rovnic. Zaci
se také seznamili s kalkulatory TI-92 a TI1-93 plus, které umi nalézt Grobnerovy
baze.

Prvotni text jsme vytvorili spole¢né s doc. Horou pro Matematicky kemp
v roce 2018 pro skupinu nadanych stfedoskolskych zaku. Kempu se zucastnilo
15 zaku. Tito zaci s textem prvné pracovali a ja jsem provadéla jen pozorovani.
Nedavala jsem jim zadné dotazniky. Zékam jsem vysvétlila latku, vypocetli jsme
vzorové priklady a oni pak pocitali sami a s kalkulackou.

Ve skolnim roce 2020/21 jsem se zucastnila Matematického kempu podruhé.
Kempu se zui¢astnilo jen 5 zaku. Danou problematiku jsem zakum nejprve vysvétlila
a poté jsem pocitala vzorovy pifklad. Zdci feseni jen sledovali a snazili se zod-
povidat otazky, které jsem jim davala v prubéhu feseni. Po vysvétleni problema-
tiky a po vzorovém vyteseni ptrikladu jsem zakum zadala k vyreseni jeden ptiklad,
aby ho zkusili vyfesit metodou Grobnerovych bazi nebo alesponn matematickymi
upravami. Poté jsem zakum polozila 2 otazky k novému uéivu.

Priklad 8.3 Vyreste v oboru komplexnich ¢isel soustavu rovnic:
1'2 _ y2 — 8,
> +ay+y? = 13

Pro feSeni zadané soustavy rovnic je mozné pouzit nasledujici metody:

1. Reseni napadem:

22—y = 8
> +ay+y? = 13
1322 — 13y®> = 104
—82% — 8xy — 8y? = —104
rovnice seCteme:
S5a? — 8wy — 21y = 0
po vydéleni 5 dostavame:
a? — Suy — 2y = 0
S5a? — 8xy — 21y = 0
po rozkladu polynomu dostavame:
(z—3y)- (z+Zy) = 0
a) r—3y =0
=3y
9y? —y? =8
8y? =8
y =1
y==+1
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b) z+Iy=0
7

421_§y2_y2:8
By =8
=2
_ 15V3
y =+

7 5 7 5
_1]7 [7§’ _73]7 [_7§7 7§]

Reseni: [3,1],[-3,
Reseni pomoci metody Grobnerovy béze:

Pouzijeme lexikografické usporadani <g,.

Méme G = {g1, g2}, kde g1 = 2 —y> =8 a g» = 2* + 2y +y* — 13.

Mnozina B = {[1, 2|}.

Vypocteme:
LT(g1) = °
LT(gy) = 2°

LOM(LT(g1), LT(g2)) = °

Spoly (g1.92) = 5 (2% —y? — 8) — L(a? + oy +y* — 13) = —ay — 2y° + 5
Tento polynom je v normalnim tvaru, polozime g5 = —xy — 2y? + 5.
Nyni mame: B = {[1, 3], [2, 3]}

Vypocteme:
LT(g1) = 2*
LT(gs) = —wy

LOM(LT(g1), LT (g3)) = 2%y
Spoly (g1, 95) = 4 (a? —y? = 8) + LX(—ay — 29> +5) = —2u%y+ 5z —y° — 8y,

x2
oznacime jej p;. Tento polynom neni v normalnim tvaru, provedeme redukci

pL—a p1— 2y - g3 = 5z + 3y — 18y, oznacime jej gy.

Ptridame do mnoziny G, tedy G = {g1, 92, g3, 94 }-

Mnozina B = {[2, 3], [1,4],[2,4], [3.4]}.

Vypocteme: Spoly (g2, g3) = f—f(mQ +ay +y® —13) — I;—Qy(—a:y — 2% +5) =
= —ay® + 5z +y3 — 13y = p1.

Provedeme redukci p; —¢ p1 — 2y - g3 = 5 +3y> — 18y = p1 —q p2 — g4 = 0.
Mame h = normalf(Spoly (g2, 93)) = 0, mnozinu G nebudeme rozsitovat.
Mnozina B = {[1,4],[2,4],[3,4]}.

Vypocteme: Spoly (g1,94) = %2(:52 —y? —8) — %(51‘ + 3y — 18y) =
= —3xy3 + 182y — 5y? — 40 = p;, neni v normalnim tvaru, provedeme redukci
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p1 —a P — 3y2gs = 18xy + 6yt — 20y? — 40 = p,, provedeme dalsi redukci
P2 —a p2 + 18¢g3 = 6y* — 56y% + 50 (je v normalnim tvaru), oznacime jej gs
a vlozime do mnoziny G; G = {g1, 92, g3, 94, g5 } -

Podobné bychom vypocetli Spoly (g2, g4) a Spoly (g3, g4)-

Dostali bychom opét h = normalf(Spoly (g;, g;)) = 0, dalsi polynomy bychom
do mnoziny G neptidavali.

Z rovnice 6y* — 5612 + 50 bychom dopocetli stejné jako v piedchozim pifpadé
y. Z rovnice g4 pak dopocteme x a dostaneme feSeni stejné jako v predchozim

pfipadé [3a 1]a [_37_]—]a [%?:’_%3], [_%57%?:]

Zhodnoceni:

Jak si zaci poradili s prikladem?

a) Reseni pomoci Grobnerovych bézi

1 zak zacal soustavu TeSit pomoci matematickych tprav. K feseni pomoci
Grobnerovych bazi se nedostal. 4 zaci tesili priklad pomoci Grobnerovych
bazi. Prvni S-polynom vypocetli spravné. Redukce tohoto polynomu nebyla
potieba. Pocitali tedy dalsi dva S-polynomy. 3 Zaci je vypocetli spravné,
1 udélal numerickou chybu pfi tpravé. Problém jim délala redukce téchto
polynomtl. Spravné vyiesil soustavu rovnic jen jeden zdk. Cas musel byt
omezen, protoze zaci méli béhem dne vice ruznych prednasek. Pti delsim
case by mozné vysledky byly lepsi.

b) Redeni pomoci matematickych tiprav

3 zaci zkouseli vytesit piiklad i pomoci matematickych uprav, 2 zakum uz
na toto feseni nezbyl ¢as. Ani jeden ze 3 zaku nedospél ke spravnému fesen.
Jako duvod netspéchu vidim predevsim casové omezeni.

Zavérem zaci zodpovédéli pisemné dve otazky:

1. Pripadal Vam vyklad o Grobnerovych bazich srozumitelny a vyuzitelny?

2. Do jaké miry si myslite, ze by téma Grobnerovy baze bylo aplikovatelné
v praxi ve vyuce na SS? Napf. pro zaky, kteri fesi MO nebo navstévuji
matematicky krouzek nebo seminar?

Vsech 5 zaku povazovalo vyklad o Grébnerovych bazich za srozumitelny a vyuzi-
telny. Téma Grobnerovy baze by zéaci zaradili do matematického seminafe pro
fesitele MO. Do bézné vyuky by ho nezatadili. Vypocet jim prisel zdlouhavy, jed-
nomu zakovi i obtizny. Ale pfi feSeni ur¢itych soustav se vétsina z nich domniva,
ze by Teseni pomoci Grébnerovych bazi mohlo byt jedinou rozumnou cestou, kdyz
nemohou najit zadné triky:.
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8.5 Poznatky z Geometrického seminare na PF JU

Na Pedagogické fakulté Jihoceské univerzity v Ceskych Budéjovicich se s Grobne-
rovymi bazemi seznamuji budouci uéitelé v rdmeci semindiu, napi. KMA/GSA -
Geometricky seminaf v anglictiné. Pro absolvovani tohoto predmétu museli stu-
denti zpracovat semestralni praci. Tématem prace bylo vySetfit mnozinu vsech
bodu dané vlastnosti. Tento semindf jsem také navstévovala a seznamila jsem se
s pracemi studentu za posledni dva roky. To mi také pomohlo pii tvorbé textu
o mnozinach vsech bodu dané vlastnosti.

V akademickém roce 2018/19 mélo predmét zapsédno 10 studentu, v akade-
mickém roce 2019/20 pouze 3 studenti. Studenti vyuzili pro zndzornéni kiivky pro-
gram GeoGebra a v ni funkci Locus - mnozina bodu. Dale se snazili vypocitat rucné
rovnici kfivky. Urcili jednotlivé rovnice a ziskali slozitou soustavu polynomialnich
rovnic. Tuto soustavu vSak uz rucné vsichni studenti nevyftesili. Jen 3 studenti ze
13 soustavu vyftesili ruéné. Prevazné pomoci GeoGebry (prikaz Eliminate) uréili
rovnici mnoziny bodu, 4 studenti vyuzili program CoCoA. Poté vsichni ovérili po-
moci GeoGebry spravnost feseni. Nékteii se seznamili i s novymi kiivkami jako
asteroida, strofoida, kardioida a dalsimi. Podrobné je v kapitole 7.1 provedena
analyza TeSitelskych strategii u tilohy na strofoidu.

U nékterych praci mé zaujalo, Zze na zacatku studenti spravné odhadli, jaka
kiivka vznikne. Zajimavé bylo i to, Ze studenti uvadéli historii a zajimavosti
o vzniklé ktivce. Ze semestralnich praci bylo patrné, ze studenty téma zaujalo
a nalezité se mu vénovali.

8.6 Uplatnéni vysledkt akéniho vyzkumu do navrhu ma-
teriala

Dalsi faze akéntho vyzkumu (cyklus 2) je popsana v kapitolach 8.2, 8.4 a 8.5,
kde jsme se zamérfili v pripravé budoucich uciteli na vyuku tématu Grobnerovy
baze a mnoziny bodu dané vlastnosti. Ale probihala jiz pti ¢innostech studentu
popsanych v kapitole 7.1.

Posledni faze akéniho vyzkumu cyklus 3 spocivala v upraveni textu podle
nameétu a pripominek skupiny studentu. Upraveny text je v priloze této prace.

Jelikoz v letnfm semestru 2019/20 i 2020/21 probihala vyuka na VS distanéné
kvtli koronaviru, nékterym studentum jsem téma musela vysvétlit online a zaslala
jim materidly. Poté jsem jim dala zpracovat piiklady a otazky. Vsichni studenti
soucasné uz vyuéuji na ZS, proto také meéli hodné svych dalsich povinnosti. Se
studenty jsem se poté setkala a vysvétlila jim nejasnosti. Ziskala jsem od nich také
podnéty k upraveni textu, ktery jsem jim zasilala v ramci samostudia. Text jsem
na zakladé jejich pripominek upravila a rozsitila.

Studentum, ktefi fesili ilohy na mnoziny bodu, jsem téma vysvétlila a dostali
také prislusny material.
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Domnivam se, ze materialy k tomuto tématu jsou vhodné. Jak i studenti upo-
zoriiovali, na internetu nenf mnoho podkladi. Na Fakulté pedagogické ZCU v Plzni
se téma probirad pii vyuce budoucich uciteli ZS, kde neni vyuzitelné. Vhodnéjsi
by bylo zafadit téma do programu Uéitelstvi pro SS, které se vyucuje na Fakulté
aplikovanych véd ve spolupraci s Fakultou pedagogickou.

Navrh uéebniho materialu pro fesitele MO a studenty VS je uveden
v piiloze 2.

9 Zavér a doporuceni

Cilem préce bylo ukazat, jak muze byt téma zafazené do vyuky matematiky na
ZS a SS rozsifeno a zpracovdno pomoci matematického software. Pro tento tcel
jsem zvolila téma feSeni soustav rovnic a vyuziti soustav rovnic pii feSeni 1iloh na
mnoziny bodu dané vlastnosti, které nabizelo i rozsiteni metod feSeni a uvedeni
matematické teorie, o kterou se toto feseni opira. K dosazeni cile byly polozeny 3
vyzkumné otazky.

1. otdzka - Jaké jsou strategie pro re§eni soustav rovnic u Zdku SS a studenti

VS?

K nalezeni odpovédi na tuto otazku bylo provedeno Setfeni mezi zaky gymnazii
a stfednich prumyslovych gkol s vyuzitim didaktického testu a fizeného rozhovoru
(kap. 6.3). Zaci stfednich primyslovych kol vétsinou vyuzivali metodu séftaci,
v¥jimeéné metodu dosazovaci. Metodu srovnévaci nepouzil nikdo. Zéci gymndzif
vyuzivali priblizné stejné metodu scitaci a dosazovaci. Metodu srovnéavaci také
nepouzil nikdo. Pfi TeSeni slovnich tloh bylo pro zaky obtizné spravné sestavit
rovnici. Nékteri zkusili fesit slovni tlohu pokusem. Vétsina se ale snazila sestavit
bud’ rovnici nebo soustavu rovnic. U slovnich tloh na spoleénou praci a o pohybu
pouzivali zaci naucené postupy. Vétsina zaku tedy volila k feSeni soustav rovnic
metodu séftaci. Volbu zdivodiiovali tim, Ze si ji nejvice pamatovali ze ZS, nebot ji
tam nejvice procvicovali.

Zéci ¢asto jednotlivé rovnice vynésobili, ale nezvolili pro vynasobeni vhodné
cislo, takze po sec¢teni dospéli k jedné rovnici o dvou neznamych. Délali také chybu
ve znaménku nebo nevynasobili ¢islem celou rovnici. Soustavy rovnic vyftesili jen
pro jednu neznamou, ale nedopocetli feseni pro druhou neznamou. Neuméli udélat
zaver, zda soustava ma nekonecné mnoho feSeni nebo nema reseni.

Je logické, ze zak muze tispésné resit soustavy 2 linearnich rovnic o 2 neznamych
teprve tehdy, kdyz zvlada teSeni linedrni rovnice s 1 neznamou. Kdyz zak bude
chybovat, je nutné se v ucivu vratit k linearnim rovnicim. Dalsi c¢astou pri¢inou
chyb je nepochopeni samotné podstaty soustavy rovnic o vice nezndmych. Zak
napi. vypocte hodnotu pouze jedné neznamé nebo se pii provedeni zkousky spo-
koji s dosazenim jen do jedné z rovnic. Proto doporucuji pred vlastnim fesenim
soustav rovnic zatadit ulohy nasledujiciho typu:
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Zjistéte, zda usporadana dvojice je feSenim soustavy rovnic:

a) dét usporadanou dvojici, kterd bude feSenim dané soustavy rovnic,
b) dat usporddanou dvojici, kterd nebude fesenim soustavy rovnic,

¢) dat usporddanou dvojici, kterd bude fesenim jen jedné z rovnic.
Viz napft. nasledujici priklad:

Piiklad 9.1 Resenim ndsledujici soustavy rovnic
2r+y = 2
r+2y =7
je uspotadana dvojice:
a) [—1,4], b) [2,-2], ¢) [1,3], d) [3,—4].

Nadané zaky navrhuji seznamit s metodami zalozenymi na principu eliminace
a s vyuzitim matematickych programu (viz napt. ukazky v kap. 4 a v piilohach 1
a 2). Zarazeni uvedenych metod do seminéiu pro stredoskoldky s hlubsim zajmem
o matematiku vsak vyzaduje, aby s témito metodami byli sezndameni jejich ucitelé.

Ovéreni na skupiné ucastniku kempu pro fesitele matematickych olympiad
ukazalo, ze problematika zédky zaujala a ilohy zvladali Tesit.

Budouci ucitelé matematiky by se urcité meéli seznamit s modernimi meto-
dami feseni soustav rovnic - metodou Grobnerovych bazi, poptipadé metodou re-
zultantu.

Zkusenosti z vyuky na Fakulté pedagogické ZCU a Pedagogické fakulte JU
ukazuji, ze po osvojeni elementarnich poznatku o Grobnerovych bazich jsou stu-
denti schopni Tesit i néaroc¢néjsi tlohy. Potiebuji vsak ziskat zkuSenosti s feSenim
takového typu tloh (viz kap. 8).

2. otdzka - Jaké jsou strategie pro teseni uloh na mnoziny bodi dané vlastnosti
u budoucich ucitelu?

K nalezeni odpovédi na danou otazku bylo provedeno Setreni mezi studenty Fa-
kulty pedagogické ZCU v Plzni a Pedagogické fakulty JU v Ceskych Budéjovicich.
Byl opakované vyuzit didakticky test, dotaznikové Setfeni a fizeny rozhovor. Vysled-
ky testu i rozhovory se studenty ukazaly, ze feSeni tiloh na mnoziny bodu dané
vlastnosti je obtizné i pro budouci ucitele. Pfi feSeni vétsina studentu vychazela
z grafického zndzornéni (nakresleni obrazku). Jen néktefi z nich dokazali pii feseni
bez pouziti softwaru ziskat soustavu rovnic a nasledné eliminovat proménné a urcit
typ kiivky. Pti vyuziti GeoGebry dokazali znazornit situaci a ziskat urcitou kiivku,
ale nedokazali ziskat rovnici. Ze studijnich planu i vypoveédi studentu vyplyva,
ze problematice feSeni uloh na mnoziny bodu je v pripravé budoucich ucitelu
vénovano malo pozornosti. Nizka ¢asova dotace neumoznuje zaradit do vyuky vice
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typu uloh a umoznit studentum ziskat zkusenosti s interpretaci vysledku poskyt-
tegii ,nakreslit si situaci“, ,logické zduvodnéni“, | Inteligentni hadani a testovani*
a ,uvazit vsechny moznosti“. Nejvice vérili sami sobé u strategii (,,podivat se na
problém z jiného pohledu, ,fesit podobny problém®, ,uvazit extrémni pripady*,
winteligentni hddani a testovani (aproximace)®, ,uvazit viechny moznosti, ,zorga-
nizovat si data“, ,logické zduvodnéni“). Vyznam softwaru pro feseni tohoto typu
tloh uvadéli predevsim u strategii (,uvazit extrémni piipady”, ,nakreslit si situ-

13

aci“, ,inteligentni hddani a testovani (aproximace)“, ,uvazit vSechny moznosti“).

3. otdzka - Jaké jsou moznosti vyuZiti systému pocitacové algebry pri Tesent
soustav polynomidlnich rovnic Zdiky SS a studenty VS?

Uzivani digitalnich technologii ve vyuce matematiky m& bezpochyby mo-
tiva¢ni charakter. Na prikladu Grobnerovych bazi a jejich vyuziti pii feseni soustav
polynomialnich rovnic a tloh na mnoziny bodu jsme ukazali, ze potencial vyuziti
vypocetni techniky ve vyuce matematiky na ZS, SS i VS je §irsf. Vyuziti systému
pocitacové algebry nabizi nové strategie pri feSeni uloh a seznameni s novymi po-
jmy, umoznuje vice se priblizit k jadru matematického poznani. Obdobné jako
pri uzivani jinych technologii v bézném zivoté se nékteri zaci dostanou na droven
uzivatele, jini alespon nahlédnou do principu fungovani téchto technologii.

Ziskané zavéry maji obecnou platnost jen do jisté miry. Pti rozboru strategii
fesenf soustav rovnic u zaka SS jsem se snazila ziskat vétsf vizkumny vzorek, ale
jednalo se pouze o zédky z gymndzia a stfedni prumyslové skoly. Nebyly zkoumény
vysledky dalsich typtu stfednich skol, coz jisté ovlivnilo i vyskyt a typy chyb, které
byly téZ analyzovany. Pii zjisfovani metod vhodnych pro feseni soustav pro na-
dané zaky byl pomérné maly vzorek vyzkumného souboru a vysledky mohly byt
ovlivnény i ¢asovou dotaci pro danou ¢innost (viz kap. 8). Pii zjistovani toho,
s jakymi metodami feSeni by se méli seznamit budouci ucitelé matematiky, jsem
byla limitovana nejen rozsahem souboru, ale predevsim omezenim kontaktni vyuky:.
Vzhledem k tomu si ¢ast respondentt musela latku nastudovat sama. Material vy-
tvofeny participacnim akénim vyzkumem nebyl detailné ovérovan z hlediska jeho
efektivity.

Uvedené limity vyzkumu zaroven ukazuji, kam by mohl byt nasmérovan bu-
douci vyzkum dané problematiky. Piesto se domnivam, ze prace ukazala, ze ma
velky smysl vyuziti vypocetni techniky ve vyuce matematiky, ale musi byt nasa-
zovana ve spravnou chvili, nemé omezovat tvorivost zdka, ale naopak ji rozvijet.
Otevird to nové moznosti i pro didaktiku matematiky, dava ji to nové tkoly.

Na piifkladu feseni soustav polynomidlnich rovnic déva prace odpovéd na
otazku, jak muze vyuziti vypocetni techniky ve vyucovani prispét k rozvoji mate-
matického mysleni zéka. Zékim s hlubsim zéjmem o matematiku umoznilo poznéni
zakladni teorie Grobnerovych bazi rozsitit rejsttik metod, které mohou volit k feseni
soustav polynomidlnich rovnic. Jak jsme ukdzali na feSeni iiloh na mnoziny bodu
dané vlastnosti, i dalsim zaktim nabizi software vyuzivajici teorii Grobnerovych
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bézi poznat jiné kiivky, nez primky a kuzelosecky, se kterymi se bézné setkavaji.
To muze prispét ke zvyseni jejich zdjmu o vyucovani a predevsim k hlubsimu po-
chopeni problematiky 1loh na mnoziny bodu dané vlastnosti.

Vzhledem k tomu, Ze jiz nékolik let vyucuji na SS, bylo mi umoznéno pii
zpracovani prace vyuzit i nékteré vlastni zkusenosti. Pfesto, ze matematika pattila
a stale patii mezi zdkladni oblasti vzdélanosti, ¢im dél castéji slysime i nazory, ze
matematika neni dulezitd. Chceme-li zménit tento negativni postoj k matematice,
je nutné zmeénit i zpusob jeji vyuky a prizpusobit vyuku moderni dobé 21. sto-
leti. Pro vyuku matematiky na vSech stupnich skol je dilezité, aby byla pro zéky
zajimava a zaroven uzitecna. Digitalni technologie ndm mohou k dosazeni tohoto
cile vyznamné pomoci.
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Priloha 1

Metody reSeni soustav polynomialnich rovnic a jejich vyuziti
pri feSeni tloh na mnoziny boda dané vlastnosti

S obecnymi metodami feseni soustav linearnich rovnic, ale i soustav nelinear-
nich polynomialnich rovnic a s jejich geometrickymi, popt. dalsimi aplikacemi se
studenti systematicky seznamuji az ve vysokoskolském studiu. Z klasickych metod
feSeni soustav nelinearnich polynomialnich rovnic je to tzv. metoda rezultantu,
z modernich metod zejména tzv. metoda Grobnerovych bazi. Jeji formulace a uziti
ovsem vyzaduji pomérné naroéné pojmy abstraktni algebry a algebraické geomet-
rie. Budoucim ucitelim by ale bylo vhodné ji vysvétlit. Se specidlnimi piipady
soustav polynomidlnich rovnic i vyssich stupit se zdci SS mohou setkat v ilohédch
nasi, prip. zahrani¢ni, matematické olympiady.

1. Vybrané pojmy z abstraktni algebry
V této ¢asti vychazim predevsim z publikace Cox, Little, O’Shea [16].

Definice 1: Okruhem (pfesnéji asociativnim okruhem) nazyvame nepréazdnou
mnozinu O, pro jejiz prvky jsou néjakym zpusobem dany operace s¢itani a naso-
beni, tj. je dano pravidlo, které kazdé usporadané dvojici prvku a,b € O pritazuje
prvek a + b € O (jejich soucet) a prvek a - b € O (jejich soucin). Pfitom operace
sc¢itani a nasobeni maji tyto zakladni vlastnosti:

1. Sc¢itani je komutativni a asociativni, tj. pro kazdé tii prvky a, b, c € O plati
a+b=b+a,

(a+b)+c=a + (b+c).
Existuje nulovy prvek (nula) 0 € O tak, ze a + 0 = a pro v8echna a € O.
Existuje ke kazdému prvku a € O opaény prvek (—a) € O tak, ze a+(—a) =
= 0. Prvek a — b =a + (—b) se nazyva rozdil prvkua a,b € O.

2. Nésobeni je asociativni a distributivni vzhledem ke s¢itani, tj. pro kazdé tii
prvky a, b, c € O plati
(ab)e = a(be),

(a+b)c=ac+bc, a(b+c)=ab+ ac.

Definice 2: Okruh O se nazyva komutativni okruh, jestlize pro kazdé a,b € O

plati
ab = ba.

Jestlize v komutativnim okruhu O existuje jednotkovy prvek (jednotka), tj. takovy
prvek 1 € O, ze 1-a = a -1 = a pro kazdy prvek a € O, pak se 1ika, ze O je
komutativni okruh s jednotkovym prvkem (jednotkou).
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Definice 3: Komutativni okruh O s jednotkou, pro jehoz kazdé dva prvky a,b
plati implikace
a#0ANb#0=ab#0,

se nazyva obor integrity. Komutativni okruh O s jednotkou, v némz navic ke
kazdému prvku a # 0 existuje pfevrdceny (inverzni) prvek b = a~! takovy, Ze plati
a-b=1, se nazyva téleso a znadi se zpravidla T' (namisto O).

Dalsim pro nas velmi dulezitym pojmem bude pojem idealu.

Definice 4: Necht O je komutativni okruh. Mnozina I C O se nazyvd idedl
v okruhu O, jestlize pro ni plati

1. 0 € I, pro kazdé a € I je také —a € I,
2. pro kazdé a,be [ jea+be I,

3. prokazdéaelareOjera €1.

Poznamka. 1deal I v okruhu O je tedy takova jeho podmnozina, kterd je uzaviena vzhledem

k operaci s¢itani i odé¢itani a operaci nasobeni libovolnym prvkem z okruhu O.

Definice 5: Je-li M C O libovolna podmnozina komutativniho okruhu O, pak
idedlem generovanym podmnozinou M nazyvame ideal okruhu O, ktery
je prunikem vSech idealu obsahujicich podmnozinu M. Tento idedl oznacujeme
symbolem (M). Ideél I generovany konecnou podmnozinou {ay, as,...,a,} C O
nazyvanou baze idealu I se zapisuje

I ={ay,as,...,a,)
a Tika se mu kone¢né generovany ideal v okruhu O.

Definice 6: Polynomem (mnohoclenem) v proménné x nad komutativnim okru-
hem (specidlné oborem integrity) O se rozumi vyraz tvaru

f(r) =ap+ a1 + ax® + ... + azz” éli f(x) = > apa®,
k=0

kde n € Ny a prvky ag,aq,...,a, € O se nazyvaji koeficienty polynomu f.
Symbol z je promé&nnd polynomu f. Vyrazy apz*(k = 0,1,...,n) se nazyvaji
¢leny polynomu f. Koeficient a, je nazyvan vedouci koeficient, clen a,z"”
vedouci ¢len, ag absolutni ¢élen f. Pro a, # 0 je ¢islo n nazyvano stupen (angl.
degree) polynomu f a znaci se n (deg f = n). Polynom, jehoz vSechny koeficienty
jsou nulové, je tzv. nulovy polynom 0; jeho stupen se zpravidla nedefinuje, popf.
z divodu snazsiho vyjadiovani se klade deg 0 = —1.

Mnozina vSech polynomu proménné x nad komutativnim okruhem O (tj. s koe-
ficienty v O) se znaci Olz]; specidlné, je-li komutativni okruh O téleso T', pak se
znaci T'[x].
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Definice 7: Polynomem (mnohoé¢lenem) v n proménnych xzy,xs, ..., 2, nad ko-
mutativnim okruhem (specidlné oborem integrity) O se rozumi vyraz tvaru

ki, .k kn
flzr, 29, 1y E E g loyoy. iy T X2 T

=0 ko= kn=0
kde my,ma,...,m, € Ny a prvky ag, k.1, € O se nazyvaji koeficienty polynomu
f. Symboly z1, xs, . . . x, jsou proménné polynomu f.Vyrazy aklk%knxk’lxk? ke
se nazyvaji ¢leny polynomu f k;-tého stupné v proménné x; (i =0,1,2,...,n)
a celkového stupné (k; + ko + ... + k,)-tého. V uvedeném zapise polynomu f
se predpokladd, ze obsahuje pro kazdou uspoirddanou n-tici (ki, ko, ..., k,) expo-
nentu nejvyse jeden nenulovy ¢len s témito exponenty u proménnych zq, xs, ...z,

a tikame, ze polynom f je tak napsan v normalnim tvaru. Polynom f je cel-
kového stupné m-tého, pravé kdyz ve svém normélnim tvaru obsahuje clen
celkového stupné m-tého s koeficientem ruznym od nuly a neobsahuje c¢len cel-
kového stupné vyssiho; znad¢i se deg f = m. Polynom, jehoz vSechny koeficienty
jsou rovny nule, se nazyva nulovy polynom 0 a nema zadny celkovy stupen ani
zadny stupen v jednotlivych proménnych.

Mnozina vSech polynomu f(xy, s, ..., x,) nad komutativiim okruhem O (t;
s koeficienty z O) se znaci O[zy, xa, ..., Ty).
Definice 8: Monomem (¢i termem) v proménnych x1, xs, ..., T, se nazyva vyraz

(jednoclen) tvaru
ke gk kde ki, ko, ...k, € Np.

Soucet mocnitela ky+ko+. . .+ k, se nazyva stupen monomu (termu). Mnozinu
vsech moznych monomu oznacime M,,.

Zapis monomu lze formalné zjednodusit uzitim tzv. multiindexu k = (ky, ks, . . ., kp),
r=(x1,Tay...,2p):
k k1 ko k
¥ =aitey T

Stupen monomu se pak oznacuje |k| = ki + ko + ... + k.

Pitklad: 29 - 23 - @3, 2% - 19, 2% - 25 - 23 = 1 jsou monomy.

Polynom [ proménnych xy,zs,...,2, s koeficienty z télesa T, tj.
f € Tlxy,xa,...,x,], je linedrni kombinaci (s koeficienty z télesa T') koneéného
poc¢tu monomu. Lze jej proto také zjednodusené zapsat v symbolické formeé:

f= Zakxk, kde a, € T,
k

pficemz se s¢itda pres konecny pocet usporddanych n-tic (multiindexu)
k = (ki,ka,...,ky). Stupen polynomu f je degf = max{|k|; ar # 0}.

Protoze polynom f v proménnych xq,xs,...,x, predstavuje linedrni kombi-
naci monomu (termu), pro nase dalsi ivahy bude zdsadné dulezité, jak v ném bu-
dou monomy usporadany. Za tim ucelem se definuje na mnoziné monomu (termu)
relace pfipustného (monomického) usporadani.
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Definice 9: Monomickym (piipustnym) uspofadanim na mnoziné vSech monomu
M, se rozumi libovolnd relace uspordddni < na M,, téchto vlastnosti:

1. Relace < je tplné (¢ili linedrn{) uspordddni na mnoziné M,,, tj. pro kazdé
t,s € M,, plati pravé jeden ze vztahu t < s, t =5, s < .

2. Pro kazdé t € M, je 2923 ...20 =1 < ¢

3. Relace < je dobré uspordddni na mnoziné M,,, tj. kazd4d neprazdnéd podmnozi-
na mnoziny M,, ma nejmensi prvek.

4. Plati implikace s < t = rs < rt pro kazdé r € M,,.

Pro polynomy f € T[xq,xs,...,2,] s takto definovanou relaci monomického
(pripustného) usporddéni na mnoziné vsech monomu M, se pak zavadéji dulezité
pojmy a definice.

Definice 10: Necht f = > a.z¢ je nenulovy polynom v T[z1, s, ..., 7, a < je
C

monomické (piipustné) usporaddni na mnoziné vsech monomu M,,.

Pak definujeme:

Multistupen (angl. multidegree) monomu polynomu f oznacovany multideg ( f)
je maximum mnoziny jejich multiexponentu: multideg (f) = max{c € Nj;a. # 0}
vzhledem k usporddani <.

Vedouci monom (angl. leading monomial) polynomu f oznac¢ovany LM (f) je
nejvétsi monom v polynomu f vzhledem k uspordadéni <.

Vedouci koeficient (angl. leading coefficient) polynomu f oznacovany LC (f) je
koeficient u jeho vedouciho monomu.

Vedouci ¢len (angl. leading term) oznacovany LT (f) je LT (f) = LC (f)-LM (f).

Priklad 1: Urcete vedouci ¢len, vedouci monom a vedouct koeficient polynomu:
g = 3x%y* — 2woy + 3x2 + 2y + 1.

ReSent:
LT(g) = 3z*y*, LM(g) = 2*y* a LC(g) = 3.

Vedoucim monomem polynomu ¢ je x%y%, vedoucim ¢Elenem je 3x2y* a ve-
doucim koeficientem je 3.

Existuje mnoho ruznych monomickych (pfipustnych) usporadani na mnoziné
vSech monomu (termu) M,,, z nichz nejéastéji pouzivané je tzv. lexikografické
usporadani.

Definice 11: Lexikografické usporadani na mnoziné vsech monomu M,,,, ozna-
cované <p., je definovano takto:
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Klademe z{'23 ... 2% <o 2023 ... 2% prave tehdy, kdyz existuje m € M ta-

kové, ze je ¢,, < d,, a zaroven pro vSechna k € N, k < m je ¢ = di. O poradi
tedy rozhoduje exponent u xy, v ptipadé rovnosti pak exponent u xo atd.

Dalsim zasadné dulezitym pojmem pro nas budou specialné polynomické
idedly, které definujeme takto:

Definice 12: Necht je dédno téleso T'. Polynomicky ideal v oboru polynomu
T|x1, 22, ..., x,] je mnozina I C T|xy,xa, ..., x,] téchto vlastnosti:

1. 0el,
2. prokazdé f,gelje fEgel,
3. pro véechna f € I a h € T[xy,x9,...,2,] je hf € 1.

Pozndamka. Idedl I C T[x1, 2, . .., xz,] je tedy takovd mnozina polynomu z T'[x1, xa, . . . , T,], kterd
je uzaviena vzhledem k operacim scitani i odéitani a vzhledem k operaci nasobeni libovolnym

polynomem z T[z1, X2, ..., Tn].

Pro tento ideal se zavadi pojem baze idedlu takto:

Definice 13: Necht I je idedl v oboru polynomu T[zy, T, . . ., ¥, nad télesem T,
ktery je generovany kone¢nou mnozinou polynomu { f1, fo, ..., fs} C T[x1,za,. .., 2y],
tj. koneéné generovany idedl I. Pak mnozina polynomu {f, fo,..., fs} se
nazyva baze idedlu I v oboru polynomu T'[z1,zs, ..., x,] a idedl I s touto bazi
se zapisuje:

I = <f17f27"'7fs>-

Definice 14: Idedl I C T[xy, za, ..., x,] se nazyva monomicky idedl, je-li genero-
vany monomy, tj. jestlize existuje podmnozina A C Nj takova, ze idedl I obsahuje

vSechny polynomy ve tvaru konecného souctu > hya®, kde hy € T[x1, 2o, . .., 2.
kEA

Potom piSeme I = (z*;k € A C N2).

Piiklad 2: V  T[z,y] je napr. monomickym  idedlem I =
= (zhy? 23yt 2%y°) a napr. idedl I = (xy? — y3, 2%y> + zy*) neni monomicky.

Matematickou indukei (vzhledem k proménné n) lze dokazat nasledujici vétu,
ktera vyjadiuje, ze kazdy monomicky idedl je koneéné generovatelny (mé koneénou
bézi).

Véta 1: (Dicksonovo lemma). Kazdy monomicky idedl I C Tz, za,. .., 2],
I={2*k € A CN) lze vyjadrit ve tvaru

Monomicky idedl I ma tedy vzdy kone¢nou bézi.
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2. Hilbertova véta o bazi a pojem Grobnerovy baze

Zasadnim problémem pro polynomiélni idedly v oboru polynomu T'[z1, xs, . . ., ;]
je volba baze idedlu I C Tlxy, o, ..., x,], kterd by byla vhodna z hlediska algo-
ritmu délenf polynomt v T'[x1, Ty, ..., 2,] i pro dalsl s tfm spojené tcely. Redent
tohoto problému vychazi z toho, ze pro dané usporadani monomu kazdému poly-
nomu f € T[xq,xs,...,x,| jednoznaéné piislusi jeho vedouci ¢len LT (f). A tedy
pro kazdy nenulovy polynomialni idedl I C T'[xq,xs, ..., z,| muZzeme jednoznaéné
stanovit pfislusnou mnozinu vedoucich ¢leni polynomu z /.

Definice 15: Necht I C T[zy, s, ..., ,] je nenulovy polynomialni ideal (tj. po-
lynomidlni ideél obsahujici alespon jeden polynom ruzny od 0). Pro néj se definuji
tyto pojmy a oznaceni:

1. Mnozina vedoucich ¢lent polynomu z idedlu I C T'[xq, xo, . . ., x,] , 0znacovand
LT (1), je mnozina LT (I) = {az*;3f € [ : LT (f) = az*}.

2. Polynomiélni idedl generovany prvky (polynomy) z LT (I) se znaci (LT (1)).

Polynomidlni idedl LT (I) m4 dulezité vlastnosti vyjadiené v nésledujici véte.
Véta 2: Necht I C Tlxy,79,...,2,] je nenulovy polynomidlni idedl. Pak pro
piislusny polynomidlni idedl (LT (1)) plati:

1. (LT (1)) je monomicky ide4l.
2. Existuji polynomy ¢y, gs, . .., g; takové, ze
(LT (1)) = (LT (91), LT (g2). . .. ,.LT (0)).

Uzitim této véty spolu s algoritmem déleni polynomu v T'|xy, 22, ..., x,] se
dokazuje velmi vyznamna Hilbertova véta o existenci konecné generujici mnoziny
(baze) pro kazdy polynomidlni ide4l.

Véta 3: (Hilbertova véta o bazi). Kazdy polynomidlniidedl I C T'|xy, za, ..., x,]
mé& kone¢nou generujici mnozinu (bazi) ¢ili I = (g1, g2, - - ., g:) pro néjaké polynomy
91,92,---,q: € 1.

Specialni vlastnosti baze {g1, 92, ..., g:} idedlu I uzité pii dukazu Hilbertovy
véty o bazi je, ze (LT (I)) = (LT (g1),LT (¢2),...,LT (¢)). Vzhledem k velkému
vyznamu a vyuziti této baze byl pro ni zaveden specidlni nazev Grobnerova béze.

Definice 16: Konecnd baze {g1, go, ..., ¢:} idedlu I C T[xq, 2o, ..., T, se nazyva
Grobnerova baze idealu I, pravé kdyz pro ni plati

(LT (91), LT (g2), - -, LT (g1)) = (LT (1)).

Jako dusledek véty 3 se dokazuje nasledujici véta.
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Véta 4: Kazdy polynomiélni idedl I C Tz, s, ..., 2z, mad Grobnerovu bézi, jez
je jeho bazi ve smyslu Hilbertovy véty o bazi.

Na zdkladé algoritmu déleni polynomu v T'[xy, o, ..., x,] a definice Grébne-
rovy baze se provadi dukaz véty, ktera slouzi k odvozeni jednoduchého kritéria pro
zjistéeni, zda dana baze polynomidlniho idealu I je jeho Grobnerovou bazi.

Véta 5: Necht G = {g1, o, .., 9:} je Grobnerova baze idedlu I C T'[xy, xo, . . ., Ty]
a f € Txy,z9,...,2,] je dany polynom. Pak existuje pravé jeden polynom
r € T[xy,xq,...,x,) téchto vlastnosti:

1. Zadny ¢len polynomu r neni délitelny zadnym z vedoucich ¢lent
LT (¢1),LT (g2),-..,LT (g;) polynomu Grébnerovy baze G.

2. Existuje polynom g € I takovy, ze f =g+ r.

Pozndmka. Véta 5 ukazuje, ze pokud v algoritmu déleni polynomu délime polynom f polynomy
Grébnerovy béaze idedlu I, tak zbytek r po tomto déleni je urCen jednoznacéné (nezavisle na

pofadi, v némz se déli polynomy z Grobnerovy béze).

Dusledkem véty 5 je néasledujici véta, ktera je casto uzivanym kritériem pro
Grobnerovu bazi polynomialniho idealu.

Véta 6: Necht G = {g1, o, .., g:} je Grobnerova baze idedlu I C T'[xy, xo, . . ., Ty]
a f je dany polynom v T'|xy, o, ..., x,]. Pak plati, ze f € I, pravé kdyz zbytek r
po déleni polynomu f polynomy Grébnerovy béaze G je nulovy (r = 0).

Pozndamka. Tato vlastnost je ekvivalentni s podminkami v uvedené definici Grobnerovy béaze,
takze se nékdy v literatuie bere jako jeji ekvivalentni definice.

Na zékladé véty 7 dostdvame jednoduchy algoritmus pro zjistovani, zda po-
lynom f nélezi danému idedlu I C T'[z1, z, . .., x,]. Za predpokladu, Ze je zndma
Grobnerova baze G idedlu I, je tfeba pouze vypocitat zbytek r po déleni polynomu
f prvky (polynomy) Grobnerovy béze G pii jejich zvoleném uspotradani.

Pritom ovsem zasadnim vychozim problémem je, jak urcit Grobnerovu bazi G
idedlu I C T'|xy,2a,...,x,]. K tomu byla objevena rada algoritmu, z nichz nékteré
zakladni budeme nyni formulovat.

3. Buchbergeruv algoritmus pro urceni Grobnerovy baze
a jeho modifikace

K formulaci algoritmu pro nalezeni Grobnerovy béze G polynomického idedlu

I C T[xy,xs,...,2,] je nejprve nutné definovat nékteré dalsi pojmy a jejich
oznaceni.
Definice 17: Necht f,g € T[xy,23,...,x,] jsou nenulové polynomy. Nejmensi

spole¢ny nasobek (angl. least common multiple) vedoucich ¢lent polynomu
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f, g ozna¢me symbolem LCM (LT (f),LT (g)). Pak S-polynomem (z angl. syzygy
= sprazeni) polynomu oznacovanym S(f, g) se nazyva vyraz (polynom)

/ g

Pomoci pojmu S-polynomu lze formulovat a dokézat nasledujici kritérium pro
Grobnerovy béaze polynomidlnich idedlu, z néhoz vyplyva zakladni Buchbergeruv
algoritmus pro ur¢eni Grébnerovy baze polynomického idealu.

Véta 7: (Buchbergerovo kritérium Grobnerovy baze). Necht I je nenulovy
polynomidlni ideal I C T|xy,xs,...,x,]. Pak jeho baze G = {g1,92,...,q:} je
Grobnerova béze idedlu I, prave kdyz pro vsechny dvojice indext , j(i # j) déleni
S-polynomu S(g;,g;) prvky (polynomy) béze G (v jistém uspordadani) ma vzdy
nulovy zbytek (r = 0).

Véta 8: (Buchbergeruv algoritmus urceni Grobnerovy béze). Necht [ =
= (f1, fa,..., fs) je nenulovy polynomialni idedl I C T'[zy,xs,...,x,]. Pak jeho
Grobnerovu bézi G = {g1, g2, .., g} lze sestrojit koneénym poctem kroku podle
algoritmu:

1. Vypocteme S-polynomy pro kazdou dvojici polynomu z mnoziny F =
= {fi, f2,..., fs} a uréime pro kazdy z nich zbytky po déleni polynomy
f1>f27"'7f8'

2. Jestlize jsou vSechny zbytky r po téchto délenich rovny nule (r = 0), pak
jsme ziskali Grobnerovu bazi G daného idedlu F' (G = F'). Pokud je néktery
z téchto zbytka r nenulovy, priddme jej do puvodni mnoziny F' a pro tuto
rozsitenou mnozinu F’ opakujeme stejny postup algoritmickych kroku 1.,
2. Opakovani tohoto postupu provadime tak dlouho, az vSechny zbytky r
budou nulové. Pak G = F”.

Buchbergeruv algoritmus pro urceni Grobnerovy baze se da zefektivnit pouzitim
ekvivalentniho alternativniho kritéria Grobnerovy baze, které je snadnéji imple-
mentovatelné. Pti jeho formulaci a dukazu se vychézi ze zavedeni nasledujictho
pomocného pojmu.

Definice 18: Necht je ddna mnozina polynomu G = {g1,92,...,9:} C
C Tlxy,22,...,2,] a je zvoleno pevné monomidlni usporadéni. Rekneme, 7e po-
lynom [ € T|xy,zs,...,2,] se redukuje modulo G na polynom g a piSeme
f =9 jestlize existuji polynomy hy, ha, ..., hy C T[xq, 22, ..., x,] takové, ze plati

f=hgi+haga+ ...+ g +g
aje-li higi #0 (i=1,2,...,t), pak plati

multideg (f) = multideg (h;g;).
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Priklad 3: Vypoctéte normdlni tvar polynomu:
pry?tyzr+22—2y—22—4, y <z, vzhledem ke q :y — 2z + 6.
ReSeni:
2
p=p—(L)q=y"+yz+2°—2y—22—4—y*+2y2— by = 3yz+2°—8y—2z—4d =p
pl—(%%q:3yz+z2—8y—2z—4—3yz+622—182 = 8y +722—20z—4 =p,
pg—(_TSy)-q: —8y + 722 — 202 — 4+ 8y — 162 + 48 = 72? — 362 + 44 = p3

Polynom p3 je v normalnim tvaru vzhledem ke ¢, dalsi redukce uz nejsou
mozné.
Z Buchbergerova kritéria (véta 7) vyplyva jako dusledek nésledujici véta.

Véta 9: (Nutnd a postacujici podminka pro Grobnerovu bazi).

Baze G = {g1,92,...,9:} polynomidlniho idedlu I C T[xy,xs,...,2,] je jeho
Grobnerovou bazi, pravé kdyz pro vsechna i, j(i # j) plati

S(gi, 95) =0

Ptitom postacujici podminkou pro redukci S-polynomu na nulu vyjadiuje
nasledujici véta, jez predstavuje kritérium Grobnerovy baze alternativni k Buchber-
gerovu kritériu.

Véta 10: (Alternativni kritérium Grobnerovy baze). Necht mnozina poly-
nomu G C T'[xy,xg,...,T,) je koneénda a existuji takové polynomy g;,g; € G, pro
néz plati

LCM (LM (g:), LM (g5)) = LM (g;) - LM (g;)-
Pak je S(g:, 95) = 0, tj. mnozina G je Grobnerovou bazi prislusného polynomidlniho
idedlu I C T[xq,xa, ..., T,
Kritérium 1: Je-li [z, j] € B takova dvojice indexu, ze pro vedouci ¢leny polynomu

fi» f; € G plati
LCM(LT(f:), LT(f;)) = LT(fi) - LT(;),

pak je normalni tvar polynomu normalf(Spoly(f;, f;),{fi, fj}) = 0.

Grobnerovy béaze polynomidlnich idedli jsou implementovany prakticky ve
v8ech profesionélnich systémech pro pocitacovou algebru (Mathematica, Maple
atd.) Tyto jejich implementace jsou zpravidla zalozeny nejen na zékladnim Buchber-
geroveé algoritmu, resp. jeho ruznych modifikacich a vylepsenich, ale téz na ¢etnych
rychlejsich variantach ziskanych v poslednich letech intenzivnim vyzkumem.

Pro ucely vyuky Buchbergerova algoritmu na VS pedagogického zaméreni
ziejmé bude postacovat, kdyz se studenti seznami se zakladnimi vyznamnymi
moznostmi jeho vylepSeni.
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Grobnerova baze G daného polynomialniho idedlu I C T'[xq, xo, . . ., x,] vypot-
tend podle tohoto algoritmu je casto vétsi, nez je nutné. Nepotiebné generatory
lze z ni eliminovat na zakladé nasledujici véty.

Véta 11: Necht G je Grobnerova baze polynomiédlniho idedlu I a necht p € G je
takovy polynom, ze LT (p) € (LT(G\{p})). Pak mnozina G\{p} je také Grobnerova
baze idedlu I.

To umoznuje definovat tzv. minimalni Grébnerovu bazi polynomialniho idealu 1.

Definice 19: Minimdalni Grobnerova baze polynomidlniho idealu [ je takova
jeho Grébnerova baze GG, ze pro vSechny polynomy p € G plati:

LC(p) =1 a LT (p) ¢ (LT(G\{p}))-

Ani minimélni Grébnerova baze polynomialniho idealu I nemusi byt jedind.
Avsak nasteésti 1ze vybrat minimalni Grébnerovu bazi, kterd je v jistém smyslu
lepsi nez ostatni. Nazyva se redukovana Grobnerova baze a je charakterizovana
takto:

Definice 20: Redukovana Grobnerova baze polynomialniho idedlu I je pfti
daném monomickém usporadani jeho Grobnerova baze G takové, ze pro kazdy
polynom p € G plati:

1. LC(p) = 1, tj. polynom p je normovany,

2. zadny monom polynomu p nendlezi idedlu LT(G\{p})).

Dulezité je, ze redukovand Grobnerova baze je nejen v jistém smyslu mi-
nimdlni, ale je jednoznaéné uréend danym uspofddanim na monomech, nebot plati
nasledujici véta.

Véta 12: Dusledkem této véty je algoritmus pro zjisténi, zda mnoziny polynomu
{fi, fas .- fs} a{g1,92, ..., gt} generuji stejny idedl I: Pro dané uspotrddani mo-
nomu se najdou redukované Grébnerovy baze ideély (fi, fa, ..., fs) a (g1, 92, - - -, gt)
a tyto idedly jsou si rovny pravé kdyz jejich redukované Grobnerovy baze jsou
stejné.

Definice 21: Necht T je dané téleso a n dané pfirozené ¢islo. Afinnim prosto-
rem dimenze n nad télesem T se nazyva mnozina (kartézsky soucin n stejnych
usporadanych mnozin s prvky z télesa T'):

Tn:{(tl,tg,...,tn); tl,tg,...,tneT}.

Pro nés je dulezitd souvislost mezi polynomy f € T[zy,xs,...,x,] a afinnim
prostorem T". Kazdy takovy polynom f lze chapat jako zobrazeni f : T" — T
definované tak, ze pro dané (t,ts,...,t,) € T™ se v polynomu f(z1,xs, ..., x,) do-
sadi za proménné xq, xs, ..., T, prislusné hodnoty ty, s, ..., t,. Protoze koeficienty
polynomu f jsou téz z télesa T', je f(ty,te,...,t,) € T.
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Definice 22: Necht T je dané téleso a fi, fa, . . ., fs jsou polynomy z T'[x1, Ta, . . ., Ty].
Pak mnozina bodu (t1,ts,...,t,) € T™ oznacovand V(fi, fa,..., fn), pro kterou
plati

V(flaf?a"'afn> = {(t17t27"'7tn) € Tn;fk<t17t27"'7tn) = 07 k = 1727"'75}
se nazyva afinni varieta (nebo algebraickd mnozina) urcena polynomy
flaf2>"'7fs-

Podle této definice afinni varieta V' (f1, fa, ..., fs) je tedy mnozina vSech spo-
leénych nulovych bodu (kofenu) polynomu fi, fo, ..., fs.

4. Teorie eliminace a metoda Grobnerovych bazi

Metoda Grobnerovych bazi 1izce souvisi s teorii eliminace pro soustavy po-
lynomialnich rovnic. Pokud ziskame redukovanou Grobnerovu bazi, casto jedna
z prislusnych rovnic obsahuje pouze jednu nezndmou, dalsi rovnice o jednu nezna-
mou vice, atd. Na zakladé teorie eliminace muzeme provadét postupné eliminace
pro libovolnou soustavu polynomidlnich rovnic s libovolnym poc¢tem neznamych.

Definice 23: Necht I = (f1,..., fs) € T[x1,...,x,]. Pro k =1,... n definujeme

I = INT[xgyq,. .., x,]. Tuto mnozinu nazveme k-tym eliminaénim ideédlem.

Intuitivneé se zd4, ze I obsahuje vsechny prvky Grobnerovy baze, které obsa-
huji jen proménné x4, ...,x,. Eliminace proménnych tedy znamena najit nenu-
lové polynomy, které definuji eliminacni ideal Ij.

Véta 13:(Véta o eliminaci) Necht I C Ty, ..., z,] je idedl, G = {g1,...,gm}
jeho Grobnerova baze vzhledem k <p.,. Proménné jsou uspotadany x1 >rex To >rex
.... Potom pro kazdé k = 0,...,n je G, = GNT|xk1,. .., 2, Grobnerovou bézi
idedlu I;.

Dale plati vyznamna nésledujici véta:
Véta 14: Necht je ddna soustava polynomidlnich rovnic

fl(l'l,l’g,...,l'n) = O,
f2(l’1,l’2,...7$n) - 07

fm(x1, 20, ... 2,) = 0.

abud G = {g1,92,...,9s} Grobnerova baze idedlu I = (f1, fo,..., fm) v télese

T|xy,xs,...,x,] pii jistém pripustném usporadéani termu. Pak soustava
gl(xlax%"'vxn) = 07
go(x1, 29, ..., 2,) = 0,
gs(xla T2, 7$n) =0

je ekvivalentni s puvodni soustavou rovnic.

184



Pro formulaci dalsi dulezité véty budeme definovat:

Definice 24: Téleso T[z1,xs,. .., 2, se nazyva algebraicky uzaviené téleso,

jestlize kazdy polynom z T'[xy, xa, ..., x,] stupné alesponn 1 v ném m4 kofen.
Algebraicky uzaviené téleso je napft. téleso komplexnich ¢isel. Téleso realnych

c¢isel ale neni algebraicky uzavienym télesem.

Véta 15: (Véta o fesitelnosti soustavy polynomidlnich rovnic)

Soustava rovnic
f1:0,...,fS:0,

kde fi,..., fs € T|xy,..., 2z, a T je algebraicky uzaviené téleso, neméa feseni pravée
tehdy, kdyz redukovand Grobnerova baze idedlu I = (f1,..., fs) je {1}.

Metoda Grobnerovych bazi je zalozena na Buchbergeroveé algoritmu a vété
o eliminaci.

Ukazeme teseni piikladi uzitim Buchbergerova algoritmu.
Piiklad 4: (MO 2021/22, 71. roénik, domdci kolo, kategorie A):

V oboru komplexnich cisel vyresme soustavu rovnic
2

zy+1 = 27,
Yz +2 = z2,
x+3 = 3>

Resend:

Oznacme polynomy
fl = Ty — 22 + 17
fo = —1*+yz+2,
fs = xz—y*+3.

Ozna¢me mnozinu F' = {f1, f2, f3} a mnozinu dvojic indexu téchto polynomu
B = {[1’ 2]7 [17 3]7 [27 3]}

V polynomu f; = 2y — 22 + 1 je vedouci monom xy a vedouci koeficient 1. V poly-
nomu fy = —x?+yz+2 je vedouci monom 2 a vedouci koeficient —1, v polynomu
fs = xz — y* + 3 je vedouci monom zz a vedouci koeficient 1.

Pro polynomy f1, fo vezmeme LC M (LT(f,), LT(f,) = —x?y, pro polynomy fi, f3
vezmeme LCM (LT (f1, LT(f3) = xyz a pro polynomy f,, f3 vezmeme

LCM(LT(fQ), LT(fg) = —.’L'2Z.

Vypoéteme S-polynomy pro jednotlivé dvojice nasich polynomu:
2

Spoly(fi, f2) = —ay [ — SR ey — 224 1) — y(—a? 4z +2) =

Ty —x2

=a2?2 —x —y?z — 2y
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Spoly(fi, fs) = wya [BE2HL - B8] 4 (g — 22 1) — (o — 37 +3) =

Ty Tz
=y —3y—2°+2
SpOly(fz,fg,) = —p2y [—12+yz+2 _ xzfy2+3] — 5 (—ZEQ —|—yz—|—2) —I—I(ZL’Z _ y2 +3) —

—x? Tz
= —ay? + 3z +yz? + 22

Polynom Spoly( fi, f2) oznacme p. Provedeme redukei naseho polynomu p modulo

F:
P —p p—%-fg =p—z-fy=z—w—y*2—2y—w*+y’2—3z = —x—2y—3z
Tento polynom ozna¢ime f;. Do mnoziny B pfiddme dvojice [1,4], [2,4] a [3,4].
Polynom Spoly(fi, f3) = y*> — 3y — 2® + 2 zredukovat nelze. Oznacime jej fs
a do mnoziny pfiddme dvojice [1, 5], [2,5], [3,5] a [4, 5].

Déle oznacime polynom Spoly( fa, f3) jako pe a provedeme redukei polynomu
p2 modulo fi:

Py —F Pa— —zy? fi = poty-fL = —wy?+3v+yL2 22 +ay? —y22+y = 3r+y+2z

Ty

Provedeme dalsi redukci tohoto polynomu modulo f;: 3x + vy + 22 — f”; ~fa =
3r+y+2z—3r—6y—92= -5y — "7z
Ozna¢me tento polynom fg. Do mnoziny B priddme dvojice [1,6], [2,6], [3,6],
[4,6] a [5,6].

Podle Kritéria 1 muzeme vyskrtnout dvojice [2,5], [3,5], [4,5] a také [2,6],
[3,6], [4,6]. Pro tyto dvojice nemusime pocitat S-polynomy. Vypocteme jen

Spoly(f1, f1), Spoly(fa, f1), Spoly(fs. fa), Spoly(fi, f5), Spoly(fi, fs) a Spoly(fs, fs)-
Nejprve tedy vypocteme:

Spoly(fl’ f4) = 1y (my*22+1 o 7x72y*32> = —xy + Z2 -1 + Ty + 2y2 + 3yz —

2y —
=22 +3yz+22 -1
Provedeme redukci polynomu Spoly(fi, f4) modulo fg:
202 +3yz+ 22 — 1+ 2y(—by —Tz) =3yz+ 2 — 1 — Lyz = lyz+ 2> - 1
Dalsi redukce modulo fg je:
tyz+ 22— 1+ 52(—by —Tz) = 222 — 1

Tento polynom oznacime f; a pridame do mnoziny F'.
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Déle vypocteme:

Spoly(fa, fa) = —x” (ﬂQjmyzZH - 7%723732) = -2+ yz+2+2?+2zy + 3wz =

=2zy +3xz +yz + 2

Provedeme redukei polynomu Spoly( fa, f1) modulo f;:
20y + 31z +yz + 2 —2(wy — 22 + 1) = 3wz + yz + 227

Déle postupné provedeme nékolik redukei vzdy predem zredukovaného polynomu.
Redukce modulo f5:
3rz+yz+222 =3z —y*+3) =3y  +yz + 222 -9
Redukce modulo f:
3P +yz+222 -9+ gy(—5y —Tz) = —%yz +222 -9
Redukce modulo f:
—Byz+222 -9 — P02(-by — 72) = 222 -9
Redukce modulo f7:
22 —9-9(£22—1)=0.

Vypoéteme S-polynom Spoly(fs, f4):
Spoly(fs, f1) = —zz (“‘y2+3 — _””_Qy_?’z) =—xz4+y*—3+x2+2yz+ 322 =

Tz —x

=924+ 2yz+ 322 -3

Nyni provedeme redukei polynomu Spoly( f3, f4) modulo fg:

Y2+ 2yz + 32 — 3+ fy(—by — 7z) = 3yz + 32 — 3
A ted udéldme nékolik redukei piedem zredukovaného polynomu.
Redukce modulo f:

Syz+322 =34 £2(—by —Tz) = 3222 -3
Redukce modulo f7:

222 —-3-3(k22—-1)=0

Déle vypocteme:
Spoly(fi, f5) = zy® (ry—;;H _ y3—32;§z3+z> _

=y} — 222+ y? — 2y +3ry + a2 — vz = 3wy + a2 — vz — Y22+ P

A vypocteme redukei polynomu Spoly( f1, f5) modulo fi:
Say+a2® —xz— Pyt =3y — 2+ 1) =22 —xz— Pty + 322 -3
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Jeho postupné dalsi redukce maji nasledujici tvary:
Redukce modulo f5:

v —wz— P+t + 322 -3 -2 (22— P+ 3) = -2z + 9> -3
Redukce modulo f5:

—xz+ 1y =3+ (zz2—y*+3)=0

Déle vypocteme:

Spoly(fi, f¢) = —bxy (my 2l _5y_7z> = —5xy + 522 — 5+ bwy + Toz =

—b5y
=Trz+522 -5

Provedeme redukci tohoto polynomu modulo fy:
Trz +52° — 5+ Tz(—x — 2y — 32) = —14yz — 162> — 5

Déle pak provedeme redukci ziskaného polynomu modulo fg:

—1dyz — 1622 — 5 — La(—by — 72) = =162 =5+ L2 = 822 5

Tento polynom zredukujeme modulo f;:

B2 —5-5(32—1)=0

5 25

Daéle vypocteme:

Spoly(fs, fs) = —by? <y3,32;;23+z — 75;1’5;72> = =5y +15y+523 — bz +5y3+Ty?z =

= Ty?z + 15y + 52% — bz

Tento polynom zredukujeme modulo fg:

Ty*z + 15y + 52% — bz + Lyz(—by — 7z) = —Ly2z® + 15y 4+ 52° — 52
Vysledny polynom lze jesté zredukovat modulo f:

15y + 52° — 5z — Pyz? + 3(—by — 7z) = —Ly2? + 52 — 262
Dalsi redukci tohoto polynomu provedeme pouzitim stejného polynomu fg:

—2yz? +52% — 262 — 222 (—by — Tz) = 525 — 262 4 2B2% = 1823 _ 262
Posledni redukce ptedchoziho polynomu modulo f7 je:

42658 3 — 262 — %z (%22 . 5) =0

Musime vypocitat jesté S-polynom polynomu f3 a f7.

18,2
Spoly(fs, fr) = _1’2 (m_xyjﬁ - 20178221) = %SCZ - §yQZ —|— %xz +x=
25
_ 18, 2
=z — 2yl + 52
Nejprve tento polynom zredukujeme modulo f;:
r—ByPe+ R4 (—a—2y—32) = —ByPe -2+ 22 -3z = —LyPr—2y— 22
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Dalsi redukce budou pouzity na vzdy nové ziskany polynom.

Redukce modulo f:
for —s2yPz — 2y — 22 — Byz(—by — Tz) = =2y — 5tz + 2y’
Dalsi redukce modulo f7:
—2y — 2z + ggyz — —( by —Tz) = ggyz —i—
Dalsi redukce modulo f7:
Byt + gz =ty (52" — 1) = fy + 32
Dalsi redukce modulo fg:
Ty+ 322+ 5y(—by —72) =0
Oznacme ziskanou mnozinu polynomu G:
G={oy—22+1,-2*+yz+2,02z —y*+3,—x — 2y — 3z,
y? =3y — 242, by — Tz, 382% — 1}
Ziskand Grobnerova baze G je casto vétsi, nez je nutné.
Projdeme nyni ¢ast ,redukéniho algoritmu® a zjistime, které polynomy vyskrtnout.

Jelikoz LT (f4)|LT(f1), neboli —z|zry, vyskrtneme tedy polynom f;. Jelikoz
LT(f4)|LT(f2), vyskrtneme i polynom fo, a jelikoz LT(f4)|LT(f3), vySkrtneme
také polynom f3. (Zde znak | predstavuje délitelnost.)

Ziskali jsme redukovanou bazi:

G={-2—-2y—32,0° -3y —23+2 —by— Tz 822 -1}

25

Z rovnice %22 — 1 = 0 ziskdme 2z = j:3\—f Z rovnice —by — Tz dopocteme

Yy = :Fﬁi. Z rovnice —x —2y—3z ziskdme v = F—= 3 \/5. Dostavame 2 feSeni soustavy:
—1_ 7 5 | 4 | T __5
V2 3V27 32 3vV27 3v2) 3V2
Ukéazeme jesté druhy zptisob ziskani Grobnerovy baze.

Vyuzijeme Vétu 8. Vypocéteme opét Spoly(fi, f2), Spoly(fi, f3), Spoly(fa, f3)
a pouzijeme pseudodéleni polynomii.

Vezmeme ziskany polynom Spoly(fi, f2) a délime ho polynomy mnoziny F:

xy — 22+ 1
(2% — 2 —y?z — 2) =P 4yz+2 =
vz —y*+3 z

—(22% — y?2 + 32)
—x — 2y — 3z
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Déle nelze délit, polynom zz? — x — y%2 — 2y muzeme vyjadrit jako
2(zz —y* +3) + (-2 — 2y — 32).

Ziskali jsme zbytek —x — 2y — 3z, ktery pridame do mnoziny F'.
Vezmeme dalsi polynom Spoly(fi, f3) a délime polynomy mnoziny F':

xy — 22 +1
2
— 2
(y3_3y_z3+z) : IL’+2yZ+ _
Yy —y +3
—r —2y— 3z 0

0
Yy -3y — 2B+ 2

Zbytek y3 — 3y — 23 + z priddme do mnoziny F.

Vezmeme Spoly( fo, f3) a provedeme dalsi pseudodélent:

(2y — 2% +1 (—y
—2? 4+ yz + 2

(—xy? + 3z + y2* + 22) Rxz—y*+3 =
—r — 2y — 3z -3
(v° =3y — 2"+ 2

—(—2y? +y2° —y)
3r+y+2z
—(3z 4+ 6y + 92)
—by — Tz

Polynom —xy? + 3z + yz? + 2z lze vyjadfit jako

—y(rvy — 22+ 1) — 3(—x — 2y — 32) — by — 7=.

Do mnoziny F' pridame dalsi zbytek —by — 7z.
Do puvodni mnoziny F' jsme ptidali polynomy:
fi=—2—-2y=3z2 fs=9y"-3y—2"+za fo=-by— Tz

Vsechny S-polynomy mame vypoctené v predchozim zpusobu.
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xy — 22+ 1
22+ yz+2
2
— 3
(247 +3yz + 27 — 1) S
—r —2y— 3z
y =3y — 23+ 2
=5y — Tz
—(2y" + Fy2)
%szrzz—l
— (vz £ 57"
8.2 _1

25

Tento zbytek f; = $82? — 1 piiddme do mnoziny F.

’xy—22+1
22+ yz+2
vz —y*+3
(2zy + 3xz + yz + 2) i —x—2y— 32
-3y — 22+ 2
—by — 7z

18 .2 _
[ 557 1

—(2zy — 22% +2
3rz + yz + 222
—(3z2 — 3y +9)
3y +yz+222 -9
~(3g? + Uy2)
—%yz +222 -9

— (% — %)
12%222 -9
- (=)
0
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(—5U — 357
4
2
3
3 16
59+ 5%
9




(y? 4 2yz + 322 — 3)

—(y* + Ly2)
%yz +322 -3
- (2 + 327
%22 -3
54
— (%2 -3)
0

(Bzy + 22° — 22 — y*2* +7)

—(3zy — 32% + 3)

3

v2d —xz—y? +y? +322 -3
(228 — 222 4 322)

—xz+y*—3
0

(a:y—zz—l—l

—z?+yz+2

rz—y* +3

—r — 2y — 3z =

y =3y — 2242

—oy — Tz

(527 — 1
(xy—zz—f—l
—2® +yz+2
vz — 1yt +3
—r —2y— 3z
v —3y— 2 +2
—oy — 7z
(322" — 1
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(py — 22 +1 (
—x? +yz+2
vz —y? +3 7
(Tzz 4 52* — 5) i —x—2y— 3z =
Y3 =3y — 23+ 2
—by — Tz —gy—i-%z
1821 26
\ 25 \
—(Tzz — Ty* + 21)
Ty? + 522 — 26
—(Ty* + 2y2)
—yz—|—5z — 26
—(—49y, — 33 ,2)
%22—26
(42658 2_26)
0
(
xy — 2241
22+ yz+2
vz —y? +3
(Ty?z + 15y + 52° — 52) P9 —x— 2y — 32 =
Y3 =3y — 23+ 2
—5y — 7z —Iyz+ 227 —
\5?22 1 | 262
—(Ty?z + Fy2%)
—yz + 15y + 523 — 52
—(40y52 — 3833
15y + 223 — 52
—(15y + 212)

468 .3 _
o5 2 26z

( 42658 3 262)

0

Spoly(fs, fz) mame také vypocteny v predchozi casti.
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( (
xy — 22+ 1
—2? 4+ yz +2
2
rz—y " +3
(:(:—§ 2 +%) : yz 3 =< -1
TR P —x — 2y — 3z =4 —
-3y — 23+ 2
18 2 1262
—by — 7z TEYZ T 5 — 5327
18 2 49
\%Z -1 \—%Z
—(z 42y + 32)
18, 2 21
—xYE— 2y — 52
— (=572 — 12y2?)
—2y+%§y22—%z
(-2~ %)
126 49
ooy 4+ Rz
—(33592° + 557°)
882 3

49
—@Z -+ %2)
882 .3 49
—<—@Z -+ %Z>

0

Ziskali jsme tedy Grobnerovu bazi:

G ={zy—2+1, —a?+yz+2, xz2—y*+3, y¥* —3y—2*+z, —by—Tz, 222 —1}.

Redukovanou bazi a feseni soustavy rovnic bychom ziskali obdobné jako v predchozim
zpusobu.

Priklad 5: V oboru redlnych cisel Tesme soustavu rovnic druhého stupné:

922 + 16y% — 22 — 32y + 15 =
4o — 2 — 322+ 2y+31 =
ReSeni:
Oznac¢me polynomy:
fi = 922 — 72z + 16y? — 32y + 15,
fo = 42%—32x —y® + 2y + 31.
Mame tedy mnozinu F' = {fi, f2}.

Uréime LT(f;) = 922, LT(fy) = 42? a LCM(LT(f1), LT(f)) = 3622
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Vypocteme S-polynom f; a f:

Spoly (fi, fo) = 252" . (922 — 722 + 16y — 32y + 15)—
— 36 (4a? — 320 — y? + 2y + 31) =
= 3622 — 288x + 64y — 128y + 60 — 3622 + 288x + 9y* — 18y — 279 =
= T3y* — 146y — 219.
Po déleni prvky mnoziny I dostaneme 0 a zbytek 73y% — 146y — 219.

Tento polynom upravime a ziskdme y? — 2y — 3, oznaéime f3 a pfiddme do mnoziny

F.
Vypocteme LT(f;) = 922, LT(f3) = y>.

Jelikoz je LCM(LT(f1),LT(f3)) = LT(f1) - LT(f3), podle Kritéria 1 plati, ze
po déleni Spoly(fi, f3) polynomy fi, f3 dostaneme zbytek 0. To samé plati pro
Spoly(fa2. fs)-

Ziskali jsme tedy Grobnerovu bazi:
F = {92% — 72z + 16y° — 32y + 15, 42° — 32z — y* + 2y + 31, y* — 2y — 3}.

Polynom f; 1ze vyjadrit jako f; = % fo+ % f3, odstranime jej tedy z mnoziny F'.
Redukovanad Grobnerova béze je G = {:c2 — 8x — in + %y + 32—1, y: — 2y — 3} )

Posledni polynom obsahuje jen proménnou y, polozime jej roven nule a snadno
vypocteme y; = —1, yo = 3. Z dalsi rovnice bychom dopocetli x a ovérili bychom,
ze vSechna Teseni splnuji puvodni soustavu rovnic.

Resen{ dané soustavy je: [1, —1],[1,3],[7, 3], [7, —1].

Pozndmka. Lze vytesit elementarné doplnénim na ¢tverce.
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Ukazka vyieseni prikladu 5 pomoci pocitacovych programiu GeoGebra
a Maple

a) v GeoGebrie

Q Priklad_GeoGebra.ggh

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Néstroje Okno Napovéda

Al P QIO N2l )

» CAS

~ Nakresna

1| cmere1sr- 72325 20 fhC~

® | - c:0xt416y?—72x—32y+15=10 5

4= 46 -320e2y+31=0

[~

® | od:ax?—y _32x42y+31=0

3

Obrazek 79: Grafické reseni prikladu 5 v GeoGebie

b) v Maple:

fi=02 41697 — T2x— 329+ 15:
9+ 167 —T2x—32y+ 15
=40 —}‘2 —32:x+2:p4+31;
42—y —32x4+2y+31
GB = Groebner|Basis ([ [. g]. plex(x.¥)):
[}‘273 72)'.:(2 + ?78,\‘]

solve(GB[1], {»}):
{¥=3}. {y=-1}
s = solve(GB[2], {x}):

solve(1£: g}, x.7));
fx=1,y==1};{z=Ly=3); x=Tp=-1}, {&x=T»=3}

Obrézek 80: Reseni soustavy rovnic 5 v Maple
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Piiklad 6: Reste soustavu rovnic v R (C):

r4+3y = 49°

y+3z = 423

Reseni:
g o= -4’ +3y
g = —4xd+3x+y

Vypocéteme S-polynom ¢; a go:
Spoly (g1, g2) = —4x?(x — 433 + 3y) — (—42® + 3z +y) = 162%y* — 122%y — 3z — y

x — 4y + 3y
(162%y° —1222y—3z—y) : = 162y — 122y + 649° — 969* + 363> — 3
—423 +3x +y

—(1622%y® — 64xy® + 48xy*)

—122%y + 64xy° — 48xy* — 3z —y
—(—122%y + 48zy* — 362y>

642y° — 96zy* + 36xy? — 3x — y

— (6425 — 256y° + 192y7)

—96xy* + 36xy% — 3z + 256y° — 192y7 —y
—(—96zy* + 384y" — 288y°)

36y — 3z + 256y° — 576y" + 288y° — y
—(36zy? — 144y° + 108y3)

—3x + 2569° — 576y + 432y° — 108y> — y
—(=3x + 12¢* — 9y)

256y” — 576y" + 432y° — 120y° + 8y

~~
zbytek

Tento zbytek vlozime do Grobnerovy baze.

G = {x — 49> + 3y, —4a® + 3z +y, 256y° — 576y" + 432y° — 120> + Sy}
Zjistime, zda se jednd o redukovanou Grobnerovu bazi. Koeficienty u ve-

doucich ¢lenu by mély byt 1. Druhy polynom vydélime —4 a tieti 256.

Budeme zjistovat, zda néktery z monomu polynomu ¢; ndlezi idedlu
(LT(G — {g1})). Pokud ano, pak by nepatfil do redukované Grébnerovy baze.
Méme ¢g; = x —4y* + 3y, (LT(G —{g:1})) = (23, y"). Polynom g¢; nechdme v redu-
kované Grobnerové bézi. Pro polynom go = 2*—3x+1y je (LT(G—{g2})) = (z,9").
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V go existuji monomy, které jsou délitelné x. Odebereme jej z redukované Grobne-
rovy baze. Pro tieti polynom je (LT(G — {g3})) = (z). V polynomu g3 neexistuji
monomy, které jsou délitelné . Nechame jej v redukované Grobnerové bazi. Tento
polynom je pouze v proménné y.

Zjistime TeSeni tohoto polynomu v proménné y, poté dopocteme x a dostaneme
9 fesent:

0,0], [1,1], [=1,—1], [—%ﬁ] a [, =] [+ 51— ), [1 - &1+ ),
1 5. 1 5 1 5. 1 5
R i ¥ O el i Sl

Ukazka vyteSeni prikladu 6 pomoci pocitacovych programi GeoGebra
a Maple

a) v GeoGebie

G GeoGebra Klasik

(=)= v &y x=x= A&
T &

1 rl:x+3y 4y3:0
O = rl: =4y +x+3y=0
2 2:y43x—4x =0
O - r2: —4x*4+3x4+y=0
11 := Viyresit({r1, r2}, {x,¥})

@ .

SeznamBodu: 11 := {(Us 0),(1,1),(-1,-1), (7 a 4 4 4 4 4 4

Nakresna

Obrazek 81: Grafické teseni prikladu 6 v GeoGebie
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b) v Maple:

> f::x—|—3y—4y3;
x+3y—4y3

g:=y+3x—4x3;
}«'+3x—4x3

GB = Groebner|[ Basis ([ . g]. plex(x, y));
[_1-‘ — lSy3 + 54}"5 — 7’2;1;Jr + 32_1«'9,x +3 ¥ 4_1,-'3}

ri= solve(GB[1], {»});
(r=0%, (=13, (r=-1} fp=5 VZ}. [~

Obrézek 82: Reseni piikladu 6 v Maple

Piiklad 7: V oboru komplexnich éisel vyresime soustavu rovnic:(Hora [34])

r+y+z = 2
rT+2y—2z = —4,
22yt = 12
Reseni:
Oznac¢me polynomy:
g = z+y+z -2 = 0,
g = 4+2y—z +4 = 0,

g3 = 22+t +2—-12 =

g1, 92, g3 jsou polynomy o tfech neznamych z,y, z. Mdme mnozinu G = {¢1, g2, 93}

a mnozinu dvojic indexu téchto polynomu B = {[1, 2], [1, 3], [2, 3]}
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Déle tedy vypocteme:

Spoly(g1,92) =g1 —go=x4+y+2z —2—x—2y+2z —4=—-y+2z—06.
Tento polynom ozna¢ime g, a priddme do mnoziny G, tedy G = {g1, 92, g3, 94 }-
Mnozinu B doplnime o dvojice [1,4],[2,4] a [3,4].

Z mnoziny B vezmeme dvojici [1, 3] a vypocteme

Spoly(gi,g3) = - g1 — g3 = 2y + w2 — 2x — y* — 2> + 12 = p.

Provedeme redukci polynomu p modulo G:
p—=ap+T-gs =312 — 8% — y? — 22 + 12, budeme pokracovat:
3xz —8x —y? — 224+ 12 — 322 — 3yz — 322 + 62 =
=8 —y? —3yz — 42> + 62+ 12+ 8x + 8y + 8z — 16 =
= —y? —3yz + 8y —42% + 14z — 4+ y?> — 2yz + 6y =
= —byz + 14y — 42% + 142 — 4 + 5yz — 102% + 30z =
— 14y — 1422 + 442 — 4 — 14y + 282 — 84 —
= —142% + 722 — 88.
Tento polynom oznacime gs. Do mnoziny B pridame dvojice [1, 5], [2, 5], [3, 5], [4, 5].

Vypocteme Spoly(gs, g3) = T+ go— g3 = 2xy—w2+4x—y? — 22 +12 = p,. Provedeme
opét redukei tohoto polynomu ps.

pa—2y-g1 =22y —xz+4r —y? — 22+ 12 — 2oy — 2% — 2yz + 4y =

=—xz+4r — 3y -2z +4Ay — P2+ 12+ xz+yzr+ 22 —22=

=4 —3y? —yz+4y —22+12 — 4o — 4y — 42+ 8 =

= —3y? —yz — 62+ 20+ 3y% — 6yz + 18y =

= 18y — 1422 + 36z + 20 — 18y + 36z — 108 =

= —142% + 722 — 88 4+ 1422 — 722 + 88 =

=0.
Do mnoziny G neptidavame zadny polynom.
Podle kritéria 1 muzeme vyskrtnout dvojice [1,4], [2,4], [3,4] 1 [1, 5], [2, 5], [3, 5], [4, 5].
Ziskali jsme
G={r+y+z —2,0 +2y—2z +4, 22+ >+ 22— 12, —y + 22 — 1422 + 722 —88}.
Ziskana Grobnerova baze G je Casto vétsi, nez je nutné.

Projdeme nyni ¢ast ,,redukéniho algoritmu® a zjistime, které polynomy vyskrtnout
LT(g2)/LT(g1), vyskrtneme tedy polynom ¢; a LT(g2)/LT(g3), vySkrtneme poly-
nom g3. G ={x+2y—2 +4,y—22+6,2> — 3—76z + %}. Ziskali jsme redukovanou
a monickou bazi.
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7 rovnice 2% — %Z + % = 0 ziskdme koteny z; = 2, 2o = %

7, dalsich rovnic vypocteme y a z.

Resenti: [2, —2,2], [—?, %, 2—72]

Redukce polynomu byva zdlouhava a snadno se udéla chyba. Vyuzijme Vétu 9
(Buchbergeruv algoritmus uréeni Grobnerovy béze). Vypocteme opét Spoly(gi, g2),
Spoly(g1, 93), Spoly(gz, g3). Pokud mame g, = Spoly(g1,92) = —y + 2z — 6. Po
déleni prvky mnoziny G dostaneme nulu a zbytek —y + 2z — 6. Spoly(g1, g2) =
=qy + 2z — 22 — y? — 22 4+ 12 a budeme délit polynomy g1, g2, g3, ga.

(x+y+z—2 (y+z—2
r+2y—z +4
(zy+axz—20—y? —22+12): ¢ 22492 +22-12 =
—y+22—-95
| —142% + 722 — 88 | 2y +62—16

—(zy +y* +yz — 2y)

xz — 20— 2y® —yz + 2y — 22 + 12
—(zz+yz + 22— 22)

—2x — 2% — 2yz + 2y — 222 + 22 + 12
—(—22 -2y —2z+4)

—2u? —2yz + 4y —22° + 42+ 8
—(=2y% + 4yz — 12y)

—6yz + 16y — 222 + 42 + 8
—(—6yz + 1222 — 362

16y — 1422 + 402 + 8
—(16y — 32z + 96)

—142% + 72z — 88

Tento zbytek —1422 + 722 — 88 oznacéime gs.
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Vypocteme Spoly(gs, g3) = 22y — x2 + 42 — y* — 22 + 12 a délime prvky mnoziny
G:

(:13+y—|—z—2 (2y—z +4
r+2y—z +4
(2zy —xz+4r —y? — 22 +12) : ¢ 22492 4+22—-12 =
—y+22—6 3y + 7z — 18
\ —142% + 722 — 88 \ 1

—(2zy + 2y* + 2yz — 4y)

—xz+4x — 3y? — 2z + 4y — 22 + 12
—(—z2 —yz — 2° + 22)

4o — 3y — yz + 4y — 2z + 12
—(4r + 4y + 42 - 38)

—3y? —yz — 62+ 20
—(—3y* + 6yz — 18y)

—Tyz 4+ 18y — 62 + 20
—(—Tyz + 1422 — 422)

18y — 142% + 362 + 20
—(18y — 362 + 108)

—142% 4 722 — 88
—(—1422 + 722 — 88)

0
Mnozinu G jiz nerozsitujeme, dalsi dvojice muzeme z B podle kritéria vyskrtnout.

Dostali bychom stejnou Grobnerovu bazi jako v predchozim zpusobu a ziskali feseni
soustavy rovnic.

Piiklad 8: Reste soustavu rovnic (Svréek [82)):

?+1 = 2y,
v +1 = 2.

1. zpusob reSeni:

Z prvai rovnice si vyjédifme y = 3(2* + 1) a dosadime do druhé.
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(@t 222 +1)+1 = 22
rt+222+5 = 8z
' +222 -8r+5 = 0
Odhadneme prvni kofen z1 = 1.
Rovnici upravime na souc¢inovy tvar: (z — 1)(z® + 22 + 3z — 5) = 0.
Odhadneme druhy koten x5 = 1.
Rovnici upravime: (z — 1)(z — 1)(2? 4+ 2z + 5) = 0.
Z kvadratické rovnice 2% + 2x + 5 = 0 dopo¢teme posledni dva kofeny:
Tgq ="M = 1420 23 =—1+2i, x4 =—1—2i.
Dopocteme y a dostavame feseni: P = {[1,1]} v R.
V oboru komplexnich ¢isel pak mame feseni [1, 1], [-1 — 2i, —1 + 2i] a [—1 + 21,
—1-2i].

2. zpusob reseni:

Rovnice od sebe odecteme:
22 —y* =2y — ).

Upravime na nasledujici tvar:

(x—y)(z+y+2)=0.

a) r o=y
2?2 —2x+1
(x—1)2 =
Resent: [1,1]
b) y = —x—2

(—z—2)*+1 = 2z
2 4+ 4r +5 — 2z
P 42r+5 =
Dostaneme fesent: {[1,1],[—1 — 2i, —1 + 2i], [-1 + 24, —1 — 24]}.
3. zpusob resSeni:
?+1 = 2
¥ +1 = 2o
2+ y? =20 —2y+2
(x =12+ (y—1)> = 0(metoda ctverci)
P = [1,1], P2 P(nutnd zkouska)
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4. zpusob feseni (metoda nerovnosti a odhada):

2r = Yy +1

y2+1

3 X

Mezi aritmetickym a geometrickym prumeérem plati:
“TH’ > +ab Va,b=0

(a+b)? = 4ab
a’?—2ab+b*> = 0
(a—b)?* =2 0
?+1 = 2
v +1 = 2z
R > 2l
Y4+l 2 2/ =2yl =2y=2>+1
V41 > 22412222 =2
20 22y = 2x
2e=2y=2x = y==x

Obdobné jako v predchozim zpusobu.

5. zpusob feSeni (pomoci Grobnerovych bazi):
Pouzijeme lexikografické usporadani /;, kde x < y.
Méme 2 polynomy: ¢; = 22 — 2y + 1, go = —2z + 3% + 1.
Vypocteme S-polynom:
Spoly (g1, 92) =201 + 292 = 22° =4y +2 - 22" +wy’ +r =ay’ + v —dy +2=p
P2yt —Ady+2—aP 5yt L = Sy 5 — Ay + 2=y
D2 —*g, p2+%92= %y4+y2—4y+§
95 =y +2y* =8y +5
B ={[1,2],]1,3],[2,3]} — G ={g1, 92, 93} — Grobnerova béze idedlu
Redukovand Grobnerova béze je G = {g2, g3}
Pokud polynom g, vydélime —2, pak ziskame monickou bazi.
—2z+y*+1 = 0
y*+ 22 -8y +5 = 0
Tato soustava je ekvivalentni s puvodni soustavou rovnic.

Druhy polynom je jen v jedné proménné. Ma dvojnasobny koten y; o = 1.

204



(y=1* (P ~y—5 = 0
(W?*—=2y+1)- (> +2y+5) = 0
Ysa = SH=—1+2%
7 vyjadreni, ze r = y%l dopocteme neznamou x.

Dostaneme feseni: P = {[1,1],[—1 + 2i, —1 — 2i], [-1 — 24, —1 + 24] }.

5. Prevod parametrického vyjadreni afinni variety

na implicitni
Dalsi vyuziti Grobnerovych bézi je pti prevodu parametrického vyjadreni afinni
variety na implicitni. (Pech, [58])

Pro ptrevod parametrického vyjadieni afinnich variet na implicitni tvar lze
vyuzit metodu Grobnerovych béazi. Polynomidlni parametrizaci lze vyjadrit ve

tvaru: 1 = filtl,.. ., tm),

To = f2(t17 s 7tm)7

Ty = fn(tla s 7t’m)a

kde f1, fa, ..., fn jsou polynomy z T'[ty, ..., t,]|. Geometricky predstavuje soustava
zobrazeni F' : T™ — T™ definované vztahem

F(tl,...,tm> = (fl(tla---,tm)a---afn(tla---ytm>)-

Potom F(T™) C T™ je podmnozina T™ parametrizovand pomoci vyse uvedené
soustavy rovnic. Problémem ptevodu jejiho parametrického vyjadieni na implicitni
je nalezeni nejmensi variety obsahujici F/(T™).

Piiklad 9: Raciondlni parametrizaci koule lze vyjadrit ve tvaru:

4ur? 4or? r(u? + v? — 4r?)

x:—’ :—’ Z =
u? + v2 4 4r2 y u? + v2 4 4r2 u? + v2 4+ 4r2

Najdeéte jeji implicitni vyjadrend.

Resent:

Redukovana Grobnerova baze obsahuje 5 prvki. Pouze prvek z? + y? + 22 — r?
neobsahuje parametry u, v. Rovnice 22 +4%+ 2% —r? = 0 je implicitnim vyjadienim
koule.

Piiklad 10: Parametrické vyjadreni Bernoulliho lemniskaty je ve tvaru:

a-cost a-costsint
r=—"5 Y=
1+ sin“t 1+ sin“t

Najdéte jeji implicitni vyjadrend.
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ReSeni:

Zavedeme substituci ¢; = cost, ¢ = sint. Piidame identitu cos®t +sin’t = 1, tedy
2.2

ci+c; =1

Dostaneme soustavu rovnic:

r(1+d)—a ¢ = 0,
y(14+cd)—a -¢c1-ca = 0,
C%—ch =

Redukovand Grobnerova baze ma 5 prvku. Bez proménnych ¢y, co je pouze
xt 4 20%y? — a2 + yt + a®y? = 0.

Po dpravé rovnice x* + 222y — a%2® + y* + @®y? = 0 dostaneme
(22 4+ y*)? — a®(2® — y?) = 0, coz je implicitni vyjaddieni Bernoulliho lemniskéty.
6. Automatické dokazovani v geometrii

Vychézela jsem z publikaci [58], [59], [8]. Metoda Grébnerovych bézi se uziva také
pii dokazovai v geometrii.

Zakladnim principem automatického dokazovani geometrickych tvrzeni je vyu-
ziti vyjadreni geometrickych tvrzeni ve tvaru polynomialnich rovnic.

Nasledujici veta ika, jak lze uréit, ze dané tvrzeni plyne z predpokladi.
Véta 16: Necht jsou ddny predpoklady hy = 0,...,h; = 0a s; #0,...,5; # 0

a chtéjme ukazat, ze tvrzeni g vyplyva z platnosti uvedenych predpokladu, pricemz
hiy ... hiy S1y...,85, g € Tlug, ..., ug, 1, . .., ;). Necht déle

f=(hm=0A...ANhi=0A8#0A ... As;#0)=g=0).

Potom vyraz f je pravdivy nad algebraicky uzavienym télesem obsahujicim T
prave tehdy, kdyz soustava rovnic

h1:O,...,hi:075121—1:0,...,8j2j—120,gz—1:0,

kde z;,...,z; jsou nové pridané proménné, nemd feSeni nad timto algebraicky
uzavienym télesem.

Pozndmka. Predpoklady s1 # 0,. .., s; # 0 Casto vyjadiuji omezeni daného geometrického utvaru
a vylucuji ruzné generované piipady daného projektu. K ovéfeni, ze vyse uvedend soustava mé
reSeni, lze vyuzit Grobnerovy béze. Staci ukazat, ze redukovand Grobnerova baze pro idedl ge-

nerovany polynomy urcujici vyse uvedenou soustavu je {1}.

Dokéazeme dvé zajimava tvrzeni, ktera by se mohla uvést pri vyuce geo-
metrie.
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Piiklad 11: Dokazte, Ze vsechny tii vysky trojuhelniku ABC' se protinaji v jednom
bodeé.

Obréazek 83: Vysky v trojihelniku

Reseni: _
Zvolime A = [0,0], B = [u1, 0], C' = [ug, us]. Dale oznac¢ime paty vysek P, = [z, 0],
Py = [x9, 23] a P3 = |4, T5).

Plati:

CP,LAB : hy = ui(x1 —ug) =0,

AP, 1 BC' : hy = xo(us — uy) + w3uz = 0,

BP3 LAC : hy = ug(x4 — uy) + ugws = 0,

body BP,C' jsou kolinedrni: hy = x3(us — uy) — usz(xs — uq) =0,

body AP;C jsou kolinearni: hs = x5us — usxy = 0.

Na tsecce C'P; zvolime bod P tak, aby BPP; byly kolinearnf:

BPP; jsou kolinearni: hg = xg(xy — u1) — x5(z1 —uy) = 0.

Zbyva dokazat, ze APP, jsou kolinearni: g = xgxrs — x317 = 0.

Pro ideédl I = (hy,...,hg, 1 — yg) je redukovand Grobnerova baze {1} a tvrzeni g
vyplyva z predpokladu hq, ..., hg.

Priklad 12: Trojuhelnik ABC' je pravouhly s pravgm ihlem u vrcholu A. Dokazte,
ze stredy vsech stran trojuhelniku a pata vysky z bodu A na stranu BC' leZi na jedné
kruznica.

Reseni:

Zvolime A = [0,0], B = [uy,0], C' = [0, uy]. Stfedy stran trojihelniku oznac¢ime:
Sl, SQ a Sg.
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Plati:

hi =2x1 —u; =0, hg =219 —uy =0, hg =223 —u; =0, hy = 224 — uy = 0.
Déle oznacime patu vysky P = [x5, z¢]. Plati, ze

AP1PC : hs = x5u; — xgUs = 0,

B, P, C jsou kolinearni: hg = xsus + xguy — uius = 0.

Body Sy, Ss, S3 a P lezi na kruznici. TTi body, které nelezi na jedné ptimce, musi
lezet na kruznici. Dokazeme, ze Sy, S, S3 lezi na kruznici a bod P lezi na kruznici
prochazejici témito tfemi body.

Stied kruznice oznac¢ime O = [z7, xg).

$10 = 8,0 1 hy = (w1 — x7)* + 2§ — 0} — (25 — 2)* = 0,

$10 = 830+ hs = (v1 — 7)* + 2§ — (23 — @7)* — (24 — 25)* = 0.

Chceme dokazat, ze PO = S0, tedy g = (x5_337>2+($6—1’g)2—(:c1—x7)2—x§ —0

Redukovand Grobnerova baze pro idedl I = (hy,..., hs, 1 —yg) je {1} a tedy
tvrzeni g vyplyva z tvrzeni hq, ..., hg.

Obrazek 84: Grafické feseni prikladu 12

7. Metoda rezultantu

Rezultant polynomtu nabyl vyrazné na vyznamu v souvislosti s rozsitenim
ruznych programu pocitacové algebry (Maple, Mathematica), je dilezitou slozkou
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mnoha algoritmu uzivaych v téchto programech. Budeme definovat pojem rezultant
pro dva polynomy f, g jedné proménné x.

Necht f, g € T[z] jsou polynomy takové, ze

[ = aqrP+a, 2P P+ +a1x+ag, a,#0,

g = bl +b, 1z + . . +bx+by, b, #0.

Pomoci pojmu rezultantu téchto polynomu budeme chtit odvodit podminku
na jejich koeficienty a;,b;, (i = 0,...,p, j = 0,...,q), kterd zaruc¢i existenci
spolecného teseni polynomu f,g. Jinak feceno, chceme védét, kdy maji f = 0,
g = 0 spolecny koten.

Lemma 1: Necht f, g € T[z] jsou polynomy v jedné proménné a deg f =p € N,
deg g = q¢ € N. Potom f a g maji spolecného délitele pravé tehdy, kdyz existuji
polynomy A, B € T'[z] takové, ze plati:

1. A, B nejsou oba soucasné nulovymi polynomy,

2. deg A Sp—1,deg BSq—1,

3. Af + Bg =0.

Necht f(z) = apa? + ap_ 12?7 ' + ... + a1 + ag a g(z) = bya? + by_1297 1 +
..+ bz + by, kde a;,b; € T, jsou dva polynomy nenulovych stupnua (p,q € N).
Determinant

Qp  Qp—1 e Qo )
Qap Qp—1 ... Qo q 4k
a Ap—_1 ao
Res(f,g) = P 4
by by bo
be b1 bo p radki
by bg—1 bo J

nazyvame rezultantem polynomu f,g.

Tento determinant zavedl anglicky matematik James Joseph Sylvester
(1814 — 1897). V prvnich ¢ fadcich tohoto determinantu jsou koeficienty a;,
i = 0,1,...,p (vzdy v nésledujicim tddku ,posunuté o jedno misto vpravo“),
v dalsich p fadcich pak obdobneé tazené koeficienty b;, i = 0,1, ..., g a na zbyvajici
mista v determinantu se pisi nuly.

Véta 17: Necht f a g jsou polynomy v jedné proménné x. Rezultant Res(f,g) je
polynom, ktery nabyva nulové hodnoty (Res(f,g) = 0) pravé tehdy, kdyz f a g
maji spolecného délitele.
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Pojem rezultantu je vhodné zobecnit i pro polynomy f, g vice proménnych
x1,To,...,T,. Rezultant polynomu f,g vzhledem k proménné z; oznacovany
Res (f,g,x1) definujeme zcela analogicky jako Res (f, g, x) pro jednu proménnou
x, pricemz polynomy f, g bereme nyni v jedné proménné x; a s koeficienty z télesa
T|xa,...,xy,), tj. jako funkce parametru s, . .., Z,.

Lze pro né odvodit vétu:
Véta 18: Necht f,g € T[zy,xs,. .., T,] jsou polynomy nenulového stupné v promén-
né x. Pak plati:
1. Res(f,g,x1) € I, kde I; je prvni eliminac¢ni idedl (f, g).

2. Res(f,g,x1) = 0 pravé tehdy, kdyz polynomy f,¢g v proménné x; maji
spolecného délitele nenulového stupné.

Ukazeme teseni soustavy rovnic piikladu 5 pomoci metody rezultanti:
ReSeni:
Mame polynomy:

fi = 92 + 16y — 722 — 32y + 15,
fo = 4x% —y? — 320 + 2y + 31.

Vytvotrime rezultant vzhledem k proménné x:

9 —72 16y* —32y+15 0
0 9 —72 1692 — 32y + 15
RGS(fl,f%J]) - 2 -
4 =32 —y?+2y+31 0
0 4 —32 —y? + 2y + 31
9 —72 16y — 32y + 15
=9 (=" =32 —y?+2y+31 0 +
4 —32 —y% + 2y + 31
—72 16y* — 32y + 15 0
+4 - (=13 9 72 16y2 — 32+ 15 | =
4 —32 —y? + 2y + 31

=9 (73y* — 292y3 + 16498y2 — 32412y — 49275)+
+4 - (1168y* — 4672y — 3978512 + 88914y + 122859) =
— 5329y* — 21316y — 10658y2 + 63948y + 47961

Podle véty 18 maji polynomy f; a fo spolecného délitele, pokud
5329y* — 2131693 — 10658y> + 63948y + 47961 = 0.

210



Po vydéleni ¢islem 5329:

Yyt — 4y — 22 + 12y +9 = 0.

Pomoci Hornerova schématu najdeme koteny polynomu:

1/-41-2]112 |9
310
-1]-5|-31]0
1{-1|-5|-3
310
21110

Ziskame kvadratickou rovnici: 4% + 2y + 1 = 0, kterd m4 koifeny:

Ys = _17

Yy = —1.

Po dopocteni x dostaneme vysledné feseni: P = {[1, 3], [7, 3], [1, —1],[7, —1]}.

Fi= 937 4+ 1637 — 125 — 327+ 15:
g= 4.1‘]—3'3—32.1'+2”1'+ 31;

with( Algebraic) -

Sl == Lineardlgebral SvivesterMatrix]( f g x);

Rezultart == Resultant( f g x);

Reseni_yv = solve(Rezultant, {y});

# Regeni pro y=-1
S = subs{{y=-1}17);

resenil = solve( f1, x);

# Refeni pro y=3

J2 = subs({y=3}.1):

reseniZ = solve( 12, x);

9 + 1637 — 72x — 32y + 15

p 2
4x"—1y —32x+2y+31

9 -72 15 +161F — 32y 0

0 9 -72 15+ 16)% — 32y
4 -32 31—-3"+2y 0

0 4 -32 31— 42y

532937 — 21316)° — 1065817 + 63948 ¥ + 47961

{y=-1}L {¥=-1} {y=3} {¥=3}

9 + 63— T2x

resenil = (7. 1)

9 + 63— T2x

reseni2 = (7, 1)

Obrézek 85: Reseni piikladu 5 pomoci metody rezultantt v Maple
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Vytesime jesté nasledujici priklad pomoci metody rezultant:

Priklad 13: Vyreste soustavu rovnic:

P +ay?—10 =
?y+y3 -5 = 0

Reseni:
10 2 —10 0
01 0 2 —10
y 0 v*=5 0 0 |=
0 y 0 y3—5 0
00 vy 0 -5
1 0 -10 0 1 0 y? —10
0 1 2 —10 0 1 0 2
=y (1) g (P —5) - (—1)* g
y 00 0 y 0 y*»=5 0
0y v»-5 0 0y 0 ¢y*-5
0 -—10 0
=y-y-(=D% 1y —10|+(y’ - 5)
y yv>—=5 0
1 2 —10 10 ¢
L(=D*y ¢*=5 0 |+y (=1)°% |y 0 ¢*=5]|=
0o 0 -5 0y O

=y (100y) + (4 =5)- (0 =50 =~ (u° = 5) + - (v — (4" = 5)) ) =
= 100y3 + (v — 5) - (y° — 10y + 25 — 35 + 53 + y2 - 5y) =

= 100y3 + (y® — 5) - 25 = 100y> + 25y — 125 = 125y3 — 125
Res (f(z),g9(z)) =0= 125y — 125 = 0

12543 = 125
o= 1
y = 1 v oboru redlnych cisel
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Dopocteme x: y = 1 dosadime do 2. rovnice:
?+1-5 = 0
2 = 4
r = =£2
Ovéiime, ze [2,1] 1 [-2, 1] jsou FeSenimi.
Dosadime [2, 1] do 1. rovnice:
L = 8+2-10
L =0
P =0
L =P
[2,1] je Teseni.

Dosadime [—2, 1] do 1. rovnice:

L = —-8-2-10
L = —20

P =0

L #+ P

[—2, 1] nenf tesen.
8. Mnoziny bodu dané vlastnosti
Aplikaci vyse popsané teorie je mozné ilustrovat na feseni nasledujicich prikladu:

Priklad 14: Je ddna usecka AB a primka p. Urcéete mnoZinu priseciki vysek H
trojuhelniku ABC', jestlize se bod C' pohybuje po dané primce p.

Priklad 15: Je ddna kruznice k se stiedem O a polomeérem a. Libovolnym bodem
M = [u,v] € k vedte kolmice k primérim kruznice k v souradnicovijch osdch
x,y a jejich paty oznacte X,Y. K usecce XY sestrojte kolmici vedenou bodem
M = [u,v] a jeji patu oznacte P = [p,q|. Urcete krivku, kterd je mnoZinou vsech
téchto pat P kolmic, pokud se M pohybuje po kruznici k.

Priklad 16: Je ddna usecka AB a bod C, ktery lezi na kruznici k se stredem
v bodé A a polomérem AB. Urcete mnozZinu pruseciku vysek H trojuhelniku ABC,
pohybuje-li se bod C' po kruznici.

Priklad 17: Jsou ddny dvé na sebe kolmé primky k, [, bod O je jejich prusecik. Bod
A lezi ve vzddlenosti b od primky k a ve vzddlenosti a od primky . Pro libovolny bod
M lezici na l sestrojme bod N na k tak, Ze MN je kolmd na AM. Uréete mnoZinu
vsech bodu paty kolmic P, sestrojené z O na M N, pokud se bod M pohybuje po
primece (.

Podrobné teseni s vyuzitim softwaru GeoGebra je popsano v kapitole 4 préce.
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Priloha 2

ResSeni soustav polynomialnich rovnic a jejich aplikace pri
reSeni tiloh na mnoziny boda dané vlastnosti

Ucebni a metodicky materidl je uréen budoucim uéitelim matematiky na SS
a ucitelum, ktefi pracuji s potencidlnimu tesiteli MO. Jeho ¢asti mohou byt vyuzity
i pro samostudium fesitelim MO.

Téma: Resenf soustav polynomidlnich rovnic a jejich aplikace pii fesenf tloh na
mnoziny bodu dané vlastnosti.

Cile: Seznameni zaku s feSenim soustav polynomiélnich rovnic metodou rezultantu

a Grobnerovych bazi a seznameni se s programem GeoGebra. Hlavni cil je feseni
uloh na mnoziny bodu dané vlastnosti a upozornéni na mozna uskali pti reseni.

Motivace: Pokud zadame soustavu polynomiélnich rovnic do néjakého matema-
tického programu (GeoGebra, Maple a dalsi), ziskdme Feseni. Zaci by mohli znat
algoritmus, ktery matematické programy pouzivaji, ne se jen spokojit s vysledkem.
Zpracovani: Po zavedeni zakladnich pojmu o metodé rezultantu a Grobnerovych
bazi doporucuji fesit s zaky nasledujici typy prikladu.

Priklad 1: V oboru kompleznich éisel vyresime soustavu rovnic: (Hora [34])

r+y+z = 2,
r+2y—z = —4,
2yt = 12

Resent:
V této ¢ésti vychdzime z publikace (Hora [34]).

Oznac¢me polynomy:

G = zH+yt+z -2 = 0,
g = z4+2y—z +4 = 0,
g3 = P+yt4+22-12 =

g1, 92, g3 jsou polynomy o tfech neznamych z, y, z. Mdme mnozinu G = {¢1, g2, 93}
a mnozinu dvojic indexu téchto polynomu B = {[1, 2], [1, 3], [2, 3] }.

Uspotradame si jednotlivé tzv. monomy, tj. vyrazy x"y™. Vyuzijeme tzv. ¢isté
lexikografické usporadani:

Definice 1: (Cisté) lexikografické uspofadani monomt (pure lexicographic orde-
ring) <, je definovéano takto:

ghal . ain < a . xin prave kdyz existuje m € N takové, ze iy, < jn a zdrover
ir < jrproke{l,2,...,m— 1}
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Lexikografické uspoidddni je analogické slovnikovému. Obdobné, jako kdyz zjistu-
jeme, které ze slov bude ve slovniku uvedeno diive, porovname nejprve prvni
pismena; jsou-li stejnd, porovname druha pismena. Kdyby i ta byla stejnd, po-
rovname tieti atd.

3 3 3,2,2,,2

Piiklad: Pro monomy x%y%z u® a 23y?z%u? plati: 23y%z u? <; 23y%2%.
Usporadané ¢tvetice exponentu [3,2, 1, 3] a [3, 2, 2, 2] maji shodné prvni dvé slozky,
a tak se rozhodne az podle tteti slozky, kdy 1 < 2.

Kazdy z clenu vyskytujicich se v néjakém polynomu f muzeme chapat jako
sou¢in realného ¢isla a néjakého monomu. Nejvétsi z monomu vyskytujicich se
v polynomu f nazveme wvedoucim monomem polynomu f a budeme jej znacit
LM(f) a ciselny koeficient v tomto monomu se vyskytujici nazveme vedoucim
koeficientem polynomu f a budeme jej znacit LC(f).

Vedouci monom (angl. leading monomial) polynomu f oznacovany LM (f) je
nejvétsi monom v polynomu f vzhledem k uspordadéni <.

Vedouci koeficient (angl. leading coefficient) polynomu f oznacovany LC (f) je
koeficient u jeho vedouctho monomu.

Vedouci ¢len (angl. leading term) oznacovany LT (f) je LT (f) = LC (f)-LM (f).

V nasem piipadeé je vedoucim monomem v polynomu f; = x+y+ 2z —2 prvek
x a vedoucim koeficientem je 1. V polynomu fo = v+ 2y — 2 —4 je vedouci monom
také o a vedouci koeficient také 1. V polynomu f;3 = 22 + 32 + 22 — 12 je vedouci

monom z2 a vedouci koeficient také 1.

Snazime se redukovat termy

Definice 2: S-polynomem polynomai p,q nazyvame polynom

Spoly(p.a) = LOMIT (), 1LT(@) - (705 = 1707

Zde LCM znac¢i nejmensi spolecny nasobek, tj. prvni ¢initel v souc¢inu na pravé
strané je nejmensim spolecnym nasobkem vedoucich ¢lenti polynomi p, q.

Véta 1: (Buchbergerovo kritérium Grobnerovy baze). G = {g1,92,...,9:}
je Grobnerova baze, pravé kdyz pro vsechny dvojice indexu i,j(i # j) déleni
S-polynomu S(g;, g;) prvky (polynomy) baze G (v jistém uspofadani) mé vzdy
nulovy zbytek (r = 0).

Véta 2: (Buchbergeruv algoritmus uréeni Grébnerovy béze). Grébnerovu
bazi G = {g1, g2, - - -, g} lze sestrojit koneénym poctem kroku podle algoritmu:

1. Vypocteme S-polynomy pro kazdou dvojici polynomu z mnoziny F =
= {fi, f2,..., fs} a uréime pro kazdy z nich zbytky po déleni polynomy
f17f27"'7f8'
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2. Jestlize jsou vSechny zbytky r po téchto délenich rovny nule (r = 0), pak jsme
ziskali Grébnerovu bézi G (G = F'). Pokud je néktery z téchto zbytku r ne-
nulovy, pridame jej do puvodni mnoziny F' a pro tuto rozsirenou mnozinu F’
opakujeme stejny postup algoritmickych kroku 1., 2. Opakovani tohoto po-
stupu provadime tak dlouho, az vSechny zbytky r budou nulové.
Pak G = F".

Véta 3: (Nutnd a postacujici podminka pro Grébnerovu bazi).

Baze G = {q1, 92, ..,9:} je Grobnerovou bazi, pravé kdyz pro vsechna i, j(i # j)
plati
Spoly(gi, 9;) = 0.

Pritom postacujici podminkou pro redukei S-polynomu na nulu vyjadiuje nasledujici
véta, jez predstavuje kritérium Grobnerovy baze alternativni k Buchbergerovu kri-
tériu.

Véta 4: (Alternativni kritérium Grobnerovy baze). Necht mnozina poly-
nomu G je konecnd a existuji takové polynomy g;, g; € G, pro néz plati

LCM (LM (g:), LM (g5)) = LM (g;) - LM (g;)-
Pak je Spoly(g;, g;) = 0, tj. mnozina G je Grobnerovou bézi.
Pokracujeme ve vypoctu:
Spoly(g1,92) =1 =2 =v+y+2 —2—x-2y+2 —4d=-y+2z-6.

Tento polynom oznac¢ime g4 a priddme do mnoziny G, G = {g1, g2, 93, g4 }. Mnozinu
B doplnime o dvojice [1,4],[2,4] a [3,4].

Z mnoziny B vezmeme dvojici [1, 3] a vypocteme:
Spoly(g1,93) = - g1 — g3 =xy4az—2z—y* — 22+ 12=np.

Muzeme tento polynom néjak zredukovat?

Polynom p se redukuje modulo ¢, jestlize v polynomu p existuje monom
m, ktery je délitelny vedoucim ¢lenem LT(¢q) polynomu q. Za téchto predpokladu

se polynom p redukuje na p = p — ﬁ@) -q. Piseme pak p —, p— %@ -q = p nebo
strucné p —, p.
Obecnéji, necht Q = {q1,qs,...,qm} je jistd mnozina polynomi. Rekneme,

ze polynom p se redukuje modulo @, jestlize existuje polynom ¢; € @) takovy, ze
P —q; D-

Pokud zadny monom polynomu p neni délitelny vedoucim monomem poly-
nomu ¢, pak tikame, ze polynom p je v mormdlnim tvaru vzhledem ke q. Ob-
dobné tikame, ze polynom p je v mormdlnim tvaru vzhledem k mnoZiné ) =
= {q1,9, -, qn}, jestlize zddny monom v polynomu p neni délitelny zadnym
z vedoucich monomu polynomu ¢;, + = 1,2,...,m.
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Provedeme redukci polynomu p modulo G:
p—ap+a-gs= 312 — 8% — y? — 22 4+ 12, budeme pokracovat:
3vz — 8z —y? — 22+ 12 — 3wz — 3yz — 322 + 62 =
= 8r—y? —3yz — 42> +62+12+8xr + 8y + 8z — 16 =
= —y? —3yz + 8y — 422 + 142 — 4 + 9% — 2yz + 6y =
= —byz+ 14y — 422 + 142 — 4 + 5yz — 102> + 30z =
= 14y — 1422 + 442 — 4 — 14y + 282 — 84 =
= —142% + 722 — 88.
Tento polynom oznacime gs. Do mnoziny B piidame dvojice [1, 5], [2, 5], [3, 5], [4, 5].

Vypocteme Spoly(gs, g3) = T+ go— g3 = 2xy—w2+4x—Yy? — 22 +12 = p,. Provedeme
opét redukei tohoto polynomu ps.

po—2y-g1 =22y —xz+4r —y? — 22+ 12 — 20y — 2% — 2z + 4y =

= —az+4r — 3 — 2z +Ay — P2+ 12+ xz+yzr+ 22 —22=

=d4r — 3y —yr+4y — 22+ 12 —4xr — 4y — 42 + 8 =

= 3y —yz — 62+ 20+ 3y*> — 6yz + 18y =

= 18y — 1422 + 362 + 20 — 18y + 36z — 108 =

= —142% + 722 — 88 4 1422 — 722 + 88 =

= 0.
Do mnoziny G neptridavame zadny polynom.
Nésledujici kritérium nam usetii cas:
Kritérium 1: Je-li [, j| € B takové dvojice indexu, ze pro vedouci ¢leny polynomu
fi, I; € G plati

LOM(LT(f:), LT(f;)) = LT(f:) - LT(f5),

pak je normalf (Spoly(f;, f;), {fi, f;}) = 0.
Podle kritéria 1 muzeme vyskrtnout dvojice [1,4], 2, 4], [3,4] 1 [1, 5], [2, 5], [3, 5], [4, 5].
Ziskali jsme:
G={r+y+z —2,0 +2y—2z +4, 22 +y*+2°>— 12, —y+ 22 — 142* + 722 —88}.

Ziskana Grobnerova baze G byva ¢asto vétsi, nez je nutné. Muzeme ji jesté zredu-
kovat. Je mozné ziskat Grobnerovu bazi redukovanou a monickou, a to provedenim
téchto kroku:

1. odstranéni ,prebytecnych® prvku
foreach g € G do {
if there exist p € G — {g} such that LT(p) /LT (g)
then G < G — {g}

}
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2. redukovand, monicka Grobnerova baze
foreach g € G do {

g < normalf(g,G — {g})

1
9 < to 9

}

Véta 5: Necht je dédna soustava polynomidlnich rovnic

fl(xlaxZa-"7xn) = 07
fQ(xIJIQW"’xn) = 07

fm(xlaan"'7xn) = 0.
a bud G = {g1,92,...,9s} Grobnerova béze pii jistém piipustném usporddani
monomu. Pak soustava

gl($17x2a"'7$n) - 07

92(x17x27"'7xn) = 07

gs($1,$2,--~,$n) = 0.

je ekvivalentni s puvodni soustavou rovnic.
Posledni vypocty:

Projdeme c¢ast algoritmu a zjistime, které polynomy by bylo mozné vyskrtnout.
LT(g2)/LT(g1), vyskrtneme tedy polynom g, a LT(g2)/LT(g3), vyskrtneme poly-
nom g3. G = {x+2y—2z +4,y—22+6, 2% — %z + %}. Ziskand baze je redukovand
a monicka.

2 22

- %z + % = 0 ziskame kofeny z; = 2, 2o = .

7 rovnice z >

7 dalsich rovnic vypocteme y a x.

Resenf: [2, —2,2], -1, 2 2],

Redukce polynomu byva zdlouhava a snadno se udéld chyba. Vyuzijme vétu 2
(Buchbergeruv algoritmus uréeni Grobnerovy béze). Vypocteme opét Spoly(gi, g2),
Spoly(g1, g3), Spoly(ga, g3). Pokud méme g4 = Spoly(g1,92) = —y + 22 — 6. Po
déleni prvky mnoziny G dostaneme nulu a zbytek —y + 2z — 6. Spoly(g1,92) =
=2y + 22 — 22 — y? — 22 4+ 12 a budeme délit polynomy g1, ¢, g3, ga.

(zry+z—2 (y+2-2
r+2y—z +4
(ry+x2—20 —9y* —22+12): < 22+ 2+ 22 —-12 =
—y+2z—-5
\ —142%2 4+ 72z — 88 \ 2y + 6z — 16
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—(ry +y* +yz — 2y)

vz —2x — 2% —yz + 2y — 2% + 12
—(zz +yz + 22 — 22)

—2x — 2% — 2yz + 2y — 222 + 22 + 12
—(—2x — 2y — 2z + 4)

—2y% — 2yz + 4y — 222 + 42 + 8
—(—2y? + dyz — 12y)

—6yz + 16y — 22% + 42 + 8
—(—6yz + 122* — 362

16y — 142% + 402 + 8
—(16y — 322 + 96)

—142% + 72z — 88

Tento zbytek —1422 + 72z — 88 oznacime gs.

Vypocteme Spoly(gs, g3) = 22y — x2 + 4z — y* — 22 + 12 a délime prvky mnoziny

G:
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( T+y+z —2
r+2y—=z +4
(2zy —zz+4r —y* — 22 +12) 1 ¢ 22 + 2 4+ 22 — 12

—y+22—6

—142% + 72z — 88

\

(

2y —z +4

3y + 7z — 18
1



—(2zy + 2y + 2yz — 4y)

—xz+4r — 3y? — 2z + 4y — 22 + 12
—(—zz —yz — 22 + 22)

4o —3y? —yz + 4y — 22+ 12
—(4z + 4y + 42 —8)

—3y? —yz — 62+ 20
—(—3y? + 6yz — 18y)

—Tyz + 18y — 62 + 20
—(=Tyz + 142* — 422)

18y — 142% + 362 + 20
—(18y — 362 + 108)

—142% + 722 — 88
—(—142* + 72z — 88)

0

Priklad 2: (MO 2021/22, 71. roénik, domdci kolo, kategorie A):

V oboru komplexnich cisel vyresme soustavu rovnic:

zy+1 = 22
yz +2 = z2,
2 +3 = 9y~

Resend:

Oznacme polynomy
fio= my—2241,
fa = —2"tyr+2
fs = xz—y*+3.

Ozna¢me mnozinu F = {f1, f2, f3} a mnozinu dvojic indexu téchto polynomu

B ={[1,2],]1,3],]2,3]}.

V polynomu f; = xy — 2% + 1 je vedouci monom zy a vedouci koeficient 1.
V polynomu f, = —2% + yz + 2 je vedouci monom z? a vedouci koeficient —1,
v polynomu f3 = zz — y* + 3 je vedouci monom zz a vedouci koeficient 1.
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Pro polynomy fi, fo vezmeme LCM (LT(f1), LT(f2)) = —x?y, pro polynomy
f1, f3 vezmeme LCM(LT(f1),LT(f3)) = xyz a pro polynomy fo, f3 vezmeme
LCM(LT(f,), LT(f;)) = —az.

Vypocéteme S-polynomy pro jednotlivé dvojice nasich polynomu:

Spoly(fi, fo) = —a%y [‘”y sl “'”2”"“} = —z(zy—22+1) —y(—2’+yz+2) =

)

=x22—x— Y’z —2

Spoly(f1, f3) = zyz [my}zj“ - “_fzug} =z (vy—2"+1) —ylzz —y* +3) =

=y -3y —23+2
Spoly(fo, f3) = —a?s | T2 ] (g2 4y 4 9) 4 a(ez - 4 8) =

x2 Tz

= —ay? + 3z +y2? + 22

Polynom Spoly( fi, f2) oznacme p. Provedeme redukei naseho polynomu p modulo
F

D —F p—z—zj-fg =p—z-fy=z—w—y*2—2y—w2*+y’2—3z = —x—2y—3z
Tento polynom oznacéime f;. Do mnoziny B piridame dvojice [1,4], [2,4] a [3,4].

Polynom Spoly(fi, f3) = v* — 3y — 2® + 2 zredukovat nelze. Oznacime jej f5 a do
mnoziny priddme dvojice [1,5], [2,5], [3,5] a [4,5].

Déle oznac¢ime polynom Spoly(fa, f3) jako py a provedeme redukci polynomu py
modulo fi:

Py —F pg—*:ff f1 =poty fi = 2y +3u+y22+ 22+ xy? —y2i+y = 3v+y+22
Provedeme dalsi redukei tohoto polynomu modulo fy:

3x+y—|—22—— fi=3r+y+22—3x—6y—92=—by — 7z
Ozna¢me tento polynom fg. Do mnoziny B piidame dvojice [1,6], [2,6], [3,6],
[4,6] a [5,6].

Podle Kritéria 1 muzeme vyskrtnout dvojice [2,5], [3,5], [4,5] a také [2,6], [3, 6],
[4,6]. Pro tyto dvojice nemusime pocitat S-polynomy. Vypocteme jen

Spoly(f1, fa), Spoly(fz2, f1), Spoly(fs, fa), Spoly(f1, f5), Spoly(fi, fs) a Spoly(fs, fe)-
Nejprve tedy vypocteme:

—X

Spoly(fi1, f1) = —zy <zy 241 _ _m_Zy_3Z> =—zy+22—1+ay+2y*+3yz =
=2y +3yz+ 22— 1
Provedeme redukci polynomu Spoly(fi, f4) modulo fg:
202 +3yz+ 22 — 1+ 2y(—by —Tz) =3yz+ 2 —1 - Yyz = lyz + 2> - 1
Dalsi redukce modulo fg je:

tyz+ 22— 1+ 52(—by —Tz) = 222 — 1
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Tento polynom oznacime f; a pridame do mnoziny F'.

Daéle vypocteme:

— 22 o

Spoly(fa, f1) = —2? (_$2+yz+2 — _”_29_3Z> = —2?+yz+2+2® + 2zy + 3wz =
=2zy+3rz+yz+2

Provedeme redukci polynomu Spoly( fa, f4) modulo fi:
20y + 31z +yz +2 — 2wy — 22 + 1) = 3wz + yz + 227

Déle postupné provedeme nékolik redukei vzdy predem zredukovaného polynomu.
Redukce modulo fs:
3vz+yz+222 —3(vz —y* +3) =3y* +yz +22° -9
Redukce modulo f4:
3P +yz+222 — 9+ 2y(—by — Tz) = —Lyz + 222 -9
Redukce modulo f:
—Dyz 4222 =9 — Ba(—by —Tz) = 222 -9
Redukce modulo f7:
222 —-9-9(32>—1)=0.

Vypocteme S-polynom Spoly( f3, f4):

Spoly(fs, f1) = —zz (zz*y%r?’ - *x*Zy*?’Z) =—xz+y*—3+x2+2yz+ 322 =

xz —T

=y +2yz + 322 -3

Nyni provedeme redukei polynomu Spoly( f3, f4) modulo fg:

Y2+ 2yz +32° — 3+ ty(—by — 7z) = 2yz + 322 -3
A ted udéldme nékolik redukei predem zredukovaného polynomu.
Redukce modulo f:

Syz+322 =34 £2(—by —Tz) = 3222 -3
Redukce modulo f7:

M2 —3-3(£2-1)=0

Daéle vypocteme:

Spoly(fu ) =y (2221 — iz

Ty Y

=ay? — 1222+t — oy + 3vy a2 — a2 = 3vy + a2 —xz — yP? 4P
A vypocteme redukei polynomu Spoly( fi, f5) modulo fi:
ey + w2 —az— Py =3y — 22+ 1) =22 —wr — PPy  + 322 -3
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Jeho postupné dalsi redukce maji néasledujici tvary:
Redukce modulo f5:

v —wz— P+t + 322 -3 -2 (22— P+ 3) = -2z + 9> -3
Redukce modulo f5:

—xz+ 1y =3+ (zz2—y*+3)=0

Déle vypocteme:

Spoly(fi, f¢) = —bxy <my—z2+1 — _5y_7z> = —5xy + 522 — 5+ bwy + Toz =

Ty —by
=Txz+522-5

Provedeme redukci tohoto polynomu modulo fy:
Trz +52° — 5+ Tz(—x — 2y — 32) = —14yz — 162> — 5

Déle pak provedeme redukci ziskaného polynomu modulo fg:

—14yz — 1622 — 5 — Hz(=by — 72) = —1622 — 54+ P22 = 822 5

Tento polynom zredukujeme modulo f;:

222 —5-5 (£ 1) =0

Daéle vypocteme:

Spoly(fs, fs) = —by? <y3,32;;23+z — 75;1’5;72> = =5y +15y+523 — bz +5y3+Ty?z =

= Ty?z + 15y + 52% — 52
Tento polynom zredukujeme modulo fg:
Ty*z + 15y + 52% — bz + Lyz(—by — 7z) = —Ly2z® + 15y 4+ 52° — 52
Vysledny polynom lze jesté zredukovat modulo f:
15y + 52° — 5z — Pyz? + 3(—by — 7z) = —Ly2? + 52 — 262
Dalsi redukci tohoto polynomu provedeme pouzitim stejného polynomu fg:

—Pyz? +52% — 262 — 222(—5y — Tz) = 52° — 262 + 322% = 1823 — 262

Posledni redukce ptedchoziho polynomu modulo f7 je:

42%823 — 26z — %z (%22 —5) =0

Musime vypocitat jesté S-polynom polynomu f3 a f7.

18 2
_ 18,2 (=z2—y?+3 _ 521\ _ 18,..2 18 2 54 18,..2 _
Spoly(fs, fr) = 5522 ( e T U ) T RvE YR + o5z — 522 F o=

_ .. 18 2 54
= 25yz+25z

Nejprve tento polynom zredukujeme modulo f;:

r—ByPe+ R4 (—a—2y—32) = —ByPe -2+ 22 -3z = —LyPr—2y— 22
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Dalsi redukce budou pouzity na vzdy nové ziskany polynom.

Redukce modulo f:
for —s2yPz — 2y — 22 — Byz(—by — Tz) = =2y — 5tz + 2y’
Dalsi redukce modulo fg:
—2y — Zlo 4 120y2? — 2(—by — Tz) = 128y 4 2
Dalsi redukce modulo f7:
Byt + gz =ty (52" — 1) = fy + 32
Dalsi redukce modulo fg:
Ty+ 322+ 5y(—by —72) =0
Oznacme ziskanou mnozinu polynomu G:
G={oy—22+1,-2*+yz+2,22z —y*+3,—x — 2y — 3z,
y? =3y — 242, by — Tz, 82% — 1}
Ziskand Grobnerova baze G je casto vétsi, nez je nutné.
Projdeme nyni ¢ast ,redukéniho algoritmu® a zjistime, které polynomy vyskrtnout.

Jelikoz LT (f4)|LT(f1), neboli —z|zry, vyskrtneme tedy polynom f;. Jelikoz
LT(f4)|LT(f2), vyskrtneme i polynom fo, a jelikoz LT(f4)|LT(f3), vySkrtneme
také polynom f3. (Zde znak | predstavuje délitelnost.)

Ziskali jsme redukovanou bazi:

G={-z—2y—3z,y° -3y —2*+ 2,5y — 7z,382* — 1}

Z rovnice %22 — 1 = 0 ziskdme 2z = j:3\—f Z rovnice —by — Tz dopocteme

Yy = :Fﬁi. Z rovnice —x —2y—3z ziskdme v = F—= 3 \/5. Dostavame 2 feSeni soustavy:
—1_ 7 5 | 4 | T __5
V2 3V27 32 3vV27 3v2) 3V2
Ukazeme jesté druhy zptisob ziskani Grobnerovy baze.

Vyuzijeme Vétu 2, vypocteme opét Spoly(f1, f2), Spoly(fi, f3), Spoly(fs, f3)
a pouzijeme pseudodéleni polynomii.

Vezmeme ziskany polynom Spoly(fi, f2) a délime ho polynomy mnoziny F:

xy — 22+ 1
(2% — 2 —y?z — 2) =Pty +2 =
vz —y*+3 z

—(22% — y?2 + 32)
—x — 2y — 3z
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Déle nelze délit, polynom zz? — o — y%2 — 2y muzeme vyjadrit jako:
2(zz —y* +3) + (-2 — 2y — 32).

Ziskali jsme zbytek —x — 2y — 3z, ktery pridame do mnoziny F'.
Vezmeme dalsi polynom Spoly(fi, f3) a délime polynomy mnoziny F':

xy — 22 +1
2
— 2
(y3—3y—23+z) x+2yz+
Yy —y +3
—r —2y— 3z 0

0
Yy -3y — 2B+ 2

Zbytek y3 — 3y — 23 + z priddme do mnoziny F.

Vezmeme Spoly( fo, f3) a provedeme dalsi pseudodélent:

(2y — 22+ 1 (—y
—x? +yz+2
2 2 . 2 _
(—xy” + 3z +yz" + 22) Qrz—y* 43 =
—r — 2y — 3z -3
(v° =3y — 2"+ 2

—(—2y? +y2° —y)
3r+y+2z
—(3z 4+ 6y + 92)
—by — Tz

Polynom —xy? + 3z + yz? + 2z lze vyjadfit jako:

—y(ry — 2+ 1) — 3(—2 — 2y — 32) — by — 7z.

Do mnoziny F' pridame dalsi zbytek —5y — 7z.
Do puvodni mnoziny F jsme pridali polynomy:
fi=—a2—-2y—3z, fs=9y —3y—22+z2a fo=—by— 7z

Vsechny S-polynomy mame vypoctené v predchozim zpusobu.

225



xy — 22+ 1
22+ yz+2
2
— 3
(247 +3yz + 27 — 1) S
—r —2y— 3z
y =3y — 23+ 2
=5y — Tz
—(2y" + Fy2)
%szrzz—l
— (vz £ 57"
8.2 _1

25

Tento zbytek f; = $82? — 1 piiddme do mnoziny F.

’xy—22+1
22+ yz+2
vz —y*+3
(2zy + 3xz + yz + 2) i —x—2y— 32
-3y — 22+ 2
—by — 7z

18 .2 _
[ 557 1

—(2zy — 22% +2
3rz + yz + 222
—(3z2 — 3y +9)
3y +yz+222 -9
~(3g? + Uy2)
—%yz +222 -9

— (% — %)
12%222 -9
- (=)
0

226

2 1
(—5U — 357
4
2
3
3 16
59+ 5%
9




(y? 4 2yz + 322 — 3)

—(y* + Ly2)
%yz +322 -3
- (2 + 327
%22 -3
54
— (%2 -3)
0

(Bzy + 22° — 22 — y*2* +7)

—(3zy — 32% + 3)

3

v2d —xz—y? +y? +322 -3
(228 — 222 4 322)

—xz+y*—3
0

(a:y—zz—l—l

—z?+yz+2

rz—y* +3

—r — 2y — 3z =

y =3y — 2242

—oy — Tz

(527 — 1
(xy—zz—f—l
—2® +yz+2
vz — 1yt +3
—r —2y— 3z
v —3y— 2 +2
—oy — 7z
(322" — 1

227

1 3
—5Y T 257




(py — 22 +1 (
—x? +yz+2
vz —y? +3 7
(Tzz 4 52* — 5) i —x—2y— 3z =
Y3 =3y — 23+ 2
—by — Tz —gy—i-%z
1821 26
\ 25 \
—(Tzz — Ty* + 21)
Ty? + 522 — 26
—(Ty* + 2y2)
—yz—|—5z — 26
—(—49y, — 33 ,2)
%22—26
(42658 2_26)
0
(
xy — 2241
22+ yz+2
vz —y? +3
(Ty?z + 15y + 52° — 52) P9 —x— 2y — 32 =
Y3 =3y — 23+ 2
—5y — 7z —Iyz+ 227 —
\5?22 1 | 262
—(Ty?z + Fy2%)
—yz + 15y + 523 — 52
—(40y52 — 3833
15y + 223 — 52
—(15y + 212)

468 .3 _
o5 2 26z

( 42658 3 262)

0

Spoly(fs, fz) mame také vypocteny v predchozi casti.
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'xy—ZQ—i-l (
—22 4+ yz+2
vz —y*+3

(x — ;—iy% + %z) P - —y2y -3z =4 -1
Y =3y — 22+ 2
—b5y — 7z yz+ 2 — 2
\;—222 —1 \—%z

—(x + 2y + 32)
—By?r -2y — 2Lz
—(=59° — 1539%")

126, .2 21
=2y + 352Y2° — 52

(-2 - M)
126 2 49
Eyz -+ %Z

(126, 2 | 8823
(13297° + 522°)
8823, 49
5252 T 25%)

—(—8223 + 22)

0

Ziskali jsme tedy Grobnerovu bézi:
G = {ay—22+1, —2®+yz+2, x2—y*+3,y3 —3y—23+2, —by—7z, 1825221}

Redukovanou bazi a feSeni soustavy rovnic bychom ziskali obdobné jako v predchozim
zpusobu.

Piiklad 3: Vyreste soustavu rovnic: (Svréek [82])

?+1 = 2y,
¥ +1 = 2.

1. zpusob rFesSeni:
7 prvni rovnice si vyjadiime y = %(ﬁ + 1) a dosadime do druhé.
1@t +222+1)+1 = 2z
4+ 222 +5 = Sz
2t +222—-8r+5 = 0

Odhadneme prvni koten z1 = 1.
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Rovnici upravime na souc¢inovy tvar: (z — 1)(23 + 2% + 3x — 5) = 0.
Odhadneme druhy koten x5 = 1.
Rovnici upravime: (z — 1)(z — 1)(z% + 2z +5) = 0.
Z kvadratické rovnice 2% + 2x + 5 = 0 dopocteme posledni dva kofeny:
Taq= "B =142 23 =—1+2i, x4 =—1—2i.
Dopocteme y a dostavame feseni: P = {[1,1]} v R.
V oboru komplexnich ¢isel pak mame feseni [1,1], [-1 — 2, —1 + 2i] a [—1 + 24,

—1 - 2i.

2. zpusob reSeni:

Rovnice od sebe odecteme:
22 —y* =2y — ).

Upravime na nasledujici tvar:

(x—y)(z+y+2)=0.

a) T o=y
2 —2r+1
(r—1)?2 =
Reseni: [1,1].
b) y = —x—2

(—z—2)"4+1 = 2
?+4r+5-2r = 0
B +2r+5 = 0
Dostaneme feseni: {[1,1],[—1 — 2i, —1 + 2i], [-1 + 2i, —1 — 2i]}.
3. zpusob reseni:
?+1 = 2
v+1 = 22
2+ y? —2r—2y+2
(x =12+ (y—1)> = 0(metoda ctvercu)
P = [1,1] P’ D P(nutnd zkouska)

4. zpusob feSeni (metoda nerovnosti a odhadu):

20 = y*+1

y?+1

2 = T

Mezi aritmetickym a geometrickym prumérem plati:
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(=

atb > \/ab Va,b >0

(a+b)* = 4ab
a*—2ab+0* = 0
(a—0)? = 0
224+1 = 2
v+l = 22
N
P4+l 2 22 =2y=2y=22+1
P41l = 224122V =2
20 22y = 2
2 =2y=2r = y==z

Obdobné jako v predchozim zpusobu.
5. zpusob feSeni (pomoci Grébnerovych bazi):
Pouzijeme lexikografické usporadani /p, kde x < y.
Méme 2 polynomy: ¢; = 22 — 2y + 1, go = —2z + 3% + 1.
Vypocteme S-polynom:
Spoly (g1, 92) =201 + w92 = 22> =4y +2 - 22" +wy’ +r =ay’ + o —dy +2=p
P2yt —Ady+2—aP 5yt 3 = Syt 5 — Ay + 2=y
D2 —*g, p2+%92= %y4+y2—4y+§
95 =y'+2y* =8y +5
B ={[1,2],]1,3],[2,3]} — G ={g1, 92, 93} — Grobnerova béze idedlu
Redukovand Grobnerova béze je G = {g2, g3}
Pokud polynom g, vydélime —2, pak ziskame monickou bazi.
—2z+y*+1 = 0
Y27 —8y+5 = 0
2. polynom je jen v jedné proménné. Ma dvojnasobny kofen y; o = 1.
(y—172 (> —y—5) = 0
(v*—2y+1)-(y*+2y+5) = 0
Ysa = %ﬂi =—-1x+2
7 vyjadreni, ze r = y%l dopocteme neznamou .

Dostaneme feseni: P = {[1,1]}, [-1+ 2i, —1 — 2], [-1 — 24, —1 + 24] }.
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Metoda rezultantu

Rezultant polynomu nabyl vyrazné na vyznamu v souvislosti s rozsirenim
ruznych programu pocitacové algebry (Maple, Mathematica), je dilezitou slozkou
mnoha algoritmu uzivaych v téchto programech. Budeme definovat pojem rezultant
pro dva polynomy f, g jedné proménné .

Necht f, g € T[x] jsou polynomy takové, ze

[ = aqrP+a, 12"+ . +a1x+ag, a,#0,

g = bl +b, 127+ . +bx+by, b, #0.

Necht f(z) = apa? + ap_12P™' + ... 4+ a1z + ag a g(z) = bya? + by_1297 ! +
.+ bz + by, kde a;,b; € T, jsou dva polynomy nenulovych stupit (p,q € N).
Determinant

Qp  Qp—1 Qo )
@ 1 @0 q fadki
a Ap—1 Qo
Res(f,g) = o :
by byt bo
b, b, b
@ Tl 0 p fadki
by be1 ... bo| |

nazyvame rezultantem polynomu f,g.

Tento determinant zavedl anglicky matematik James Joseph Sylvester
(1814 — 1897). V prvnich ¢ fadcich tohoto determinantu jsou koeficienty a;,
i = 0,1,...,p (vzdy v nésledujicim tddku ,posunuté o jedno misto vpravo“),
v dalsich p fadcich pak obdobneé tazené koeficienty b;, 7 = 0,1, ..., g a na zbyvajici
mista v determinantu se pisi nuly.

Véta 6:

Necht f a g jsou polynomy v jedné proménné z. Rezultant Res(f,g) je poly-
nom, ktery nabyva nulové hodnoty (Res(f,g) = 0) pravé tehdy, kdyz f a g maji
spolecného délitele.

Ukéazeme teseni soustavy rovnic nasledujiciho piikladu pomoci metody rezul-
tantl:

Priklad 4: V oboru redlnych cisel Tesme soustavu rovnic druhého stupné:

922 + 16y% — 722 — 32y + 15 =
4a? —y? — 320 +2y+ 31 =
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ReSeni:

Mame polynomy:
fi = 92% +16y* — 72z — 32y + 15,
fo = 4x* —y? — 322 + 2y + 31.

Vytvorime rezultant vzhledem k proménné x:

9 —72 16y*—32y+15 0
0 9 —72 1692 — 32y + 15
RGS(fl,fQ,J]) - 2 -
4 =32 —y?+2y+31 0
0 4 —32 —y? + 2y + 31
9 —72 16y — 32y + 15
=9 (=M =32 —y?+2y+31 0 +
4 —32 —y? 4+ 2y + 31
—72 169> — 32y + 15 0
+4 - (=1)%1 | 9 —72 16y —32+15 | =
4 —32 —y? + 2y + 31

— 9. (T3y* — 292y + 16498y2 — 32412y — 49275)+
+4 - (1168y* — 4672y — 39785y + 88914y + 122859) =
— 5329y* — 21316y — 10658y2 + 63948y + 47961

Podle véty 18 maji polynomy f; a fy spolecného délitele,
5329yt — 21316y% — 10658y? + 63948y + 47961 = 0

Po vydéleni ¢islem 5329:
yt— 4y — 22+ 12y +9=0
Pomoci Hornerova schématu najdeme kofeny polynomu:

11-41-2]112 |9

Ziskdame kvadratickou rovnici: y* + 2y + 1 = 0, kterd m4 koifeny:
Ys = _17 Ysy = -1
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Po dopocteni x dostaneme vysledné feseni: P = {[1, 3], [7, 3], [1, —1],[7, —1]}.
Mnoziny boda dané vlastnosti

Pfi feseni tloh na mnoziny bodu dané vlastnosti je vyhodné pouzit pocitac - napf.
software GeoGebra. Pomuze s eliminaci proménnych a ukéaze, o jakou mnozinu se
jedna.

Ukazeme teseni tloh na mnoziny bodu dané vlastnosti

Priiklad 5: Je dana tsecka AB a primka p. Urcete mnozinu pruseciku vysek H
trojuhelniku ABC, jestliZe se bod C' pohybuje po dané primce p.

6

Obrazek 86: Zadani prikladu 5
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Resent:
1. Zjistime mnozinu bodu pomoci piikazu Stopa v GeoGebie. To nam napovi,

o jakou mnozinu by se mohlo jednat.

Obrazek 87: Mnozina bodii - Stopa, priklad 5

2. Lze pouzit i piikaz Locus v GeoGebie (také napovi, o jakou mnozinu bodu se

jednd).

Obrézek 88: Mnozina bodii - Locus, priklad 5

Vypada to, ze hledanou mnozinou je parabola. Nemuzeme to ale fici, mohla
by to byt hyperbola, ale muze to byt i iplné jind mnozina bodu.
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3. Provedeme vypocet. Sestavime rovnice.
Zavedeme soustavu soutadnic.
Zvolime A = [0,0], B = [a,0], C' = [u,v], H = [p, q|.
HC 1 AB: p—u=0
HA 1 BC: plu—a)+qu=0

Cep: ku+lv+m=0
v:—%u—%

Eliminujeme u, v.
p =
plp—a)+qu =
k m
plp—a)+q(=7p— %)
Ip? — lpa — kpg —mq =

o O o 2

Dostali jsme polynomialni rovnici 2. stupné. Z teorie kuzelosecek plyne, ze se
jednéa o hyperbolu.

Pokud je ptimka rovnobéznd s piimkou AB = v = —%' dostaneme rovnici
Ip* — Ipa — gm = 0. Jednd se o parabolu.

© Tr3.ggb

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda

] ALAAC> @l <l =]

» Algebraické okno X [» Nakresna

F =(4.38,12.18) h
E=(6,2)

i 10.18x + 10.38y = 81.84 &
A=(0,0)

B=(14,0)
C=(2.96,10.78)
b=11.18 oy
a=1544

c=14

t1=7548

f:2.96x +10.78y = 41.38
9:11.04x - 10.78y =0

h: x=2.96

D = (2.96,3.03)
mnozinat = MnozinaBodu(D, C)

Obréazek 89: Hyperbola, priklad 5
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€2 Trojuhelnik2.ggb

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda
[R1LALA D o)<l =] 4
» Algebraické okno X |» Nakresna

® A=(0,0)

® B=(12,0)

® =12
C,=(-1.74,9.02)
® g y=902

® C=(5,9.02)
® b=1083 g

© a=1083

®c=12

® t1=5409
E=(3,451)
®c,=(60
G=(9,451)
® hi6x+9.02y=72
® i:6x-9.02y=0
® j:x=6
© D=(6,3.99) 5
® mnozinat = MnozinaBodu(D, C

Obrazek 90: Parabola, piiklad 5

Zavér: Zde se ukazuje, jak je dulezita rovnice mnoziny bodu. Bez ni nejsme schopni
urcit, o jakou mnozinu bodu se jedna.

P1i vyuziti GeoGebry neni hned jasné, ze se jedna o hyperbolu, je dobfe vidét
jen jedna vétev hyperboly.

Jesté je mozné tesit specialni polohy piimky, tj. kdyz primka p bude strana
trojuhelniku ABC nebo pokud piimka p bude kolmé na stranu AB.

Pokud je ptimka p stranou trojihelniku, je mnozinou bodu piimka (viz obr.
91 a 92).

Vypocet:
Pouzijeme
p—u = 0
p(u —a)+ qu
Cep: ru 4+ sv
v = —Iu

plp—3¢—a) = 0
p=0nebop—1=qg—a =

to je primka prochézejici bodem B kolmd k AC' (piimka p = 0 je tam navic).
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Obréazek 92: Specialni pripad 1 - Locus, priklad 5

Pokud je ptimka p kolmé na stranu AB, pak je mnozinou bodu piimka (viz

obr. 93 a 94).

Vypocet:
HB 1 AC': ula—p)—qu=0
HA 1 BC: plu—a)+qu=0
Cep: ku=c
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Obrazek 94: Specialni pripad 2 - Locus, priklad 5

V dalsi casti se budeme vénovat dloham, pfi jejichz TeSeni mohou nastat
problémy:

e objevi se navic jind mnozina,

e climinacni idedl je roven nule, ale feseni existuje. (Reéem’m je polynom v pro-
ménnych p, ¢ a polynom, ktery obsahuje jiné parametry w, v. Hledany poly-
nom je v sou¢inu s jinym polynomem, ktery obsahuje u,v a soucin je roven
nule. Eliminace je spravné, pocita¢ nam odpovi, ze tam takovy polynom
neni. Problémem je, jak druhy polynom odstranit. Musi se pridat néjaka
doplnujici podminka. Pokud ddme podminku, kterd je ruzna od nuly, pak
nam pocita¢ najde hledany polynom.)

Piiklad 6: Je ddna usecka AB a bod C, ktery lezi na kruzZnici k se stredem
v bodé A a polomérem AB. Urcete mnozinu pruseciki vysek H trojuhelniku ABC,
pohybuje-li se bod C' po kruznici.

239



Obrazek 95: Zadani prikladu 6

ResSeni:

Zjistime mnozinu bodu pomoci pitkazu Stopa v GeoGebre.

Obrazek 96: M;loiina bodt - Stopa, priklad 6
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Pouzijeme piikaz Locus v GeoGebie (the tracer H, the mover C), ukdze nam
mnozinu bodu a tim ndm napovi, jak ptiklad fesit.

\vb
3

Obrazek 97: Mr;oiina bodt - Locus, priklad 6

Ruéni vypocet:

Trojihelnik umistime do soustavy souradnic tak, ze A = [0,0], B = [a,0], C =
[u,v]. Bod O = [p,q]. Kruznice k¥ mé tedy rovnici 2% + y* = a2 Bod C € k :
u? + 0% —a? = 0.

1. zpusob:
Vysky trojihelniku maji rovnice:
Ve (u—a)r+ovy =0,
vy ur +ovy —ua =0.
Bod O = [p, q] lezi na vyskach:
O€v,: (u—a)p+vg =0,
O€cwv: up+vqg—ua =0.
Ziskame tedy soustavu rovnic:
uw?+vP—a® = 0,
(u—a)p+vg = 0,
up+vqg—ua = 0.

Bod C' = [u,v] je pohyblivy bod, proto ze soustavy eliminujeme proménné u,v
a tim dostaneme rovnici kiivky. Eliminace proménnych u, v vyZaduje hodné mate-
matickych uprav. Pomoci GeoGebry bychom proménné snadno eliminovali pomoci
funkce Eliminovat (u,v).
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Ze soustavy eliminujeme rucné promeénné u, v.
uw?+vP—a? = 0,
up —ap+vqg = 0,
up+vqg —ua = 0.

Ze druhé rovnice vyjadiime u = % a dosadime do 1. a 3. rovnice:

ap—vg\2 2 2 _
(T) +U —Qa = O,
%.p_i_vq_w.a = O’
a’?p?®—2apv v2g?
P 11)7211-5- q +U2—a2 — ’
25
ap—vq—i—vq—‘”’p# =

a’*p? — 2a pv ¢+ v3¢* +v*p? — d*p? = 0,

ap> —vgp+vgp—a’*p+vga = 0.

Z druhé rovnice po upravé ap® —a’*p+v qa = 0 vyjadiime v =
do 1. rovnice:

a2p—an? a2p—an? a2p—ap?
P 20 p(E Y+ (SR P (S g2

a

a*p?—2a2pa p?+a2pt n a*p?—2a2pa p?+alp? ‘

—2p(a®*p — a p?) + L 5

2

—2a2q2p(a2p —a p2) T @2atp? — 2a3p3¢? + a?plq® + a'pt — 2a%p° + a*pS
202 @% + 2033 + Pa'p? — 2833 + a2p @ + atpt — 2a3p° + a2pb

a2 + a?pi?

piq + a4p4 _ 2a3p5 + a2p6

2@ + 2@ + a2p? — 2ap® + p

Tato rovnice je rovnici hledané kiivky. Rovnici se budeme snazit dale

V tomto okamziku nam také muze pomoci GeoGebra.
—RC PR+ —apP—a P+t = 0,
p(p’ +pg° —ap?) —a(®’+aq —ap?) = 0.

Pfi¢teme a odecteme ¢len apg? a dostaneme:

p(®* +pg® —ap® +a ¢*) —a (p° +pg® — ap® + ag®) = 0,

(p—a)- (° +pg® —ap* +ag®) = 0,

(p—a)-[p(r* +4¢°) —a (P* —¢*)] = 0.

P*(p* + @) — ap(p* + ¢%) — ap(p® — ¢*) + *(p* — ¢°

P +¢*)(P* —ap) — (p* — ¢*)(ap — a

P* +4%) -plp —a) = (»* -

p(p*+4¢°) —a (P —q

o o o o
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Proménné p, ¢ nahradime z,y a dostaneme: z(z?+¢?) = a (2% —9?).
2. zpusob:
Soustava rovnic pro neznamé p, g s parametry u, v:

Ocv, = (u—a)p+vg=0,

Ocv. = p=u,

Cek = u?+0v?>=da’. .. podminka pro parametry u, v

Eliminace parametru u, v:
Eliminace u:
u = p dosadime do 1. a 3. rovnice.

Eliminace v:

(p—a)p=-vqg J?
Prvl=a = 02 =a®—p?
2,2 _ 292

pP+p+a)=0 < pp*+¢)—a(@P’—¢)=0

Tuto rovnici napiseme do GeoGebry a zjistime, jak mnozina bodu vypada.

Jedné se o strofoidu.

N eEFANER

¥ Nakresna > | * Zépis konstrukce
AC~ B~ B~ |2|& @
i & [Nazev [Popis [Hadnota
1Bod A A=(084 -114)
2BodB B=(552-11)
3 KruZnice k KruZnice bodem B se stredem A [k (x- 0.84F + (y + 1.14F =219
4BodC Bodnak C=(413219)
5 Piimkat Pfimka AB T -0.04x + 468y =-5.37
6 Piimka g Pfimka AC 0:-3.33x+3.29y=-6.59
7|Pfimka h Pfimka BC h:-3.29x- 139y =-16.61
8|Pfimka i Pfimka bodem B kolmo kg i:-3.20x-3.33y =-14.52
a Piimka | Pfimka bodem A kolmo kh i 1.39% - 3.29y = 4.91
10Bod P Prusedikiaj P =(4.15, 0.26)
11|MnoZina bodd loc1 |MnozinaBodu(P, C loct = MnozinaBodu(F, C)
12 Bufika CAS $1 Eliminovat(u®+vw-b% p(u-b) [{p°p*-20°p*+bp*-DPg*+bp
+qv (p-b)u+aqupiu Vi)
13 Bufika CAS §2 bp*-20° pP*+ 07 p* -0 g+ b P~
14 Bufika CAS §3 b(p-b)(q*p+g*b+p*-p*b)

Obrézek 98: Strofoida
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Za pouziti prikazu Eliminovat v GeoGebie
Dostaneme rovnici 4. stupné, dame faktorizovat a dostaneme linearni a kubickou
rovnici.

Linearni rovnice reprezentuje primku a kubicka rovnice je rovnici strofoidy.

Obréazek 99: Strofoida a primka, priklad 6

Problém nastava, kdyz C dojde do B, tedy kdyz primka BC neni definovéna,
tj. kdyz u = a, v = 0, potom systém h; = 0, ho = 0, hg = 0 prechazi v rovnici
p—a = 0, kterd reprezentuje primku. Pokud tedy nechceme tuto ptimku, musime
pridat podminku B # C. Pak eliminujeme u,v,t. Dostaneme rovnici strofoidy

p® — ap® + ag® + pg® = 0.

S \

Obrazek 100: Strofoida, priklad 6
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Zavér: Pii eliminaci proménnych muzeme ziskat polynomialni rovnici, ktera ale
nereprezentuje ktivku.

Piikaz Locus - pocitac fesi numericky, tedy kazdému bodu na ose x priradi y,
pokud se dostane do B = C, bodu na ose x by priradil nekoneéné mnoho bodu -
tuto moznost pocitac vylouci, proto se neobjevi primka.

Poznamka. Kiivku strofoidy jako prvni popsal ve svych dopisech italsky matematik a fyzik Evan-

gelista Torricelli kolem roku 1645. Znovu ji objevil anglicky matematik Isaac Barrow ve své praci

z roku 1670. Nézev strofoida z latinského ,strophos“ (,krouceny pds“) pochdzi az z roku 1848.

Priiklad 7: Jsou ddany dvé na sebe kolmé primky k, 1, bod O je jejich prusecik. Bod
A lezi ve vzddlenosti b od primky k a ve vzddlenosti a od primky L. Pro libovolni bod
M lezici na l sestroyme bod N na k tak, Ze M N je kolmd na AM. Uréete mnoZinu
vSech bodu paty kolmic P, sestrojené z O na M N, pokud se bod M pohybuje po
primce .

.
=115

Obrazek 101: Zadani prikladu 7
Reseni:

[
10

Nejprve zkusime piikaz Stopa v GeoGebre.

b=-15

]
Obrazek 102: MnoZina.bodﬁ - Stopa, priklad 7
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Poté pouzijeme piikaz Locus v GeoGebfe.

=-25

a
b=-15

Obrazek 103: Mnozina bodu - Locus, piiklad 7
Déle vyfesime rucné.

Ozna¢me body: A = [a,b], M = [0,v], N = [u,0], P = [p,q|, O =[0,0].

1. zptsob vypoctu:

AM1IMN (M —A)(N-M)=0
(—a,v—=0b)(u,—v) =0
—au —v? +vb =0

OPLMN (P—-O)N-M)=0
(P, @)(u, —v) =0
pu—qu =0

Pe MN dyy = (u,—v),iyn = (v,u)
vp+uqg —uv =0

Dostaneme tedy soustavu rovnic:

0

pu—qu = 0

—au — v? 4+ vb

vp+uqg—uv = 0

Budeme eliminovat proménné u, v.

up = qu
u = L
P
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—a(%) — v’ +ub =

w(5)a+ ()0 =
—aqu —v*p+vbp =
vp2 + q2v —qu° =

—aqg—vp+bp =

P+ —qu =
—q

v =

0
0
0
2 0
v # 0
0
0
—p? — ¢
p’+q®

q

—aq — <p2§"2> ptbp =

2

a>+p*+¢@*p—bep =

0

—aq® —=p* —¢’p+bgp = 0
0

0

p(p* + ¢*) — qlag +bp) =

Dostali jsme kiivku, ktera se nazyva ofiurida, neboli zmiji ocas.

Pokud pouzijeme eliminaci v GeoGebie, pak dostaneme nulovy eliminacéni ideal.

» CAS

r=-a*u—-v"2+vb=0

+ rl: —vi—aud+bv=0

r2:=p*u-g*v=0
+ R2:pu—qv=2>0

r3=vp+uq—u*v=0

- r3:pv+qu—uv=>0

4
@

wi=Eliminovat({r1 r2 ra% {uv}

#W::{}

Obrazek 104: Vypocet v GeoGebre, priklad 7

Pro¢ jsme dostali nulovy eliminacni ideal? Ziejmé se jedna o soucin dvou
vyrazu, ktery se rovnd nule. Musime ptidat néjakou dalsi podminku. Pfi rué¢nim
vypoctu jsme vyuzili podminku v # 0. Pridame tedy vt — 1 = 0, kde ¢ je pomocna
proménnd. Tato rovnice znamena, ze v je ruzné od nuly.
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 CAS

r:=a*u-v'2+v’b=0

- rl: v —audbv=20

12:=p*u+q*v=0
- r2:put+qv=>0

r3.=vp+u*g—uv=0

-+ r3:pv+qu—uv=20

4 =vt1=0
- M:tv—-—1=10

Eliminovat[{r1,r2,r3 rd} {uv.t}]

-~ {p*+bpg+tad —pq}

Obrazek 105: Vypocet v GeoGebre, priklad 7

Zjistime Grobnerovu bézi.

» CAS

ro1=-a*u—v"2+vb=0

-+ rol: —vz—au+bv:l]

ro2:=p*u-q*v=0
+ ro2: pu—qv=>0

rod=v*p+u*q—u*v=0

+ ro3:pv+qu—uv=>0

rod:=v*-1=0

- rod:tv—1=0

GB1:=GroebnerDegRevlLex( {ro1,ro2 ro3 rod}),

Zm=p"3-b*prgratqt2+p a2

~ zm:=p'+aq’+pq’—bpgq

Countlf(x =zm, GB1)
-+ 0

GB2:=GroebnerDegRevLex({ro1, ro2, ro3, rod}, {v});

Countlf(x = zm, GB2)
-+ 1

GB3:=GroebnerDegRevLex({ro1, ro2, ro3, rod}, {u});

Countlf(x = zm, GB2)
-+ 1

Obrazek 106: Vypocet v GeoGebrie, priklad 7

Pomoci GeoGebry zjistime, ze polynomy v - (p* + pg® + ag* — p*qb) =0 a

w- (p* + pg® + ag® — p*qb)

= 0 patii do Grobnerovy baze, ale nepatii tam polynom

p* + pg* + ag® — p*qb = 0.
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2. zpusob vypoctu:
Vyuzijeme jen OP L MP a PM 1 AM. Dostaneme soustavu:
P+e—q = 0
—pa+qu—qgb—v?>+vb = 0

pi+q?
q

e (25) - (552 + (£52) oo

Po dpravé dostaneme:

a dosadime do druhé rovnice:

7 prvni rovnice vyjadiime v =

p'+1°¢* + pag® — p*qb =0
Rozlozime na soucin:

p(p’ + pg® + ag® — pgb) =0
Dostaneme pfimku p = 0 a rovnici ofiuridy.
Ptidali bychom podminku p # 0. (Bod P # O.)

b=-4
S

N B

Obrazek 107: Ofiurida a primka, priklad 7
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Pokud eliminujeme v GeoGebte, pak dostaneme jen ofiuridu:

s1.=p"2+g"2—qg™v=0
7 2 2
-+ sl:p°4+q —qv=10
s2.=—p*a+gv—q'b—v*2+v'b=0
8
+ s2: —v’—_ap—bq+bvtqv=0
9 s3:=Eliminovat{{s1,52} {uv}]
~+ s3:={-p’—pg’+pgb—q’a}
10

Obrazek 108: Vypocet v GeoGebre, priklad 7

3. zpusob vypoctu:

Vyuzijeme:

AM 1L MN : —au — v* + vb = 0.

MNP jsou kolinearni: vp + uq — uv = 0,
AMIOP, tedy

v—ba
—qp

= 0 a dostaneme vp — pb + aq = 0.

Dostali jsme opét soustavu tii rovnic:
—au—v?4+vb = 0
—vp+uqg—uv = 0

vp—pb+aqg = 0

T , . 2 - , . _
Vyjadiime z prvni rovnice u = ”ba;’ a z tireti rovnice v = %.
Dosadime do druhé rovnice:

pb—aq T pb—aq 2 pb—aq . pb—aq 2
pb—aq + ( P )b ( P ) _ ( p )b ( P ) ,pbfaq:O
p P a q a P

Upravime a dostaneme:

abp — a3 + 2a2¢%pb + p*qPab — agp*h? — pPa® — a?pdq = 0
Rozlozime na soucin: —a(bp — qa) - (bgp — ¢*p — ¢*a — p*) = 0

Ziskame rovnici primky a ofiuridy.
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*» Algebraické okno X | » Nakresna
®a=1
® b=-3 a=-1
® K1:3X* - X’y + 3y + Oy -X Y- BXy* +y°= 0 P =
® K2:xT-xy?-3xy+y:=0 b= 3

K3: 3x+y=0 B

K1 K2

-6

Obréazek 109: Ofiurida a primka, priklad 7

Pokud se M dostane do O, pak by zbyla rovnice pb—ga = 0. Piimku nedostaneme,
pokud ptridame podminku M # O, nebo jako v predchozim zpusobu vt — 1 = 0.

Pti pouziti ptikazu Eliminovat v GeoGebie dostaneme:

t1:=—a*u—v"2+v’b=0

- tl: —v*  —aut+bv=0

2:=v'p+utg—-uv=0

12
- t2: pv+qu—uv=10
t3:=v'p-p*b+a’q
13
-+ t3:=aq—bp+pv
14 t4:=Eliminovat[{{1,t2,t3} {uv}]
-~ t4:= {abp*—ab’p’q—a’p’q+2a’bpqg’+abp’q’-a’q —a’pq’}
15 t5:=Rozklad(t4)

- t5:= {—a(bp—qa) (bqp—g p—q’a—p’)}

Obrazek 110: Vypocet v GeoGebrie, priklad 7
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