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Uvod

Podnétem pro tuto praci byla snaha o propojeni dvou problematik, kterym se
studenti magisterského studijniho oboru Aplikace matematiky v ekonomii béhem
studia vénuji, a to teorie fuzzy mnozin a pojistné matematiky. Teorie fuzzy mno-
zin patii mezi relativné mladé matematické dispcipliny - jeji pocatky se datuji
do Sedesatych let minulého stoleti, pfesto jeji aparat jiz nasel vyuziti v mnoha
aspektech lidské ¢innosti. Pojistovnictvi oproti tomu patii mezi klicové slozky
financ¢nich sektori vSech ekonomicky vyspélych zemi.

Vzhledem k zaméteni své bakalaiské prace (téma Metody stanovent rezervy na
pojistnd plnéni v nezivotnim pojistént) bylo pfirozenym napadem zkusit aplikovat
poznatky z teorie fuzzy mnozin pravé v oblasti technickych rezerv v nezivotnim
pojisténi - této oblasti zatim nebylo vénovano mnoho pozornosti (za zminku stoji
¢lanky |11, 11]). Po dohodé s vedoucim prace jsme jako hlavni napla diplomové
prace zvolili moznosti fuzzifikace nejpouzivanéjsi metody pro stanoveni rezervy na
pojistna plnéni v nezivotnim pojisténi, které je zalozené na tzv. trojihelnikovych
schématech, a sice metody Chain-Ladder.

Pro uvedeni do problematiky bude préce zahrnovat kapitoly, které jak teorii
fuzzy mmnozin, tak pojistovnictvi blize predstavi, a to vfetné pouzivané termi-
nologie. Zaroven bude proveden prizkum literatury zabyvajici se dosavadnim
vyuzitim aparatu teorie fuzzy mnozin v pojistovnictvi, jehoz vystup zde bude
obsazen. Relativné samostatnou ¢asti prace pak bude kapitola vénujici se metodé
Chain-Ladder. Zde se podrobnéji rozebere jeji fuzzifikovana varianta, kterou je-
dinou jsem v literature objevila. Cilem prace by zde mélo byt navrzeni vlastnich

modifikaci této metody, které by eliminovaly nékteré jeji negativni stranky.



Kapitola 1

Zaklady teorie fuzzy mnozin

S ideou fuzzy mnozin jako prvni pfisel Lotfi Zadeh, ptivodem azerbajdzansky
matematik, ktery béhem své profesni kariéry ptsobil na nékolika pfednich ame-
rickych univerzitach. Zékladni kameny celé teorie fuzzy mnozin polozil ve svém
clanku Fuzzy sets [30] z roku 1965. Této problematice se nadéale vénoval ve svych
dalsich rozsitujicich publikacich, stejné tak jako dalsi matematikové. Odvétvi tak
bylo obohaceno o fuzzy logiku, fuzzy rozhodovaci systémy, fuzzy algoritmy, fuzzy
regulatory a kontrolni systémy aj.

Prostudovani této kapitoly by mélo ¢tenare vybavit dostatec¢nymi znalostmi
z teorie fuzzy mnozin pro potieby této prace. V uvodu kapitoly budou predsta-
veny nékteré zéakladni aspekty problematiky a provede se srovnani fuzzy mnozin
s jejich , klasickym® protéjskem. Dale bude priblizena zékladni terminologie, pii
které bude kladen duraz na specialni tfidu fuzzy mnozin, fuzzy ¢isla, véetné nékte-
rych jejich dilezitych struktur. Zaroven se ¢tenar dozvi, jak lze snadno zobecnit
zékladni algebraické operace z klasické aritmetiky pravé pro fuzzy ¢isla. Nékdy je
vhodné fuzzy ¢islo interpretovat pomoci ¢isla realného - budou zde proto uvedeny

i nékteré ze zpisobu defuzzifikace fuzzy cisel.

1.1. Motivace k zavedeni fuzzy mnozin

V zakladnich kurzech matematiky ¢i matematické analyzy se seznamujeme

s pojmem mnozina. Mnozinou M rozumime soubor prvku - lze ji zadefinovat



vyctem, pTrip. néjakou charakteristickou vlastnosti, pricemz o kazdém objektu lze
rozhodnout, zda do dané mnoziny M patii nebo ne. Podle poctu prvka muze
byt mnozina konecné, konecné spocetna i nekonec¢na. V ramci této prace budeme
tuto mnozinu oznacovat jako klasickou, ptip. ostrou. Klasické mnoziny se daji

popsat i pomoci charakteristické funkce uvedené v nasledujici definici.

Definice 1.1 (Charakteristickd funkce). Necht U je neprazdna mnozina, tzv.
universum. Charakteristickd funkce mnoZiny M je zobrazeni xp : U — {0,1}

definované vztahem
1, jestlize x € M,

X (x) = {0, jestlize x ¢ M.

Laicky lze definici 1.1 popsat nasledovné: tém prvkum universa U, které patii
do mnoziny M, prifadime logickou hodnotu 1, zatimco prvkam, které do M
nepatii, hodnotu 0. V kontextu dalsi ¢asti lze tuto skutecnost chapat tak, ze
prvek do mnoziny M patii bud zcela (1), nebo vibec (0). Prikladem klasickych
mnozin jsou napf. mnozina pfirozenych ¢isel N nebo mnozina vSech studenti ve
tride.

Uvazujme nyni nékteré terminy pouzivané v bézné mluvé - mlady clovek, vy-
soké budova, dlouha kniha. Citime, Ze v tomto pfipadé neni tak jednoduché urcit,
zda napt. 30letého ¢lovéka jednoznacné piifadit do ostré mnoziny mladych lidi.!
V tuto chvili lze vzit na pomoc pravé fuzzy mnozZiny, které nabizeji zpusob, jak
popsat pouze ¢astecnou prislusnost prvku do mnoziny. Analogii charakteristické
funkce v pripadeé klasické mnoziny je pro fuzzy mnozinu A tzv. funkce prislusnosti

14 detailnéji priblizena v samotné definici fuzzy mnoziny.

Definice 1.2 (Fuzzy mnozina). Necht U je neprazdna mnoZina, tzv. universum.

Pak fuzzy mnoZina A na U je uréena zobrazenim
pa U — <0, 1> .

Funkci pa nazyvame funkci prislusnosti fuzzy mnoZiny A. Pro kazdé x € U na-

zyvame hodnotu 4 (x) stupném prislusnosti proku z k A.

'Pravé vagni jazykové pojmy jsou jednim z typickych piikladi, kdy jsou fuzzy mnoZiny
uzitenym a praktickym néstrojem.
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Vyrazem F(U) se bude nadéle rozumét (ostrd) mnozina vsech fuzzy mnozin
definovanych na universu U. Dale vyraz pro stupen pfislusnosti pa(z) se ¢asto
pro zjednoduseni nahrazuje zkracenym zapisem A(x) - jeho vyznam zustava ne-
zménén. Stupné piislusnosti tedy udavaji, do jaké miry jednotlivé prvky do fuzzy
mnoziny patii - diky tomu, Ze se pohybuji spojité na intervalu (0, 1), lze s jejich
pomoci kvantifikovat i nepfesné ¢ neurcité pojmy. Tato vlastnost je divodem,
pro¢ fuzzy mnoziny dostaly své jméno (z angl. fuzzy - nejasny, neostry, mlhavy).
Z definice fuzzy mnoziny je také ziejmé, ze ostrd mnozina je zde jen specidlnim
piipadem obecnéji definované fuzzy mnoziny.

Je dobré na tomto misté zminit, Ze zejména v pripadé jazykovych termini se
jejich vyznam miiZe zna¢né lisit v zavislosti na osobé, které tyto terminy pouzije.
Dva jedinci si tak pod stejnym terminem mohou predstavit dvé naprosto rozdilné

fuzzy mnoziny.?

1.2. Zakladni pojmy z teorie fuzzy mnozin

V této ¢asti bude definovano nékolik dilezitych pojmu, které jsou dulezité jak
pro blizsi pochopeni konceptu fuzzy mmnozin, tak pro lepsi orientaci v praktické

Césti prace.

Definice 1.3 (Zakladni pojmy). Necht U je neprazdna mnozina, tzv. universum,

a A je fuzzy mnozina na U, tj. A € F(U).

e Pro a € (0, 1) nazveme a-tezem fuzzy mnoZiny A ostrou mnozinu A,, pro

kterou plati: A, = {x € U | A(z) > a}.

e Nosicem fuzzy mnoZiny A nazveme ostrou mnozinu Supp A, pro kterou

plati: Supp A = {z € U | A(z) > 0}.

e Jdadrem fuzzy mnoZiny A nazveme ostrou mnozinu Ker A, pro kterou plati:

Ker A={zeU|A(z) =1}

2Vratme se k piikladu s terminem miady clovek - 1ze ocekavat, Ze predstava 17letého a 70le-
tého jedince o tom, kdo je ,,mlady ¢lovek*, se bude zna¢né lisit.

11



o Vyskou fuzzy mnoZiny A nazveme ¢islo hgt A = sup {A(z) |z € U}.

Poznamka 1.1. Pokud existuje alespon jeden prvek x € U takovy, ze A(z) = 1,
tj. fuzzy mnozina A mé neprazdné jadro, pak takovou fuzzy mnozinu oznacujeme

jako normadini.

Pravé vlastnost uvedena v poznamce 1.1 je klicova pro zavedeni fuzzy ¢isel

v nasledujicim textu.

1.3. Fuzzy cisla

Specialnim piipadem fuzzy mnozin jsou tzv. fuzzy ¢isla. Universem, na kterém
je fuzzy c¢islo definovano, je v tomto piipadé mnozina vSech realnych ¢isel R, resp.

néjaky uzavieny interval (a,b) C R.

Definice 1.4 (Fuzzy ¢islo). Fuzzy mnozina C' € F(R) se nazyva fuzzy cislem,

jestlize splnuje vlastnosti:

e Jzg € R: C(xg) =1, tj. C je norméalni fuzzy mnozina,

o Va e (0,1): C, je uzavieny interval,

e nosi¢ fuzzy mnoziny C' (Supp C) je omezeny.
Poznamka 1.2. V literatufe lze najit vice zpusobi, jak fuzzy ¢islo definovat.
Vyse uvedené definice je vyhodna z toho diivodu, Ze s jeji pomoci lze realna ¢isla,
resp. uzaviené intervaly na realné ose, zahrnout mezi fuzzy cisla jakozto jejich

specialni pripady. Pro obé varianty lze vSechny vlastnosti fuzzy ¢isla z definice

1.4 snadno ovéfit - pro ¢islo A = a € R a uzavieny interval B = (b,c¢) C R plati:

o Ala)=1, A(z)=0 VzeR\{a},

B(z)=1 Vz e (bc), Blx)=0 VxeR\((,c);
e A,={a} Vae(0,1), B,=(bc) Vaec(01);

e Supp A = {a}, Supp B = (b, ¢c).
12
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Obrazek 1.1: Ruzné typy fuzzy ¢isel.

Pro zkraceni zépisu budeme nadale pouzivat znaceni C' € Fx(R) vyjadiu-
jici fuzzy ¢islo C' z mnoziny fuzzy ¢isel definovanych na mnoziné reélnych cisel.
Obdobné znaceni lze zavést pro fuzzy ¢isla definovand na uzavieném intervalu
(a,b) C R (tj. pokud Supp C' C (a,b)) - mnozinu takovych fuzzy ¢isel budeme
znadit Fiy({a,b)). Nékolik ruznych fuzzy ¢isel je znazornéno na obrazku 1.1.

O vlastnosti fuzzy ¢isel, diky které je lze vyé¢lenit z obecnych fuzzy mnozin,

pojednéva véta 1.1.

Véta 1.1. Fuzzy mnozina C' € F(R) je fuzzy ¢islem pravé tehdy, kdyz existuji
realna cisla x1 < x9 < 23 < x4 takova, ze:
L(x), jestlize x € (—o0,xq),

C(z) =X 1, jestlize x € (9, x3) ,
P(x), jestlize x € (x3,00),

kde L(z) a P(x) jsou funkce s néasledujicimi vlastnostmi:

e [L(z) je funkce neklesajici, zprava spojita pro & € (—oo,z3) a nulova pro

x € (—o0,x1),

e P(z) je funkce nerostouci, zleva spojita pro z € (x3,00) a nulova pro x €
(24,00).

13



Diikaz. Viz [15]. O

Hodnoty x1, 2o, x3, x4 ve vété 1.1 nejsou uréeny jednoznacné, podstatné je, ze
néjaké takové hodnoty existuji. Specialni ¢tverici téchto hodnot jsou tzv. vyznacné

hodnoty fuzzy ¢isla C'.

Definice 1.5 (Vyzna¢né hodnoty fuzzy ¢isla). Necht C' € Fxn(R). Vyznacnymi

hodnotami fuzzy c¢isla C' rozumime realné ¢isla ¢; < ¢ < c3 < ¢4, pro ktera plati:
e Supp C' = {(c1, ¢4),
o Oy = (e, c3),

kde Supp C oznacuje uzavér nosice fuzzy ¢isla C.

Vyzna¢né hodnoty fuzzy ¢isla tedy poskytuji zakladni predstavu o fuzzy ¢islu.
Zatimco hodnoty ¢; a ¢4 ohrani¢uji nosi¢ fuzzy ¢isla C, interval (cy, c3) je jeho
jadrem - kromé spojitosti a intervaltt monotonie ale nevime nic blizstho o tvaru
funkce prislusnosti.

Pro zapis fuzzy Cisel se ¢asto pouziva dvojice funkcei ¢(«) a ¢(a) definovanych
na intervalu (0, 1). Jedna se o alternativu zapisu pomoci systému a-fezi - funkce
c(a) popisuje nejmensi hodnotu spadajici do a-fezu pro dané «, zatimco ¢(«)
hodnotu nejvétsi. Pomoci téchto funkei lze tedy fuzzy ¢islo C zapsat vztahem

C = {{c(a),¢(a)),a € (0,1)}, kde:
¢c:(0,1) - R:
Co = {c(a),c()) ,a € (0,1),

Supp €' = (c(0),¢(0)) -

Pokud tedy mame k dispozici fuzzy ¢islo C' ve tvaru C = {{c(«a),¢(a)) ,a € (0,1)},

1ze potom pro kazdé z € R ur¢it stupen piislusnosti puc(x) vztahem

e (z) = {(r)r’lax {a |z € {c(a),c(a))}, jfﬁ:fe {a |z € {c(a),c(a))} # 10,

14



Je dilezité uvédomit si rozdil mezi funkei piislusnosti pe a funkcemi ¢(o) a ¢(«).
Zatimco pc zobrazuje z mnoziny realnych ¢isel R na interval (0, 1), u funkei ¢(«)
a ¢(a) je tomu presné naopak.

Definice 1.4 umoznuje zavadét fuzzy ¢isla velmi obecné, v praxi se ovSem bézné
vyskytuji fuzzy ¢isla spadajici do nékteré ze specidlnich struktur fuzzy ¢isel. Tyto
struktury se Vyznaéuji speciﬁck}’fmi Vlastnostmi, které préci s dan}’/mi fuzzy cisly

vvvvvv

¢isel patii linearni fuzzy Cisla, resp. po ¢astech linearni fuzzy ¢isla tiidy n.

Definice 1.6 (Linearni fuzzy ¢islo). C' € Fy(R) je linearni fuzzy ¢islo, jestlize

existuji realna ¢isla ¢ < ¢y < 3 < ¢y takovéa, ze plati:

=, Jestlize x € (c1,¢2),

)1 jestlize x € (cq,c3) ,

Cla) = 2=, Jestlize x € (3, ca)
0, jestlize x € (—o0,¢1) U (¢4, 00) .

Z definice 1.6 je patrné, ze funkce piislusnosti uc je na jednotlivych interva-
lech tvorena linedrnimi funkcemi - odtud vyplyva nézev této struktury. Vyhodou
linearnich fuzzy ¢isel je jejich jednoduchost - pro znalost celého fuzzy ¢isla nam
staci znat pouze jeho vyznac¢né hodnoty, protoze pravé ty nam jednoznacné uda-
vajf tvar jeho funkce p¥islugnosti.?> Podle vztahu téchto vyzna¢nych hodnot lze

linearni ¢isla rozdélit jesté na dalsi specifické skupiny:
e realné ¢islo k: (k=) c1 = o = 3 = ¢y,
e realny interval (I, m): (I =) ¢; = c3 < c3 = ¢4 (= m),
e trojuhelnikové fuzzy ¢islo: ¢; < co = 3 < ¢y,

e lichobé&znikové fuzzy ¢islo: ¢; < ¢y < ¢3 < ¢y,

3Pravé pro tuto vlastnost a snadnou interpretaci nachazeji linearni fuzzy &isla vyuziti napf.
pfi expertnim hodnoceni, kdy expertovi sta¢i u néjakého kvantitativniho kritéria zadat hodnotu
pfedpokladanou, minimalni a maximalni moZnou (v pfipadé trojihelnikového fuzzy ¢isla).

15



o fuzzy Cislo typu S: ¢; < ¢ < ¢3 = ¢y,
o fuzzy cislo typu Z: ¢ = 3 < 3 < ¢4.

Poznamka 1.3. V dalsim textu budou hojné vyuzivana pravé trojuhelnikova
fuzzy cisla. Ta se budou nadale zapisovat pomoci vyzna¢nych hodnot, a to ve
tvaru A = (aa,ca,ba) (vynecha se tedy zdvojeny zapis jadra). Dolni index zde

odpovida fuzzy ¢islu, které vyznacné hodnoty popisuji.

Jak uz nazev napovida, po ¢astech linearni fuzzy ¢isla t¥idy n jsou do jisté miry
podobna linedrnim fuzzy ¢islim. Pro jejich zapis ale potfebujeme znat n+1 a-fezi
tohoto fuzzy ¢isla a také uzaver jeho nosi¢e Supp C. Diky tomu méme posloupnost
¢isel 0 < oy < ag <...< a, < 1 a piisludné hodnoty ¢(0),c(ay),. .., clay),c(1)
a ¢(0),¢(ay),...,¢(ayn),¢(1), tedy jakousi diskrétni aproximaci fuzzy ¢isla. Line-
arnim prolozenim pfiislusnych hodnot pak ziskdme prislusné po ¢astech linearni
fuzzy cislo. Tento zptisob zavedeni fuzzy Cisla se ¢asto vyuziva v pripadé, kdy jej
nelze zavést analyticky, ptipadné by analytické vyjadieni bylo zbytecné slozité
(dosazené presnost by za cenu sloZitosti nebyla vyhodné). Je pfirozené, Ze s ros-
toucim n, tj. s vétSim poctem zavedenych a-fezli, bude aproximace fuzzy cisla
presnéjsi. Priklad po ¢astech linearniho fuzzy ¢éisla lze vidét na obrazku 1.2.

Vratme se na okamzik k trojihelnikovym fuzzy ¢islim, ktera budou hojné vy-
uzivana v ¢asti prace vénované aplikaci teorie fuzzy mnozin. Jak uz bylo zminéno
vyse, lze je popsat pomoci trojice vyznacnych hodnot - zde pro fuzzy cislo A
v podobé A = (aa,ca,ba). Nékdy se oviem pouziva i alternativni zapis, kterym
ziskdme tzv. LR fuzzy cisla (vice napt. v [31]) v podobé A = (ca,la,74)Lr, kdy
hodnota ¢4 zistava nezménéna (odpovida jadru fuzzy ¢isla A) a hodnoty 14, resp.
ra, udavaji jeho neurcitost na levou, resp. pravou stranu. Oba zapisy poskytuji

stejnou informaci a je mezi nimi jednoznac¢ny prechod; plati zde vztah
(aa,ca,ba) = (ca,ca —aa,ba — ca)rr,

resp.
(CA7 lAJ TA)LR - (CA - lA7 CA,CA + TA)‘
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Obrazek 1.2: Po ¢astech linearni fuzzy ¢islo a jeho piislusné funkce ¢(a) a ¢(a).

Vztah mezi obéma zapisy je priblizen na obrazku 1.3. Tento LR zapis se
muze hodit pfi nékterych matematickych operacich s fuzzy ¢isly, protoze vyrazné

zjednodussi nékteré vypocetni vztahy.

1.3.1. Operace s fuzzy cisly

Aby bylo mozné zadefinovat zakladni aritmetické operace (s¢itani, od¢itani,
nasobeni, déleni) pro fuzzy ¢isla, je nejprve potieba zobecnit zobrazeni pro piipad
fuzzy mnozin, tj. oSetfit, jakym zptisobem bude naloZeno se stupni piislusnosti

jednotlivych zobrazovanych prvki. K tomu slouzi tzv. princip rozsirens.

Definice 1.7 (Princip rozsiteni). Necht U,V £ 0 a f : U — V. Fuzzy roz§ifenim
(fuzzifikaci) zobrazeni f rozumime zobrazeni fr : F(U) — F(V), které kazdé
fuzzy mnoziné A € F(U) piifazuje fuzzy mnozinu fr(A) € F(V), ktera je urcena

néasledujici funkei prislusnosti:

Yy eV fr(A)(y) = {(S)lfp{A(x) |z €U, f(x) =y}, j:ﬁii }“—18; i g

)
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Obrazek 1.3: Zapisy trojtuhelnikového fuzzy ¢isla - graficky.

kde
M) ={eeU]| f(x)=y}.

Zékladni myslenka principu rozsiteni je nasledujici: prvky z mnoziny U se
do mnoziny V' zobrazuji véetné svych stupnu piislusnosti. Pokud se vice prvki
z U zobrazi na tentyz prvek y z V, potom se prvku y pfifadi nejvyssi stupen
prislusnosti z téchto prvkua (resp. presnéji supremum z téchto stupiii prislusnosti).

V nésledujici definici vyzadujeme, aby fuzzy ¢isla A a B byla neinteraktivni.
Jednoduse feceno to znamena, ze pozadujeme, aby byly mozné vSechny kombinace
hodnot s nenulovymi stupni piislusnosti obou fuzzy ¢isel (tj. aby neexistovala
néjakd vnitini zavislost, resp. podminénost, kvuli které by nékteré kombinace

nemohly nastat - blize je tato vlastnost rozebrana napt. v [7]).

Definice 1.8 (Aritmetika fuzzy ¢isel). Necht A, B € Fy(R) jsou neinteraktivni
fuzzy ¢isla, kdy A = {{a(a),a(a)),a € (0,1)},B = {{b(a),b(a)), o € (0,1)}
a k € R. Pak plati:

e soucin redlné konstanty k a fuzzy cisla A je dan vztahem
k- A={(min{k-a(a),k-a(a)}, max{k-a(a),k-a(a)}),a € (0,1)},
18



soucet fuzzy c¢isel A a B je dan vztahem

A+ B = {{a(a) +a(a),b(a) + b(a)) ,a € (0,1)},

rozdil fuzzy ¢isel A a B je dan vztahem

soucin fuzzy ¢isel A a B je dan vztahem

A B = {(min {a(e) - b(a),a(e) - b(a),a(e) - b(a),a(x) - bla)},

(]
o
@
el
=
-
S
R
[@p]
C ‘
=]
T
S
o
&
=
=
S
L
B
g
N
<
=
@
2
o
S
S
%‘D.
(o
QO
=
<
N
&+
&
=
@]
=

Poznamka 1.4. VySe uvedené vztahy je mozné pro trojuhelnikovéa fuzzy cisla
zjednodusit. Je ale potfeba upozornit na to, ze zatimco soucet a rozdil dvou
trojuhelnikovych fuzzy ¢isel je opét trojuhelnikovym fuzzy ¢islem, u soucinu tato
skutecnost neplati - funkce prislusnosti je zde obecné nelineérni. V praxi se vsak
soucin Casto aproximuje nize uvedenym trojihelnikovym fuzzy cislem - proto je
v prislusnych vztazich uvedeno znaménko .

Pro pro k € R" a trojtahelnikova fuzzy ¢isla A = (aa,ca,ba) a B = (ap,cp,bp)

tedy plati:
o k-A=(k-aak-cak- ba),
e A+ B = (as+ag,ca+cp,ba+bp),
e A—B=(aa—bp,ca—cp,bs—ap),
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e jestlize aq,ca,ba,ap,cp,bp € RT, paki A- B~ (aa-ap,ca-cp,ba-bp),

pro trojuhelnikova fuzzy ¢isla C' = (co,lo,rc)r @ D = (¢p,lp,rp)Lr, kde

cc,le,ro,cp,lp,7p € RT, potom obdobné:
o k-C=(k-co,k-lc,k-rc)Lr
e C+ D= (cc+cp,lc+Ip,rc +7D)LRs
e C—D=(cc—cp,lc+7rp,7c+1p)Lr,

o C-D=(ccep,colp + eple — lolp, corp + epre + rerp)Lr-

Séitani fuzzy cisel Aa B

Odgitani fuzzy éisel Aa B

Nasobeni fuzzy Cisel AaB Déleni fuzzy cisel AaB

Obréazek 1.4: Fuzzy aritmetika.

1.3.2. Defuzzifikace fuzzy cisel

P1i praci a vypoctech s fuzzy ¢isly je nékdy nutné vysledek v podobé fuzzy
¢isla ,,sesumirovat do podoby realného ¢isla, tj. defuzzifikovat. Defuzzifikace je
potfebna napi. ve chvili, kdy chceme fuzzy ¢isla usporadat nebo je pouzit v rameci
néjakého rozhodovaciho problému, kde jsou nutné ostré vstupy. V této kapitole

bude uvedeno nékolik zptsobu defuzzifikace fuzzy cisla.
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o Tezistem fuzzy cisla A nazveme realné ¢islo t 4, pro které plati:
Jg z-Az)de . .
fy= 4 A jestlize A ¢ R,
A, jestlize A € R.
o Zobecnénym tézistém fuzzy ¢isla A nazveme redlné &islo %, pro které plati
z-A(z)*tldz . .y
tg _ %, Jesthze A ¢ R,
A, jestlize A € R.
o Stiedem mazim fuzzy ¢isla A nazveme realné ¢islo MOM(A), pro které plati:

MOM(A) = M

Stredem primérného intervalu fuzzy ¢isla A nazveme realné ¢islo E(A), pro

které plati:
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bude splyvat se stfedem maxim MOM(A).

Na tomto misté opét zminime urcité zjednoduseni vzorcu pro trojuhelnikova
fuzzy ¢isla. Uvazujme nyni trojuhelnikové fuzzy ¢islo A = (aa,ca,ba). Nejjed-
nodussi je vztah pro stfed maxim fuzzy Cisel - na prvni pohled je ziejmé, Ze

u trojuhelnikového fuzzy ¢isla A bude pro stfed maxim platit

ca+ca

MOM(A) = = Ca,
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protoze trojihelnikové fuzzy ¢islo ma jednoprvkové jadro. Zjednodusit lze také
vztah pro stfed prumérného intervalu linearniho fuzzy ¢isla - tato charakteristika

se spoc¢ita nasledovné [18]:

_ 2 b
F(A) = AT 2cat o
4
Co se tyce vypoctu t&zisté fuzzy ¢isla, lze dokazat (napt. [18]), Zze pro trojuhelni-

kové fuzzy ¢islo plati

1
tA:§-(CLA+CA+bA).

Na zavér této podkapitoly je dobré zminit, ze pouziti riznych zptsobt de-

Move

zminéného usporadéani fuzzy cisel.
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Kapitola 2

Pojistovnictvi

Vedle odvétvi bankovnictvi je pojistovnictvi jednim ze zékladnich pilifa fi-
nanc¢niho sektoru kazdé vyspélé ekonomiky. Jeho fungovani poméha udrzet eko-
nomickou stabilitu zemé tim, Ze komer¢ni pojistovny z podstaty své ¢innosti do-
kazi kryt skody, které by pro samostatné subjekty (osoby, doméacnosti, podniky)
mohly mit likvidac¢ni néasledky.

Tato kapitola ¢tenare uvede do problematiky pojistovnictvi: budou vysvétleny
zékladni pojmy a stru¢né predstaveno fungovani pojistného trhu. Méla by poskyt-
nout dostateény prehled pro lepsi orientaci v kapitolach vénujicich se aplikacim

teorie fuzzy mnozin v pojistovnictvi.

2.1. Pojisténi

Pod pojmem pojisténi obecné rozumime jednu z moznosti, jak se mohou jed-
notlivé ekonomické subjekty chranit pred nékterymi riziky prostfednictvim (nej-
¢astdji) komercnich pojistoven?. Je to efektivni zpiisob tvorby a uzit{ finanénich
rezerv pro uhradu penéznich potieb ekonomickych subjekti, které jsou v jednotli-
vych ptipadech vyskytu ndhodné, veelku vsak odhadnutelné. V praxi to tedy zna-
mend, ze pokud je vice subjektii ohrozeno stejnym pojistnym rizikem, je mozné
odhadnout pravdépodobnost, s jakou se dané riziko realizuje. ékoda, ktera reali-

zaci rizika vznikla, se pak uhradi z prostifedki, které dohromady slozily vSechny

4V tomto textu budeme uvaZovat pouze komeréni pojistovny, proto slovo komercéni bude
¢asto vynechano.
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ohrozené subjekty. Nosnou myslenkou komercéniho pojisténi je skutecnost, ze sub-
jekt radéji dobrovolné zaplati relativné malou ¢astku - v pripadé, Ze se riziko
realizuje pravé u néj, mu ale muze byt uhrazena skoda mnohonasobné vyssi.

Penézni potieby vznikaji jako néasledek realizace tzv. pojistné uddlosti, tj. né-
jaké rizikové skutecnosti specifikované v pojistné smlouveé, jejimz disledkem miize
subjekt utrpét ztratu. Takové riziko, kdy muze nastat pouze negativni vychyleni
od soucasného stavu, se nazyva cisté riziko. Aby pojistovna vibec mohla riziko
pojistit, musi riziko splhovat nékolik kritérii pojistitelnosti: musi byt pfesné iden-
tifikovatelné, nahodilé, vycislitelné, ekonomicky pfijatelné pro pojistovnu a po-
jistovna jeho pfijetim nesmi poruSovat moralni zasady [10].

Pojisténi se déli na dvé zékladni odvétvi: Zivotni a neZivotni, kterému se
v ramci této prace budeme vénovat blize. U Zivotniho pojisténi jsou moznymi
pojistnymi udélostmi smrt nebo doziti se urcitého véku - vSechna ostatni po-
jistna nebezpedi jsou kryta v ramci pojisténi nezivotniho. Mezi nejb&znéjsi druhy
nezivotniho pojisténi patii pojisténi majetku (napf. havarijni pojisténi), pojisténi
osob nebo pojisténi odpovédnosti.

UzavTeni pojisténi je ve vétsiné pripadi podminéno uzavienim pojistné smlou-
vy, a to mezi dvéma stranami - pojistitelem a pojistnikem. Pojistitel je pravnicka
osoba, ktera ma od orgdnu dozoru (u nas je jim Ceskd narodni banka) udeé-
leno povoleni k provozovani pojistné ¢innosti. Nejcastéji jsou pojistiteli prave
komer¢ni pojistovny. Pojistitel se zavazuje, ze v pripadé realizace pojistné uda-
losti specifikované v pojistné smlouvé vyplati pojisténému smluvné stanovenou
néahradu skody, tzv. pojistné pinéni. Pojistnikem je fyzickd nebo pravnicka osoba,
které uzavienim pojistné smlouvy vznika povinnost vyplacet pojistiteli iplatu
za pojistnou ochranu, tzv. pojistné, ve stanovené vysi a terminech. V nezivot-
nim pojisténi se dale v pojistné smlouvé vyskytuje pojistény (tj. osoba, na jejiz
zivot, zdravi, majetek, odpovédnost nebo jiné hodnoty pojistného zajmu se po-
jisténi vztahuje), pripadné oprdvnénd osoba (tj. osoba, které v piipadé realizace

pojistné udalosti vznika pravo na pojistné plnéni).
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2.2. Technické rezervy

Cinnost pojistoven je z velké ¢asti ovliviiovana nahodou - dopfedu se presné
nevi, jestli, kdy, prip. kolikrat pojistna udalost u dané¢ho jedince nastane. Pojis-
tovna sice ma k dispozici idaje z minulosti, diky kterym si mtze urcit o¢ekévany
prubéh skod, skutecny stav vsak miize byt od tohoto odhadu vychylen jak v klad-
ném, tak v zaporném smeéru. Finance pro vyplaceni pojistnych plnéni jsou navic
tvoreny kumulaci prostfedku piijatych na pojistném (tzv. nettopojistnym). Roz-
sah pojistného kmene (tj. pocet jedinci uzavirajicich podobné pojisténi) také neni
dopfedu znamy, stejné tak doba, po kterou se pojistné plnéni bude muset vypla-
cet. Z téchto divodu musi mit pojistovna k dispozici prostiedky, ze kterych muze
hradit pojistnd plnéni i v dobé, kdy ji zdroje z placeného pojistného nedosta-
cuji. Tyto prostitedky se nazyvaji technické rezervy - v této praci bude pozornost
pozdéji vénovana konkrétné technickym rezervam v nezivotnim pojisténi.

Az do nedavné minulosti u nés dle predchozi legislativy (tzv. Solvency I') bylo
zavedeno striktni déleni jednotlivych slozek technickych rezerv v nezivotnim po-
jisténi. Jednalo se o rezervu na pojistné plnéni, rezervu na nezaslouzené pojistné,
rezervu na prémie a slevy, rezervu pojistného nezivotnich pojisténi, vyrovnavaci
rezervu, pripadné dalsi rezervy pak musel pojistovné schvalit organ statniho do-
zoru. Zaroven byla stanovena minimalni vyse rezerv, kterou musela pojistovna
disponovat. Od prosince roku 2016 plati v Ceské republice nova uprava této le-
gislativy, tzv. Solvency II, ktera toto déleni jiz nevyzaduje - pojistovna musi nové
vykazovat jen celkovou vysi technickych rezerv (vliv zmény legislativy je blize
popsan napi. v [0]).

I presto, ze pojistovny nyni uz nemaji povinnost vykazovat jednotlivé slozky
rezerv zvlast, pro vypocet celkovych technickych rezerv se tyto slozky i nadale po-
¢itaji. V této praci se budeme vénovat nejvyznamnéjsi slozce technickych rezerv,
a to rezervé na pojistnd plnéni v nezivotnim pojisténi. Tato rezerva je tvorena
dvéma ¢astmi - rezervou IBNR a RBNS. Rezerva IBNR (incured but not reported)
je tvorena pro Skody z pojistnych udalosti, které nastaly v aktualnim ucetnim

obdobi, ale jesté nebyly pojistovné nahlaseny. Naproti tomu rezerva RBNS (re-
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ported but not settled) je pro pripady, kdy pojistna udélosti jiz byla v daném
ucetnim obdobi nahlasena, ale nebyla zcela zlikvidovana, prip. vyplacena.
Ackoli existuji zpusoby, jak slozky IBNR a RBNS odhadovat zvlast, zde se
budeme v kapitole 4 vénovat zptisobu, kde tyto slozky odhadujeme dohromady
pomoci tzv. trojihelnikovych schémat. Jesté predtim ale budou stru¢né predsta-

veny nékteré z dosavadnich aplikaci teorie fuzzy mnozin v pojistovnictvi.
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Kapitola 3

Vyuziti aparatu teorie fuzzy mnozin
v pojiStovnictvi

I pfes pomérné kratkou historii problematiky fuzzy mnozin byla zaznamenana
fada zpusobu, jak teorii fuzzy mnozin (TFM) implementovat v pojistovnictvi.
Tato kapitola ¢erpa predevsim ze starsiho prehledového clanku [23] a jeho ak-
tualizované verze [22|, déale pak z ¢lanku novéjsich [2, 3, 24, 25, 26]. Cilem této
kapitoly je pfedevsim poskytnout stru¢né priblizeni vybranych aplikaci a motivaci

pro jejich podrobnéjsi studium.

Poznamka 3.1. Aby se v nasledujicim textu predeslo problému s identifikaci
ostrych a fuzzy hodnot, budou nadale fuzzifikované hodnoty oznac¢eny vlnovkou,
tj. napr. A.

b4 g

3.1. Aplikace TFM v neZivotnim pojisténi

3.1.1. Detekce pojistnych podvodi v havarijnim pojisténi

Havarijni pojisténi je jednou z oblasti nezivotniho pojisténi, kde se pojis-
tovny relativné bézné setkavaji s pokusy o pojistny podvod. Muze se jednat
o ,nahranou nehodu, pripadné se mize zddat o pojistné plnéni za udalost, ktera
nastala jesté pred uzavienim pojisténi. Pii mnozstvi pojistnych smluv, které je
v rdmci havarijniho pojisténi uzavieno, nemusi byt snadné kontrolovat podrobné

vSechny souvislosti pojistné udélosti, na druhou stranu pii velkém poctu po-
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jistnych podvodu se muze zkreslit predstava pojistovny o Cetnosti a zavaznosti
pojistnych udalosti - jejich umélé navyseni by zapric¢inilo zdrazeni pojisténi pro
,poctivé” klienty, pro které by se potom ovSem mohlo stat nevyhodnym. Snahou
tedy je vypozorovat podezielé pojistné smlouvy a na né se soustiedit.

V |24] byl nastinén zpisob, jak pro vyhledavani téchto smluv vyuzit fuzzi-
fikovanou metodu nehierarchického shlukovani - metodu k& priméri. Principem
HKklasické” metody k primeért je vytvorit shluky tak, aby se minimalizoval soucet
¢tvercovych vzdalenosti prvku od centra shluku v rdmci skupin - tj. pti zarazeni
libovolného prvku do jiného shluku by se celkova hodnota kritéria zvysila. Vy-
sledkem je tedy ostré zarazeni prvki do prislusnych shlukta. Oproti tomu metoda
fuzzy k priméri umoziuje prekryvani shluki - prvek tedy muze pattit do vice
shlukd najednou v néjakém stupni (soucet téchto stupnit musi byt pro kazdy
prvek roven 1).

Uvazujme nyni n pozorovani predstavujici jednotlivé pojistné smlouvy. Sou-
fadnicemi kazdého pozorovani d jsou tdaje z této smlouvy (obvykle znormované,
aby jednotky jednotlivych udaji nezkreslovaly vysledek). Déle ozna¢me dopredu
urceny pocet shluki (jejich optiméalni pocet lze ur¢it z dat riznymi zptusoby) jako
¢ a v; jako stfed i-tého shluku. Cilem je vytvorit shluky tak, aby minimalizovaly
funkci

T =YY (ul}) Bij(vi,d;), (3.1)

j=1 i=1

kde u;; znaci stupen pifslusnosti j-tého prvku k i-tému shluku a B;; je (zde
euklidovska) vzdalenost mezi stfedem i-tého shluku a prvkem d;. Koeficient m
potom popisuje miru prekryvani shlukii.

Na uvod metody se prvky rozdéli do shlukd (napf. pomoci cross-validace) -
dale se aplikuje algoritmus metody fuzzy k praméra z [24] minimalizujici hod-
notu funkce (3.1). Iteraénim procesem zde tedy vznikne ¢ shlukii se svymi stiedy.
Vzniklé shluky potom odpovidaji bezproblémovym pojistnym smlouvam. Pro
kazdy prvek se spocita jeho vzdélenost od stiedii shluki. Tyto vzdélenosti se

porovnaji s dopfedu pevné uré¢enymi hodnotami 8, a By (6L < Bu), které sta-
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novuji jakousi dolni a horni hranici vzdalenosti. Jestlize je vzdéalenost prvku od
shluku mensi nez 3y, je prvek, potazmo smlouva, pokladana za bezproblémovou.
Jestlize vzdalenost prekro¢i hodnotu Sy (tj. odpovida odlehlému pozorovéni), je
smlouva oznacena jako podvodna. Pro hodnoty mezi 8, a [y plati, Ze jsou pii-
slusné smlouvy podrobeny dalsi kontrole a zkouméani. Kladné stranky metody
jsou podle autori zejména ve snizeni poctu smluv, které jsou falesné oznaceny
jako podvodné (ve srovnéni s dalsimi piistupy). Pokud se totiz zohledni, Ze prvek
miize Castecné patfit do nékolika shluki, zmensi se obvykle jeho vzdélenost od
stfedii - prvek proto bude spiSe oznacen za bezproblémovy, potazmo ,jen“ za

podeziely.

3.1.2. Fuzzifikace jazykovych termi v pojisténi proti zemé-
treseni

P1i uzavirdni pojisténi, pripadné pri likvidaci pojistné udalosti, musi zainte-
resované osoby pracovat jak s tdaji, které jsou bez problému kvantifikovatelné
(pojistna ¢astka/hodnota, vék osoby, stafi auta atp.), tak s udaji kvalitativniho
charakteru. I tyto udaje je ovSem t¥eba zahrnout do pouZzivanych modela (napf.
pro vypocet pojistného, odhad skodniho pribéhu apod.). V nékterych pfipadech
se ukazalo uzitecnym vyuzit fuzzy mnozin pravé pro jejich schopnost kvantifiko-
vat jazykové pojmy. Ve chvili, kdy se kvalitativni charakteristice prifadi vyznam
v podobé fuzzy mnoziny, je mozné s témito hodnotami (skrze princip rozsireni,
fuzzy aritmetiku, ...) kalkulovat v matematickych modelech.

Jednim z prvnich pfipadi, kde se fuzzy mnozin vyuzilo pti likvidaci pojistné
udalosti, byla studie |2] tykajici se pojisténi proti zemétieseni. Mezi vlastnostmi,
které by se klasicky obtizné kvantifikovaly, byly napiiklad kvalita konstrukce nebo
pritomnost urc¢itych architektonickych prvki, které mohly zabrénit skodam nebo
je alespon zmirnit. V jiném pripadé se jednalo o tidaje, které sice bylo mozné
vyjadrit ¢iselné (napf. mira poskozeni budovy), ale nebylo snadné je presné urcit
(nap¥. v procentech). V tuto chvili se vzala na pomoc jazykova gkala term,

kterym byla prifazena konkrétni fuzzy mnozina. Osloveny likvidator, pfip. jiny
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expert, pak mohl vybrat z nékolika malo termu takovy, ktery nejlépe popisoval
dany stav (napft. poskozeni mirné/zavazné/totélni). Doslo tak k zjednoduseni a

urychleni nékterych fazi procesu likvidace pojistné udélosti.

3.1.3. Fuzzy regresni analyza

V [26] byla poprvé nastinéna moznost, jak rozsitit linearni regresni analyzu do
fuzzy roviny. Predpokladé se zde, Zze odchylky mezi skuteéné namérenymi hodno-
tami a hodnotami odhadnutymi z modelu jsou zpisobeny neurcitosti struktury
systému, nikoli chybami méreni. Parametry regresni kiivky jsou zde nové stano-
veny pomoci fuzzy ¢isel.

UvaZzujme ostré mnoziny X a Y a zobrazeni f(z,a) : X — Y, kde a je vektor
parametri dané funkce. Jestlize tyto parametry budou dany pomoci vektoru fuzzy
¢isel (znaceno A), bude pro kazdou vstupni hodnotu z; vystupem fuzzy mnozina
Y;, jejiz funkee pifslusnosti bude dana predpisem

_ Jmax{pz(a)|y= f(z;,a)}, jestlize Jae A:y=f(z,a),

iy (y) = {O, jinak.

V pripadé dat s ostrymi hodnotami vysvétlujici i vysvétlované proménné je potom
snahou fuzzy linearni regresni analyzy najit mnozinu parametri A tak, aby fuzzy
mnozina f/i* = A*xi obsahovala hodnotu y; ve stupni piislusnosti rovném alespon
(néjaké) hodnoté h - a to pro v8echna pozorovani (tj. pro vSechny hodnoty indexu
i). Problém hledani A je v ¢lanku podrobné popsan - uplatiiuje se zde metodika
linearntho programovani. Fuzzy linedrni regrese je nasledné vyuzita pro popis
chovani cen u montovanych domu v Japonsku. Autofi zduraznuji moznost volby
stupné h podle typu problému - fuzzy regrese podle nich miize 1épe reagovat na
pozadavky uzivatele.

Aplikaci této myslenky v nezivotnim pojisténi je vénovan clanek [11], kdy
se s vyuzitim minulych dat pouzil fuzzy linearni regresni model pro urceni re-
zervy na pojistnéd plnéni pro pojistné udalosti, které jiz nastaly, ale zatim nebyly
pojistovné ohlagené (tzv. IBNR rezerva). Nahled na problematiku pomoci fuzzy

mnozin podle ¢lanku pomaha pojistnym matematikiim zohlednit v jinak striktné
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presném modelu moznou nejistotu. Vzhledem k moznosti volby h tak pojistovna
ma k dispozici matematicky aparat, v némz lze s nejistotou pracovat (tj. na za-
kladé dostupnych dat postupné uptesiiovat fuzzy mnoziny odpovidajici regresnim

parametrim).

3.2. Aplikace TFM v zivotnim pojisténi

3.2.1. Fuzzy cashflow

V celém financénim sektoru, tedy i v pojistovnictvi, hraje tlohu hodnota pe-
néz, kterd se v ¢ase méni. Aby se mohly porovnavat penézni ¢astky v ruznych
¢asovych okamzicich, je vzdy nutné je arocit, resp. diskontovat ke stejnému ca-
sovému okamziku pomoci trokové miry i. Podle [3] mohou byt udaje o uvazo-
vaném mnozstvi penéz, urokové mire a pripadné i o tirokovém obdobi nepfesné
(,,priblizné 4% urok*, ,,15000 - 18000 K¢&* atp.) - proto je lze vnimat jako fuzzy
mnoziny. K popisu téchto hodnot autor vyuziva fuzzy ¢isel - dle principu rozsiteni
pak lze fuzzifikovat standardni predpisy pro troceni a diskontovani. Pri fuzzifi-
kované soucasné hodnoté penéz PV , budouci hodnoté penéz FV a tirokové mife
i jde o vztahy:

FV =PV - (140",

PV =FV-(1+i)™
Obdobneé lze postupovat i pfi pouziti vzorce pro spojité iroceni nebo pfi vyuziti
tzv. efektivni urokové miry. Podrobnéji se ¢lanek zabyva fuzzifikaci urokového
obdobi 7 a jeho vlivu na vyslednou hodnotu penéz, a to i s prislusnymi dikazy.

Aplikace uvedenych vztahu je provedena na porovnani nékolika investi¢nich
variant, kdy se pfi jejich zhodnoceni vyuziji fuzzifikované penézni toky (cash
flow). Lze tedy urcit fuzzy ekvivalent ¢isté souc¢asné hodnoty jakozto souctu vsech
penéznich toki za uvazované obdobi pro kazdou variantu a na jejich zaklady pro-
jekty porovnat. Hlavni pozitivum tohoto postupu vidi autor v mozném zahrnuti

nejistoty v kazdém kroku postupu - protoze jsou vstupy popsany pomoci fuzzy
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¢isel, popisuje vysledek skutecnost lépe nez v pripadé, ze by vstupy musely byt
v ostré podobé, a tim paradoxné nepiesnéjsi.

Na tuto praci je odkazovano v [16]| - autor ¢lanku se zabyva vypoctem po-
jistného u pojisténi doziti se ur¢itého véku. Kromé fuzzy trokové miry ¢ pracuje
i s fuzzy pravdépodobnostmi doziti, (napf 19pss - pravdépodobnost, ze se 55lety
jedinec dozije véku 65 let). Pro pojistnou ¢astku S a ro¢ni trokovaci obdobi se

potom piislusné fuzzy jednorazové pojistné P urc¢i ze vztahu

. 1 10
PZS‘101555'( ~.) .
1+

Zustéava ovSem nezodpovézena otazka, jak potom tuto hodnotu fuzzy pojistného

defuzzifikovat.

Y

3.2.2. Volba zivotniho pojisténi

Aplikaci, jejiz pfinos miZe pocitit pojistnik piimo, je vénovan ¢lanek [1]. Jedna
se o vybér konkrétniho produktu zivotniho pojisténi z nabidky ruznych pojisto-
ven, a to prostfednictvim fuzzifikovaného vicekriterialniho rozhodovaciho modelu.

Rozhodovatelem je v tomto piipadé pojistnik - v piipadé, Ze se sim v po-
jistnych produktech neorientuje, 1ze za rozhodovatele v modelu brat i jednoho,
popfipadé nékolik expertii, které si pojistnik vezme na pomoc. Principem celého
rozhodovaciho modelu je vybér takové varianty (zde pojistného produktu), ktera
nejlépe napliuje rozhodovatelav cil. Piinos oproti klasickému vicekriterialnimu
rozhodovéani vidi autofi v moznosti zohlednéni ,,vahani* rozhodovatele (potazmo
expertil) prostiednictvim zahrnuti vice pojmu z jazykové gkaly - expert tak miize
lépe vyjadrit svou znalost.

V prvnim kroce si rozhodovatel vytvori soubor kritérii, ktera jsou pro néj pri
uzavieni pojisténi dulezita (napf. cena pojisténi, spolehlivost pojistovny atp.) a
popisuji tak jeho cil. Tato kritéria mohou byt jesté déle rozdélena na diléi kritéria.
Rozhodovatel, piip. povolani experti potom individualné tato dil¢i kritéria parove

porovnaji z hlediska jejich dulezitosti, tedy urci, jak dulezita je preference jednoho
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kritéria pfed druhym. Porovnani zde mé podobu tabulek - dilezitost je v nich po-
pisovéna pojmy z jazykové skély, a to bud prostiednictvim jednoho termu (napft.
,malo dulezité*) nebo vyuzitim rozsifené jazykové skaly (napf. ,stfedné az abso-
lutné dulezité*). Témto jazykovym termtim zaroven odpovida bodové ohodnoceni

- ptiklad z ¢lanku [1] lze vidét v tabulce 3.1.

’ jazykovy term H bodové ohodnoceni ‘
zcela nedilezité 0
velmi méalo dulezité 1
malo dulezité 2
stfedné dulezité 3
vysoce dulezité 4
velmi vysoce dilezité )
absolutné dialezité 6

Tabulka 3.1: Jazykova skéla s prislusicim bodovym ohodnocenim.

Ze zminénych individuéalnich preferen¢nich tabulek se posléze urci finélni pre-
ferencni tabulka: pro kazdou dvojici kritérii (tj. pro kazdé pole tabulky) se ze
vSech individualnich preferenc¢nich tabulek vyberou jazykové termy, které odpo-
vidaji nejnizsimu, resp. nejvyssimu bodovému ohodnoceni. Ta potom tvoii krajni
hodnoty jakéhosi ,jazykového intervalu®, ktery kromé téchto krajnich termu za-
hrnuje i v8echny jazykové termy mezi nimi. Jestlize tedy naptiklad 1. expert
prifadi preferenci prvniho kritéria pred druhym jazykovy term ,mélo dulezité®
a 2. expert ,,vysoce dulezité az velmi vysoce diilezité*, bude takto vznikly jazy-
kovy interval pro tuto dvojici kritérii obsahovat pojmy , malo dulezité®, | stredné
dilezité”, | vysoce dilezité”, velmi vysoce dulezité*. Takto vznikly jazykovy in-
terval se potom prostiednictvim bodového ohodnoceni odpovidajicich jazykovych
termu pfevede do realnych ¢isel. Dale se zvoli charakteristika, kterd ho bude re-
prezentovat (napi. zde aritmeticky pramér). Po znormovéni téchto priméru na
hodnotu 1 je pro kazdé diléi kritérium stanoven pomér, jakym se dané kritérium
podili na celkovém cili.

Podle dusledkt jednotlivch variant vzhledem ke kritériu se potom urci hod-

noceni variant dle jednotlivych kritérii - hodnoceni vSech variant podle jednoho
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kritéria musi byt rovno podilu tohoto kritéria na celkovém cili. Jestlize se toto
hodnoceni provede pro vSechna kritéria, soucet téchto dil¢ich hodnoceni pak pro
kazdou variantu udava, do jaké miry tato varianta napliuje celkovy cil. Logicky
varianta s nejvyssim hodnocenim je pro rozhodovatele variantou optiméalni.
Mezi dalsi dil¢i problémy, k jejichz teSeni bylo také vyuzito aparatu teorie
fuzzy mnozin, patii napt. modelovani délky doziti v zivotnim pojisténi jakozto
fuzzy nahodné veliciny [21], stanoveni pojistného u pojisténi rozsahlych projekti
(napf. vystavba ropnych plosin, elektraren atp.) [17], uréeni pro pojistovnu opti-
maélni vyse Skody, pfi jejimz piekroceni zbytek skody hradi zajistovna [16], volba
optimalniho skupinového zdravotniho pojisténi [29] aj. Témito aplikacemi se jiZ

blize zabyvat nebudeme, pro zajemce jsou uvedeny odkazy na literaturu.
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Kapitola 4

Fuzzifikace metod vyuzivajicich
trojihelnikova schémata

Zatimco v predchozi kapitole byly ptiklady jednotlivych aplikaci teorie fuzzy
mnozin uvedeny pouze strucné, nasledujici téma bude rozvedeno podrobnéji.
Jedné se o moznost fuzzifikace metody Chain-Ladder, ktera se pouziva pro vy-
pocet rezervy na pojistna plnéni v nezivotnim pojisténi. Tato metoda patii mezi
metody zalozené na tzv. trojihelnikovych schématech, ktera budou ¢tenafi pri-
blizena v tvodu kapitoly. Nasledovat bude popis klasické metody Chain-Ladder
s aplikaci na jednoduchéa data pro lepsi predstavu (pro tuto ¢ast byly informace
cerpany predevsim z [5] a [28]). Poté uz bude prostor pro fuzzifikaci této metody,

a to prostrednictvim riznych zptisobu vypoctu vyvojovych koeficienti.

4.1. Obecny tvod k trojahelnikovym schématim

Trojuhelnikové schémata predstavuji jeden z nastroji pouzivanych pro vy-
pocet rezervy na pojistna plnéni v nezivotnim pojisténi. Tato schémata slouzi
k odhadu obou slozek rezervy na pojistna plnéni (IBNR a RBNS) dohromady,
jako celku. Mezi pfednosti trojihelnikovych schémat patii jejich prehlednost a na-
zornost. Pomoci jednoduchého grafického nastroje totiz zobrazuji jak minulé, tak
odhadovana budouci pojistna plnéni.

Vstupnimi daty pro trojuhelnikova schémata jsou tidaje o pojistnych plnénich

v nezivotnim pojisténi vyplacenych v minulosti. Tyto hodnoty jsou charakteri-
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zovany dvéma roky, a to tzv. rokem pivodu i a rokem vijvoje j.° Rok piivodu
indikuje, ve kterém roce doslo k dané pojistné udalosti, zatimco rok vyvoje vy-
jadiuje, kolik let od vzniku pojistné udalosti ubéhlo, resp. kolik let jiz probiha
likvidace pojistné udalosti (ta v praxi mize spolu s vyplacenim pojistného plnéni
trvat nékolik let, v nékterych piipadech az desitky).

Na zakladé téchto dvou faktort lze tedy minulé pojistna plnéni sloucit - vzdy
se seCtou hodnoty se stejnym rokem puvodu i rokem vyvoje. Tyto soucty se
dosadi do tzv. nekumulativniho vijvojového trojihelniku (jeho prvky se budou
znacit X; ;). Hodnota X; ; tedy vyjadiuje mnozstvi penéz vyplacené v j-tém roce
vyvoje na pojistna plnéni, ktera se vztahuji k pojistnym udalostem z roku puvodu
1. Priklad jednoduchého nekumulativniho vyvojového trojuhelniku, prevzatého

z |5] je mozné vidét v tabulce 4.1 (hodnoty jsou uvadény v milionech K¢).

Jhol1l2!3|415

1 9 11211011 ] 8 |0
2 13|15 8 |10] 14
3 14 115 | 15| 16

4 16 | 8 | 18

5 12 ] 14

6 11

Tabulka 4.1: Nekumulativni vyvojovy trojihelnik.

Pro jiné vypocty muze byt dilezité, jaka castka byla vyplacena v ramci po-
jistného plnéni za pojistné udalosti z jednoho konkrétniho roku ptivodu od doby
jejich vzniku, tedy za vSechny dosavadni roky vyvoje. Tuto informaci nesou fad-
kové soucty nekumulativniho trojihelniku. Byva obsazena v tzv. kumulativnim
vyvojovém trojuhelniku (s prvky C;;) - hodnota C;; udava soucet dosavadnich
pojistnych plnéni na udalosti z roku ptuvodu ¢ az do j-tého roku vyvoje. Odpovi-
dajici kumulativni vyvojovy trojihelnik pro predchozi data je uveden v tabulce

4.2.

SV praxi jsou ¢asto letopoéty nahrazeny indexy, které se pocitaji nap¥. od 0 & od 1, aby se
zjednodusil zapis a zpiehlednila prace se vzorci.
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JHol1l23]4]5

1 9 |21 ]31|42 50|50
2 13 128 |36 | 46 | 60

3 14 129 | 44 | 60

4 16 | 24 | 42

) 12 | 26

6 11

Tabulka 4.2: Kumulativni vyvojovy trojihelnik.

7, predchoziho popisu jasné vyplyva, ze nekumulativni vyvojovy trojihelnik
jednoznac¢né charakterizuje trojihelnik kumulativni a naopak. Prvky nekumula-

tivniho vyvojového trojuhelniku ziskdme z kumulativniho vztahem

Xi,j = Ciﬂ' — Ci,j—l, Z = 1, = 1, j = 1, e, — i, (41)

Xn 0 — C’n,Oa

)

pro opa¢ny smér plati vztah

J
Cij = ZXz‘,k, i=1,...n j=0,...,n—1i. (4.2)
k=0

Zavérem této ¢asti nebude od véci shrnout znaceni pro nasledujici metody.
V dal$im textu budou roky pivodu a roky vyvoje nahrazovany indexy. Pro roky
pivodu se bude ¢ pocitat od jednicky, pro roky vyvoje pujde 5 od nuly. Divo-
dem bude interpretovatelnost hodnot v trojihelnicich. Predpoklddame totiz, Ze
urcitd cast pojistného plnéni miize byt vyplacena jiz v samotném roce ptvodu
(jedné se o hodnoty v prvnim sloupci nekumulativniho vyvojového trojuhelniku).
V tom piipadé ale od vzniku pojistné udalosti neubéhl ani rok (resp. jsme stéle

ve stejném kalendainim roce), a proto j = 0.

Poznamka 4.1. Od indext roku piivodu je mozné snadno prejit ke skutecnym

letopo¢tiim. Pokud roku vyvoje ¢« = 1 odpovida skutecny kalendéini rok K,
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pro kazdy dalsi rok pivodu lze prislusny kalendaini rok ziskat ze vztahu K; =

Ko+ (i—1). Ky tak lze pokladat za referen¢ni rok pro dané trojuhelnikové schéma.

P1i bliz§im pohledu na nekumulativni trojuhelnik si lze povSimnout, Ze prvky
na jednotlivych diagonaldch maji stejny soucet indexi ¢ a 7, tzn. ¢ + j = k.
Pro tyto prvky plati, ze byly vyplaceny ve stejném kalendainim roce. Soucet
téchto diagonélnich prvki proto udava kumulativni pojistné plnéni vyplacené do
kalendainiho roku Ky = Ko+ (k — 1) vCetné.

Déle se predpokladé, ze posledni rok piivodu, ze kterého jsou data o pojistnych
plnénich k dispozici, bude oznacen indexem n. Z tohoto divodu se bude nadale
pracovat s tabulkou /matici o rozmérech nxn, kde se rok pivodu i bude pohybovat
od 1 do n arok vyvoje j od 0 do n—1. ,,Levy horni roh*“ této tabulky bude tvoren
historickymi daty (v podobé vyvojového trojuhelniku), zatimco zbytek tabulky

budou data odhadovana.

4.2. Metoda Chain-Ladder

Tato kapitola se bude zabyvat v praxi nejpouzivanéjsi metodou pro stanovo-
vani rezerv na pojistna plnéni v nezivotnim pojisténi vyuzivajici trojihelnikova
schémata, a to metodou Chain-Ladder. Teoretické zaklady této metody jsou blize
rozepsany napt. v [5, 28]. Model metody Chain-Ladder stoji na tfech zakladnich
predpokladech:

1. kumulativni pojistna plnéni C; ; jsou pro rtzné roky ptvodu i nezavisla;

2. pomér kumulativnich pojistnych plnéni mezi sousednimi roky vyvoje zi-

stava pro jednotlivé roky ptivodu pfiblizné stejny, tzn.

Cijr1 _ Cijna

~ . j=0,...,n—2 (4.3)
Ciyj Ciy.j
3. existuji takova nezaporna ¢isla Ao, \1,..., \,_o, pro ktera plati:
E[C;j+1|Cio, - ... Ciyl = E[Cij1|Cigl = A - Ciy, (4.4)



Prakticky postup vypocti provedenych metodou Chain-Ladder lze potom shr-

nout do nésledujicich kroku:

~

1. urc¢it odhady tzv. vyvojovych koeficienti 5\0,5\1, ...y An_2, pro které bude
platit vztah (4.4);

2. odhadnout budouci kumulativni pojistna plnéni C’m prot+7j > n;

3. spocitat celkovy odhad rezervy, tj. Renr.

Pro odhad vyvojovych koeficientt vyuzijeme predpokladu (4.3) o podobnosti
poméru kumulativnich pojistnych plnéni mezi sousednimi roky vyvoje. Z tohoto
duvodu obecné staci odhadnout jeden vyvojovy koeficient pro kazdy index j.
Klasicky se urc¢uje jako podil sou¢tu pojistnych plnéni ve dvou po sobé jdoucich

letech vyvoje, tedy

n—j—1
\ = Zi:l Cij

P L L W T ) (4.5)
STy,

Ke koeficienttim S\j lze se stejnym vysledkem dojit i jinou tvahou. Z dostup-
nych historickych dat jsme schopni ur¢it analogické koeficienty k vyvojovym ko-
eficienttim, tzv. individudlni vjvojové koeficienty A; ;. Ty ovSem neurcuji stfedni
hodnotu z rovnosti (4.4), ale skutecnou realizaci pojistného plnéni v daném, jiz
uplynulém, roce. Jednoduse lze dojit ke vztahu, ktery pro tyto individuélni vy-

vojové koeficienty plati, a to:

Ci,
a+1 q
Ai,j:; 2:1,.

) oon—1, 53=0,...,n—1—1.
Ci, J

Tyto koeficienty sice pfesné popisuji stavy minulé, pro predikce budoucich hodnot
ale samy o sobé vhodné nejsou. Plati totiz pouze pro danou kombinaci roku
pivodu ¢ a roku vyvoje j. Aby se tato vlastnost oslabila a jejich pouziti mohlo

byt obecnéjsi, je vhodné koeficienty zprumeérovat. Misto klasického aritmetického

o . o e . C; i ..
raméru uzije prumeér vazeny, vahami ve tvaru I udavaji,
éru se po e ér védzeny, a to s vaha e tva 2] Ty udéva
k=1 k,j
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jaka cast prostifedku vyplacenych do roku j byla pouzita na hrazeni pojistnych
udalosti z roku i. Lze snadno ovérit, Ze soucet téchto vah pres vSechny indexy
t=1,...,n—j—1 jeroven jedné. Po dosazeni hodnot a prislusnych aritmetickych

upravach dostaneme stejny vztah jako v rovnici (4.5):

n—j—1 n—j—1

3 Cig . _ 3 Cij  Cijn _
=gl o
) ) ’

=1 k=1 =1 k=1

n—j—l o
:M:Aj, ]:()7>n_2

>l Ciy
Poznamka 4.2. Alternativné lze za odhad vyvojovych koeficientii brat aritme-

ticky prumér jednotlivych podili kumulativnich pojistnych plnéni, tj.

n—j—1

. 1 Cij+ .
= — E ’ =0,...,n—2.
J n j 1 C"’ j Y 7n

i=1 I
Dalsi postup metody je v obou pripadech totozny.

Je potieba si uvédomit, ze pro rok vyvoje n — 1 uz nejsme s nasi znalosti dat
schopni urc¢it vyvojovy koeficient An_1. To ovSem neni na skodu, protoze by byl
vyuzit pro odhad hodnot CA’m, které ale v tomto modelu neuvazujeme (nejvyssi
uvazovany index j je roven n — 1). Dale je vidét, Ze s vy$8im rokem vyvoje
7 do vzorce vstupuje mensi poc¢et hodnot - pokud by tyto hodnoty byly néjakym
zpusobem extrémni nebo vychylené, miize dojit k zavadéjicim vysledkim.

Vratme se k ilustrativnimu kumulativnimu trojuhelniku 4.2. Pro priklad uve-
deme podrobné vypocet vyvojového koeficientu A1. Ten ziskame dosazenim do

vztahu (4.5) (ostatni koeficienty dostaneme analogicky):

- > Cia 31436444442 153
St 21+28429+24 0 102

1,5.

Vsechny dopocitané vyvojové koeficienty jsou uvedeny v tabulce 4.3. S pomoci

dopocitanych vyvojovych koeficientu je jiz mozné doplnit kumulativni vyvojovy
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Tabulka 4.3: Vyvojové koeficienty ;\j.

trojuhelnik odhady budoucich pojistnych plnéni. Pro prazdna pole tabulky totiz
plati

A

CZ'J' :/A\j,1 'Ci,jfl, Z+] :Tl—f—l,

resp.

Cij = 5\]-,1 Cijo1 t+j>n+1.

Vyéisleni kumulativnich pojistnych plnéni v celé tabulce je pro pfedstavu jisté
uziteéné, pro vypocet rezervy ale neni nezbytné - do vypoctu rezervy vstupuje
pouze posledni sloupec tabulky, tj. hodnoty CA’Z-,n_l. Pokud tedy nepotfebujeme
doplnit celou tabulku, ale zajimaji nas jen celkova ocekavana pojistna plnéni, lze

si ur¢it tzv. kumulationd vijvojové koeficienty 5\5 vztahem

a potom jen dopocitat odhady Oi,n—l nasledujicim zpusobem:

A

NE
Ci n—1 — Ci,nfi - A

s n—i’

i=2,...,n"

Kompletni data doplnénéa o dopocitané hodnoty lze vidét v tabulce 4.4.

Nyni lze urc¢it hledanou vysi rezervy na pojistna plnéni. Ta je ddna jako rozdil
oc¢ekavanych naklad na pojistnéd plnéni a jiz vyplacenych pojistnych plnéni. Od
souctu hodnot ve sloupci j = n — 1, tedy od ocekédvaného celkového pojistného

plnéni ze vSech rokii ptivodu k poslednimu uvazovanému roku vyvoje, se odec¢tou

5Hodnotu CA’Ln_l neni potieba odhadovat, protoze je k dispozici skuteéné kumulativni po-
jistné plnéni C} 1.
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prvky C; j, kde ¢ +j = n, coz jsou dosud jiz vyplacena pojistna plnéni za udalosti
z jednotlivych let pivodu. Rezerva ur¢end metodou Chain-Ladder se tedy urci

vztahem
Ren, = i éi,n—l — i Cin—i, (4.6)
i=1 i=1
pro pouzité ilustracni data to bude
Ren, = (504+60+75+70465455) — (50+60+60442+26+11) = 375—249 = 126,

tedy 126 mil. K¢.

Jlol1]2]13]4]5

9 |21 |31 |42 |50 30
13 | 28 | 36 | 46 | 60 | 60
14129 |44 |1 60 | 75| 75
16 | 24 | 42 | 56 | 70 | 70
12 1 26 | 39 | 52 | 65 | 65
1122|133 |44 | 55| 55

Ol W N~

Tabulka 4.4: Kumulativni trojihelnik z tabulky 4.2 doplnény metodou Chain-
Ladder

Jak je z vypoctu vidét, vysledkem metody Chain-Ladder je ,,pouze® ¢islo, tedy
bodovy odhad rezervy. Nabizi se otazka, zda je takovato predikce dostatecna.
Jednim ze zpusobi, jak tento problém feSit, je pouziti tzv. Mackovy varianty
Chain-Ladder metody. V ramci této metody se pro kazdy odhad vyvojového ko-
eficientu 5\]- pocita i jeho rozptyl - ten lze potom zahrnout i do vypoctu rezervy.
Vysledkem této metody je tedy kromé bodového odhadu také odhad rozptylu
celkové rezervy. Tato varianta je blize pfiblizena napf. v [28].

Doposud ovSem v ramci metody nebyl bran v tivahu jeden diilezity ukazatel,
a tim je lidsky faktor. Pojistni matematici, ktef{ se této problematice dlouhodobé
vénuji, mohou mit ze svych zkuSenosti vlastni zptisoby, jak upravit vyvojové fak-
tory v prubéhu vypoctu. V praxi navic mohou vstupovat do hry dalsi faktory,
napt. rezervotvorna politika jednotlivych pojistoven, kvalita dat, které maji po-

jistni matematici k dispozici apod. V nésledujici kapitole tak bude predstaven
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jeden z postupt, jak zahrnout do vypoctu nejistotu souvisejici s kvalitou dostup-
nych dat (a tim ovlivnénou ,davéru” v tato data), a to prevedeni problému do

fuzzy roviny.

4.3. Fuzzifikace metody Chain-Ladder

Tato sekce bude vénovana moznostem fuzzifikace metody Chain-Ladder. To-
muto piistupu zatim zjevné nebylo vénovano mnoho pozornosti - podafilo se
dohledat pouze ¢lanek [11]. V nésledujici ¢asti bude predstavena zde uvedena
metodologie a diskutovany jeji silné a slabé stranky. Dale budou pfedstaveny pti-
vodni alternativni metody, jak metodu fuzzifikovat, spolu se svymi vyhodami (¢i
nevyhodami). Tyto metody budou pfedstaveny na stejnych ilustrativnich datech,

jako klasickd metoda Chain-Ladder.

Poznamka 4.3. Pokud nebude uvedeno jinak, v této ¢asti se bude pouzivat LR
zapis trojuhelnikového fuzzy ¢isla ve tvaru A = (ca,la,74)LR-

Dale bude v této kapitole platit, Ze i presto, ze fuzzy vyvojové koeficienty jsou
stale ,,jen“ odhady, bude se u nich vynechavat striska " - tou budou oznaceny jen

vyznacné hodnoty téchto fuzzy koeficient.

4.3.1. Fuzzy Chain-Ladder

Jiz bylo zminéno v uvodu kapitoly, ze tato metoda je blize popsana v [11].
Jak uz nazev napovida, metoda fuzzy Chain-Ladder vychézi z klasického (ost-
rého) modelu metody Chain-Ladder. Pro obé verze metody jsou nutna stejna
vstupni data, tedy kumulativni, resp. nekumulativni vyvojovy trojahelnik zobra-
zujici vyplacena pojistna plnéni za uplynulé tcetni obdobi. Princip obou metod
je také velmi podobny. I pro vypocet rezerv metodou fuzzy Chain-Ladder je tfeba
stanovit vyvojové koeficienty, které budou udévat, jak se objem vyplaceného po-
jistného plnéni méni s plynoucim ¢asem. Tyto koeficienty se nasledné pouziji pro
odhady budoucich pojistnych plnéni a z nich jiz 1ze snadno odhadnout o¢ekavanou

VySi rezervy.
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Predpoklad nezavislosti pojistnych plnéni v riznych letech ptvodu zistava

i ve fuzzifikované metodé, pridavaji se ale dalsi predpoklady:

1. nekumulativni pojistna plnéni X; ; = C; j11 — C; j, jsou nezaporna;’
2. existuji takova trojuhelnikova fuzzy &isla fo, fi, ..., fa_s, pro ktera bude
platit
é@jJrlzfj'CN(i’j, izl,...,n, j:O,...,n—Q, (47)
kde

Poznamka 4.4. Ve vztahu (4.7) se objevuje kumulativni pojistné plnéni v po-
dobé fuzzy ¢isla, coz mize byt matouci. Ackoli budouci hodnoty skutec¢né budou
odhadovéany jako trojuhelnikové fuzzy ¢islo, puvodni kumulativni a nekumulativni
trojuhelnik ziistane ve své pocatecni ,ostré podobé. V zapise se pro sjednoceni
ale pracuje se zapisem fuzzy ¢isel, protoze kazdé realné ¢islo x lze zapsat jako
trojuhelnikové fuzzy ¢islo ve tvaru & = (x,0,0)g. Vztah (4.7) proto obecné plati

pro minulé i budouci pozorovani.

Praveé vyvojové koeficienty jsou tedy v metodé faktorem, ktery zajistuje jakési
rozostieni vysledku (tj. odhadované rezervy): misto ostrych vyvojovych koefici-
enti \; pro kazdy rok vyvoje se tak bude pracovat s koeficienty v podobé fuzzy
¢isel. V ramci modelu se predpoklada, ze tyto odhady téchto koeficientti budou
trojuhelnikova fuzzy cisla fj = ( fj, [ i T, )R, ktera zohledni vagnost, resp. ne-
urcitost, se kterou pojistny matematik pracuje. Trojuhelnikova fuzzy ¢isla jsou
zaroven snadno interpretovatelna a dobfe se s nimi pracuje v rdmci aritmetickych
operaci (coz bylo piiblizeno v kapitole 1).

Autofi citovaného ¢lanku prisli s postupem, jak odhadnout hodnoty fj, [ i r 7
téchto fuzzy vyvojovych koeficientti. Stied, resp. jadro trojihelnikového fuzzy

¢isla se stanovi analogicky jako v klasické metodé Chain-Ladder, tedy:

. . n—j=l o
i=1 2

"Tento pfedpoklad je zcela piirozeny: logicky ocekavame, Ze celkové pojistné plnéni bude v
prubshu ¢asu riist (pfip. zlstane stejné), ale nebude se snizovat.
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aby ztstal splnén vztah (4.5). Otazkou zustava, jak uréit levé a pravé rozpéti

fuzzy ¢isel. Zminény model urcuje obé& hranice stejné, a to vztahem

n—j—1
DY S P (¥ )

=y = sl TWEL -2 (4.9)
STy

Uvaha pro tuto volbu je nasledujici: vzhledem k tomu, Ze pro hodnoty z neku-
mulativniho trojuhelniku plati
Xijr1=Cijn1—Ciy, i=1,...,n, 7=0,...,n—2,

dostaneme ze vztahu (4.9) dalsf vyjadient rozpéti pro [ 7, (stejné i pro 77 ), a to:

—j—1 —j—1 i1 i1
P Yoot Xigyr 2o (Cigy—Ciy) YT Ciga =300 Gy

; 51 1 1
T TGy >t Cij >t Cij

—i-1
2l G
R /Y
S
=1 2,7

z ¢ehoz potom logicky vyplyva
fi— lf~j =1 (4.10)

Z predchoziho vztahu lze vidét, Zze jako nejmensi prvek nosice fuzzy ¢isla f] do-
stavame cislo 1, a to z divodu, ze v predpokladech modelu pozadujeme nezapor-
nost hodnot X;; (neni proto mozné, aby kumulativni pojistné plnéni v jednom
roce vyvoje bylo mensi nez hodnota v roce predchozim). Volba [ J, e vztahu
(4.9) proto umoziuje uvazovat maximalni moznou, ale zarovenl realnou, neur-
¢itost fuzzy vyvojového koeficientu fj smérem vlevo. Pro jednoduchost je pak
stejny vztah aplikovan i pro rozpéti smérem vpravo, tedy pro hodnotu ffj.

Pro predstavu opét uvedeme vypocet na prikladé, a to na stejnych datech
jako u metody Chain Ladder. Pro fuzzy vyvojovy koeficient f; = (fi, Zfﬁfﬁ)LR
nyni bude platit:

i = SL Cia B14+36+44+42 153
TS 0 21+28+20+24 102
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P XX 1048415418 51
s :T"’ = = = =
LTt o 20428429+24 102

tj. f1 = (1,5,0,5,0,5) . Viechny fuzzy vyvojové koeficienty je pak mozné vidét
v tabulce 4.5.

H J |
(2,00, 1,00, 1,00).
(1,50, 0,50, 0,50)75
(1,33, 0,33, 0,33)1
( )
( )

1,25, 0,25, 0,25)r

Tabulka 4.5: Zaokrouhlené fuzzy vyvojové koeficienty pro schéma 4.2.

V souladu s klasickou metodou se pak budouci pojistna plnéni urcit obdobnym

zpusobem. I zde tedy lze dopocitat celou tabulku vztahem
éi,j+1 = fj . CN(,L'J Z"—] >n,

nebo vyuzit fuzzy analogii kumulovanych vyvojovych koeficienti a urcit si jen

posledni sloupec tabulky (kromé hodnoty C,_1, ktera je znama), tedy

n—2
éi,nfl = Ci,nfi : H fk, 1=2,...,mn. (4'11>
k=n—1

Pro usnadnéni vypoctu fuzzy kumulovanych vyvojovych koeficientii ze vztahu

(4.11) lze vyuzit nasledujici véty (dle [11]):

Véta 4.1. Pro soucin HZ;Z_Z fi ze vatahu (4.11), kde jsou vyznaéné hodnoty
jednotlivych fuzzy vyvojovych koeficientt spocitany dle vztahu (4.8), resp. (4.9),

plati:
n—2 _
kIl{ﬂ:a(F@@wa>uz Vie{2,...,n}
kde
n—2
i — H k>
k=n—1i



l

I =F —1,

i

n—2
| <2fk— 1) —F
k=n—1i

Diikaz. 'V kapitole 1 bylo uvedeno, ze trojihelnikové fuzzy ¢islo v LR zapise lze

prevést na ,klasicky®“ zapis. Pro fuzzy vyvojové koeficienty fj proto bude platit:
fi=(Flgerg), = (h=ldifi+ig).
Diky vztahu (4.10) a rovnosti lfj arg 1ze tento zapis jesté upravit:
(fi=ipfdi+ig) = (Lhi2f-1).

Odtud uz ze vzorce pro nasobeni trojihelnikovych fuzzy ¢isel uvedeného v po-

znamce 1.4 vyplyva, ze

2
n—i k=n—i k=n—i

k

n— n—2 n—2
Jestlize tento vztah prevedeme zpét do LR zapisu, dostaneme
n—2 n—2 n—2 n—2 n—2 n—2
<1,ka7H<2fk—1>>=<H fkaka_1>H<2fk_1>_ka) ;
k=n—i k=n—1 j=n—1 k=n—i k=n—1i k=n—i LR
coZ po pieznadeni [[}_>_, fr = F, dava

n—2
(E,E—l, I1 (2fk—1)—ﬁi> .
LR

k=n—i
]

Vyse uvedenymi postupy lze dopocitat fuzzy odhady budoucich pojistnych
plnéni tak, jak je vidét v tabulce 4.6. Celkova vySe odhadnuté rezervy je pak opét
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i G | Ca [ GCa ]

1 (9,0,0)Lr (21,0, 0)Lr (31,0, 0)LR

21 (13,0,0)Lr | (28,0,0)Lr (36, 0, 0)Lr

31 (14,0, 0)r (29, 0, 0)rr (44,0, 0) LR

111 (16,0, 0)r | (24,0, 0)zr (42, 0, 0)1r

51 (12,0, 0)zr | (26,0, 0)zr | (39, 13, 13) 15

6| (11,0, 0)rr | (22, 11, 11)1r | (33, 22, 3311

’ i H Cis Cia Cis
1 (42,0,0)r (50, 0, 0)1r (50, 0, 0)zr
2 (46, 0, 0) LR (60, 0, 0)rr (60, 0,0).r
3 (60,0,0.r | (75,15, 15).z | (75, 15, 15)15
4| (56,14, 14)rr | (70, 28, 35)1Rr (70, 28, 35).r
5 |[ (52, 26, 35).r | (65, 39, 65)r.n | (65, 39, 65)r
6 || (44, 33, 66).5 | (55, 44, 110).5 | (55, 44, 110)5

Tabulka 4.6: Schéma 4.2 doplnéné metodou fuzzy Chain-Ladder.

ur¢ena odhadem celkovych pojistnych plnéni a dosud vyplacenych pojistnych

plnéni, nyni uz ovsem s fuzzifikovanymi hodnotami,t;.

Rens = ZC”L 1 —ZCM i = Z (C'mﬂ —C’m,i) .

=1

Pro ilustra¢ni data bude potom hodnota rezervy nasledujici (grafické znézornéni

rezervy lze vidét na obrazku 4.1):

) 6 6

Ren, =Y Cis—>  Cig-i = (375,126,225)2—(249,0,0) .r = (126,126, 225) 5
i=1 i=1

Vidime, ze jadro rezervy spocitané metodou fuzzy Chain-Ladder je totozné
s hodnotou ziskanou pomoci klasické metody (coz je pii stejném vypoétu koefici-
enti fj a 5\j a stavajicim postupu vypoctu rezervy logické). Dusledkem fuzzifikace
vyvojovych koeficientu je vysledek pomérné dosti neurcity, coz samo o sobé& ne-
musi byt na skodu - neurcitost zachycuje jak postoj autora ke kvalité vstupnich
dat, tak nejistotu v souvislosti s budoucim vyvojem pojistnych plnéni. Ac¢koli se

tedy pojistovna v praxi musi rozhodnout pro né&jakou pevnou/ostrou hodnotu
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Obrazek 4.1: Odhad fuzzy rezervy pro schéma 4.2.

rezerv, kterou bude tvorit, vzhled fuzzy ¢isla predstavujictho rezervu muze slou-
zit jako jednoduchy graficky nastroj, diky kterému lze do stanoveni vyse tvorené
rezervy zahrnout i informaci o nasi nejistoté.

Pozitivné 1ze hodnotit i skutec¢nost, ze pri vypoctu nemizeme dostat zapornou
rezervu (tj. do nosice vysledného fuzzy ¢isla nebude patfit zadna zéaporna hod-
nota) - opét to vychazi z predpokladu nezapornych hodnot X; ;. Naopak ve sméru
vpravo od jadra ma rezerva mnohem vé&tsi neurcitost, protoze explicitné nepred-
pokladame zadné omezeni. I z praktického hlediska mé neurcitost smérem vpravo
vyznam - pii vhodné zvolené defuzzifika¢ni charakteristice pak dostaneme odhad
rezervy vyssi, nez hodnota z jadra. Pojistovna by proto méla byt lépe pripravena
na pripadné negativni odchylky od odhadovaného stavu.

Co se tyce pozadavki na teoretické znalosti pri aplikaci této metody, vzhledem
k vyuziti trojihelnikovych fuzzy ¢isel, pro ktera lze potiebnou fuzzy aritmetiku
shrnout do nékolika vzorci, neni tato metodologie nédro¢na na pouziti. Postup
metody jinak zustava i ve fuzzifikované podobé témér totozny. Doba vypoctu

miize mirné vzrust vzhledem k nutnosti dopocitavat 2 hodnoty navic pro kazdy
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fuzzy koeficient (i j, @ r i ) - na druhou stranu trojtuhelnikova schémata, se kterymi
se pracuje, nebyvaji natolik rozsahla, aby tato skute¢nost ptisobila pfilisné naroky
na cas ¢i pameét.

Za slabsi stranky této metody lze poklddat problematickou interpretaci pro
rozpéti [ 7> resp. f’fj . Zatimco leva strana l}j ma své opodstatnéni alespon ve
vysledném zajisténi nezdporné rezervy, pro pravou stranu zadné podobné vysvét-
leni neexistuje (sami autori volbu 7 7 shodné s [ i motivuji pouze zjednodusenim
modelu).

P1i blizsim pohledu na vztah ptivodniho trojuhelnikového schématu a odhadu
fuzzy rezervy vyvstava dalsi otazka: jak moc je realné, aby nastala situace, ze sku-
tecné potiebné rezervy pro budouci pojistna plnéni budou témér nulové? 7 tvaru
fuzzy cisla je vidét, ze kladna hodnota libovolné blizka nule patii do nosice od-
hadu fuzzy rezervy, tedy jeji stupen piislusnosti je nenulovy. To je sice teoreticky
spravné, z trojuhelnikového schématu lze ale oc¢ekavat, ze zejména u pojistnych
udalosti z vyssim rokem puvodu i, tj. s ¢ blizkym n, k néjakému dodatecnému
pojistnému plnéni v nasledujicich letech (resp. do roku i+ (n — 1), ktery nejvyssi
ve schématu pro dané i uvazujeme), témér jisté dojde. Moznost, ze by pojistovna
vyplacela na pojistném plnéni ony velmi nizké sumy, které ale spadaji do nosice
fuzzy rezervy, je velice nizka az miziva. Je proto spréavné, ze jsou takové moznosti
ve vysledném odhadu rezervy viibec uvazované?

Nésledujici text by mél prinést nékolik alternativnich moznosti, jak metodu
Chain-Ladder fuzzifikovat, a to se zminénymi negativy predchozi metody na pa-

méti. Nejprve bude pozornost zaméfena na jiné moznosti odhadu rozpéti ;@ 7 i

pozdéji bude alternativné pocitano i jadro fuzzy vyvojového koeficientu fj.
4.3.2. Fuzzy Chain-Ladder s vyuzitim minimalnich a maxi-
malnich podila C; ;

Jak uz bylo popséno v predchozi ¢asti, jednim ze zasadnich nedostatk metody
fuzzy Chain-Ladder dle |1 1] je $patné interpretovatelnost hodnot [ ;ar. Zde se

chceme vénovat pravé tomuto nedostatku.
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Hodnota f; (ze vztahu (4.8)) je déna jako podil souctit kumulativnich pojist-
nych plnéni ve dvou po sobé jdoucich letech vyvoje, tj. v letech j a 7 + 1. Tento
vztah je u¢inny pro potlaceni néjakym zpisobem vychylenych hodnot (pfili§ vy-
sokych, nizkych). Nesmime ale zapominat na to, Ze v8echny tyto hodnoty odpo-
vidaji skutecnosti - pro konkrétni rok pivodu ¢ vime, Ze hodnoty C;; a C; iy
odpovidaji scénaitim, které v minulosti realné nastaly a pojistovna odpovidajici
pojistnd plnéni X; ; a X; ;11 opravdu vyplatila. Pokud se podividme na interpre-

taci podilu , jedné se o hodnotu vyjadiujici, kolikrat se zvysila hodnota

”+1
kumulativniho pOJlStnehO plnéni oproti predchozimu roku vyvoje.® To znamena,
ze jsme pro konkrétni dvojici po sobé jdoucich sloupct j a j + 1 schopni urcit
takovy (v minulosti probéhly) scénér, ktery odpovida situaci pro pojistovnu nej-
horsi (hodnota C; ;41 se oproti hodnoté C;; navysila nejvice), ale také nejlepsi
(hodnota C; ;41 se oproti hodnoté C; ; navysila nejméné).

Nejlepsi mozny scénéf pro pojistovnu odpovida situaci, kdy vySe pojistného
plnéni, které by méla poskytnout, bude minimalni, tzn. hodnota Cj ;11 se oproti

C;,; zvysi co nejméné. Tuto ,imaginarni* hodnotu skute¢ného, ale stale mozného

1 Yig+1
47

minima nezname, za jeji odhad ale lze vzit pravé minimélni hodnotu pro

danou dvojici let vyvoje - tato hodnota je pro nas minimem ze situaci, o kterych

vime, ze skute¢né nastaly. Obdobnou tvahu lze pouzit pro nejhorsi mozny scénar

7.]+1
%]

pro pojistovnu, ktera vyplyne v maximalni hodnotu

Pokud tuto myslenku rozvedeme pro vsechny podily ze vSech let vy-

1 ]+1
Cij
voje, pro které mame informace k dispozici, mizeme ziskat ,celkovy nejlepsi*
a ,,celkovy nejhorsi jisté dosazitelny scénéar. Nejlepsi scénar bude zahrnovat cel-
kové minimalni navySovani pojistného plnéni v pribéhu ¢asu, nejhorsi naopak
navySovani nejvétsi. A pravé tyto dva scénare nam poskytnou odhady pro rozpéti

celkového odhadu fuzzy rezervy.

Vratme se nyni k vypoctu jednotlivych fuzzy koeficienti. Vzhledem k cha-

rakteru téchto odhadu se presuneme od LR zapisu fuzzy c¢isel ke , klasickému*

8T nadale zde pracujeme s pfedpokladem, Ze nekumulativni pojistna plnéni X; ; jsou neza-
porné, a tedy = >
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tvaru fuzzy disla, tj. fuzzy vyvojovy koeficient bude tvaru fj = (a i éfj , bfj ). Pro
konkrétni rok vyvoje j zistane jadro trojihelnikového fuzzy koeficientu stejné,
jako u klasické metody Chain-Ladder:

n—j=L
%:M, i=0,....,n—2.

n—j—1
i Ciy

Prislusny levy okraj nosice a i bude dan nejmensim podilem kumulativnich po-
jistnych plnéni odpovidajici skuteénému historickému scénari, tj.

. . Cij1 : .

aﬁ:mln{#j,z:l,...,n—j—l}, j=0,....,n—2, (4.12)
zatimco pravy okraj nosice b 7, se stanovi podilem nejvyssim:

5 Cijy1 . . 4

b; =max< ——, i=1,....n—j—1,, j=0,...,n—2. (4.13)

J Ci,j

Z ilustracniho schématu 4.2 a vztahu (4.8), (4.12) a (4.13) dostavame opét pro

~

fl - <df~1’éf1’bf~1):

314+36+44+42 153 r
C = = —_—
91428429424 102 "

. . [31 36 44 42 36 .
af = min {ﬁ’ 23’ 297 ﬂ} = %:1,29,
by, = max{%,z—g, %, %} = % = 1,75,
vSechny fuzzy vyvojové koeficienty jsou potom uvedeny v tabulce 4.7. Aby se daly
metody mezi sebou snaze porovnavat, byly fuzzy koeficienty prevedeny zaroven
zpét do LR zéapisu.
Zbyvajici postup smétujici k dopoc¢itani odhadu fuzzy rezervy je analogicky
s klasickou, prip. diive popsanou fuzzifikovanou metodou Chain-Ladder.
Celkovy odhad fuzzy rezervy s vyuzitim miniméalnich a maximéalnich podila

C;,; pak bude mit podobu

6 6
Ren, =) Cig— Y Cigoip1 = (375,47,49) 1 — (249,0,0) . = (126,47,49) 1.
i=1 =1
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| f; |
(2,00, 0,50, 0,33)1r
(1,50, 0,21, 0,25)1r
(1,33, 0,06, 0,03).r
( )
)

| J; .
(1,50, 2,00, 2,33)
(1,29, 1,50, 1,75)
(1,28, 1,33, 1,36)
( )

)

1,19, 1,25, 1,30
(1,00, 1,00, 1,00

1,25, 0,06, 0,05)x
(1,00, 0,00, 0,00).r

= Wl N | O|l~.
= Wl N —| O|l~.

Tabulka 4.7: Zaokrouhlené fuzzy vyvojové koeficienty pro schéma 4.2 s vyuzitim
minimalnich a maximéalnich podilu.

’ i H Cio ‘ Cia ‘ Ciz2 ‘

1 (9, 0, 0)Lr (21, 0, 0)rr (31, 0, O)rr

21 (13, 0, 0)rr (28, 0, 0)rr (36, 0, O)rr

31 (14, 0, 0)rr (29, 0, O)rr (44, 0, O)rr

4| (16, 0, 0)rr (24, 0, O)Lr (42, 0, O)Lr

51 (12, 0, 0)zr (26, 0, 0)Lr (39, 5,6, 6,5)Lr

6 || (11, 0, 0)zr | (22, 5,5, 3,7)rr | (33, 12, 12);p

’ i H Cis ‘ Cig ‘ Cis ‘
1 (42, 0, 0)Lr (50, 0, 0)Lr (50, 0, 0)Lr
2 (46, 0, 0)Lr (60, 0, 0)Lr (60, 0, 0)Lr
3 (60, 0, 0)rr (75, 3,6, 3,3)Lr | (75, 3,6, 3,3)Lr
4 || (56, 2,3, 1,3)Lr | (70, 6,1, 4,7).r | (70, 6,1, 4,7)1r
51 (52, 9,3, 10)1r (65, 14, 16)1r (65, 14, 16).r
6 (44, 17, 17)1r (55, 23, 25)1r (55, 23, 25)1r

Tabulka 4.8: Schéma 4.2 doplnéné metodou fuzzy Chain-Ladder pfi pouziti mi-
nimalnich a maximalnich podila.

Porovnani vyslednych odhadt dosazenych obéma fuzzifikovanymi metodami je
pak znazornéno na obrazku 4.2.

Vztah (4.12) zajistuje, ze ay, bude vzdy vétsi nebo rovno 1 (tj. ZJ;j > 0), tzn.
opét mame zaruceno, ze odhad fuzzy rezervy nebude ve svém nosi¢i zahrnovat
zadny zaporny prvek. Nevyhodou tohoto postupu je, ze obecné nemame k dipozici
prilis mnoho minulych scénéri - nemizeme tedy predvidat, zdali nemtze dojit
i k vyrazné lepsi (¢i horsi) situaci. Tento problém by bylo mozné Fesit navySenim
hodnot [ 7, Tesp. r i pomoci ngjakych kladnych koeficienti k,,;,, resp. knae, ktera

by dosavadni uskuteénéné scénafe uméle zlepsila ¢i zhorsila a tim padem zvétsila
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Obrazek 4.2: Porovnani odhadt fuzzy rezervy pro schéma 4.2.

celkovou neurcitost vysledku. Upravena rozpéti by se potom fidila vztahem:

“adi Cij . . .
l?i]:kmm-min{%, @zl,...,n—j—l}, j=0,...,n—2,
7 1,5

; Cij . : :
f%éj:kmax-max{ﬁ, z:l,...,n—]—l}, j=0,...,n—2.

I zde se ale nabizi otazka, jakym zptusobem tyto koeficienty volit tak, aby jejich

pouziti vedlo k odhadim lepsim, a ne zbyte¢né nadhodnocenym ¢i podhodnoce-

nym.

4.3.3. Fuzzy Chain-Ladder s pevné nastavenym rozpétim
fuzzy koeficientt

Zde se jedné o jednodussi piistup, nez tomu bylo v predchozim pripadé. Vra-
time se ke klasickému zéapisu fuzzy ¢isla, kdy budeme opét pracovat s jadry fuzzy
koeficientti ¢z, které jsme ziskali ze vztahu (4.8). Vyznacné hodnoty aj, a lA)fj se
zde nyni odvodi pifimo z hodnoty ¢ Ix Myslenka je nasledujici: expertné se zavedou

kladné realné ¢isla A, resp. B pfedstavujici koeficienty, které okraje nosice urci
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pomérnym snizenim, resp. zvySenim hodnoty éfj. Pro a j, 8 [;jzj tedy bude platit:

o R 1 .
a};j:A-ij, A€<W,1>, ]:07-‘.,TL—2,

J

~

b =B-¢;, B>1, j=0,...,n-2

i
kde ¢min :min{éfj |j:0,...,n—2}.

Zastavme se na chvili u podminek pro koeficienty A a B. Prirozené vidime,
ze aby a 7 nebylo vétsi nez éfj , nemuze byt koeficient A nikdy vétsi nez 1. Za-
roveil chceme zachovat jistotu, Ze pii pfedpokladu nezapornych hodnot X;; bé-
hem vypocti nedostaneme ve findlnim odhadu rezervy v nosic¢i zaporné hodnoty.
V kapitole 4.3.1 se dospélo k zavéru ze pro LR zapis fuzzy ¢isel tuto skutecénost
zajistuje podminka (4.10), tedy kdyZz nejmensi mozny piipustny rozdil ¢isel fj
al I je 1. Pfevedenim do klasického zéapisu fuzzy ¢isel snadno dostaneme, ze musi

platit A > CL pro kazdé j - do podminky proto stac¢i zahrnout nejmensi hodnotu
i

é;m” Vzhledem k tomu, Ze pro koeficient B nemame zadné dopliujici omezeni,

staci, kdyz nesnizi hodnotu éfj , proto B > 1.

Poznamka 4.5. Ackoli pro oba koeficienty A, B pti jejich zavedeni pripoustime,
ze mohou byt rovny 1, jedna se o extrémni piipad, kdy by vysledny trojuhelnikovy
fuzzy vyvojovy koeficient byl deformovany, piipadné tvoreny ,.jen“ realnym ¢islem

éfj pfiAZB:L

Tento zptisob urceni fuzzy koeficienti je velmi intuitivni a vypocetné nené-
ro¢ny, na druhou stranu je obtizné vhodné a objektivné zvolit koeficienty A,

potazmo B, proto se timto piistupem blize zabyvat nebudeme.

4.3.4. Fuzzy Chain-Ladder vyuzivajici primér podili kumu-
lativnich pojistnych plnéni

V tuto chvili pfestavame vyuzivat vztah 4.8 pro vypocet jader fuzzy koefi-

cientt fj, i nadale se oviem budou vyuzivat znamé hodnoty kumulativnich po-

jistnych plnéni C; ;. Jak jiz nézev této kapitoly napovida, namisto piedchoziho
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postupu, kdy jsme jadra fuzzy koeficientu urcovali podilem souctt kumulativ-
nich pojistnych plnéni v po sobé jdoucich letech vyvoje, tentokrat bude jadro
uréeno prostym priumérem téchto podila (tj. individuélnich vyvojovych koefici-
entl), tedy:

1 "& G
N R ST Y 414

Timto zpusobem dévame stejnou vahu viem podiliim /scénaium, které v minulosti
nastaly. V praxi je ovSem bézné, Ze je vyssi vliv kladen na ,,novéjsi* pozorovani, tj.
ta, kterd maji ¢asové blize k soucasnosti a da se tedy predpokladat, ze budou lépe
zohledhovat aktualni situaci. Tuto tvahu lze ve vypoctu jadra fuzzy koeficientu

zohlednit vyuZitim vah w; ; nasledovné:

1 n—j—1 C .
Y %,J+ .
Cj:n_j_lzwi,j' C]7 jZO,...,n—2’ (415)
i=1 %J

kde

n—j—1

Z w;; =1, wi; <wipr; Vje{0,...,n—2}.

i=1

Co se tyce vypoctu vyznac¢nych hodnot &fj a ZA)fj, lze v podstaté pouzit jiz diive
popsané metody (s pfipadnym prevodem do LR zéapisu). Jedinou podminkou,
ktera musi byt nutné splnéna, je, aby a i 2 1 z dvodu nezapornosti konec¢ného

fuzzy odhadu rezervy.

4.3.5. Fuzzy Chain-Ladder s vyuzitim regresni analyzy

Tato ¢éast nabidne trochu jiny pohled na problém volby hodnot a j A l;fj pro
fuzzy vyvojové koeficienty. Jednotlivé (ostré) vyvojové koeficienty spocitané vzta-
hem (4.5) budou v tuto chvili pfedstavovat podkladova data pro konstrukei re-
gresni kfivky, tzn. bude se zkoumat, jaky vliv ma piislusny rok vyvoje na vyvojovy
koeficient. Po urceni typu regresni funkce a jejich parametru se za nové odhady

jadra pro jednotlivé fuzzy koeficienty vezmou hodnoty lezici na zkonstruované
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regresni kiivce. Déle je také mozné pro kazdou pozorovanou hodnotu sestrojit
konfiden¢ni interval na hladiné spolehlivosti « € (0, 1), tj. (1 — )% interval spo-
lehlivosti. Krajni body tohoto intervalu pro kazdy vyvojovy koeficient se potom
vezmou za piislusné odhady a j;» resp. b Iz

Prvnim krokem je volba regresni funkce pro zminéna data. Vzhledem k charak-
teru ostrych vyvojovych koeficientii (nerostouci posloupnost, jejiz hodnoty nikdy
nebudou mensi nez 1), lze podle [¢] sledovat linearni trend v logaritmech téchto
vyvojovych koeficient, které byly snizeny o 1. Takto modifikované koeficienty

(znacené A7?) tedy budou tvaru
Amed = log(A; — 1), j=0,...,n—2.

Poznamka 4.6. Problém mohou tvofit situace, kdy odhad vyvojového koefici-
entu bude roven presné jedné (obvykle to miuze nastat u nejvyssiho vyvojového
koeficientu, tj. j\n_z), kdy by logaritmus modifikovaného koeficientu nebyl defino-
van - coz je pripad i zde pouzivanych ilustra¢nich dat. Jednim z moznym feSeni

je prosté vynechani tohoto koeficientu pro urc¢eni parametra regresni piimky.

Ptvodni i modifikované vyvojové koeficienty pro ilustracni data z tabulky
4.2 jsou vyznaceny na obrazku 4.3. Je vidét, Zze hodnoty modifikovanych vyvo-
jovych koeficientii ,,piiblizné“ lezi na pomyslné piimece.” Proto lze tyto hodnoty
)\g’wd prolozit primkou, jejiz parametry se budou hledat prostrednictvim metody
nejmensich ¢tverci.

Reknéme, Ze pro pozorované hodnoty modifikovanych vyvojovych koeficientii
plati

A= Bo+ i€, j=0,...,n—2, (4.16)

kde By a Bi jsou parametry regresni piimky a ¢; je ndhodna chyba pro j-té
pozorovani. Pfedpokladejme déle, Ze odchylky €; maji nulovou stfedni hodnotu,
konstantni rozptyl a jsou vzajemné nekorelované. Modelovanou regresni primku
potom popiseme vztahem
y = o+ Buj,
97de je potieba brat v uvahu ilustrativni povahu dat a také maly pocet pozorovani. Proto
se zde také myslenka jen nastini, ale finalni odhad pocitan nebude.
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Obrazek 4.3: Puvodni a modifikované vyvojové koeficienty.

kdy odhady jejich parametru B a Bl urc¢ime tak, aby minimalizovaly vyraz

3
N

P\}nOd — (Bo + 51j)}2a

Il
=)

J
coz je podstata metody nejmensich ¢tverci. Nové odhadnuta jadra se tedy urci
ze vztahu

& =00+ bij, j=0,....n—2

Nyni zbyva uréit zminéné konfidenc¢ni intervaly pro jednotlivd pozorovani.
Jejich konstrukee je blize popsana napt. v [12], pro ucely této prace byla vyuzita
syntaxe funkce Im v softwaru R. Na obrazku 4.4 jsou tyto odhady znazornény
jak pro modifikované, tak po prevedeni i pro pivodni vyvojové koeficienty, a to
pro hladinu citlivosti a« = 0,05 (coz odpovida 95% intervalu spolehlivosti).

Stejnou myslenku lze aplikovat i pfi vyuziti prostych primért individuélnich
vyvojovych koeficientt (analogie s kapitolou 4.3.4). Nyni se tedy za hodnoty, které

budeme prokladat regresni kiivkou, budou brat pravé primérné hodnoty jednot-

o8



v _|
-, © v _|
g ol
‘© o |
5 o |9 >
2 @
R S 2 do
s 9 g
g ° z
\>.. o \q)
> A
N ~ O 5
c | o
g O °©
0 o
2 2o g o
g °
o
g 2] o _
' T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
rok vyvoje rok vyvoje

Obrazek 4.4: Grafické znazornéni konfiden¢nich intervalt.

livych podili kumulativnich pojistnych plnéni. Obrazek 4.5 zobrazuje kromé sa-
motnych primeéri a jejich intervalovych odhadi i ptivodni individualni vyvojové
koeficienty, ze kterych se ve vypoctu vychazelo.

Zatimco dosud bylo pro vysvétlovani jednotlivych metod vyuzito ilustracni
(a proto nepfilis obsahlé) trojihelnikové schéma z tabulky 4.2, nasledujici ¢ast se
bude vénovat aplikaci téchto metod na datech obséhlejsich, ktera 1épe odpovidaji

skutecnosti.

4.4. Aplikace variant metody fuzzy Chain-Ladder

V této sekci jiz budou predstavené metody aplikovany na stejna data, se kte-
rymi pracovali autofi ¢lanku |1 1]. Jedné se o schéma o rozmérech 10 x 10 (tzn.
n=10,i=1,...,10, j =0,...,9), které je zobrazeno v tabulce 4.9. Jednotky, ve
kterych jsou jednotlivé penézni ¢astky, bohuzel nejsou ve zdroji uvedeny, ovsem
pro samotnou metodologii to neni podstatné - proto i nadale budou uvadéné

hodnoty bez jednotek.

29



=
C
L
e S 10
5 - )
o = A
< o | 0
e o 19 2
9 o
o
g =@ 2 o
S o 7 L0 o T°
— [ (e
£ @) S
\© o >
=} - =
2 7 e} >
S <
S c |
2 o T - °
\qc_) ‘T ] ° O
© % s}
3 © <
£ 9 °
'-6 ~—
g T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
rok vyvoje rok vyvoje

Obrazek 4.5: Grafické zndzornéni postupu pro individudlni vyvojové koeficienty.

Veskeré provedené vypocty v ramci uvedenych metod véetné vychoziho troj-
thelnikového schématu jsou ulozeny v souboru Paviu_DP.xlsz - dale v této ka-
pitole bude odkazovano na jednotlivé listy tohoto souboru.'® Vzhledem k rozsahu
trojuhelnikového schématu, které bude po fuzzifikaci odhadovanych pojistnych
plnéni jesté obsahlejsi, nebudou tato schémata déale uvadéna piimo zde v textu.

Na tvod jsem na zminéné data aplikovala metodu Chain-Ladder bez jaké-
koli fuzzifikace - vypocet je obsazen na listu ChL puvodni. Z néj je patrné, ze
odhad rezervy pro tato data je roven 18 680 856. Nésledné jsem jiz ptikrocila

k jednotlivym zpusobtim fuzzifikace.

4.4.1. Fuzzy Chain-Ladder

Vypocet uvedeny na listu FChL _puvodni byl v tomto pripadé zcela analogicky
postupu popsanému v |1 1], proto i vysledky jsou totozné. Vysledny odhad rezervy
je znézornén na obrazku 4.6 (kvili prehlednosti jsou jednotlivé vyznacné hodnoty

odhadu fuzzy rezervy zaokrouhleny).

10T pro zminény soubor plati, Ze v ném nejsou odhadované hodnoty znaceny stiiskou.
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Z. J 0 1 9 3 4
1 |[357 848 [ 1 124 788 | 1 735 330 | 2 218 270 | 2 745 596
9 | 352118 | 1236239 | 2 170 033 | 3 353 322 | 3 799 067
3 1290507 | 1292306 | 2218 525 | 3235 179 | 3 985 995
4 | 310608 | 1418 858 | 2 195 047 | 3 757 447 | 4 029 929
5 || 443 160 | 1136 350 | 2 128 333 | 2 897 821 | 3 402 672
6 | 396132 | 1333217 | 2180 715 | 2985 752 | 3 691 712
7 || 440 832 | 1288 463 | 2 419 861 | 3 483 130
8 | 359480 | 1421 128 | 2 864 498
9 | 376 686 | 1363 294
10 || 344 014
Z. J 5 6 7 8 9
1 || 33190 994 | 3 466 336 | 3 606 286 | 3 833 515 | 3 901 463
2 || 4120063 | 4 647 867 | 4 914 039 | 5 339 085
3 || 4132918 | 4628 910 | 4 909 315
4 | 4381982 | 4588 268
5 || 3873311
6
7
8
9
10

Tabulka 4.9: Trojuhelnikové schéma pro aplikaci jednotlivych metod.

7 obréazku je patrné, ze nosi¢ odhadu vysledné fuzzy rezervy je zleva ohranicen

nulou, coz bylo zdivodnéno v kapitole 4.3.1. Jadrem odhadu je hodnota ,,ostrého*

nez vlevo.

4.4.2. Fuzzy Chain-Ladder - minimalni a maximalni podily

Tato metoda je pouzita na listu FChL min_max - pro lepsi prehlednost

jsou uvedeny vyznacné hodnoty fuzzy koeficientu jak v klasickém zépise (tj.

~

(dfj,éfj,bfj)), tak v LR zépise (é]z]_,lfj,ffi)LR. Z vypoctu je patrné, ze pri vy-

~
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Obréazek 4.6: Odhad rezervy metodou fuzzy Chain-Ladder.

uziti této metody bude posledni fuzzy koeficient, tj. fn,g, roven realnému cislu
odpovidajicimu ostrému vyvojovému koeficientu. Dtuvodem je, Ze pii vypoctu
tohoto koeficientu je k dispozici jediny podil hodnot, ktery je tim paddem maxi-
malnim, minimalnim i , primérnym* podilem. Pfi uvedeném vypoctu je proto
jasné, ze rozpéti tohoto fuzzy koeficientu bude na obé strany nulové - pro vypo-
¢et rezervy to znamena predpoklad, Ze v roce vyvoje n — 1 se uz zadné pojistné
plnéni vzhledm k rokim ptvodu ¢ nevyplati.

Z grafu 4.7 je patrné, ze v tomto pripadé je rozpéti odhadu smérem vlevo vy-
razné mensi, tzn. predpoklada se, ze urcité pojistné plnéni bude jisté vyplaceno
(coz se vzhledem k uvazovanému casovému horizontu jevi jako pravdépodobné).
Na druhou stranu se pomérné vyrazné zmensilo i rozpéti smérem vpravo - nejvys-
$im hodnota v nosici fuzzy rezervy v tomto pripadé nedosahuje ani dvojnasobku

ocekavané hodnoty.
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Obréazek 4.7: Odhad rezervy metodou fuzzy Chain-Ladder s vyuzitim minimal-
nich a maximalnich podilu.

4.4.3. Fuzzy Chain-Ladder - primérné podily

List FChL prumerne_ podily obsahuje konstrukei jader fuzzy vyvojovych ko-
eficienti jako prumérnych podilu jednotlivych kumulativnich pojistnych plnéni.
Co se tyce volby rozpéti fuzzy cisla, zvolila jsem zptisob vyuzivajici minimélni
a maximalni podily pro co nejvétsi vyuziti pravé jednoduchych diléich podili -
pri jejich pouziti se samoziejmé opakuje vysSe uvedeny ,,problém“ s koeficientem
fn,Q, ktery je zde opét redlnym cislem.

Z grafu je patrné, ze odhad rezervy se oproti metodé z kapitoly 4.4.2 prilis
nezmeénil - jadro rezervy se mirné zvysilo na 18 883 073. Nelze ovSem jedno-
znacneé tici, ze se jedna o vSeobecné platnou skutecnost - pro rizné data mohou
byt prumérné podily jednotlivych pojistnych plnéni vyssi, ale i nizsi, nez je tomu
v piipadé podilu jejich soucti. Faktem ale je, ze pii pouziti stejného zpisobu
pro odhad vyzna¢nych hodnot [ @ f’fj jednotlivych fuzzy koeficienti bude za-
chovana stejna neurcitost vysledné rezervy (coz vychazi ze vztahu pro nésobeni

trojuhelnikovych fuzzy ¢isel).
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Obrézek 4.8: Odhad rezervy metodou fuzzy Chain-Ladder s vyuzitim pramérnych
podila pojistnych plnéni.

4.4.4. Fuzzy Chain-Ladder - regresni analyza

Nejprve jsem aplikovala regresni analyzu na vyvojové koeficienty jakozto po-
dily souc¢ti kumulativnich pojistnych plnéni. Zkonstruovana regresni kiivka vcéet-
né konfiden¢nich intervalt je znédzornéna na obrazku 4.9. Postup vypoctu, kdy

jsou za jadra fuzzy koeficienti éfj brany fitované hodnoty z regresni piimky a

za hodnoty a 7,» Tesp. IA)fJ krajni hodnoty pfislusnych konfiden¢nich intervalu, je
uveden na listé FChL regresel.

V tomto piipadé doslo u celkového odhadu rezervy ke znatelnéjsimu navy-
Seni hodnoty jadra fuzzy rezervy (v fadu jednotek procent oproti predchozim
metodam), zaroven se oproti jinym modifikacim ptavodni metody Chain-Ladder
zvysila i neurcitost ve sméru vysokych hodnot. Pro porovnani jsem vyzkousela
i regresi prumérnych hodnot jednoduchych podili - vypocty jsou provedeny na
liste FChL regrese2. V obou pfipadech jsem pro stanoveni konfiden¢nich inter-
valil zvolila « rovno 0,05, jednalo se tedy o 95% interval spolehlivosti. Oproti vyse

uvedenému se v tomto pripadé vSechny vyznacné hodnoty fuzzy ¢isla popisujictho
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Obrazek 4.9: Grafické zobrazeni regresni analyzy pro vyvojové koeficienty.

odhad rezervy snizily (viz obrazek 4.10).

4.4.5. Shrnuti vysledkt

Nasledujici tabulky shrnuji vysledky dosazené jednotlivymi modifikacemi me-
tody fuzzy Chain-Ladder. V tabulce 4.10 l1ze vidét vyznacné hodnoty jednotlivych
fuzzy odhadii rezervy, v tabulce 4.11 jsou pak uvedeny defuzzifikované hodnoty
tervalu.

Celkove Ize vidét, ze vysledna rezerva ptivodni metody fuzzy Chain-Ladder ma
obé defuzzifikované charakteristiky nejvyssi - zptisobeno je to predevsim velkou
neurcitosi odhadu v kladném sméru. V ostatnich, modifikovanych metodach se
potom eliminovala zaporna stranka ptuvodni verze metody fuzzy Chain-Ladder,
a to pripousténi az nesmyslné nizkych hodnot v nosic¢i celkové fuzzy rezervy.
Ve vSech téchto pripadech se nejmensi hodnota nalezejici do nosi¢e pohybovala

tésné pod 0,5nésobkem hodnoty jadra. Na druhou stranu, vSechny modifikované
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Obrazek 4.10: Porovnéni odhadti dosazenych prostfednictvim regresni analyzy.

metody se oproti puvodni metodé Chain-Ladder , drzi pfi zemi“ co se tyce uva-
zovanych velkych hodnot rezervy.

Vezmeme-li do tuvahy defuzzifikacni charakteristiky modifikovanych metod,
v porovnani s vychozi ostrou metodou Chain-Ladder nejpodobnéji vychazi obé
modifikace, které za odhad vyznacnych hodnot [ j;» Tesp. szj fuzzy vyvojovych
koeficienti berou minimélni, resp. maximalni individualni podily kumulativnich
pojistnych plnéni. Patrné je to pii pohledu na podobu odhadu fuzzy rezervy -
kromé toho, ze maji jadro srovnatelné (pfip. stejné) s ostrym odhadem rezervy,
je i jejich neurcitost smérem vlevo a vpravo relativné nejrovnomérnéji rozdélena
oproti ostatnim odhadtam.

Oproti tomu odhady u metod zaloZenych na regresni analyze maji vyrazné
vySSi neurcitost smérem v pravo, tj. vysledny odhad zahrnuje ve svém nosici
daleko vyssi hodnoty. Duvodem je koncept urceni fuzzy vyvojovych koeficienti -
zatimco u modifikovanych vyvojovych koeficientt ze vztahu (4.16) je neurcitost
na obé strany stejna (z linedrni regresni funkce), po logaritmizaci téchto hodnot
se neurcitost smérem vpravo zvysi, coz se projevi i na celkovém odhadu rezervy.

Samoziejmé by zde bylo mozné pohybovat s hladinou citlivosti a a tim i se
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sitkou konfidenc¢nich intervalt - pfi Sirsich konfiden¢nich intervalech by neurc¢itost

smérem vpravo, a tim i defuzzifikacni charakteristiky, jesté vice vzrostly.

pouzita metoda

H

aRChL

CROhL

Ropr
Chain-Ladder — 18 680 856 —
fuzzy Chain-Ladder 0 18 680 856 | 63 805 733
FCh-L: minimalni + maximalni podily || 9 626 333 | 18 680 856 | 33 471 909
FCh-L: primérné podily 9626 333 | 18 883 073 | 33 471 909
FCh-L: regrese vyvojovych koeficienti | 10 463 674 | 20 092 656 | 45 300 830
FCh-L: regrese prumérnych podili 9 305 666 | 18 868 470 | 43 430 006
Tabulka 4.10: Odhady rezervy - vyzna¢né hodnoty
pouzita metoda Lo E (RChL>
Chain-Ladder — —
fuzzy Chain-Ladder 27 495 529 | 25 291 861
fuzzy Ch-L: minimélni + maximalni podily || 20 593 032 | 20 114 988
fuzzy Ch-L: pramérné podily 20 660 438 | 20 216 097
fuzzy Ch-L: regrese vyvojovych koeficientu || 25 285 720 | 23 987 454
fuzzy Ch-L: regrese prumérnych podila 23 868 047 | 22 618 153

Tabulka 4.11: Odhady rezerv - defuzzifikace
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Zaver

Aparét teorie fuzzy mnoZin poskytuje néastroje, pomoci kterych lze do (nejen)
matematickych problému zahrnout neurcitou informaci, resp. nejistotu. Ve své
praci jsem se vénovala tomu, jak Ize koncept fuzzy mnozin vyuzit v pojistovnictvi.
Na zakladé prizkumu literatury jsem struc¢né priblizila nékteré doposud popsané
aplikace teorie fuzzy mnozin v pojistovnictvi - pro lepsi porozuméni jsem praci
doplnila i o tvodni kapitoly vénujici se terminologii z oblasti fuzzy mnozin a po-
jistovnictvi. Podrobnéji rozebranym tématem byla moznost fuzzifikace metody
Chain-Ladder pouzivané ke stanoveni rezervy na pojistna plnéni v nezivotnim
pojisténi, kdy jsem nejprve popsala ,ostrou” verzi této metody a potom jeji pu-
blikovanou fuzzifikovanou variantu. Vzhledem k nékterym negativnim strankam
této metody jsem se potom pokusila vymyslet vlastni alternativni postupy, které
by tyto negativa potlacily.

Na zékladé vysledkt shrnutych v sekci 4.4.5 lze vidét, Ze i za pomoci pomérné
jednoduchych matematickych tvah bylo mozné ptvodni metodu fuzzy Chain-
Ladder modifikovat tak, aby (alesponi nékteré) nové vzniklé odhady rezervy byly
viceméné srovnatelné s odhadem ziskanym ptvodni ostrou metodou. V pripadé
modifikovanych fuzzy metod bylo potom vyraznym pozitivem dosazeni jasné a lo-
gické interpretace vyznac¢nych hodnot [ j;» resp. f’fj u jednotlivych vyvojovych
koeficientti. Nabizi se navic fada zpusobi, jak s témito modifikovanymi meto-
dami dale pracovat - nékteré z nich byly v praci i naznaeny (prace s vazenym
prumeérem individualnich podili kumulativnich pojistnych plnéni oproti pruméru
aritmetickému, pohyb hladiny citlivosti pfi vyuziti regresni analyzy apod.). Roz-

hodné se tedy da ftict, ze cela problematika neni vycerpana, prostor pro dalsi
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hledani dalsich metod tu zcela jisté je.

Otéazkou ziistava, zda méa v dnesni dobé vyuziti teorie fuzzy mnozin v pojis-
tovnictvi své misto. Jiz béhem prizkumu literatury mé piekvapilo, ze aplikace,
které mé zaujaly, pochazely z velké ¢asti ze starSich zdroju (cca 15 let a starsi).
Ned4 se tict, ze by v dnesni dobé nevychazely ¢lanky ¢i studie zabyvajici se apli-
kacemi teorie fuzzy mnozin v pojistovnictvi, spiSe se ale jedna o pomérné okrajové
problematiky - alesponn z mého pohledu. Pro jejich popis by byl nutny mnohem
podrobnéjsi ivod do problematiky pojistovnictvi, ktery by podle mé celkovému
charakteru prace neprospél.

Pojistovny jsou dosti specifickymi institucemi a disponuji ohromnymi objemy
dat. Da se proto oc¢ekévat, Ze i v nadchazejicich letech ¢i desitkéich let se s témito
daty bude riznymi zpusoby nakladat - z novéjsich postupi v uvahu pripadaji
tickych modeli. Jestli mezi témito zptusoby zustanou i metody zalozené na vyuziti

teorie fuzzy mnozin, o tom lze jen spekulovat.
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