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Abstrakt
Diplomové praca je zamerand na implementaciu modernych Statistickych metod fitovania
rozdelenia prevdepodobnosti pomocou jadrovych odhadov vzhladom k moznostiam ich
realizacie na PC a aplikdciam na konkrétnych datovych siboroch.

Diplomové préca je stc¢astou riesenia projektu MSMT Ceskej republiky ¢is. 1M06047
Centrum pro jakost a spolehlivost vyroby.

Summary
Master’s thesis is focused on implementing modern statistical methods for fitting propa-
bility distribution using kernel estimates with regard to the possibilities of their imple-
mentation on the PC and the application of specific data sets.

Master’s thesis is a part of project from MSMT of the Czech Republic no. 1IM06047
Center for Quality and Reliability of Production.
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1. Uvod

Diplomova praca je zamerand na popis, zhodnotenie a implementaciu modernych
Statistickych metdd fitovania rozdelenia pravdepodobnosti pomocou jadrovych odhadov
vzhladom k moZnostiam ich realizacie na PC a aplikdciam na konkrétnych datovych si-
boroch. V druhej kapitole sa zameriame na jednorozmerné odhady pre jednorozmerny
ndhodny vyber. Za¢neme histogramom a naivnym odhadom. Prejdeme k jadrovému od-
hadu, ktory popiSeme aj s metédami hladania vyhladzovacieho parametra. Tato kapitolu
zakon¢ime metédou najbliz§ieho suseda, metédou premenlivého jadra a porovnanie od-
hadov trimodalnej hustoty. V tretej kapitole popiseme jadrovy odhad pre viacrozmerny
nahodny vyber. Vo stvrtej kapitole popiseme naprogramované zdrojové makra v Exceli,
od histogramu az po dvojrozmerny jadrovy odhad nahodného vyberu.

Vlastné vysledky prace su priklady v kapitolach 2 a 3, vratane software pre nase vy-
pocty vo 4. kapitole. Hlavnou casfou préace je druhé a Stvrta kapitola. V druhej kapitole
vykreslime jadrové odhady pre Sest metéd odhadu hustoty pravdepodobnosti pre rozne
rozsahy ndhodnych vyberov trimodalnej hustoty. Kazd4 metéda sa bude robif pre 9 né-
hodnych vyberov. K vypoc¢tu pouzijeme vlastné naprogramované makra v softwari Excel,
ktoré budi podrobne popisané, véetne nédhladov vo Stvrtej kapitole. Na vSetky vypocty
pouzijeme software Excel, vCetne zobrazenia vysledkov az na dvojrozmerny pripad. V
dvojrozmernom pripade zobrazime napocitané odhady v Exceli pomocou Matlabu.

Teoretické partie pouzivané v préaci sme prevzali najmi z literatary [1], [2], [3], [6] a
[8]. Okrem tohto st v kapitolach za tedriou vysvetlujiace priklady. Tedria aj priklady si
doplnené nazornymi obrazkami.



2. METODY ODHADOV PRE JEDNOROZMERNY NAHODNY VYBER

2. Metody odhadov pre
jednorozmerny nahodny vyber

V celej tejto kapitole budeme predpokladat, Ze mame ndhodny vyber z nahodnej veli-
¢iny X, tj. postupnost nezavislych ndhodnych veli¢in X1,. .., X, s rovnakym rozdelenim,
ktoré je spojité jednorozmerné a funkcia hustoty pravdepodobnosti, ktori sa snazime
odhadnut, je f. Je vela praktickych problémov, kde tieto predpoklady nie st nutne oprav-
nené, ale napriek tomu poskytni normalnu Struktara, o ktorej pojednavaju vlastnosti
metdd odhady hustoty.

V kapitole budeme uvazovat pozorovanu trimodéalnu hustotu definovani ako zmes
Gaussovych rozdelenf $N(3,0.8) + 3N (5,0.5) + $N(7,0.3).

2.1. Histogram

Histogram je najstarsi a najviac pouzivany odhad hustoty. Majme pociatok o a sirku
triedy h, definujeme triedy histogramu ako intervaly [zo + mh, xo 4+ (m + 1)h) pre kladné
a zéporné celé ¢isla m. Pre jednoznacnost st zvolené intervaly zlava uzavreté a zprava
otvorené.

Histogram je potom definovany

f(z) = - (pocet X; v rovnakej triede ako x).

Poznamenajme ku konstrukeii histogramu, Ze musime zvolit pociatok a Sirku triedy.
To je volba Sirky triedy, ktord primarne ovlada stuperi vyhladenia.

0,3

0,25

0,2 -

relativna ¢etnost

0,1 -

0,05

Obr. 2.1: Histogramy z trimodalnej hustoty, h=0.5, xq=1.

Skeptici sa na odhad hustoty ¢asto pytaju, preco je niekedy nutné pouzit metédy viac
sofistikované nez jednoduchy histogram. Dovod pre tieto metédy a nevyhody histogramu
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2.1. HISTOGRAM
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Obr. 2.2: Histogramy z trimodéalnej hustoty, h=0.5, x(=0.6
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Obr. 2.3: Histogram z trimodalnej hustoty, h=0.5, £,=0.65

zavisi dost podstatne na stuvislosti. Rozne matematické popisy presnosti mozu byt po-
mocou histogramu dost podstatne zlepSené, a tato matematickd nevyhoda sa premiena
na neucinné pouzitie nahodného vyberu, ak histogramy st pouzité ako odhady hustdt v
postupe ako zhlukové analyza a neparametrickéd rozliSujica analyza. Nespojitost histo-
gramov sposobuje extrémny problém, ak st potrebné derivacie odhadov. Ked st potrebné
odhady hustét ako pomocné zlozka ostatnych metdéd, dévod pre pouzitie alternativ k
histogramom je celkom vyrazny.
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Histogramy st samozrejme extrémne uzitocné odhady hustot pre prezentaciu a skiim-
nie ndhodnych vyberov, Specidlne pre jednorozmerny pripad. Aj ked volba pociatku v
jednej dimenzie moze byt celkom uspesnd, obrazky 2.1, 2.2 a 2.3 ukazuju histogramy
trimodalnej hustoty s rovnakymi triedami, ale roznymi pociatkami. Hoci vysledok je rov-
naky vo vSetkych troch pripadoch, obzvl4st nestatistik moze ziskat iny dojem. Napriklad
sirka vrcholu vpravo a delenie dvoch rezimov.

Histogramy pre graficki prezentéaciu dvojrozmernych alebo trojrozmernych nadhodnych
vyberov maja niekolko problémov. Napriklad nemozeme jednoducho nakreslit obrys grafu
reprezentujuci nahodny vyber. V jednorozmernom pripade je zavislost odhadu na volbe
pociatku a Sirke triedy. Nakoniec by mohlo byt stresujuce, Ze vo vSetkych pripadoch,
histogram stale vyzaduje volbu stupiia vyhladenia.

Hoci histogram zostava ako vynikajuci nastroj na prezentaciu ndhodného vyberu, je
vyznamny prinajmensom vzhladom k roznym odhadom alternativnych hustot.

2.2. Naivny odhad

7 definicie pravdepodobnosti hustoty, kde ndhodnéa premenna X ma hustotu f, potom

1
flz) = ilgnﬁ (r—h<X<x+h).
Pre dané h m6zeme samozrejme odhadnit P (r —h < X < z + h) pomerom vzorky pat-
riacej do intervalu (x — h, x + h). Prirodzeny odhad f hustoty je urceny zvolenim malého

¢isla h, potom
f(z) = 5[ pocet Xi,..., X, patriacich do (z — h,z + h)].

budeme volat naivny odhad.
Na vyjadrenie transparentnejsieho odhadu, definujeme vazent funkciu w

5zl <1
w(z) = (2.1)

0, inak.
Potom vidime, Ze naivny odhad mdoZe byt zapisany
> 50 ()
oh
Z funkcie 2.1 vidime, Ze odhad je tvoreny umiestnenim ”obdiznika” o Sirke 2h a vyske
(2nh) " na kazdé pozorovanie a scitanim tychto obdlznikov dostaneme odhad. Vratime
sa k interpretécii dole, ale je pou¢né vidiet spojitost s histogramom.

Uvazujme histogram vytvoreny z nahodného vyberu s pouzitim sirky triedy 2h. Pred-
pokladajme, Ze Ziadne pozorovanie nelezi presne na okraji triedy. Ak sa stane, Ze z je
v strede jednej triedy histogramu, okamzite vyplyva z 2.1, Ze naivny odhad f(z) bude
presne ordinata histogramu v z. Teda mdzeme vidiet, Ze naivny odhad je pokus o vytvo-
renie histogramu, kde kazda ndhodna veli¢ina nadhodného vyberu je stredom triedy, takze
uvolneny histogram so $pecidlnou volbou umiestnenia triedy. Volba Sirky triedy je stéle

riadend parametrom h, ktory ovlada stupen, podla ktorého je vyhladeny ndhodny vyber
k tvorbe odhadu.

1
n
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Obr. 2.4: Naivny odhad z trimodéalnej hustoty, h=0.25

Na pouzivanie odhadov hustét pre prezentacie nie je naivny odhad uplne vhodny.
Vyplyva to z definicie, ze f nie je spojita funkcia, ale ma skoky v bodoch X; + h a vsade
inde ma nulové derivacie. Toto dava odhadom trochu strapaty charakter, ktory nie je iba
esteticky nevhodny, ale by mohol poskytniat netrénovanému pozorovatelovi zavadzajuci
dojem. Pre c¢iastocné prekonanie tejto prekazky, a pre iné technické dovody, je zaujem
zvazovat zobecnenie naivného odhadu, ktoré je popisané v dalSej casti.

Odhad hustoty pouzivajici naivny odhad ma na obr. 2.4. ”Stupnovity” charakter
odhadu, ktory je zrejmy. Pouzité obdlzniky na konstrukciu odhadu maj rovnaka sirku
ako triedy v histogramoch na obrazkoch 2.1, 2.2 a 2.3.

2.3. Jadrovy odhad

2.3.1. Uvod

V tejto kapitole sa budeme detailnejSie zaoberat zékladnymi Statistickymi vlastnostami
jadrového odhadu. Nas zaujem pre jadrovi metédu nie je preto, ze metdda je najlepsia
na pouzitie za vSetkych okolnosti, ale je tu niekolko dovodov pre prvé pouzitie. Metéda
je siroko aplikovatelnd, $pecidlne v jednorozmernom pripade, a jej chovanie je uréite ro—
zumné pred pokracovanim inych metdd. Je to pravdepodobne metdda, ktorej vlastnosti
st najrozumnejsie. A pojednanie o tychto vlastnostiach vyzdvihuje problémy, ktoré maju
ostatné metédy odhadu hustoty.

Zovseobecnime si naivny odhad na prekonanie niektorych problémov pojednévanych
vyssie. Vahov funkciu w nahradime za jadrovi funkciu K, ktora spliia podmienku
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7 K(z)dz = 1. (2.2)

Obvykle, ale nie vzdy, K bude symetrickd funkcia hustoty pravdepodobnosti. Napriklad
normélna hustota, alebo vahova funkcia w, ktora je pouzita v naivnom odhade. Analogicky
pomocou definicie naivného odhadu, je jadrovy odhad s jadrom K definovany

T X") (2.3)

o 1 ™

J@) =05 ; K < h
kde h je Sirka okna, tiez nazyvany vyhladzovaci parameter. Matematickymi vlastnostami
jadrového odhadu sa budeme zaoberat neskor. Najprv intuitivne pojednédme s prikladmi,
ktoré moze byt uzitocné.

Rovnako ako naivny odhad, ktorj mézeme povazovat za stucet vystredenych ”obdlzni-
kov” na pozorovaniach, jadrovy odhad je stucet ”jadier” umiestnenych na pozorovaniach.
Jadrova funkcia K urcuje tvar jadier, zatial ¢o Sirka okna h uréuje ich $irku. Nazorny
priklad je na obr. 2.5 a obr. 2.6, kde jednotlivé jadra ﬁK <%> sa ukazuju rovnako

ako odhad f vytvoreny ich s¢itanim. MoZe to byt stresujice, ze na konstrukciu odhadu
hustoty nie je vhodny taky maly rozsah nadhodného vyberu, ale tento ndhodny vyber s
rozsahom 11 je pouZity pre zrozumitelnost.

-4 -2 0 2 4
X

Obr. 2.5: Jadrovy odhad ukazujici jednotlivé jadra. Sirka okna je 0.4.

Vysledok menenia Sirky okna je zndzorneny na obr. 2.7. Ked h smeruje limitne k
nule, je stucet dirakovych delta funkcii na zlozkéch ndhodného vyberu, zatial ¢o h narasté,
vSetky rusivé alebo iné detaily su skryté.

Dalsi ndzorny priklad menenia $irky okna je na obr. 2.8 a obr. 2.9 vlavo. Odhady tu
boli vytvorené zo pseudonahodného nahodného vyberu s rozsahom 300, nakrelené z tri-
modalnej hustoty danej na obr. 2.9 vpravo. Na odhad boli pouzité normalne jadra. Znova
mozeme poznamenat, ze ak je h zvolené prili§ malé, potom sa jemné ruSiva Struktira
stava viditelna. Zatial ak je h prili§ velké, potom povaha trimodality rozdelenia je skryté.
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Obr. 2.6: Jadrovy odhad ukazujici jednotlivé jadra. Sirka okna je 0.2.

f(x)
0,6 -

0,4 -

0,2 -

0

-4 -2 0 2 4
X

Obr. 2.7: Jadrovy odhad ukazujici jednotlivé jadré. Sirka okna je 0.8.

0,4 4 0,4
f(x) f(x)
0,2 - 0,2 -
0 : : : : : : 0 - : : :
-2 0 2 4 6 8 10 12 2 0 2 4 6 8 10 12
X X

Obr. 2.8: Jadrové odhady nahodného vyberu trimodalnej hustoty s rozsahom 99. Sirka
okna obrazku vlavo je 0.1, a obrazku vpravo je 0.5.
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0,4
0,4 -

0,2 0.2 -

0

0 ' ' ! ' ' ' ' -2 0 2 4 6 8 10 12

-2 0 2 4 6 8 10 12 X
X

Obr. 2.9: VIavo je jadrovy odhad ndhodného vyberu trimodélnej hustoty s rozsahom
99 so sirkou okna 0.9. Vpravo je skuto¢na trimodalna hustota, ktort sme pouzili pri
predchadzajucich troch jadrovych odhadoch.

Niektoré zédkladné vlastnosti jadrovych odhadov vyplyvaji okamzite z definicie. Pokial
je jadro K vsade nezéporné a spliia podmienku 2.2, inymi slovami funkcia hustoty prav-
depodobnosti. Okamzite to vyplynie z definicie, ked f bude hustota pravdepodobnosti.
Okrem toho, f zdedi vietky vlastnosti, spojitost a diferencovatelnost jadra K. Takze ak
napriklad A mé norméalnu funkciu hustoty, potom f bude hladké krivka s derivaciami
vsetkych radov. To st dovody preco niekedy pouzijeme jadra, ktoré davaju rovnako dobré
i z1é hodnoty. Napriek tomu sa najviac pouzivaji nezaporné jadra .

0,008 - 0,008 -
> 2
e o
k7 1]
> >
£ 0,006 < 0,006 |
3 ®
£ S
e}
o (@]
0,004 1 0,004 -
0,002 - 0,002 -
0 T T T T d 0 T T T T u ]
-200 0 200 400 600 800 1000 -200 0 200 400 600 800 1000
Dizka liegby (dni) Dizka liegby (dni)

Obr. 2.10: Jadrovy odhad $tudijnych tdajov dizky lie¢enia. VTavo je irka okna 20. Vpravo
je sirka okna 60.

V nasledujicej tabulke st dlzky lie¢by pacientov v diioch.

13 22 31 39 56 76 90 111 134 228 311 640
14 25 32 39 62 79 91 112 144 231 314 737
14 27 34 40 63 82 92 119 147 235 322
17 27 35 49 65 8 93 122 153 242 369
18 30 36 49 65 8 93 123 163 256 415
21 30 37 54 67 84 103 126 167 256 573
21 31 38 56 75 84 103 129 175 257 609

00 00 ~J U1 — =
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Nezavisle na histograme, je pravdepodobne jadrovy odhad najbeznejSie pouzivany
odhad a je urcite najviac matematicky skimany. Ale ma nevyhodu. Trpi nepatrnym ne-
dostatkom, ked je pouzity ndhodny vyber s dlhym chvostom rozdelenia. Lebo Sirka okna
je pevna pozdlz celého nahodného viberu. Na odhadoch chvostov sa javi tendencia k
rusivému Sumu. Ak st odhady dost vyhladené (méme na mysli dlhy chvost), podstatny
detail hlavnej ¢asti rozdelenia ostane skryty. Priklad tohto chovania je dany bez ohladu na
fakt, ze udaje o dlzke lieGenia st samozrejme nezaporné, a odhadovanie hustoty liecenia
je pozorovanie na (—o00, 00). Na obrazku 2.10 vlavo je odhad so Sirkou okna 20 zasumeny
po pravej strane na chvoste, zatial ¢o na obrazku 2.10 vpravo je odhad so Sirkou okna 60,
ktory ukazuje maly mod na chvoste a este zviacsuje sirku hlavného modu rozdelenia.

2.3.2. Miery odchylky: stredna kvadraticka chyba a stredna in-
tegralna kvadraticka chyba

Zakladna metodika teoretického zaobchadzania je pojednanie blizkosti odhadu f k skuto-
¢nej hustote f v roznych zmysloch. Odhad f samozrejme zavisi na udajoch prave tak, ako
na jadre a Sirke okna. Tato zavislost nebude obecne vyjadrenéd explicitne. Pre kazdé z,
moZe pokladat f za ndhodnt premennt, kvoli zévislosti na meraniach X7, ..., X,,. Lubo-
volné pouzitie pravdepodobnosti, rozptylu obsahujiceho f je s ohladom na jeho ndhodny
vyber rozdelenia ako Statistiky zalozené na tychto nahodnych meraniach.

Okrem toho, kde je uvedend >~ bude znamenat stcet od i = 1 do n, a | bude znamenat
integral cez (—o0, 00).

Skumali sa rozne miery odchylky odhadu hustoty f od skuto¢nej hustoty f. Ked
uvazime odhad v jedom bode, prirodzena miera je strednd kvadratickd chyba (ozna¢me si
ju MSE), definovana

MSE, () =B{f (=) - f ()} (24)
Pomocou zékladnych vlastnosti strednej hodnoty a rozptylu,
MSE, (f) = {Ef () = f @)} +varf (@), (2.5

je sucet kvadratu rozdielu strednej hodnoty f a f, a rozptylu na x. Vidime, Ze vo vela
odvetvi statistiky, je porovnanie medzi chybou a rozptylom vo 2.5. Chyba mdze byt zmen—
Sena rastucim rozptylom, a naopak, regulovana vyhladenim.

.....

rdlna kvadratickd chyba (ozna¢me si ju MISE) definovana

MISE, (f) = E/{f(x) —f (@)} dr. (2.6)

I ked st iné globéalne miery odchylky, ktoré davaju globédlne dobry odhad. MISE je zdaleka
najtvarnej$ia miera, a tak je dobre sa fiou zaoberaf najskor. Je uzitoéné poznamenat,
7e ked je integrand nezaporny, poradie integricie a pravdepodobnosti v 2.6 moze byt
prehodené na alternativny tvar

MISE, (f) :/E{f(x)—f(x)}de

— / MSE, (f) dz (2.7)

10
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= [{Bf @) - @)} do+ [varf(@)de,  (23)

kde MISE je sticet integrovaného kvadratu rozdielu strednej hodnoty f a f a integral-
neho rozptylu.

2.3.3. Priblizné vlastnosti

Mnoho teoretickych prac odhadu hustoty sa zaoberd asymptotickymi vlastnostami roz-
nych metdd vo vela odvetviach matematickej Statistiky. Na konci tejto podkapitoly od-
vodime priblizné vyjadrenie odchylky a rozpytu odhadu, a pouzijeme ich na sktimanie,
ako sa bude chovat strednd kvadratickd chyba a strednd integralna kvadratickd chyba. V
podkapitole 2.3.5 sa budeme odvolavat na rigorézne asymptotické vysledky, ktoré opraved-
Inuju tieto aproximécie, za podmienky vhodnych predpokladov. Pre jednoduchost budeme
predpokladat v celej tejto rozprave, Ze:

/K(t)dt =1, /tK(t)dt =0, a /tQK(t)dt =k #0 (2.9)
a ze,
neznama hustota f mé spojité derivacie vSetkych pozadovanych radov (2.10)

Obvykle bude jadro K symetricka pravdepodobnostna funkcia hustoty, napriklad nor-
maélna hustota, a konstanta ko bude rozptyl rozdelenia s touto hustotou. Méze byt prekva-
pujuce, Ze na rozdiel od hustoty f, je jadro K ovladané uzivatelom. A preto pre praktické
pouzitie je potrebné uvazovat iba vysledky, ktoré platia pre konkrétne pouzitie jadra.

Odchylka a rozptyl odhadu

Odchylka odhadu f(x) nezavisi priamo na rozsahu ndhodného vyberu, ale zavisi na Sirke
okna h. Samozrejme, ak je h zvolené ako funkcia n, potom bude odchylka odhadu (bias)
zévisief nepriamo na n. Budeme pisat

~

biasy(z) = Ef(z)— f(z)
_ / . <
Odchylka odhadu tiez zavisi na jadre K, ale tato zavislost nebude vyjadrend explicitne.

Pouzijeme 2.11 na ziskanie priblizného vyjadrenia odchylky odhadu. Urobime substiticiu
y = x — ht a pouzijeme predpoklad, ze [ K(t)dt = 1, napiSeme

2) Fdy 1 (@) (211)

biasy(z) = / K@) f(z — ht)dt — f(z)
= [ K@) (fle = ht) - f(2)) dt.

Taylorov rozvoj je

11
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e —ht) = Fa) — hif () + 2P (@) 4

takze z predpokladov o K

biasp(z) = —M%@/Uﬂﬂﬁ+%#fﬁﬂ/ﬁK@ﬁ+~o (2.12)
- %;ﬂf"(x);@ 4. (2.13)

Integralna kvadraticka chyba odhadu, potrebna v 2.8 pre strednii integralnu kvadratickt
chybu, je dana

/M%A@%x%iﬁﬁ/f%@%x (2.14)

Teraz vieme zmenit rozptyl. Z [8] dostavame

varf(r) = 2 LR (T gy (1) + vias()?
[ = h G () + 0),

Q

pouzitim substiticie y = x — ht v integrali, a aproximacie odchylky odhadu 2.13. Pred-
pokladajme, Ze h je malé a n je velké, a rozvoj f(z — ht) ako Taylorova rada, dostaneme

varf(z) ~ n_lh / (f(x) = htf'(z) + ) K(t)*dt + O <%>
_ n—lhf(x)/K(t)th—i-O <%>

;%ﬂ@/K@%t (2.15)

Q

Pretoze f je pravdepodobnostna funkcia hustoty, integral 2.15 cez = dava jednoduchu
aproximaciu.

/Varf(x)dx A %/K(t)th (2.16)

Predpokladajme, Ze chceme zvolit h, aby bola strednd integralna kvadraticka chyba ¢o
najmensia. Porovnanie aproximacie 2.14 a 2.16 pre dva prvky strednej integralnej kvad-
ratickej chyby ukazuje jeden zo zdkladnych problémov odhadu hustoty. Ak sa pokusime
eliminovat odchylku odhadu, pouZije sa velmi malé h, a integralny rozptyl bude velky. Na-
opak, velké h znizi ndhodni odchylku uréent rozptylom, pridd do odhadu systematické
chyby alebo odchylku odhadu. Tato rozprava poskytuje matematické vysvetlenie chovania
ilustrujice na obrazkoch 2.8 a 2.9. Moze byt stresujice, Ze pri pouziti ktorejkolvek metédy
odhadu hustoty, volba vyhladzovacieho parametra naznacuje prijatie kompromisu medzi
nahodou a systematickou chybou.

12
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Idealna Sirka okna a jadro

Idealnu hodnotu h dostaneme minimalizovanim pribliznej strednej integralnej kvadratickej
chyby

1 "
3 / F ()2 dz +nth! / K () dt, (2.17)
je hopt, kde

hopt = ki * </K (t)thf (/ I (x)de>_% nt. (2.18)

Rovnica 2.18 pre optimalnu Sirku okna je sklamanim, lebo ukazuje, ze h,y zalezi na
neznamej hustote, ktort chceme odhadnitf. Napriek tomu boli ziskané niektoré uzitoéné
zévery. Za prvé, idedlna $irka okna bude konvergovat k nule s ndrastom velkosti vzorky, ale
velmi pomaly. Za druhé, kedZe ¢len [ f”2 meria v zmysle rychlost zmeny hustoty f. Z 2.18
mozeme vidief, Ze mensie hodnoty h st vhodné pre rychlejSiu zmenu hustot. Prirodzeny
pristup z 2.18 je volba h k nejakej Standartnej hustote, ako je napriklad norméalna hustota.
Téato myslienka bude prezkiimana v podkapitole 2.3.4.

Substiticiou hodnoty h,, z 2.18 spdf do pribliznej strednej integralnej kvadratickej
chyby 2.17 ukazuje, Ze ked je h zvoleny optiméalne, priblizné hodnota strednej integralne;j
kvadratickej chyby je

§ ", N2 >% —3
~C(K) < [ £ wpar) ot (2.19)
kde konstanta C'(K) je dana

O(K) = K} < / K(t)zdtf . (2.20)

Predpis 2.19 ukazuje, Ze by sme mali vybraf jadro K s malou hodnotou C'(K). Ak
zvolime vyhladzovaci parameter spravne, teoreticky mozeme ziskat mali hodnotu strednej
integralnej kvadratickej chyby.

Zamerajme sa na jadra, ktoré si funkciami hustoty pravdepodobnosti. Tieto jadra
zarudia, ze odhad f je vSade nezdporny. Ak hodnota ks, nie je rovné jednej, nahradime

1 1
jadro prepocditanou verziou k3 K <k22 t>. Toto nebude ovplyviiovat hodnotu C(K).

Minimalizovanim C'(K) minimalizujeme [ K (t)2dt s obmedzeniami [ K (t)dt =1 a
Jt2K(t)dt = 1. V inej stvislosti Hodges a Lehmann (1956) ukazal, Ze riesenim je funkcia

2=(1-%), —VB<t<V5
K.(t) = (2.21)
0, inak.
Oznacenie K, (t) je pouzité, lebo prvy ho pouzil v odhade hustoty Epanechnikov (1969),
a tak sa Casto nazyva Epanechnikove jadro.
Mbzeme posudit uc¢innost hocijakého symetrického jadra K porovnanim s Epanechni-
kovim jadrom. Uéinnost jadra K je

off(K) = (%(éi;) (2.22)

13
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_ % </t2K(t)dt> - </ K(t)th> o (2.23)

Do6vod pre mocninu % v 2.22 je, aby pre velké n bola stredné integrélna kvadraticka
chyba rovnaké ked pouzijeme rozsah ndhodného vyberu n a jadro K alebo ked pouzijeme
rozsah ndhodného vyberu n eff(K) a jadro K.. Niektoré jadra a ich t¢inosti st v tabulke.
Celkom je pozoruhodné, Ze ziskané Uc¢innosti si blizke jednej. Dokonca ked pouZijeme
obdlZnikové jadro, ktoré sa pouziva pri naivnom odhade, jeho G¢innost je skoro 0.93. Z
tabulky vidime, Ze je velmi maly rozdiel medzi roznymi jadrami pre vychodziu stredni
integralnu kvadratickt chybu.

Jadro K(t) Ucinnost
Epanechnikove %5 <1 - %) it| < V5 1
0 inak
Cosinove 7 cos <§t> It| <1 <#‘_§ﬂ%> ~ 0.9995
0 inak
1
Biweight 15 (1—2)? It] < 1 (3%7)* = 0.9939
0 inak
Triweight B (1 -2’ It| <1 (25811/5) ~ 0.9867
0 inak
1
Trojuholnikové 1— t] It <1 (32)" ~0.9859
0 inak
1
Gaussovo %e_(%w <%> ? ~0.9512
1
Obdlznikové : It] < 1 (1%)* ~ 0.9295
0 inak

2.3.4. Vyber vyhladzovacieho parametra

Problém je, ako vela vyhladif, ¢o mé rozhodujtci vyznam v odhade hustoty. Pred podrob-
nou diskusiou réznych metdd, mé vyznam pozastavit sa na nejaké poznamky vseobecnej
povahy. Nikdy by nemalo byt zabudnuté, Ze vhodné volba vyhladzovacieho parametra
bude vzdy ovplyvnena ucelom, pre ktory odhad hustoty je pouzity. Ak ucelom odhadu
hustoty je postdenie idajov na navrhnutie prijatelnych modelov a hypotéz, potom pravde-
podobne bude celkom samozrejme vhodnd subjektivna volba vyhladzovacieho parametra.
Ked pouzivame odhad hustoty na prezentéciu vysledkov, v pripade podhladenia, ¢itatel
moze dalej vyhladit ”od oka”, ale nemoze jednoducho podhladit.

Avsgak, vela aplikécii pozaduje automatickt volbu vyhladzovacieho parametra. Neski-
seny uzivatel sa bude pravdepodobne citit Stastnejsie, ak je metdda plne automatické.
Automatickd volba moze v kazdom pripade byt pouzita ako Startovaci bod pre nasledu-
jacu subjektivnu volbu. Vedci prispievaji vysledkami a porovnavaju si ich, lebo cheti mat

14
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1.2 — Epanechnikove
K(t) —Cosinove
- —Biweight
08 Trojuholnikove
’ 7\ — Triweight
— Gaussovo
— Obdiznikove
0,4 -
. | k
-3 -2 -1 0 1 2 3

Obr. 2.11: Jadra

vzorovi metédu. Odhad hustoty je rutinne pouzity na velké rozsahy ndhodnych vyberov,
alebo cast velkej procedury, takZe je potrebné automatické volba.

V tomto pojednani sme timyselne pouzili slovo automaticky radsej ako objektivne pre
metddy, ktoré nevyzaduja explicitné Specifikacie ovladacich parametrov. V pozadi pro-
cesu automatickej Statistickej procediry lezi vzdy nebezpecie povzbudzujice uzivatela
nevenovat dost uvazenia na predchadzajice predpoklady.

V nasledovnych castiach buda popisané rozne metédy na volbu vyhladzovacieho pa-
rametra. Na riesenie tohto problému nie je doteraz vSeobecne akceptovany postup.

Subjektivna volba

Prirodzend metéda volby vyhladzovacieho parametra je nakreslenie niekolkych kriviek
a vybratie odhadu, ktory je najviac podobny predchadzajicej myslienke o hustote. Pre
vela aplikacii bude tento pristup bezchybne vyhovujtci. Viésie preniknutie do ndhodného
vyberu moze daf postupné kreslenie niekolkych kriviek vyhladenymi roznymi hodnotami,
ako iba jednoducha automaticka krivka. Na obrazku 2.12 médme 10 odhadov trimodalne;j
hustoty s vyhladzovacimi parametrami od 0.05 do 0.95.

Na obrazku je 2.13 je jadrovy odhad trimodalnej hustoty pravdepodobnosti, kde n =
99. Gaussovo jadro je pouzité na odhad, vyhladzovaci parameter je odhadnuty pomocou
subjektivnej metédy a h = 0.4.

Normalne rozdelenie

Velmi jednoduchy a prirodzeny pristup je pouzitie Standardného rozdelenia na priradenie
hodnoty ¢lenu [ f”(x)*dz vo vyraze 2.18 pre idealnu $irku okna. Napriklad norméalne
rozdelenie s rozptylom o2 kde, ¢len ¢ m4 $tandardnti normélnu hustotu,

/f" (1’)2d1’ = %/gﬁ" (1’)2d1’
30212

~ 2.24
8y/mad o® (224)
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Obr. 2.12: Odhady hustoty pre rézne vyhladzovacie parametre
0,3

flx)

0,2
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Obr. 2.13: Subjektivny odhad trimodélnej hustoty s vyhladzovacim parametrom 0.4.

Ak je pouzité Gaussovo jadro, potom Sirku okna dostanieme z 2.18 a 2.24,

hopt

— L ~ 1. 06— (2.25)

Volba vyhladzovacieho parametra je rychla, mali by sme odhadnit ¢ z ndhodného
vyberu a potom vlozit do 2.25. Pre odhad o moze byt pouZitd smerodatnd odchylka alebo
robustny odhad.

Ked mé néhodny vyber skutoéne normélne rozdelenie, 2.25 bude fungovat dobre.
Ale ak je ndhodny vyber multimodalny, méZe trochu prehladzovat. A vysledok hodnoty
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1,, I

0,5

pomer vyhladzovacich parametrov

0 T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6

posunutie strednych hodn6t

Obr. 2.14: Na obréazku je pomer asymptoticky optimalnej sirky okna 2.18 ku Sirke okna
danej subjektivnou volbou. Zelené krivka: subjektivna volba podla smerodatnej odchylky.
Modré krivka: subjektivna volba podla medzikvartilového rozpiitia. Pomer je ratany pre
skuto¢nii hustotu, ktora je zmes dvoch normalnych rozdeleni, pre dané posunutie stred-
nych hodnot.

1
(f )7 je vicsi vzhladom k smerodatnej odchylke. Tento vysledok je znazorneny na ob-

razku 2.14, ktory ukazuje pomer optimalneho vyhladzovaciho parametra 2.18 ku hodnote
ziskanou pouzitim 2.25 ak je skutocné f rovné zmesi dvoch normélnych rozdeleni, pre
dané posunutie strednych hodnét. Na obrazku vidime, Ze pre posunutie v intervale (0,2)
vzorec 2.25 pocita velmi dobre. Samozrejme, kedZe zmes hustot je opif normalna hustota
na tomto intervale. Ale ked sa zacne zmes podobat bimodélnej hustote, vzorec 2.25 zac¢ne
prehladzovat ¢im dalej viac, ku optimalnej volbe vyhladzovacieho parametra.

Aby sme mohli skimaft citlivost optimélnej $irky jadra na Sikmost a Spicatost na
jednomodalnych rozdeleniach, odpovedajice krivky ku obrazku 2.14, st vypocitané pre
lognormaélne rozdelenie a t rozdelenia. Tieto st na obrazkoch 2.15 a 2.16. Mdzeme vidiet,
ze velmi Sikmé ndhodné vybery, pouzitim 2.25 budt opit prehladzovat, ale tento vzorec je
pozoruhodne silny na $picatost v t rozdeleniach. Lepsi vysledok mozeme ziskat pouzitim
robustného merania rozsahu. Vzorec 2.25 prepiseme pomocou medzikvartilového rozpétia
R normaélneho rozdelenia (tj. polovica vzdialenosti kvartilov).

hopt = 0.79Rn "5
Pouzitim 2.26 na dlhé chvosty a $ikmé rozdelenia je ovela lepSia modra krivka na obrazkoch
2.15 a 2.16. Bohuzial pri pouziti 2.26 na bimodélnej hustote, prehladzuje dokonca este
viacej. NajlepSie je pouzit adaptivny odhad rozsahu

R
A = mi — 2.2
min <a, 1‘34> (2.27)

namiesto o v 2.25. Toto si dobre poradi s unimodalnymi hustotami, a celkom aj s bimo-
dalnymi hustotami. Napriklad pre Gaussovo jadro

(2.26)

1

h=09An"5. (2.28)
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1

0,5 -

pomer vyhladzovacich parametrov

Sikmost

Obr. 2.15: Na obrazku je pomer asymptoticky optimélnej sirky okna ku Sirke okna danej
subjektivnou volbou, ako na obrazku 2.14, pre lognormaélne rozdelenie s danou Sikmostou.

1

0,5 -

pomer vyhladzovacich parametrov

$picatost

Obr. 2.16: Pomer asymptoticky optimalnej Sirky okna ku Sirke okna danej subjektivnou
volbou, ako na obrazku 2.14, pre t rozdelenie s danymi koeficientami $picatosti.

bude stredné integralna kvadratickéd chyba do 10% optima pre vSetky t rozdelenia, pre
lognormalne rozdelenia so Sikmostou do 1.8, a pre zmes normélnych rozdeleni s posunutim
do troch smerodatnych odchyliek. Podla simulacii, ktoré urobil Silverman, i mimo tychto
bodov bude zrejmé Sikmost a bimodalita pomocou 2.28, aj ked bude hustota trochu
prehladené. Teda volba 2.28 pre vyhladzovaci parameter bude velmi dobra pre Siroky
rozsah hustdt a jednoduché na vypocet. Pre vela ucelov to bude uréite primerané volba
sirky okna, a pre inych to bude dobry Startovaci bod pre néasledné jemné doladenie. Na
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obrazku je 2.17 je jadrovy odhad trimodalnej hustoty pravdepodobnosti, kde n = 99.
Gaussovo jadro je pouzité a vyhladzovaci parameter je h = 0.423. Predpokladame, ze
mody maji normalne rozdelenie.

03 -
~
f(x)

0,2

0,1

Obr. 2.17: Odhad trimodéalnej hustoty pomocou normalneho rozdelenia s vyhladzovacim
parametrom 0.423.

Vzajomna kontrola pomocou najmensich kvadratov

Vzéajomné kontrola pomocou najmensich kvadratov je plne automatickd metéda (auto)
pre volbu vyhladzovacieho parametra. Tato metdda bola formulovand pred par rokmi,
ale je postavend na extrémne jednoduchej myslienke. Metédu navrhol Rudemo (1982) a
Bowman (1984).

Majme odhad f a hustotu f, integralnu kvadratickGi chybu méZeme napisat

~ 2 A A~
[G=0)=[F=2[fr+ [ (2.29)
Teraz viraz 2.29 nezavisi iba na f, a tak idealna volba Sirky okna (v zmysle minimalizovaf

integralknu kvadratickt chybu) sa bude zhodovat volbe, ktora minimalizuje veli¢inu R
definovant

R(f)z/fQ—Q/ff. (2.30)
Zékladny princip vzajomnej kontroly pomocou najmensich kvadratov je vytvorenie
odhadu R < f) z ndhodného vyberu, a potom minimalizovat odhad cez h, aby sme dostali

Sirku okna. Clen [ f2 mozeme vytvorif z f. Definujme f_; ako hustotu odhadu vytvorent
z celého nahodného vyberu okrem X, teda
A 1 z—X;
i = K J) . 2.31
@) = =, ; < h (2:31)
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Teraz definujme )
Mo (h) = /JE2 - Zf—z (Xi). (2.32)

Hodnota Mj zavisi iba od ndhodného vyberu (hoci to nie je velmi vhodny tvar pre jedno-
duché pocitanie). Myslienka vzdjomna kontrola pomocou najmensich kvadratov je mini-
malizovat hodnotu My cez h. Dalej budeme diskutovat, preco od tejto procediry mézeme
ocakavat dobré vysledky a tieZ vypocetne jednoduchsiu aproximaciu M,.

Aby sme mohli pochopit, prec¢o minimalizovat My, je rozumny sposob ako postupovat.
Predpokladajme o¢akavani hodnotu My(h). Sucet vyrazu 2.31 mé pravdepodobnost

E% Z f—i (X;) = Ef—n (Xn)
= B[ fale)f(2)de = E [ f(@)f(2)de (2.33)

lebo E < f) zavisi iba na jadre a Sirke okna, nie na rozsahu ndhodného vyberu. Vloze-
nim 2.33 spit do definicie My(h) ukazuje, ze EMy(h) = ER <f> Vyplyva to z 2.29, Ze
My(h) + [ f? je pre vietky h nestranny odhad strednej integralnej kvadratickej chyby
vzhladom k tomu, Ze ¢len [ f2 je ten isty ako pre vSetky h. Minimalizovanie EMy(h)
znamena minimalizovanie strednej integralnej kvadratickej chyby. Predpokladajme, ze
minimum M, je blizko minimu EM,, teda mozeme dufat, Ze minimum M, dava dobru
volbu vyhladzovacieho parametra.

Vyjadrenie hodnoty M, v tvare, ktory je vhodny pre vypocet, najprv definujeme K?
ako konvoltciu jadra so sebou. Napriklad ak K je norméalne Gaussovo jadro, potom K2
bude Gaussova hustota s rozptylom 2. Teraz predpokladajme, ze K je symetrické a mame

T

substiticiu v = £

[ fwpar = /;%KCE —) x Z%K(x ) da
i A RO G
() 634
Tiez
DR W D .
_ ﬁ;;%l(((i;)(j)—(n_ll)hl((o) (2.35)

Na néjdenie My(h), vyrazy 2.34 a 2.35 mdzeme dosadit do 2.32. Velmi blizko suvisiaca
hodnota funkcie M (h), stale jednoduchsie zrétatelna, je dana vymenenim zlozky —1- v
2.35 za jednoduchsi %, a potom substiticiou do 2.32 dostanieme
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X — X
My ( K —K 2.
n2h ZZ < > + nh (0) (2.36)
kde funkcia K* je definovana

K*(t) = K*(t) — 2K (t). (2.37)

Pouzitie vzfahu 2.36 zaberie po¢itatu vela ¢asu, potrebuje sn(n — 1) vypoctov funkcie

K*, ktoré su potrebné pre kazdu funkciu M;(h), lebo st potrebné k minimalizacii cez h.
Vypocty sa mdzu jednoducho vymkniat spod kontroly.

Pre vSetky, avSak velmi malé rozsahy nahodnych vyberov je priame pouzitie vypoctu
podTa definicie jadrového odhadu velmi neefektivna. Pre ovela rychlejsi vypocet si vSim-
nime, ze jadrovy odhad je konvolicia ndhodného vyberu s jadrom a pouzitie Fourierovej
transformacie na vypocet konvolucie. Pouzitie rychlej Fourierovej transformacie umoznuje
néjdenie priamej a inverznej Fourierovej transformécie velmi rychlo. Tento algoritmus vy-
vinul [9].

Majme funkciu g, ozna¢me ¢ jej Fourierovu transforméciu

’LSt
8
9 \/ 2m /

Definujme u(s) ako Fourierovu transformaciu ndhodného vyberu,
U Z est
2mn 5=

Nech f,(s) je Fourierova transformécia jadra odhadu hustoty
fu(s) = V21K (hs)u(s), (2.38)

¢o je konvolicia pre Fourierove transformécie. PouZili sme vlastnost Fourierovej transfor-
mécie, pomocou jadra %K <%> je K (hs). Vzorec 2.37 je mimoriadne vhodny pre poufzitie,
ked K je Gaussovo jadro. V tomto pripade Fourierova transformécia K moze byt expli-
citne nahradena
fuls) = e " u(s). (2.39)

Zékladna idea algoritmu, ktord bude ujasnend v tejto sekcii, je pouzitie rychlej Fourierovej
transformacie a ndjdenim funkcie u a tiez inverznej f, na ndjdenie odhadu hustoty f.

Hladanie hodnoty M;(h) pomocou vzajomnej kontroly najmensich kvadratov z Fou-
rierovej transformacie je priamociare. Definujme

1 .
_ ’LS(Xj—Xk)
v(s) = > e
(5) V2mn?
= Vor|u(s)|. (2.40)
Fourierova transformécia funkcie K* definovanej v (2.38) je

K*(s) = K?2(s) —2K(s)
= \/_f(( )2 — 2K(s) (2.41)
- ( —2¢73%) (2.42)
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v §pecidlnom pripade Gaussovho jadra. Definujme funkciu

X, - X,
)

nQZZ K*< h

(2.43)

Potom je hodnota M (h) pomocou vzajomnej kontroly najmensich kvadratov

My(h) = ¢(o>+% (0). (2.44)

Teraz

d(s) = @K*(h@v(s)
= 27K*(hs) |u(s)|?

a tak

0O = o= [ i)

— o / K*(hs) Ju(s)|* ds
_ /(e_hZSZ _ 26_%11252) |’u,(8)|2 ds (245)

ak je pouzité Gausovo jadro. Substitticiou 2.45 do 2.44 dostanieme hodnotu M;(h) po-
mocou vzajomnej kontroly najmensich kvadratov. Poznamenajme, Ze nie je dokonca po-
trebné invertovat transformaciu na najdenie hodnoty M;(h). Kedze rychla Fourierova
transformacia dava diskrétnu Fourierovu transforméciu postupnosti skér ako Fourierova
transformdcia funkcie, je potrebné urobit nepatrné tpravy v postupe. Predpokladajme
interval [a, b], v ktorom lezi ndhodny vyber. Tento interval by mal byt zvoleny dost velky.
Polozime a < min (X;) —3h a b > max (X;) 4 3h, tento interval je postacujici pre pouzitie
Gaussovho jadra.

Zvolme M = 2" pre nejaké celé ¢islo r. Odhad hustoty bude najdeny na M bodoch na
intervale [a, b], a zvolenim r = 7 alebo 8 dostaneme vyborné vysledky. Definujme

b—a
5§ =
M
e = a+kd pre k=0,1,...,. M — 1.

Diskretizujme nahodny vyber nasledovne. Ak ndhodné veli¢ina néhodného vyberu X lezi
v intervale [tg, tg11], Tozdeli sa na vahu —& (tg1 — X) v ¢ a vahu -5 (X — tg) v 1.
Tieto vahy sa spoc¢itaju cez vSetky body X;, a dostaneme postupnost (). Teraz, pre
—%M <I[< %M , definujme Y] ako diskrétnu Fourierovu transformaciu

1M1

_ = Z é_kGZZICIkl

ktoréd moze byt ndjdend pomocou Fourierovej transformaécie.

Definujme
2ml

b—a

S =
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a na chvilu predpokladajme, Ze a = 0. Potom pouZzitim definicie véh &,

1 .
Y, = 1t s
I 7 §k Ere

1 ‘

~ is X 2.46
nMo Z]: ¢ (246)
V2

=3 _Zu (s1) - (2.47)

Aproximdcia 2.47 sa bude zhorSovat s rasttacim |s;|, odkedy dalsi krok v algoritme vynéa-

sobeny vSetkymi Y, pre velké |/| bude velmi maly faktor, v praxi toto nenastane.
Definujme postupnost ¢;* pomocou

1

G =e2

a nech (i je inverzna diskrétna Fourierova transformécia ¢ . Potom

sty (2.48)

M
2 2mikl
G = Ze Mo
M

—isptp V2w

A~ Y e e e_%h%?u(sl)
1
1 —ist _th 2
~ —— | e Pe 2" y(s)ds 2.49
v ) (2.49)
= f(ty)

kedZe (2.49) je inverzna Fourierova transformécia f ako odvodend v 2.38. Pripad obecného
a je trochu komplikovanejsi, ale koneény vysledok (2.48) je tiplne rovnaky.
Teda odhad hustoty mozeme najst na deleni ¢, pomocou nasledovného algoritmu:

1. Diskretizujte na najdenie vahovej postupnosti &;.
Rychla Fourierova transformacia na najdenie postupnosti Y;.
Pouzi 2.48 k ndjdeniu postupnosti (.

~

Inverzna Fourierova transformécia na najdenie postupnosti f (¢).

AN T S

Ak st potrebné odhady s inymi Sirkami okien pre rovnaky nahodny vyber, opakujte
iba kroky 3 a 4.

Pouzitim faktu, ze (Y;) je Fourierova transformécia redlnej postupnosti, dosiahneme
zna¢né uspory: pamiitové a skrateny casu vypoctu.

Zaoberajme sa teraz otdzkou hladania hodnoty M;(h) pomocou vzajomnej kontroly
najmensich kvadratov. Aproximujeme integral 2.45 sumou, a substitiiciou 2.47,

2

V() = (b—a) D (e —2e2") |y

M
2
= —1+20b—a)d (e — 2672 |y (2.50)
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kedZze Yy = £ Y& = - = = a |Yj| = |Y.y| pre vietky [. Substitticiou (2.50) spif do
M M5~ b-a
(2.44) dostavame

1
nhy/2r

Toto kritérium sa jednoducho najde pre rozsah hodnoty h. Pre hodnoty, ktoré budu
zaujimavé, exponencidlny ¢len sa rychlo stava zanedbatelny, a sucet aktualnych vypoctov
bude ovela mensf ez $ M ¢lenov. Pre hladanie minima M; by sme mali zacat hladat i na
intervale

M)

L amm) =0 -a

5 <€_h2512 o 26—%]12512) |Y2|2 +

(2.51)

N
Il
—

o (2.52)

a potom rozsirit interval, ak minimum leZi na hranach intervalu. Konzervativna minima-
liza¢né stratégia hladania h je kvazi newtonovské pribliZzovanie.

Metoda testovanie grafu

Metdda testovanie grafu je vyvinuta [9], je uplne rozdielna od predchadzajucich metdd.
Prinasa odhady, ktoré st rovnomerne blizko ku skutoc¢nej hustote. Majme kone¢ny in-
terval, to je trochu silnejsia poziadavka, nez malé integralna chyba, potom konvergencia
sup ’ f — f’ k nule je dostato¢nd, ale nie nutna pre konvergenciu [ < f — f>2 k nule.

Princip tejto metddy je veta, uvedend a dokazana [9], ktora déva nasledovny vysledok.
Predpokladajme symetrické, dvakrat diferencovatelné jadro K spliiujuce isté podmienky
regularity, a Ze [ 22K (x)dz je nenulové. Predpokladajme tieZ, Ze nezndma hustota f mé
rovnomerne spojité a ohrani¢ené druhé derivacie. Teraz predpokladajme, ze h je zvolené
ako funkcia n, na zabezpecenie najrychlejsej moznej konvergencie sup ’ f—7 ’ k nule. Inak
povedané, h je zvolené minimalizovanim maximalnej chyby v odhade hustoty. Potom
pouzitie rovnakej volby Sirky okna bude pripad, Ze ked n — oo,

sup ]E// o E]E//
sup ’Ef”

— k (2.53)

kde konstanta k zavisi iba na jadre, a je dana

/’ 2K (x ( J(K")? dl’)
) [ K?dx
Ked je K Gaussovo jadro, potom konstanta k je priblizne 0.4.

Clen f” —Ef" v ¢itateli 2.53 predstavuje nadhodny sum krivky f”, zatial o menovatel
Ef"” je trend tejto krivky. TakZe 2.53 mozeme opif napisaf, Ze pre dobry odhad hustoty,
velkost umu f” bude asi polovica maximélne hodnoty trendu krivky. Pre rozumné velké
rozsahy nahodného viberu sa bude javit $um ako prudké zmeny krivky f” .

Pri tejto metéde volby vyhladzovacieho parametra postupujeme nasledovne. Nakres-
lime "testovacie grafy” druhych derivacii f pre rozne hodnoty h. Na zaklade malej rozp-
ravy hore, idedlny testovaci graf by mal mat prudké zmeny, ktoré si celkom zretelné, ale
neskryvaju uplne systematické striedanie. Vyberieme sirku okna, ktorého vynosy testova-
cieho grafu vyhovuja tomuto principu, a pouzijeme tuto sirku okna pre odhad hustoty.
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Obr. 2.18: Testové grafy pre ndhodny vyber s rozsahom 99 z trimodéalnej hustoty. Sirka
okna obrazku vlavo je 0.33, a obrazku vpravo je 0.39.

Priklad aplikécie principu testovaného grafu je na obrazkoch 2.18 a 2.19 vlavo. Mozeme
vidiet, Ze Sirka okna narasté cez celkom tizky rozsah, testovaci graf sa ”1ame” a st viditelné
prudké lokdlne zmeny. Ak Sirka okna je nizSia ako 0.33, test graf sa stdva velmi rusivy.
Ked je sirka okna nad 0.45, tak test graf mé hladké krivky s malym, alebo neviditelnym
nahodnym Sumom. Zistime, ze Sirka okna je asi 0.39, ¢o je vhodny odhad f, odpovedajuici
na obréazku 2.19 vpravo.

0,4 -
0,75

0,2 4

-2 0 2 4 6 8 10 12
-0,75 X
Obr. 2.19: VIavo je test graf pre ndhodny vyber s rozsahom 99 z trimodéalnej hustoty so
sirkou okna 0.45. Vpravo je odhad trimodalnej hustoty so Sirkou okna 0.39.

2.3.5. Asymptotické vlastnosti

O asymptotickych vlastnostiach odhadu hustoty a obzvlast jadrového odhadu je vela lite-
ratiry. Uvedieme si zopar asymptotickych vysledkov. Mnoho technik, ktoré sa pouzivaju
k overeniu diskutovanych vysledkov si extrémne chytré a nepokusime sa ich tu popisat.

Obvykly asymptoticky systém, v ktorom vety o jadrovom odhade hustoty st dokazané,
je predpokladat, Ze jadro K a neznama hustota f st pevné a spliiuju dané regulérne
podmienky. Zvazované odhady hustoty st konstruované z prvych n merani v nezavislom
identickom rozdeleni postupnosti Xi, Xs, ... vytiahnuté z f. Predpoklada sa, Ze sirka okna
h zavisi do istej miery na rozsahu ndhodného vyberu n. Omedzujice vysledky st potom
ziskané chovanim odhadu ked n ide do nekone¢na. K tomu, aby sme explicitne urobili
zévislost na n, musime v tomto odstavci Sirku okna oznacit h,,.
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Konzistentné vysledky

Velké pozornost bola venovana podmienkam, za ktorych je jadrovy odhad v rdéznych zmys-
loch, konzistentny odhad skutoc¢nej hustoty. Podmienky pre konzistenciu st prekvapivo
lahké, hoci rychlost s ktorou odhad hustoty konverguje ku skuto¢nej hodnote moze byt
velmi pomala.

Konzistentny odhad f v jednom bode z bola skiimana [8]. Jeho predpoklad na jadro
K bolo, ze K bola ohranicena borelovska funkcia spliujtca

/|K(t)|dt <00 a /K(t)dt —1 (2.54)

tK(t)] =0  pre  |t| = oo (2.55)

Tieto vlastnosti spliuje skoro kazdé jadro.
Predpokladalo sa, ze Sirka okna h,, spliuje

hy, — 0 a nh, — 0o pre n — 0o, (2.56)

za tychto podmienok bolo ukizané, ze pokial f je spojita v z,

f(z) = f(x) pravdepodobne ked n — co.

Vlastnosti 2.56 st typické v tejto pozadovanej konzistencii. Vyplyva z nich, zZe Sirka okna sa
musi zmensSovaf s narastajicim rozsahom ndhodného vyberu. Nesmie rychlo konvergovat
k nule ako % Teda ocakavany rozsah ndhodného vyberu patriaceho do intervalu x + h,,
musi konvergovat do nekone¢na, avSak pomaly, ked n konverguje k nekonec¢nu.

Uvedieme si priklad predchédzajiceho tvrdenia, kde hladdme jadrové odhady trimo-
délnej hustoty pravdepodobnosti pomocou styroch metdd, pre rozsahy nahodnych vyberov
od 33 do 8019. Gaussove jadra boli pouzité v nasledovnych prikladoch. Medzivysledky st
v nasledovnej tabulke.

n h, Metoda nh, MISE
33 0.44 subjektivna volba 14.5 5.03E—7
0.463 normalne rozdelenie 15.3 5.16E—7
0.81 auto 26.7 8.01E-7
0.4 test graf 13.2 4.84E-7
99 0.4 subjektivna volba 39.6 2.21E—-7
0.423 normalne rozdelenie 41.8 2.12E—7
0.331 auto 32.8 2.90E—7
0.39 test graf 38.6 2.27TE-T7
297 0.32 subjektivna volba 95 8.64E—8
0.353 normaélne rozdelenie 105 9.43E—-8
0.279 auto 82.7 8.7TE-8
0.3 test graf 89.1 8.55E—8
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891 0.25 subjektivna volba 223 7.91E—8
0.268 normalne rozdelenie 239 8.55E—8
0.248 auto 221 7.85E—8
0.235 test graf 209 7.49E—8
2673 0.2 subjektivna volba 535 3.02E—8
0.213 normalne rozdelenie 569 3.25E—8
0.181 auto 483 2.77TE—8
0.18 test graf 481 2.76E—8
8019 0.15 subjektivna volba 1203 1.59E—8
0.171 normalne rozdelenie 1370 1.85E—8
0.133 auto 1066 1.49E—8
0.14 test graf 1123 1.52E—-8

Na obrazkoch 2.20, 2.21, 2.22, 2.23, 2.24, 2.25, 2.26 a 2.27 vidime, ze jadrové odhady hus-
toty pravdepodobnosti, kde vyhladzovacie parametre st ur¢ené pomocou roznych metéd
sa s rasticim rozsahom ndhodného vyberu priblizuju skuto¢nej hustote f(x). To isté je
vidiet z obrazku 2.30, kde tiez s rasticim rozsahom nédhodného vyberu stredné integralna
kvadraticka chyba klesa. Na obrazku 2.28 vidime, Ze s rastiicim rozsahom nahodného vy-
beru klesé vyhladzovaci parameter h,,. A na obrazku 2.29 vidime, Ze s rasticim rozsahom
nahodného vyberu narasta nh,,.

A

flx)

—n=297
n=99
n=33

—f(x)

0 2 4 6 8 10
X

Obr. 2.20: Jadrové odhady hustoty, kde vyhladzovacie parametre st urcené subjektivnou
volbou pre rézne n, a skuto¢na trimodalna hustota f(x).
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i)
0,2 -

—n=8019

—n=2673

—n=891

—t(x)

0 T T T 1
0 2 4 6 8 10

Obr. 2.21: Jadrové odhady hustoty, kde vyhladzovacie parametre st urcené subjektivnou
volbou pre rozne n, a skutocna trimodélna hustota f(z).

fix)
0,2 -

—n=297

—n=99

—n=33

—f(x)

0 . : :
0 2 4 6 8 10

X

Obr. 2.22: Jadrové odhady hustoty, kde vyhladzovacie parametre si urcené pomocou
normélnych rozdeleni pre rozne n, a skuto¢nd trimodélna hustota f(x).
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0,2 -

—n=8019
—n=2673
—n=891
—t(x)

Obr. 2.23: Jadrové odhady hustoty, kde vyhladzovacie parametre st uréené pomocou
normélnych rozdeleni pre rézne n, a skutoéna trimodalna hustota f(x).

X

Obr. 2.24: Jadrové odhady hustoty, kde vyhladzovacie parametre st urcené metédou vza-
jomnej kontroly pomocou najmensich kvadratov pre rézne n, a skutocna trimodalna hus-

tota f(z).
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0,2

—n=8019
—n=2673
—n=891
—f(x)

0 2 4 6 8 10

X
Obr. 2.25: Jadrové odhady hustoty, kde vyhladzovacie parametre st ur¢ené metédou vza-
jomnej kontroly pomocou najmensich kvadratov pre rézne n, a skutocna trimodalna hus-

tota f(z).

10
X

Obr. 2.26: Jadrové odhady hustoty, kde vyhladzovacie parametre st urc¢ené metédou test
graf pre rozne n, a skutoéné trimodalna hustota f(z).

30



2. METODY ODHADOV PRE JEDNOROZMERNY NAHODNY VYBER

8 10
X

Obr. 2.27: Jadrové odhady hustoty, kde vyhladzovacie parametre st ur¢ené metédou test
graf pre rozne n, a skuto¢nd trimodélna hustota f(x).

0,8 —&—auto
h
3 —-normaine
rozdelenie
06 - — —subjektivna
volba
——test graf
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0,2 -
O T 1
10 100 1000 10000

n

Obr. 2.28: Zavislost h,, na n pre rdozne metédy odhadu hustoty pravdepodobnosti trimo-
délnej hustoty.
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1500
—auto
nh,
—normalne
1000 - rozo.lele’nle
— subjektivna
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/
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n

Obr. 2.29: Zavislost nh,, na n pre rozne metédy odhadu hustoty pravdepodobnosti trimo-
dalnej hustoty.

8,00E-07

MISE

—&o—auto

—l—normalne rozdelenie
subjektivna volba
test graf

4,00E-07 - \

0,00E+00 ! : ‘
10 100 1000 10000

n

Obr. 2.30: Zavislost MISE na n pre rozne metédy odhadu hustoty pravdepodobnosti
trimodalnej hustoty.

Akonéhle sa vzdialime od konzistencii v jednom bode, je potrebné urcit, ktorym sme-
rom odhad krivky f aproximuje skuto¢nu hustotu f. Rovnomernad konzistencia je, ze
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pravdepodobne konvergencia sup | f (x) — f (1’)’ ide do nuly. Toto sa domnieva niekolko

autorov [8].

Predpokladajme, Ze jadro K je ohrani¢ené, ma ohrani¢ené zmeny (BV funkcia) a vyho-
vuje 2.54, a Ze mnozina nespojitosti ma Lebesgueovu mieru nula. Opit tymto podmienkam
vyhovuje prakticky kazdé jadro. Predpokladajme, ze

f je rovnomerne spojita na (—oo, 00) (2.57)

a ze Sirka okna h,, splnuje

nh,

hp — 0 a pre n — oo (2.58)

logn

[8] ukézal podla domyselného komplikovaného argumentu, Ze potom s pravdepodobnostou
1 nastane tento pripad

sup | f(z) — f(x)’ — 0 pre n — 0o (2.59)
a okrem toho, ze podmienky (2.58) a (2.59) st nutné prave tak ako rovnomerna kon-
zistencia. Podmienky (2.59) st iba velmi malo silnejsie ako (2.56) potrebné pre bodovi
konzistenciu.

Uvedieme si priklad predchédzajiceho tvrdenia, kde hladdme jadrové odhady trimo-

dalnej hustoty pravdepodobnosti pomocou Styroch metdd, pre rozsahy nahodnych vyberov
od 33 do 8019. Medzivysledky st v nasledovnej tabulke.

n hy, Metdda fgg’; sup, [f(z) — f (x)’
33 0.44 subjektivna volba 9.56 7.16E—2
0.463 normalne rozdelenie  10.1 7.46E—2
0.81 auto 17.6 1.06E—1
0.4 test graf 8.69 6.63E—2
99 0.4 subjektivna volba 19.8 5.97E—2
0.423 normalne rozdelenie 21 5.58 E—2
0.331 auto 16.4 7.30E—2
0.39 test graf 19.4 6.15E—2
297 0.32 subjektivna volba 38.4 2.85E—2
0.353 normalne rozdelenie 42.4 3.39E—2
0.279 auto 33.5 2.84E—2
0.3 test graf 36 2.51E-2
891 0.25 subjektivna volba 75.5 3.38E—2
0.268 normalne rozdelenie 81 3.56E—-2
0.248 auto 74.9 3.36E—2
0.235 test graf 71 3.24E-2
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2673 0.2 subjektivna volba 156 1.74E-2
0.213 normalne rozdelenie 166 1.73E-2
0.181 auto 141 1.77TE-2
0.18 test graf 140 1.78E—2
8019 0.15 subjektivna volba 308 1.73E—2
0.171 normalne rozdelenie 351 1.77TE-2
0.133 auto 273 1.74E—2
0.14 test graf 288 1.73E-2

Na obrazku 2.31 vidime, ze s rasticim rozsahom nahodného vyberu narasta gg’;. Na

f@) = f(@)|.

obrazku 2.32 vidime, Ze s rasticim rozsahom nahodného vyberu klesa sup,,

400 -
nhn —auto
logn ]
= normalne

rozdelenie

200 | subjektivna volba
test graf

0 ‘ |
10 100 1000 10000
n

Obr. 2.31: Zavislost fgg’; na n pre rozne metédy odhadu hustoty pravdepodobnosti trimo-
dalnej hustoty.

[8] pojednava o trochu slabSom druhu konzistencie. Opét pouzivaju komplikované
technické argumenty k ziskaniu vicsiny vyznamnych vysledkov. Predpokladajme, ze K je
nezaporna borelovska funkcia, ktorej integral je 1. Pomocou ziadnych predpokladov na
neznamu hustotu f ukdzali, Ze podmienky (2.56) st nutné a dostatotné pre konvergenciu

/ ’f(x) — f(x)’ dr — 0 s pravdepodobnostou 1 pre n — oo. (2.60)
Uvediemi si priklad predchédzajiceho tvrdenia, kde hladame jadrové odhady trimo-
délnej hustoty pravdepodobnosti pomocou styroch metdd, pre rozsahy nahodnych vyberov

od 33 do 8019. Medzivysledky st v nasledovnej tabulke.
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0,12 -
suxp|f(x)-f(x)| —e—auto
= normalne rozdelenie
"\ — — subjektivna volba
0,06 | test graf
\\ﬂ; -
0,00 \ |
10 100 1000 10000

n

Obr. 2.32: Zavislost sup, ’ f (x) — f (x)’ na n pre rozne metédy odhadu hustoty pravdepo-
dobnosti trimodalnej hustoty.

n B Metéda nhy, J|f(@) = f(@)]da
33 0.44 subjektivna volba 14.5 2.18E—1
0.463 normalne rozdelenie  15.3 2.17E—1
0.81 auto 26.7 2.58E—1
0.4 test graf 13.2 2.21E—1
99 0.4 subjektivna volba 39.6 1.74E—-1
0.423 normalne rozdelenie  41.8 1.72E-1
0.331 auto 32.8 1.87E—1
0.39 test graf 38.6 1.75E—1
297 0.32 subjektivna volba 95 8.71E—2
0.353 normalne rozdelenie 105 8.68E—2
0.279 auto 82.7 9.20E—2
0.3 test graf 89.1 8.91E—-2
891 0.25 subjektivna volba 223 8.51E—2
0.268 normalne rozdelenie 239 8.7T6E—2
0.248 auto 221 8.48E—2
0.235 test graf 209 8.37TE—-2
2673 0.2 subjektivna volba 535 5.46E—2
0.213 normaélne rozdelenie 569 5.68E—2
0.181 auto 483 5.17TE—2
0.18 test graf 481 5.17E—-2
8019 0.15 subjektivna volba 1203 3.55E—2
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0.171 normalne rozdelenie 1370 3.7TE-2
0.133 auto 1066 3.44E-2
0.14 test graf 1123 3.49E—-2

Na obrézku 2.33 vidime, 7e s rastiicim rozsahom nahodného vyberu Klesa [ | f(z) — f(x)| dx.

0,3
—&—auto
0.2 = normailne rozdelenie
’ subjektivna volba
J|?(x)-f(x)| dx test graf
0,1 \
E— T
0,0 | |
10 100 1000 10000

Obr. 2.33: Zavislost [ ’ f(z) — f(x)’ dx na n pre rozne metédy odhadu hustoty pravdepo-
dobnosti trimodalnej hustoty

Rychlost konvergencie

Velmi slabé podmienky (2.56) a (2.58) za ktorych odhad je uvedeny, konzistencia moze
dobre naldkaf neopatrného na falosny pocit bezpecia, doporuc¢enim, Ze dobré odhady
hustoty moZzu byt ziskané zo Sirokého rozsahu hodndt Sirky okna h. Pozorovand citlivost
odhadov na $irke okna mdze byt zmierend so sekciou Konzistentné vysledky tym, ze
zvazuje rychlost v ktorej odhad f konverguje ku skutocnej hustote f. Aproximécia stredne;j
integralnej kvadratickej chyby rozvinuté v 2.58 je priklad dévajtci rychlost konvergencie
fkf.

Predpokladajme aproximéciu (2.17) strednej integrélnej kvadratickej chyby. Pripome-
nme, Ze (2.19) ukazuje, ze ak je h zvolené optimélne, za vhodnych regularnych podmienok
je aproximécia strednej integralnej kvadratickej chyby pojde k nule s rychlostou n=s. Te-
raz predpokladajme, Ze namiesto volby optimélneho h, zvolime h = n_%, a vyznam, ktory
by mohol byt sugestovany podla konzistentnych vlastnosti (2.56). Substittcia tejto hod-
noty spit do (2.17) ukazuje, Ze strednd integralna kvadratické chyba potom ide k nule s
richlostou n~2.

Visledky mozu byt tiez ziskané pre rychlost konvergencie f ku f roznymi inymi spo-
sobmi ako strednou integralnou kvadratickou chybou. Napriklad Silverman (1978a) ziskal
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exaktne rychlosti so sup ’ f (x) — E f (x)’ a sup ’E f (x) — f (x)’ konvergenciou k nule. Tieto
vysledky boli pouzité ako zdklad tedrie metddy test grafu na volbu $irky okna.

Avsak asymptotické vety su uzitoéné, ak s nimi zaobchéadzame opatrne. Napriklad ich
modzeme pouzit ako Startovaci bod na modelovanie $tudie, alebo modelovanie zékladnej
procedury, a mozu nam pomoct dat intuitivne citenie, ako dobre sa budi chovat metédy
praxi.

2.4. Metoda najblizsieho suseda

Metéda odhadu najblizsieho suseda predstavuje pokus prisposobit stupen vyhladenia k
"lokalnej” hustote ndhodného vyberu. Stupen vyhladenia je ovladany celym cislom k,
ktoré je vybrané podstatne mensie ako rozsah ndhodného vyberu, typicky k ~ \/n. Defi-
nujme vzdialenost d(x,y) medzi dvoma bodmi |z —y/|, a pre kazdé ¢ definujme vzdialenosti

dit < dit < ... < dyt,

usporiadané vo vzostupnom poradi, od ¢ k ndhodnym veli¢cinam nahodného vyberu.
Odhad hustoty k—tého najblizsieho suseda je definovany

. k
I= 2ndy,(t)

Aby sme pochopili definiciu, predpokladajme, Ze hustota v ¢ je f(¢). Potom z rozsahu
ndhodného vyberu n budeme ocakéavat, ze asi 2rn f(t) pozorovani spada do intervalu [t —
—r,t+r| pre kazdé r > 0. VSimnime si pojednanie v naivnom odhade. Pretoze z definicie,
presne k pozorovani spadne do intervalu [t — dj,, t + dy]. Odhad hustoty v ¢ moZeme dostat
polozenim

. (2.61)

k= 2di(t)nf (1),

a z tohoto mozeme vyjadrit definiciu odhadu hustoty k—tého najbliz§ieho suseda.

Zatial ¢o naivny odhad je zalozeny na pocte merani spadajucich do vystredenych
obdlZnikov s pevnou sirkou k nédhodnej veli¢ine nahodného vyberu, odhad najblizsieho
suseda je nepriamo timerny k Sirke obdlZnika potrebného obsiahnut dany rozsahom né-
hodného vyberu. V pripade chvosta rozdelenia, vzdialenost dj(t) bude vicsia ako hlavna
¢ast rozdelenia, a problém podhladenia chvosta by mal byt zmenseny.

Podobne ako naivny odhad, s ktorym suvisi, odhad najblizsieho suseda definovany
2.61 nie je hladka krivka. Funkcia di(t) je spojitd, ale jej derivacie budi maf nespojitost
v kazdom bode § (X(j) + X(j1x) ), kde X(;) stt usporiadané statistiky nahodného viberu.

Okamvzite vyplyva z tychto pozndmok a z definicie, Ze f(¢) bude kladné a spojité viade,
ale bude maft nespojité derivicie vo vSetkych rovnakych bodoch ako d(t). Na rozdiel
od jadrového odhadu, odhad najblizsieho suseda nebude hustota pravdepodobnosti, lebo
nebude integrovat k jednotke. Pre ¢ mensie ako najmensia ndhodnd veli¢ina ndhodného
vyberu polozime d(t) = X(y)—t apret > Xy polozime d(t) = t—X(,_x1). Substitiiciou

do 2.61 dostaneme, 7e [ f(t)dt je nekonetno, a e chvost f zaniké pomerom 1, inymi

slovami extrémne pomaly. Teda odhad najblizSieho suseda je nevhodny, ak je pozadovany
odhad celej hustoty. Na obrazku 2.34 je odhad metédou najblizsieho suseda trimodalnej
hustoty. Vazne chvosty a nespojitosti v derivaciach st zrejmé.
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Obr. 2.34: Odhad metodou najblizsieho suseda trimodalnej hustoty s Gaussovym jadrom
k= 15.

Je mozné zobecnit odhad najblizSieho suseda pridanim jadrového odhadu. Majme
K(x) jadrovu funkciu integrujicu do jednotky. Potom odhad zovSeobecneného k—teho
najblizsieho suseda je definovany

A 1 & t—X;
0= 5 () 202

Okamzite mozeme vidiet, ze f (t) je presne jadrovy odhad uréeny v ¢ so Sirkou okna
di(t). Teda celkovy stupen vyhladenia je riadeny volbou celého ¢isla k, ale pouzita Sirka
okna v kazdej nahodnej veli¢ine ndhodného vyberu zavisi na hustote pozorovani v blizkosti
tejto ndhodnej veli¢iny nahodného vyberu.

Obyc¢ajny odhad k—teho najblizsieho suseda je $pecidlnym pripadom 2.62, ked K je
obdlznikove jadro w z 2.1. Teda vzfah medzi 2.62 a 2.61 je rovnaky ako jadrovy odhad
s naivnym odhadom. Ale derivacia zobecneného odhadu najblizsieho suseda bude nespo-
jitd vo vSetkych bodoch, kde funkcia dy () ma nespojité derivacie. Presné integrabilita a
vlastnosti chvosta budu zavisief na presnom tvare jadra, a nebude tu pojednévan4.

2.5. Metoda premenlivého jadra

Metoda premenlivého jadra trochu suvisi s postupom metédy najblizsieho suseda. Je to
dalsia metdda, ktord prisposobuje vyhladenie lokélnej hustote ndhodného vyberu. Od-
had je spraveny podobne ako klasicky jadrovy odhad, ale parameter miery ”jadro” je
umiestneny na nahodnych veli¢indch nahodného vyberu a je pozadovana zmena od jednej
nahodnej veli¢iny ndhodného vyberu, do inej ndhodnej veli¢iny ndhodného vyberu.

Nech K je jadrova funkcia a k je kladné celé ¢islo. Definujme d;;, ako vzdialenost z X
ku k—tej najblizSej ndhodnej veli¢ine v mnozine obsahujicu dalsich n — 1 ndhodnych ve-
li¢cin nahodného vyberu. Potom odhad premenlivym jadrom s vyhladzovacim parametrom
h je definovany
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1 1 t—X;
f(t> n ; hdecK ( hdﬁk > ’
Sirka okna jadra umiestnend v ndhodnej veli¢ine ndhodného vyberu X; je timerna s d; .
Kde st ndhodné veli¢iny ndhodného vyberu riedke, budt mat priradené plochsie jadra. Pre
kazdé pevné k bude celkovy stupen vyhladenia zéavisiet na parametri h. Volba k urcuje,
ako bude citliva volba Sirky okna na lokdlny detail.

Niektoré porovnania odhadu s premenlivym jadrom so vSeobecnym odhadom metédou
najblizsieho suseda (2.4) mozu byt poucné. V (2.4) je pouzita Sirka okna na konstrukciu
odhadu v t zavisld na vzdialenostiach z ¢ k ndhodnym velicindAm nédhodného vyberu.
V (2.5) sirky okna nezavisia na bode ¢, ktorého hustota sa odhaduje, a zavisi iba na
vzdialenostiach medzi ndhodnymi veli¢inami nahodného vyberu.

Na rozdiel od vseobecného odhadu metédou najblizsieho suseda, odhad s premenlivym
jadrom bude sdm pravdepodobnostné funkcia hustoty, pokial je K jadro. To je okamzity
nasledok definicie. Okrem toho, ako u obycajného jadrového odhadu, odhad zdedi vsetky
lokélne vlastnosti vyhladenia jadra. Na obrazku 2.36 je pouzita metdéda na ziskanie odhadu
dlzky lie¢enia pacienta. Sum na chvoste krivky je eliminovany, ale je zaujimavé si v&imnat,
ze metdda odkryva Struktiru v hlavnej ¢asti rozdelenia, ktord nie je skuto¢ne viditelna
dokonca v podhladenej krivke na obrazku 2.10. Na obrazku 2.35 je odhad trimodalne;j
hustoty gaussovym premenlivym jadrom.

0,4

0,2

0 T T T T 1
-2 0 2 4 6 8 10 12
X

Obr. 2.35: Odhad trimodéalnej hustoty gaussovym premenlivym jadrom k = 30, h = 0.33.

2.6. Porovnanie jadrovych odhadov trimodalnej hus-
toty

Uvedieme si porovnanie jadrovych odhadov trimodalnej hustoty pre rozne jadrové odhady
pravdepodobnosti pre rozsahy nahodnych vyberov od 33 do 2673. Gaussovo jadro je pou-
zité vo vSetkych odhadoch. Kazda metdda sa robila pre 9 nahodnych vyberov s rovnakym
rozsahom. Rozsah nahodného vyberu metddy najblizsieho suseda a premenlivého jadra
st z dévodu narocnosti na vypocet od 33 do 297. Ku kazdému odhadu sme urcili stredni
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Obr. 2.36: Odhad dizky lieGenia pacienta s premenlivym gaussovym jadrom k = 8, h = 5.

integralnu kvadraticki chybu. V nasledujtcej tabulke si odhady s metédami hladania
vyhladzovacieho parametra pre rozsah ndhodného vyberu 33.

n Metdda, h, MISE Metdda, h,, MISE

33 subjektivna 0.44 2.52E—6 normalne 0.463 2.59E—6

volba 0.45 5.65E—6 rozdelenie 0.493 5.44E—6

0.5 9E—-7 0.533 1.05E—6

0.45 4.63E—6 0.425 6.16E—6

0.36 1.54E—6 0.462 1.27E—6

0.36 4.01E—6 0.465 2.056E—6

0.45 6.31E—6 0.4 7.05E—6

0.4 7.53E—6 0.541 5.69E—6

0.5 2.89E—6 0.422 2.95E—6

33 auto 0.81 4.02E—6 test graf 0.4 2.43E—-6
0.82 5.14E—6 0.4 6E—6

0.493  8.57E—-7 0.425 7,82E—7

0.244 1.51E-5 0.55 3.41E—6

0.637 1.72E—6 0.41 1.33E—6

0.216 1.36E—5 0.5 1.77TE—6

0.716  4.47E—6 0.425 6.66E—6

0.343  9.09E—6 0.485 6.19E—6

0.892 3.98E—6 0.4 3.04E—6

V nasledujtcej tabulke st odhady metédami najblizSieho suseda a premenlivého jadra pre
rozsah ndhodného vyberu 33.
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n Metoda k MISE Metoda k hy, MISE
33 najblizsi 8 3.42E—6 premenlivé 7 0.5 3.02E—6
sused 6 5.97E—6 jadro 9 0.5 8.09E—6
6 1.65E—6 9 0.5 3.06E—6
7 2.39E—5 7 0.6 3.97E-5
6 1.74E—6 8 0.5 4.04E—6
7 1.08E-5 8 0.6 2.23E-5
8 5.3E—6 6 0.7 1.21E-5
8 6.99E—6 1 0.7 8.72E—6
7 3.03E—6 7 0.5 2.49E—6

V nasledujtcej tabulke st odhady s metédami hladania vyhladzovacieho parametra pre

rozsah nahodného vyberu 99.

n Metéda hy, MISE Metéda h, MISE
99 subjektivna 0.4 1.11E—-6 normalne 0.423 1.06E—6
volba 0.37 1.056E—6 rozdelenie 0.386 1.06E—6
0.39 1.91E—6 0.391 1.92E—6
0.41 7.31E-7 0.405 7.23E—7
0.46 2.08E—6 0.449 2.05E—6
0.38 4.48E—7 0.407 4.82E—7
0.42 6.56E—7 0.394 6.07TE—7
0.43 9.54E—7 0.425 9.51E—7
0.37 8.87TE—T7 0.385 9.35E—7
99 auto 0.331  1.45E—6 test graf 0.39 1.14E—-6
0.453 1.19E—6 0.375 1.06E—6
0.459 2.11E—6 0.38 1.9E—6
0.229 1.75E—6 0.38 7.01E-7
0.203  3.49E—6 0.36 1.97E—6
0.307  5.9E-7 0.385 4.51E—7
0.343  6.27TE—7 0.425 6.69E—7
0.247 1.93E—6 0.41 9.47TE—7
0.475 1.31E-—6 0.355 8.44E—T7

V nasledujtcej tabulke st odhady metédami najblizsieho suseda a premenlivého jadra pre

rozsah nahodného vyberu 99.
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n Metoda k MISE Metoda k hy, MISE
99 najblizsi 15 1.04E—6 premenlivé 20 0.8 1.57TE—6
sused 13 1.32E—6 jadro 18 0.65 2.03E—6
15 1.83E—6 19 0.7 1.76E—6
15 1.05E—6 21 0.8 7T1TE-T
14 1.49E—-6 18 0.7 1.25E—6
15 54E-7 19 0.7 1.23E—6
16  6.92E—7 17 0.7 2.01E—6
15 1.26E—6 20 0.7 1.14E—6
11 7.88E—T7 12 0.8 1.72E—6

V nasledujtcej tabulke st odhady s metédami hladania vyhladzovacieho parametra pre

rozsah ndhodného vyberu

297.

n Metéda hy, MISE Metéda h, MISE
297 subjektivna 0.32 4.34E-7 normalne 0.353 4.73E-T7
volba 0.35 8.66E—7 rozdelenie 0.308 9E—-7
0.28 1.32E—6 0.328 1.32E—6
0.32 7.46E—T7 0.319 7.46E—T7
0.3 4.35E—7 0.320 4. 75E—7
0.32 7.02E—7 0.341 7.57TE—-T7
0.35 4.94E—7 0.329 4.TE-T7
0.3 7.89E—7 0.319 8,36E—7
0.3 4.24E—7 0.335 4,62E—7
297 auto 0.279  44E-7 test graf 0.3 4.29E—7
0.212 1.42E—6 0.35 8.66E—7
0.307 1.31E—6 0.335 1.33E—6
0.208 1.21E—6 0.33 7.47TE-T7
0.344  5.33E—7 0.3 4.35E—7
0.323  7.09E—7 0.31 6.79E—7
0.26 5.2TE—T7 0.33 4.711E-7
0.389  1.05E—6 0.29 7.67TE—T7
0.271 4.33E—7 0.33 4.54E—7

V nasledujtcej tabulke st odhady metédami najblizSieho suseda a premenlivého jadra pre

rozsah ndhodného vyberu
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n Metoda k MISE Metoda k hy, MISE
297 najblizsi 26  5.91E-7 premenlivé 65 0.75 4.86E—7
sused 30 1.4E—6 jadro 60 0.6 6.75E—-7
30 1.53E—6 54 0.65 941E-7
29 1.24E—6 50 0.7 2.18E—6
29  4.05E—7 40 0.8 2.87TE—6
30  5.03E—7 35 0.75 1.02E—6
29  6.54E-7 35 0.75 1.84E—6
29  6.98E—7 50 0.6 3.16E—7
31  5.04E-7 60 0.6 7TAE-T7

V nasledujtcej tabulke st odhady s metédami hladania vyhladzovacieho parametra pre

rozsah nahodného vyberu 2673.

n Metéda hy, MISE Metéda h, MISE

2673 subjektivna 0.2 1.51E—7 normalne 0.213 1.63E—7

volba 0.2 1.09E—7 rozdelenie 0.215 1.09E—-7

0.19 1.39E—7 0.213 1.57E-7
0.21 1.71E-7 0.214 1.74E-7
0.2 1.01E-7 0.212 1.16E-7
0.2 6.22E—8 0.219 5.35E—8
0.19 2.6E—7 0.207 2.85E—7
0.2 1.37TE-7 0.212 1.53E-7
0.21 1.53E-7 0.211 1.53E-7

2673 auto 0.181  1.39E—7 test graf 0.18 1.39E—7
0.138  1.74E-7 0.205 1.08E—7
0.141 1.53E-7 0.195 1.42E-7
0.176  1.58E—7 0.19 1.6E—7
0.134 1.54E-7 0.2 1.1E-7
0.165 1.02E-7 0.2 6.22E—8
0.176  2.44E-7 0.195 2.6TE—T7
0.164 1.06E-7 0.2 1.37E-7
0.146 1.75E-7 0.215 1.56E—7

V nasledovnej tabulke s stredné hodnoty a rozptyly vyhladzovacich parametrov a stred-
nych integralnych kvadratickych chyb pre metédy odhadu s hladanim vyhladzovacieho

parametra.
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n Metéda E (h,) D (h,) E (MISE) D (MISE)
33 subjektivna volba 0.434 2.4E-3 4E—6 4.44E—12
normalne rozdelenie 0.467 2.09E-3 3.81E—6 4.62E—12
auto 0.575 5.98E—2 6.44E—6 227E—-11
test graf 0.444 2.64E—3 3.51E—6 4.44FE—12
99 subjektivna volba 0.403 8E—4 1.09E—6 2.72E—13
normalne rozdelenie 0.407 4.11E—-4 1.09E—-6 2.66E—13
auto 0.39 9.56E—3 1.61E—6 6.89E—13
test graf 0.384 4.36E—4 1.07TE—6 2.50E—13
297 subjektivna volba 0.316 491E—4 6.9E—7 7.56E—14
normalne rozdelenie 0.328 1.63E—4 7.15E—-7 7.31E—14
auto 0.288 3.14E—3 8.48E—7 1.41E—-13
test graf 0.319 3.58E—4 6.86E—7 7.63E—14
2673 subjektivna volba 0.2 4.44E—-5 1.43E—7 2.68E—15
normalne rozdelenie 0.213 9.21E—6 1.52E—-7 3.46E—15
auto 0.158 2.97E—4 1.56E—7 1.58E—15
test graf 0.198 8.4E—5 1.42E—7 2.75E—-15

V nasledovnej tabulke st stredné hodnoty a rozptyly vyhladzovacich parametrov a stred-
nych integralnych kvadratickych chyb pre metédy odhadu premenlivého jadra najblizsieho
suseda.

n Metdda E(k) E(hy) D(k) D (h,) E(MISE) D (MISE)
33 najbli. sused 7 0.667 6.98E—6 4.32E—11
premen. jadro 7.89  0.567 1.43 6.67TE—3  1.15E-5 1.35E—10
99  najbli. sused 14.3 2 1.11E—-6 1.49E—13
premen. jadro 18.2 0.728 6.17 2.84E—-3 1.49E—6 1.71E—-13
297 najbli. sused  29.2 1.73 8.36E—7 1.65E—13
premen. jadro 49.9  0.689 110 543E—3  1.23E—6 6.7E—13

Na obrazkoch 2.37, 2.38, 2.39, 2.40 a 2.41 vidime, ze jadrové odhady hustoty pravde-
podobnosti sa s rasticim rozsahom nadhodného vyberu priblizuja skutoc¢nej hustote f(x).
Na obrazkoch 2.39, 2.40 a 2.41 vidime porovnanie odhadov jadrovych metéd pre kon-
krétne rozsahy nahodnych vyberov. Na obrazku 2.42 vidime, ze so stupajicim rozsahom
nahodného vyberu klesa rozptyl vyhladzovacich parametrov. Na obrazku 2.43 vidime,
Ze so stupajucim rozsahom nahodného vyberu klesa stredna hodnota strednych integral-
nych kvadratickych chyb. Na obrézku 2.44 je zéavislost rozptylu strednych integralnych
kvadratickych chyb na rozsahu ndhodného vyberu.
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2. METODY ODHADOV PRE JEDNOROZMERNY NAHODNY VYBER

8 10
X

Obr. 2.37: Odhady hustoty pravdepodobnosti metédou najblizsieho suseda prvych na-
hodnych vyberov pre rézne rozsahy nahodnych vyberov n a skuto¢na trimodélna hustota

/().

Obr. 2.38: Odhady hustoty pravdepodobnosti metédou premenlivého jadra prvych na-
hodnych vyberov pre rézne rozsahy vyberov vyberov n a skuto¢né trimodélna hustota

/().
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2.6. POROVNANIE JADROVYCH ODHADOV TRIMODALNEJ HUSTOTY

T

0,2 -

—— premenlivé jadro
—1f(X)
—normalne rozdelenie
—auto
—test graf

0 2 4 6 8 10

Obr. 2.39: Odhady hustoty pravdepodobnosti s rozsahom nédhodného vyberu n = 33
prvych ndhodnych vyberov pre rozne metédy odhadu a skutocna trimodélna hustota

f().
(%

0,2 |

—— premenlivé jadro
—f(x)
——normalne rozdelenie
—auto
——test graf

Obr. 2.40: Odhady hustoty pravdepodobnosti s rozsahom nédhodného vyberu n = 99
prvych ndhodnych vyberov pre rozne metédy odhadu a skutocna trimodélna hustota

f(@).
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(&)

0,2 |

—— premenlivé jadro
—f(x)

—— normalne rozdelenie
—auto
——test graf

Obr. 2.41: Odhady hustoty pravdepodobnosti s rozsahom nédhodného vyberu n = 297
prvych nahodnych vyberov pre rozne metédy odhadu a skutocnad trimodéalna hustota

/().

3,00E-03
Pfhn) ——auto
2,00E-03 ——normalne rozdelenie
— —subjektivna volba
test graf
1,00E-03
Q-k
0,00E+00 ‘ S AN

10 100 1000 10000

n

Obr. 2.42: Zavislost D (h,) na n pre rozne metédy odhadu hustoty pravdepodobnosti
trimodalnej hustoty.
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2.6. POROVNANIE JADROVYCH ODHADOV TRIMODALNEJ HUSTOTY
1,20E-05 - —&— quto
—l—normalne rozdelenie
— — subjektivna volba
test graf
=¥ najblizsi sused
—&—premenlivé jadro

E(MISE)

6,00E-06 -

0,00E+00
10 100 1000 10000
n

Obr. 2.43: Zavislost E(MISE) na rozsahu ndhodného vyberu n pre rozne metédy odhadu
hustoty pravdepodobnosti trimodalnej hustoty.

6,00E-12
D(MISE)
—&—auto
——normalne rozdelenie
4,00E-12 - - ——subjektivna volba
test graf
—¥—najblizsi sused
- @~ premenlivé jadro
2,00E-12
0,00E+00 - ; A ‘
10 1000 10000

Obr. 2.44: Zévislost D(MISE) na rozsahu nahodného vyberu n pre rézne metédy odhadu
hustoty pravdepodobnosti trimodalnej hustoty.
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3. METODY ODHADOV PRE VIACROZMERNY NAHODNY VYBER

3. Metody odhadov pre
viacrozmerny nahodny vyber

Doteraz sme sa zaujimali o odhady hustoty pravdepodobnosti jednorozmerného nahod-
ného vyberu. Vela, ak nie najviac dolezitych aplikacii odhadu hustoty vyzaduje analyzu
viacrozmerného nahodného vyberu, ktory pojedname v tejto kapitole. Opit bude kla-
dend velké pozornost jadrovému odhadu. To neznamend Ze jadrovy odhad je jediny, alebo
najlepsi odhad hustoty pravdepodobnosti viacrozmerného ndhodného vyberu.

Pre viacrozmerny nahodny vyber je rozliSenie medzi réznymi aplikdciami odhadu hus-
toty dolezitejsie, ako pre jednorozmerny ndhodny vyber. Jednoduché je pochopit nakres-
leny tvar alebo perspektivny pohlad na dvojrozmerni funkciu hustoty. Ale prezentované
problémy st nepravdepodobné, Ze hustota bude pouzitelnd pre vyskumny ucel vo via-
cej ako dvoch dimenziach. V pripade nutnosti by mohol skiseny uzivatel s pristupom k
sofistikovanému grafickému zariadeniu preskimat a ziskaf uzitoény pohlad trojrozmerne;j
funkcie pravdepodobnosti. Napriklad Scott a Thompson (1983) dokonca uvazovali prezen-
taciu Stvor a pét rozmernej hustoty pravdepodobnosti. Na druhej strane, ak ciel nesmeruje
k hustote funkcie, ale miesto toho sa pouzije ako gradient v nejakej Statistickej metdde,
potom vzhlad prezentéicie sa stdva menej dolezity, a moze byt uzitoéné a nevyhnutné
odhadnit hustoty viacrozmerného ndhodného vyberu.

3.1. Jadrovy odhad pre viacrozmerny nahodny vyber

V tejto Casti bude predstavend jadrova metéda pre viacrozmerny nahodny vyber. V celej
tejto Casti budeme tucéné pismo pouzivat pre ndhodné vektory ndhodného vyberu d roz-
merného priestoru. Budeme predpokladat, ze Xy, ...X,, je viacrozmerny nadhodny vyber
s rovnakou hustotou, ktort chceme odhadnuf.

3.1.1. Definicia jadrového odhadu pre viacrozmerny nahodny vy-
ber

Jadrovy odhad ako stucet ”jadier” vystredenych na pozorovaniach si jednoducho zobecnime
na viacrozmerny pripad. Jadrovy odhad pre viacrozmerny nadhodny vyber s jadrom K a
sirkou okna h je definovany

A 1 & x — X;
= — K L. 3.1
o = e () 31
Jadrova funkcia K(x) je funkcia definovand pre d rozmerné x spliiujica

/K(X)dx = 1. (32)

Obvykle bude K radidlne symetricka jednomodalna pravdepodobnostna funkcia hustoty,
napriklad standardné viacrozmerna normalna funkcia hustoty je

K(x) = (27?)_5 exp <—%XTX > . (3.3)
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3.2. VOLBA JADRA A SIRKY OKNA
Epanechnikove jadro je iné viacrozmerné mozné jadro
i(d+2) <1—XTX> ak xTx <1
K (x) = (3.4)
0 inak

kde ¢4 je objem jednotkovej d rozmernej stéry: ¢; = 2, co = m, ¢35 = 4?” atd. DalSie uzitocné
jadra pre dvojrozmerny nadhodny vyber st

%(1—XTX>2 ak x'x <1

Fo(x) = (3.5)
0 inak
a
% <1 —xTx )3 ak xTx <1
K3(x) = (3.6)
0 inak.

Vyhody tychto dvoch jadier oproti jadru (3.4) st zZe jadré, a z nich plynice hustoty odhady
maji vicsiu diferencovatelnost. Naviac mozu byt ratané ovela rychlejsie ako normélne
jadro (3.3).

3.2. Volba jadra a Sirky okna

V kapitole 2 sme sa zaoberali volbou jadra a Sirkou okna, ktori moZzeme rozsirit s vhod-
nymi modifikdciami na viacrozmerny pripad. Technické detaily roznych potrebnych zmien
st uvedené v tejto sekcii.

3.2.1. Vlastnosti nahodného vyberu

Ako v sekeii 2.3.3, priblizné vyjadrenie pre odchylku odhadu a rozptyl odhadov moze byt
odvodené. Tieto mdzeme pouzit s vhodnou volbou jadra a Sirky okna. Predpokladajme, ze
jadro K je radidlna symetrickd funkcia hustoty pravdepodobnosti a Zze neznama hustota
f ma ohranicené a spojité druhé derivacie.

Definujme konstanty o a g ako

= /th(t)dt
3= /K(t)th. (3.7)

V podstate rovnakymi manipulaciami ako predtym, pouzitim viacrozmernej formy
Taylorovej vety dostaneme aproximacie

biasy,(x) ~ %hQaVQf(X) (3.8)

var f(x) (%) (3.9)
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3. METODY ODHADOV PRE VIACROZMERNY NAHODNY VYBER

Ich spojenim ako v sekcii 2.3.3 dava aproximaciu strednej integralnej kvadratickej chyby

1.4 5 9 2 1
ha /{v f&)} dx+—b. (3.10)
Preto aproximovana optimalna Sirka okna, v zmysle minimalizovania strednej integralnej
kvadratickej chyby, je dana

Bt = dBa? { /(v f)Q}_ln_l. (3.11)

Vysledky, ktoré mozu byt nakreslené z tejto diskusie st paralélne velmi blizke v sekcii
2.3.3 pre jednorozmerny pripad. Aproximovana optimalna Sirka okna (3.11) konverguje
k nule s narastajicim n, ale velmi pomaly, s rychlostou n~ @, Okrem toho aproximécia
hodnoty h zavisi na neznamej hustote, ktori chceme odhadnuf.

Hodnota h,, moze byt spit dosadend do (3.10) a dostaneme aproximovand mini-
malnu mozna stredni integralnu kvadraticki chybu, a ako v sekcii 2.3.3 vyberieme jadro.
Epanechnikove jadro (3.4) je optimélne spolo¢ne s nezapornymi jadrami v zmysle minima-
lizovanian najmensej dosiahnutelnej strednej integralnej kvadratickej chyby, ale prave ako
predtym, ostatné jadra definované v sekcii 3.1.1 mdzu dosiahnut velmi podobné stredné
integralne kvadratické chyby.

3.2.2. Volba Sirky okna vzhladom k normalnemu rozdeleniu

Prvy krok pred volbou vyhladzovacieho parametra, je pouzitie vyrazu (3.11) k stanoveniu
vhodnej hodnoty Sirky okna, ked f je normdlna hustota, ako viacrozmerna normélna. Ak
¢ je jednotkové d rozmerné normalna hustota, potom moze byt ukdzané, Ze

/ <V2¢>2 = (2\/7?)_d (g + d;) : (3.12)

Hodnota dané (3.12) mdze byt spét vlozend do (3.11), aby sme dostali optimalnu Sirku
okna pre vyhladenie normalneho rozdelenia ndhodného vyberu s jednotkovym rozptylom.
Sirka okna je potom dana

hopt = A(K)n ™71, (3.13)
A(K) je v nasledovnej tabulke.
Jadro Dimenzia A(K)
Viacrozmerné normalne K 2 1
1

ako v rovnici (3.3) d <ﬁ> .
K, ako v rovnici (3.4) 2 24

3 2.49

d\ 7

d (£(d+4) 27
K ako v rovnici (3.5) 2 2.78
K3 ako v rovnici (3.6) 2 3.12
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3.2. VOLBA JADRA A SIRKY OKNA

Konstanta )

A(K) = [dﬁcﬂ{ / (v%)z}_l}m (3.14)
zavisi na jadre.

Uvedieme si priklad dvojrozmerného jadrového odhadu. Hustotu si zvolime zmes troch
norméalnych dvojrozmenrych rozdeleni N ((0,0), ( (1) (1) >> + 3N ((4,0), ( (1) (1) )) +
10
0 1
hodného vyberu je 150.
Na obréazkoch:

%N ((2,3.464), )) Gaussovo jadro (3.3) je pouzité na tento odhad. Rozsah na-

e (3.1), (3.3) a (3.5) st jadrové odhady trimodalnej hustoty

)
3.2), (3.4) a (3.6) st ich vrstevnice
3.1) mame podhladeny jadrovy odhad, kde h = 0.3
3.2) mame vrstevnicu podhladeného jadrového odhadu, kde h = 0.3
3.3) mame jadrovy odhad, kde h = 0.8
3.4) mame vrstevnicu podhladeného jadrového odhadu, kde h = 0.8
3.5) mame prehladeny jadrovy odhad, kde h = 1.6

)

(
(
(
(
(
(
(
(

3.6) mame vrstevnicu podhladeného jadrového odhadu, kde h = 1.6

3.2.3. Viac sofistikované metddy volby Sirky okna

Met6du vzéjomnej kontroly najmensich kvadratov mdZzeme previest na viacrozmerny pri-
pad bez podstatnych uprav. Hodnota M;(h) z (2.36) bude jednotkovad d rozmerna nor-
malna hustota, potom moze byt ukézané, ze

My(h) = n2hdZZK* {X — % }+ nidK(O). (3.15)

Je zaujimavé poznamenaf, Ze ¢as potrebny na vypocet M;(h) z (3.15) zavisi na rozmere
d, na ¢ase vypoctu kvadratu rozdielov (X; — X;)".

Metdda test graf v podsekcii 2.3.4 moze byt rozSirend, hoci nie je pravdepodobne
praktické vo viacej ako v dvoch rozmeroch. Ako dvojrozmerné metéda potrebuje uvazovat
"testovaciu plochu” dévajicu nakresleny V> f . Toto je ¢asovo naroc¢né. Testovacia plocha
je citlivejSia na malé zmeny h.

Dokonca pri pouziti rychleho pocitaca je délezité davat pozor vo vypocétoch odhadu
viacrozmernej hustoty. Obzvlast ked rozsah ndhodného vyberu je velky, pouzitie nevhod-
ného algoritmu moze viest k velmi dlhému vypoctu.
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0.09 —

Obr. 3.2: Vrstevnice jadrového odhadu trimodalnej hustoty, h = 0.3.
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3.2. VOLBA JADRA A SIRKY OKNA

Obr. 3.4: Vrstevnice jadrového odhadu trimodalnej hustoty, h = 0.8.
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0.025 |

Obr. 3.6: Vrstevnice jadrového odhadu trimodalnej hustoty, h = 1.6.
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4. Makra v Exceli a ich popis

V tejto kapitole uvedieme implementaciu jadrovych metdd odhadu rozdelenia do ma-
kier v Exceli. Metody st rozdelené do listov v zosite Exceli. Nahodny vyber sa zadava do
stipca A, okrem prvej bunky Al. Makrd maju rovnaké nazvy ako metédy. V test grafe,
subjektivnej volbe vyhladzovacieho parametra v jadrovom odhade, metdde najbliz§ieho
suseda a metdde premenlivého jadra je mozné vybraf jedno z pif jadier. A to z gaus-
sovho, epanechnikovho, biweight, trojuholnikovho a obdlznikovho jadra. Percento vypoctu
sa ukazuje okrem histogramu a vypoctu vyhladzovacieho parametra metédou vzajomnej
kontroly pomocou najmensich kvadratov a normélnym rozdelenim. Prvy stipec pre graf
bude defini¢ny obor f a druhy bude f . Makra dokézu pracovat s maximalnym rosahom
nédhodného vyberu 65534. Blizsi popis je uvedeny pri kazdom makre.

4.1. Histogram

Do bunky J2 sa zadava Sirka triedy h a do bunky K2 sa zadava pociatok xq. Graf
vykreslime zo stIpcov F' a G. Na obrazku 4.1 vidime makro histogram. Nasleduje makro
histogram.

E3 Microsoft Excel - 0036.xls

Soubor  Uprawy  Zobrazit  Viofit  Form&t  Méstroje  Deta  Ckno  MapoySda  Adobe PDF
DeEHad SRV 2R @ = -2 kP -0,

} @ Zshezpeteri. 30 b eo | Ardl -0 + B I U == B o2 o G %8 =

Wi - #

J K L 2]
Sirka triedy h |poéiatok x0
05 1

=
=}
o
[=}
el
I}
—

1

2 1,046940268

3 1,105665135
| 4 | 1348073033
1,488031685
1567827978
1,857 206677
2028025598
9 2125581752
10 2,283503064
" 2308154408
12 2382662763
13 241423379
14 2492032661
15 2540973448
16 2533608945
17 2BE3346588
18 2B73093235
19 2707530752
20 2731464251
21 2780541973
22 2833495572
23 2923719281
24 3044225104
25 31206816212
26| 3218470331
27 3482049974
28 377428128
29 3869869105
300 3979417713
3 3,95596655
4 4 » w\histogram { naivny odhad £ auto_gaussovoiadro 4 jadrovi_ochad { najblizsi_sused { premenive_jadro f test graf £ MISE £ jadrovy_ochad_2d

Pipraven

03 4

025 4

02 A

relativna Cetnost

0,05 A

Doooooooooooooooooooooooooooo o o @

[z e R R R e Ay A L

Obr. 4.1: Makro histogram.

Sub histogram()
Cells(1, 2) = "=COUNT(R[1]C[-1]:R[65535]C[-1])"
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n = (Cells(1l, 2)) ’rozsah vyberu
h = (Cells(2, 10)) ’&irka triedy
x0 = (Cells(2, 11)) ’pocliatok

Range ("B2:G65536") .Select
Selection.ClearContents
Range ("A2:A65536") .Select
Selection.Sort Keyl:=Range("A2"), Orderl:=xlAscending, Header:=xlGuess, _
OrderCustom:=1, MatchCase:=False, Orientation:=x1TopToBottom, _
DataOptionl:=x1SortNormal
Max = Cells(n + 1, 1)
Min = Cells(2, 1)
stlpcov = (Max - Min) / h + 1
For m = 0 To stlpcov
For i =2 Ton+ 1
Cells(i, 2) = ((x0 +m * h + h / 2) - Cells(i, 1)) / h
’Histogram Jadro
If Abs(Cells(i, 2)) < 1 / 2 Then
Cells(i, 2) =1
Elself (Cells(i, 2)) = -1 / 2 Then

Cells(i, 2) =1
Else
Cells(i, 2) =0
End If
Cells(m + 2, 3) = Cells(m + 2, 3) + Cells(i, 2) / h

Next i
Cells(m + 2, 5)
Cells(m + 2, 4)
Next m
Cells(1l, 6) = Cells(2, 4)
Cells(2, 6) = Cells(2, 4)
For i = 1 To stlpcov
Cells(i * 3, 6) = Cells(i + 2, 4)
Cells(i * 3 + 1, 6) = Cells(i + 2, 4)
Cells(i * 3 + 2, 6) = Cells(i + 2, 4)
Next i
For i = 1 To 2 * stlpcov
Cells((i - 1) * 3 +1, 7)
Cells((i - 1) * 3 + 2, 7)
Cells((i - 1) * 3 + 3, 7)

Cells(m + 2, 3) / n
xO +m *x h

0
Cells(i + 1, 5)
Cells(i + 1, 5)

Next i
Cells(6, 6) = Cells(4, 4)
Cells(7, 6) = Cells(4, 4)
Cells(7, 7) =0

Range ("B1:E65536") .Select
Selection.ClearContents
End Sub

o7



4.2. NAIVNY ODHAD
4.2. Naivny odhad

Do bunky J2 sa zadava vyhladzovaci parameter h a do bunky K2 sa zadava ekvidistantné
delenie defini¢ného oboru odhadu. Graf vykreslime zo stlpcov F' a G. Na obrazku 4.2
vidime makro naivny_odhad. Nasleduje makro naivny_odhad.

E3 Microsoft Excel - 0036.xls

@ Soubor  Uprawy  Zobrazit  Wlofit  Formit  Néstroje Data  Okno  Nipowvéda  Adobe PDF

DEEHaR AV 4 2@ @ = -2 5l |l P o - )
by @ Zabespeieni.. | £ 3B Y wp | ol - - B 7 UOEESE=EEHP %m0 Hod-A -
rElEpRl L B
T4 - 2
A FlG I 7 K L ] N 5} P C
1 -2 0| percento wpottu | vyhladzovaci parameter h| po&et deleni x|
2 | 104340258 -2 0 100,000] 0,25 | 200 \
3| 1105665135 -2 O
| 4 | 1348073033 2 0
5 | 1488031685 -2 O 035 -
B | 1557827978 -2 0 ‘
7| 1857205677 2 0 =
B | 2028025508 -2 0 2 03
9 | 2128881782 -2 0 E:
10| 2263403084 -2 O B
11 2308154406 -2 0 i 0,25 4
12| 2362662763 -2 O kS
13| 2414233791 2 0 0
14| 2492032661 -2 0 ‘
15| 2540973448 -2 0
16| 2530E08945 -2 0 0.15 4
17| 2/GBE84EEEE -2 O
18| 2573099236 -2 0
19| 2707530752 -2 0 0.1
20| 2731464251 2 0
21| 2790641973 2 0
22| 253495572 20 0,05 4
23| 2923719281 2 0
24| 3044225104 2 0
25| 3120816212 2 0 ‘ ' ' '
25| 3218470331 2 0 -5 0 3 10 15
27| 3482049974 2 0 "
28| 377428128 2 0
29| 38EDEESI0S 2 0
30| 3979417713 2 0
31| 398506655 1 0
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Obr. 4.2: Makro naivny_odhad.

Sub naivny_odhad ()

Cells(1, 2) = "=COUNT(R[1]C[-1]:R[65535]C[-1])"
n = Cells(1, 2) ’rozsah vjberu

h = Cells(2, 10) ’vyhladzovaci parameter

nn = Cells(2, 11) ’polet deleni x

Range ("A2:A65536") .Select
Selection.Sort Keyl:=Range("A2"), Orderl:=xlAscending, Header:=x1lGuess,
OrderCustom:=1, MatchCase:=False, Orientation:=x1TopToBottom,
DataOptionl:=x1SortNormal
Range ("B2:G65535") .Select
Selection.ClearContents
sirka = (Cells(n + 1, 1) - Cells(2, 1)) * 2
pociatok = Cells(2, 1) - (sirka - (Cells(n + 1, 1) - Cells(2, 1))) / 2
mm = sirka / (nn)

For m = 0 To nn

For i =2 Ton+1
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Cells(i, 2) = ((pociatok + m * mm) - Cells(i, 1)) / h
If Abs(Cells(i, 2)) < 1 Then
Cells(i, 2) =1/ 2
Else
Cells(i, 2) =0
End If
Cells(m + 2, 3) = Cells(m + 2, 3) + Cells(i, 2) / h
Next i
Cells(m + 2, 5) Cells(m + 2, 3) / n
Cells(m + 2, 4) = pociatok + m * mm
Cells(2, 9) = (m+ 1) / (nn + 1) * 100
Next m
For i = 2 To nn + 2
Cells((i - 2) *x 2 + 1, 6)
Cells((i - 2) * 2 + 2, 6)
Next i
Cells(1, 7) = Cells(2, 5)
For i = 1 To nn
Cells(2 * i, 7) = Cells(i + 1, 5)
Cells(2 * 1 + 1, 7) = Cells(i + 1, 5)
Next i
Range ("B1:E65535") .Select
Selection.ClearContents
End Sub

Cells(i, 4)
Cells(i, 4)

4.3. Jadrovy odhad pre jednorozmerny nahodny vy-
ber

4.3.1. Subjektivna volba

Do bunky G2 sa zadava jadro. Do bunky H2 sa zadava vyhladzovaci parameter h a
do bunky /2 sa zadava ekvidistantné delenie definicného oboru odhadu. Graf vykres-
lime zo stipcov D a E. Na obrazku 4.3 vidime makro jadrovy_odhad. Nasleduje makro
jadrovy_odhad.

Sub jadrovy_odhad()

Cells(1, 2) = "=COUNT(R[1]C[-1]:R[65535]C[-1])"
n = Cells(1, 2) ’rozsah vjberu

h = Cells(2, 8) ’vyhladzovaci parameter

nn = Cells(2, 9) ’polet deleni x

Range ("A2:A65536") .Select

Selection.Sort Keyl:=Range("A2"), Orderl:=xlAscending, Header:=xlGuess, _
OrderCustom:=1, MatchCase:=False, Orientation:=x1TopToBottom, _
DataOptionl:=x1SortNormal

Range ("B2:E65536") .Select
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Obr. 4.3: Makro jadrovy_odhad.

n.ClearContents
4159265358979
(Cells(n + 1, 1) - Cells(2, 1)) * 2
= Cells(2, 1) - (sirka - (Cells(n + 1, 1) - Cells(2, 1))) / 2
ka / (nn)
0 To nn
=2Ton+ 1
11s(i, 2) = ((pociatok + m * mm) - Cells(i, 1)) / h
If Cells(2, 7) = 1 Then ’gaussovo jadro
Cells(i, 2) =1/ (2 * Pi) = 0.5 * Exp(-0.5 * (Cells(i, 2)) ~ 2)
ElseIf Cells(2, 7) = 2 Then ’epanechnikove jadro
If Abs(Cells(i, 2)) < 5 ~ 0.5 Then
Cells(i, 2) =3 /4% (1 -1/ 5 % Cells(i, 2) ~2) /5~ 0.5

Else
Cells(i, 2) =0
End If
ElseIf Cells(2, 7) = 3 Then ’biweight jadro

If Abs(Cells(i, 2)) < 1 Then
Cells(i, 2) =15/ 16 * (1 - Cells(i, 2) - 2) -~ 2

Else
Cells(i, 2) =0
End If
ElseIf Cells(2, 7) = 4 Then ’trojuholnikove jadro

If Abs(Cells(i, 2)) < 1 Then
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Cells(i, 2) = 1 - Abs(Cells(i, 2))
Else
Cells(i, 2) =0
End If
ElseIf Cells(2, 7) = 5 Then ’obdlZnikove jadro

If Abs(Cells(i, 2)) < 1 Then
Cells(i, 2) = 0.5

Else
Cells(i, 2) =0
End If
End If
Cells(m + 2, 3) = Cells(m + 2, 3) + Cells(i, 2)

Next i
Cells(m + 2, 5) = Cells(m + 2, 3) / (h * n)
Cells(m + 2, 4) = pociatok + m * mm
Cells(2, 6) = (m+ 1) / (nn + 1) * 100
Next m

Cells(1l, 4) = Cells(2, 4)

Cells(1, 5) =0

Cells(nn + 3, 4) Cells(nn + 2, 4)

Cells(nn + 3, 5) =0

Cells(nn + 3, 4) Cells(nn + 2, 4)

Cells(nn + 3, 5) Cells(nn + 2, 5)

Range ("B1:C65536") .Select

Selection.ClearContents

End Sub

4.3.2. Auto a pomocou normalneho rozdelenia

Zadéva sa iba nahodny viber. Graf vykreslime zo stipcov Q a AC. V bunke E2 dosta-
neme vyhladzovaci parameter pomocou normalneho rozdelenia. V bunke F'2 dostaneme
vyhladzovaci parameter pomocou vzajomnej kontroly najmensich kvadratov. Na vypocet
vyhlazovacieho parametra pomocou normalneho rozdelenia je pouzity adaptivny odhad
rozsahu. V auto metéde na hladanie minima hodnoty M; sme pouzili Newtonovu metddu.
Newtonova metéda moze uviaznut v lokdlnom minime. KedZe sa poc¢iatocny bod hladé né-
hodne v doporucenom intervale, je dobré spustit toto makro niekolko krat a porovnat hod-
noty F'2. Na obrazku 4.4 vidime makro auto_gaussovojadro, je to jadrovy odhad pomocou
vzéjomnej kontroly najmensich kvadratov (auto). Nasleduje makro auto_gaussovojadro.

Sub auto_gaussovojadro ()

Range ("A2:A65536") .Select

Selection.Sort Keyl:=Range("A2"), Orderl:=xlAscending, Header:=xlGuess, _
OrderCustom:=1, MatchCase:=False, Orientation:=x1TopToBottom, _
DataOptionl:=x1SortNormal

Range ("B2:AB65536") .Select

Selection.ClearContents
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Obr. 4.4: Makro auto_gaussovojadro, jadrovy odhad pomocou vzajomnej kontroly naj-
mengich kvadratov (auto).

Cells(2, 4) = "=COUNT(RC[-3]:R[65534]C[-3])"
n = Cells(2, 4)
Pi = 3.14159265358979
Cells (2, 3) "=QUARTILE(RC[-2] :R[65534]C[-2],3)"
Cells(3, 3) "=QUARTILE(RC[-2] :R[65533]C[-2],1)"
Cells(2, 2) "=StDevP (RC[-1] :R[65534]C[-1])"
If Cells(2, 2) < ((Cells(2, 3) - Cells(3, 3)) / 2 / 1.34) Then
Cells(2, 5) = 0.9 * Cells(2, 2) *n ~ (-1 / 5)
Else: Cells(2, 5) = 0.9 * ((Cells(2, 3) - Cells(3, 3))/2/1.34)*n"~(-1/5)
End If
smerod_odchylka = Cells(2, 2)
h_spodne = smerod_odchylka / (4 * n =~ (1 / 5))
h_vrchne = 3 * smerod_odchylka / (2 * n = (1 / 5))
B = Cells(n + 1, 1) + 3 * h_vrchne

A = Cells(2, 1) - 3 * h_vrchne
R =28

m=2 "R

delta = (B-A) /m

For i =1 Tom
Cells(i + 1, 17) = A+ (i - 1) * delta
Next i
Range ("R2:R257") .Select
Selection.Formula = 0O
For j =2 Tom
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For i =2 Ton+1
If (Cells(j + 1, 17) - Cells(i, 1)) <= delta Then If (Cells(j + 1, 17)
- Cells(i, 1)) > O Then Cells(j, 18) = Cells(j, 18) + 1 / (n * delta
x delta) * (Cells(j + 1, 17) - Cells(i, 1))
If (Cells(j + 1, 17) - Cells(i, 1)) <= delta Then If (Cells(j + 1, 17)
- Cells(i, 1)) > O Then Cells(j + 1, 18) = Cells(j + 1, 18) + 1 / (n
*x delta * delta) * (Cells(i, 1) - Cells(j, 17))
Next i
Next j
Application.Run "ATPVBAEN.XLA!Fourier", ActiveSheet.Range("$R$2:$R$257"), _
ActiveSheet.Range ("$T$2:$T$257"), True, False
hl = (h_spodne + h_vrchne) / 2
krok = 0.000001
delta = 1
Do While delta >= 0.00000001
For hs_spod = 1 To 3
hs = hl - ((hs_spod - 1) * krok)
For i =1 Tom

Cells(i + 1, 19) =2 *x Pi x i / (B - A)

Cells(i + 1, 22) = Exp(-1 / 2 * hs ~ 2 * Cells(i + 1, 19) ~ 2)
Cells(i + 1, 23) = "=COMPLEX(RC[-1],0)"

Cells(i + 1, 21) = "=IMPRODUCT(RC[2],RC[-1])"

Cells(i + 1, 27) = "=IMABS(RC[-7])"

Cells(i + 1, 28) (Exp(-hs = 2 * Cells(i + 1, 19) "~ 2)
- 2 % Exp(-1 / 2 x hs =~ 2 * Cells(i + 1, 19) ~ 2))
* Cells(i + 1, 27) -~ 2
Next i
Cells(2, 30) = "=SUM(RC[-2] :R[129]C[-2])"
Cells(2, 31) 2 %x (B - A) *x Cells(2, 30) + 2 /(n * hs *x(2*xPi)~0.5)-1
Cells(1 + hs_spod, 33) = Cells(2, 31)
diff1 = (Cells(2, 33) - Cells(3, 33)) / krok
diff2 = (Cells(2, 33) - 2 * Cells(3, 33) + Cells(4, 33)) / (krok * krok)
hopt = hl - diffl / diff2
delta = Abs(hl - hopt)
Cells(8, 12) = delta
h1l = hopt
Cells(2, 39) = "=RANDBETWEEN(1,1000)"
If hl > h_vrchne Then hl = Cells(2, 39) / 1000 * h_vrchne
If hi < 0 Then hl = Cells(2, 39) / 1000 * h_vrchne
Cells(2, 6) = hi
Loop
Application.Run "ATPVBAEN.XLA!Fourier", ActiveSheet.Range("U2:U257"), _
ActiveSheet.Range("X2:X257"), False, False
For i =1 Tom

Cells(i + 1, 25) = "=IMREAL(RC[-1])"
Next i
Cells(2, 35) = "=MIN(RC[-10]:R[255]C[-10])"
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mmin = Cells(2, 35)

For i =1 Tom

Cells(i + 1, 29) = (Cells(i + 1, 25) - mmin) * 2

Next i
Range ("B1:D65536") .Select
Selection.ClearContents
Range ("L8:L8") .Select
Selection.ClearContents
Range ("R1:AB257") .Select
Selection.ClearContents
Range ("AD1:AM257") .Select
Selection.ClearContents
End Sub

4.3.3. Test graf

Do bunky K2 sa zadava jadro. Do bunky /2 sa zadava vyhladzovaci parameter h a do
bunky J2 sa zadava ekvidistantné delenie definicného oboru odhadu. Graf vykreslime zo
stlpcov D a F. Na obrazku 4.5 vidime makro test_graf. Nasleduje makro test_graf.

E3 Microsoft Excel - 0036.xls
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Obr. 4.5: Makro test_graf.

Sub test_graf ()

Cells(l, 2) = "=COUNT(R[1]C[-1]:R[65535]C[-1])"
n = Cells(1, 2) ’rozsah vjberu
h = Cells(2, 9) ’vyhladzovaci parameter
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nn = Cells(2, 10) ’pocet deleni x

Range ("A2:A65536") .Select
Selection.Sort Keyl:=Range("A2"), Orderl:=xlAscending, Header:=xlGuess, _
OrderCustom:=1, MatchCase:=False, Orientation:=x1TopToBottom, _
DataOptionl:=x1SortNormal
Range ("B2:F65536") .Select
Selection.ClearContents
Pi = 3.14159265358979
sirka = (Cells(n + 1, 1) - Cells(2, 1)) * 2
pociatok = Cells(2, 1) - (sirka - (Cells(n + 1, 1) - Cells(2, 1))) / 2
mm = sirka / (nn)

For m = 0 To nn

For i =2 Ton+1

Cells(i, 2) = ((pociatok + m * mm) - Cells(i, 1)) / h

If Cells(2, 11) = 1 Then ’gaussovo jadro
Cells(i, 2) =1/ (2 x Pi) ~ 0.5 * Exp(-0.5 * (Cells(i, 2))"2)
ElseIf Cells(2, 11) = 2 Then ’epanechnikove jadro

If Abs(Cells(i, 2)) < 5 "~ 0.5 Then

Cells(i, 2) =3/ 4 * (1 -1/ 5 % Cells(i, 2) ~2) /5 70.5
Else
Cells(i, 2) =0
End If
ElseIf Cells(2, 11) = 3 Then ’biweight jadro

If Abs(Cells(i, 2)) < 1 Then
Cells(i, 2) =15/ 16 * (1 - Cells(i, 2) -~ 2) -~ 2

Else
Cells(i, 2) =0
End If
ElseIf Cells(2, 11) = 4 Then ’trojuholnikove jadro

If Abs(Cells(i, 2)) < 1 Then
Cells(i, 2) = 1 - Abs(Cells(i, 2))

Else
Cells(i, 2) =0
End If
ElseIf Cells(2, 11) = 5 Then ’obdlznikove jadro

If Abs(Cells(i, 2)) < 1 Then
Cells(i, 2) = 0.5

Else
Cells(i, 2) =0
End If
End If
Cells(m + 2, 3) = Cells(m + 2, 3) + Cells(i, 2)

Next i
Cells(m + 2, 5) = Cells(m + 2, 3) / (h * n)
Cells(m + 2, 4) = pociatok + m * mm
Cells(2, 8) = (m+ 1) / (nn + 1) * 100
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Next m
For i =2 Ton-1 ’druha derivacia doprednd i spé&tna
Cells(i, 6) = (Cells(i + 2, 5) - 2 * Cells(i + 1, 5) + Cells(i, 5))/ (mm*mm)
Next i
For i = n Ton + 1
Cells(i, 6) = (Cells(i, 5) - 2 * Cells(i - 1, 5) + Cells(i - 2, 5))/(mm*mm)
Next i
Cells(nn + 2, 4) Cells(nn + 2, 4)
Cells(nn + 2, 6) Cells(nn + 2, 6)
Range ("B1:C65536") .Select
Selection.ClearContents
Range ("E2:E65536") .Select
Selection.ClearContents
End Sub

4.4. Metoda najblizsieho suseda

Do bunky H2 sa zadava jadro. Do bunky I2 sa zadava k a do bunky J2 sa zadava
ekvidistantné delenie defini¢ného oboru odhadu. Graf vykreslime zo stipcov D a E. Na
obrazku 4.6 vidime makro sajblizsi_suded. Nasleduje makro najblizsi_suded.

E3 Microsoft Excel - 0036.xls
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Obr. 4.6: Makro najblizsi_suded.

Sub najblizsi_suded()
Cells(1, 2) = "=COUNT(R[1]C[-1]:R[65535]C[-1])"
n = Cells(1, 2) ’rozsah vijberu
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kk
nn

Cells(2, 9) ’k
Cells(2, 10) ’polet deleni x

Range ("A2:A65536") .Select
Selection.Sort Keyl:=Range("A2"), Orderl:=xlAscending, Header:=xlGuess, _
OrderCustom:=1, MatchCase:=False, Orientation:=x1TopToBottom,
DataOptionl:=x1SortNormal

Range ("B2:E65536") .Select

Selection.ClearContents

Range ("F2:F65536") .Select

Selection.Formula = 100000

Pi = 3.14159265358979

sirka = (Cells(n + 1, 1) - Cells(2, 1)) * 2

pociatok = Cells(2, 1) - (sirka - (Cells(n + 1, 1) - Cells(2, 1))) / 2
mm = sirka / (nn)

dkminus = 10000
pravy = 0
lavy = 0
mmm = O
For m = 0 To nn
Xj = pociatok + m * mm

For k =2 Ton + 1
Cells(k, 6) = Abs(Xj - Cells(k, 1))
Next k
Cells(kk + 2, 6) = 100000
Range ("F2:F65536") .Select
Selection.Sort Keyl:=Range("F2"), Orderl:=xlAscending, Header:=xlGuess, _
OrderCustom:=1, MatchCase:=False, Orientation:=x1TopToBottom, _
DataOptionl:=x1SortNormal
If Xj < Cells(2, 1) Then
dk = Abs(Cells(l + kk, 1) - Xj)
End If
If Xj > Cells(n + 1, 1) Then
dk = Abs(Xj - Cells(n + 1 - kk + 1, 1))
Else
dk = Cells(l + kk, 6)
End If
For i =2 Ton+ 1
Cells(i, 2) = (Xj - Cells(di, 1)) / dk

If Cells(2, 8) = 1 Then ’gausovo jadro
Cells(i, 2) =1/ (2 x Pi) ~ 0.5 * Exp(-0.5%(Cells(i,2))"2)
ElseIf Cells(2, 8) = 2 Then ’epanechnikove Jadro

If Abs(Cells(i, 2)) < 5 ~ 0.5 Then

Cells(i, 2) =3 /4 *x (1 -1/ 5 % Cells(i, 2) =~ 2)/570.5
Else

Cells(i, 2) =0
End If
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ElseIf Cells(2, 8) = 3 Then
If Abs(Cells(i, 2)) < 1 Then

’biweight jadro

Cells(i, 2) = 15 / 16 * (1 - Cells(i, 2) =~ 2) ~ 2

Else
Cells(i, 2)
End If
ElseIf Cells(2, 8) = 4 Then
If Abs(Cells(i, 2)) < 1 Then

0

Cells(i, 2) = 1 - Abs(Cells(di, 2))

Else
Cells(i, 2) =0
End If
ElseIf Cells(2, 8) = 5 Then
If Abs(Cells(i, 2)) < 1 Then
Cells(i, 2) = 0.5
Else
Cells(i, 2) =0
End If
End If

’trojuholnikove jadro

’obdlznikove jadro

Cells(m + 2, 3) = Cells(m + 2, 3) + Cells(i, 2)

Next 1
Cells(m + 2, 5)
Cells(m + 2, 4)

X]

Cells(2, 7) = (m+ 1) / (an + 1) * 100

If Xj < Cells(2, 1) Then
If m > 1 Then
If Cells(m + 2, 5
Cells(m + 1, 5
Cells(2, 5) =
lavy = 1
mmmm = m
End If
End If
End If
If Xj > Cells(n + 1, 1) Then
If m < nn - 1 Then

) < C
) =0
0

Cells(m + 2, 3) / (n * dk)

ells(m + 1, 5) Then

If Cells(m + 2, 5) > Cells(m + 1, 5) Then

Cells(m + 1, 5) =0
Cells(nn + 1, 5) =0
Cells(nn, 5) =0
mmm = m
pravy = 1
End If
End If
End If
dkminus = dk
Next m
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If lavy = 1 Then
For i = 1 To mmmm

Cells(i + 1, 5) =0

Next i
End If
If pravy = 1 Then
For i = mmm To nn + 1

Cells(i + 1, 5) =0

Next i
End If
Range ("B1:C65536") .Select
Selection.ClearContents
Range ("F1:F65536") .Select
Selection.ClearContents
End Sub

4. MAKRA V EXCELI A ICH POPIS

4.5. Metoda premenlivého jadra

Do bunky L2 sa zadava jadro a do bunky K2 sa zadava vyhladzovaci parameter. Do bunky
12 sa zadava k a do bunky J2 sa zadava ekvidistantné delenie definicného oboru odhadu.
Graf vykreslime zo stIpcov D a E. Na obrazku 4.7 vidime makro premenlive_jadro. Na-
sleduje makro premenlive_jadro.

E3 Microsoft Excel - 0036.xls
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Obr. 4.7: Makro premenlive_jadro.
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4.5. METODA PREMENLIVEHO JADRA

Sub premenlive_jadro()

Cells(1, 2) = "=COUNT(R[1]C[-1]:R[65535]C[-1])"
n = Cells(1, 2) ’rozsah vjberu

kk = Cells(2, 9) ’k

nn = Cells(2, 10) ’polet deleni x

h = Cells(2, 11) ’vyhladzovaci parameter

Range ("A2:A65536") .Select
Selection.Sort Keyl:=Range("A2"), Orderl:=xlAscending, Header:=xlGuess, _
OrderCustom:=1, MatchCase:=False, Orientation:=x1TopToBottom,
DataOptionl:=x1SortNormal
Range ("B2:E65536") .Select
Selection.ClearContents
Range ("F2:F65536") .Select
Selection.Formula = 100000
Pi = 3.14159265358979
sirka = (Cells(n + 1, 1) - Cells(2, 1)) * 2
pociatok = Cells(2, 1) - (sirka - (Cells(n + 1, 1) - Cells(2, 1))) / 2
mm = sirka / (nn)
For m = 0 To nn
For i =2 Ton+1
Xj = pociatok + m * mm
For k =2 Ton + 1
Cells(k, 6) = Abs(Cells(i, 1) - Cells(k, 1))
If Cells(k, 6) = O Then
Cells(k, 6) = 100000
End If
Next k
Cells(kk + 2, 6) = 100000
Range ("F2:F65536") .Select
Selection.Sort Keyl:=Range("F2"), Orderl:=xlAscending, Header:=xlGuess, _
OrderCustom:=1, MatchCase:=False, Orientation:=x1TopToBottom, _
DataOptionl:=x1SortNormal
Djk = Cells(l + kk, 6)
Cells(i, 2) = (Xj - Cells(i, 1)) / (h * Djk)

If Cells(2, 12) = 1 Then ’gaussovo jadro
Cells(i, 2) =1/ (2 * Pi) = 0.5 * Exp(-0.5 * (Cells(i,2))"2)
ElseIf Cells(2, 12) = 2 Then ’epanechnikove jadro

If Abs(Cells(i, 2)) < 5 ~ 0.5 Then
Cells(i, 2) =3/ 4% (1 -1/ 5 % Cells(i, 2) -~ 2) / 5°0.5

Else
Cells(i, 2) =0
End If
ElseIf Cells(2, 12) = 3 Then ’biweight jadro

If Abs(Cells(i, 2)) < 1 Then
Cells(i, 2) =15/ 16 * (1 - Cells(i, 2) - 2) -~ 2
Else
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Cells(i, 2) =0
End If
ElseIf Cells(2, 12) = 4 Then ’trojuholnikove jadro

If Abs(Cells(i, 2)) < 1 Then
Cells(i, 2) = 1 - Abs(Cells(i, 2))

Else
Cells(i, 2) =0
End If
ElseIf Cells(2, 12) = 5 Then ’obdlznikove jadro

If Abs(Cells(i, 2)) < 1 Then
Cells(i, 2) = 0.5

Else
Cells(i, 2) =0
End If
End If
Cells(m + 2, 3) = Cells(m + 2, 3) + Cells(i, 2) / (h * Djk)

Next i
Cells(m + 2, 5) = Cells(m + 2, 3) / n
Cells(m + 2, 4) = Xj
Cells(2, 8) = (m+ 1) / (nn + 1) * 100
Next m
Cells(nn + 2, 4) = Cells(nn + 2, 4)
Cells(nn + 2, 5) = Cells(nn + 2, 5)
Range ("B1:C65536") .Select
Selection.ClearContents
Range ("F1:F65536") .Select
Selection.ClearContents
End Sub

4.6. Jadrovy odhad pre dvojrozmerny nahodny vyber

Do bunky B504 sa zadava vyhladzovaci parameter. Do bunky C'504 a D504 sa zadava
ekvidistantné delenie defini¢cného oboru odhadu. V bunke E504 dostaneme doporuceny
startovaci vyhladzovaci parameter pomocou normalneho rozdelenia. Graf vykreslime z
nasledovnych oblasti: stipce G a H a oblast J2 : BH52 pre hodnotu C504 = D504 = 50.
Maximalny rozsah nahodného vyberu je 500. V bunke Al sa uvéadza percento vypoctu.
Na obrazku 4.8 vidime makro jadr_2dodhadgauss. Nasleduje makro jadr_2dodhadgauss.

Sub jadr_2d_odhadgauss ()

Cells(1, 2) = "=COUNT(R[1]C[-1]:R[501]C[-1])"
n = Cells(1, 2) ’rozsah vjberu
h = Cells(504, 2) ’vyhladzovaci parameter
nn = Cells(504, 3) ’pocet deleni x
ny = Cells(504, 4) ’pocet deleni y

Cells (504, 5) = Cells(1l, 2) = (-1 / 6)
Range ("C2:EE501") .Select
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Ed Microsoft Excel - 0036.xls

@ Soubor  Oprawy  Zobrazik  Wodit  Format  Mastroje  Daka  Okno  Mipovdda  Adobe PDFE
EHan SLLY 2R % = -2l % W@ - ),
p @ Zabezpeteni.. | £ 3 B e | Anal -0 - B I U =B T % oo 48 EE

- o
Rl

0810 - 3
A B B D E F G
503 vyhladzovaci parameter h | poéet delenix |pocéetdeleniy| hnorm

04 0,800 50 50 0434
505
506
507
508
509
510
=10
512
513
514
515
516
517
518
519
520
521

.
523 *'4'#6# :.r;;ﬁjr&f

e ,‘_+¢,’-ﬂl;,:,

0,04
0,03
0,02

0,01

ﬂu\\\\‘%{i&%‘&&a 0
Aﬁt\ e
526 =

527
528
529
530
531
532
533

i 4 » wl\ histogram 4 naivny_odhad / auto gaussovojadro £ jackowy_odhad / najbliesi_sused 4 premenlive_jadro / test_gral

o‘+*

624 {é ﬁ ¢

Ffipraven

Obr. 4.8: Makro jadr_2dodhadgauss.

Selection.ClearContents
Pi = 3.14159265358979
Range ("A2:B501") .Select

Selection.Sort Keyl:=Range("A2"), Orderl:=xlAscending, Header:=x1lGuess,
OrderCustom:=1, MatchCase:=False, Orientation:=x1TopToBottom,
DataOptionl:=x1SortNormal

Cells(1, 3) = "=MAX(R[1]C[-1]:R[500]C[-1])"

Cells(1, 4) = "=MIN(R[1]C[-2]:R[500]C[-2])"

xsirka = (Cells(n + 1, 1) - Cells(2, 1)) * 1.5

xpociatok = Cells(2, 1) - (xsirka - (Cells(n + 1, 1) - Cells(2, 1))) / 2
xmm = xsirka / nn

ysirka = (Cells(1l, 3) - Cells(l, 4)) * 1.5

ypociatok = Cells(1l, 4) - (ysirka - (Cells(l, 3) - Cells(1l, 4))) / 2
ymm = ysirka / ny

For ym = 0 To ny

For xm = 0 To nn
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For i =2 Ton+ 1
Cells(i, 3) = ((xpociatok + xm * xmm) - Cells(i, 1)) / h
Cells(i, 4) ((ypociatok + ym * ymm) - Cells(i, 2)) / h
> Gausovo jadro
Cells(i, 5) =1/ (2 * Pi) * Exp(-0.5 * ((Cells(i, 3)) * (Cells(i, 3))
+ (Cells(i, 4)) * (Cells(i, 4))))
Cells(xm + 2, 6) = Cells(xm + 2, 6) + Cells(i, 5)
Next i
Cells(xm + 2, 10 + ym) = Cells(xm + 2, 6) / (h * h * n)
Cells(xm + 2, 7) = xpociatok + xm * xmm
Cells(1, 1) = (ym + 1) / (an + 1) * 100
Next xm
Range ("C2:F501") .Select
Selection.ClearContents
Cells(ym + 2, 8) = ypociatok + ym * ymm
Next ym
End Sub
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5. Zaver

Cielom préace bol popis, zhodnotenie a implementécia modernych Statistickych metéd
fitovania rozdelenia pravdepodobnosti pomocou jadrovych odhadov vzhladom k moznos-
tiam ich realizacie na PC a aplikdciam na konkrétnych datovych sitboroch. Zamerali sme sa
na jednorozmerné odhady: jadrovy odhad, metéda najblizsieho suseda, premenlivé jadro
a viacrozmerné jadrové odhady. Na tieto odhady sme urobili makra v Exceli, vratane
naivného odhadu, histogramu a automatickej metédy hladania vyhlazovacieho parametra
jadrového odhadu pomocou vzajomnej kontroly najmensich kvadratov.

Casové naro¢nost vypocétu odhadov narastd s rastticim rozsahom nahodného vyberu
a zjemnovanim ekvidistantného delenia defini¢ného oboru odhadu. V prikladoch sme roz-
sahy nédhodnych vyberov a ekvidistantné delenia defini¢nych oborov odhadov volili tak,
aby najnaroc¢nejsi odhad trval okolo jednej hodiny. Najviac naro¢ny odhad na vypocet
je odhad s premenlivym jadrom. Odhady s premenlivym jadrom majt najvicsie rozsahy
nahodnych vyberov 297. Preto interval na ktorom sme porovnavali odhady trimodalne;j
hustoty, sme ekvidistantnym delenim rozdelili na 100 intervalov. V prikladoch asympto-
tickych vlastnosti sme tento interval rozdelili na 500 intervalov. Kedze makro ukazuje
percento vypoc¢tu, vieme podla neho odhadnit, ako dlho bude trvat vypocet. Uvadzame
pokusné zlepsenia pre tento odhad. Nerobili by sa usporiadania celého nahodného vyberu,
ale len okolia k& nédhodnej velic¢iny X;. Toto bolo vyskasané, ale nedoslo k poznatelnému
zrychleniu. Nerobilo by sa usporiadanie ndhodného vyberu pre kazdd ndhodni veli¢inu
X, ale len pre prvi, a potom by sa drobnymi Gpravami zistil d; . Tento postup dokonca
spomalil vypocet. Uviddzame mozné zlepSenia pre tento odhad. Pri doladovani vhodného
vyhladzovacieho parametra by sa neprehladdval cely interval, na ktorom hladdme od-
had hustoty, ale len malé cast intervalu. Toto plati i pre metédu najblizSieho suseda,
test graf, subjektivna volba jadrového odhadu, naivny odhad a jadrovy odhad pre dvoj-
rozmerny nahodny vyber. Akurat v poslednom odhade sa interval zmeni na kartézsky
sudin intervalov. V pripade velkého rozsahu ndhodného vyberu, velkej jemnosti a hlavne
pouzitia Gaussoveho jadra by sa dal jadrovy odhad znac¢ne zrychlit tym, Ze sa vhodny
vyhladzovaci parameter natvrdo zada do makra auto_gaussovojadro, a vyradi sa z ¢in-
nosti hfadanie minimalnej hodnoty M;. V pripade odhadu pomocou vzajomnej kontroly
najmens$ich kvadratov sa d4 trochu menit rychlost odhadu na tkor presnosti, popripade
nenajdenia vyhladzovacieho parametra. V tejto metdéde je pouzitd Newtonova metdda
hladania minima. Ked néjde vhodny $tartovaci bod, konverguje k minimu velmi rychlo.
Tato metdda je naprogramovand v makre auto_gaussovojadro, presnost je nastavend na
1E — 8.

Jednoduchymi tpravami makier by sa dali naprogramovat odhady pre dalsie viacroz-
merné nahodné vybery (trojrozmerné atd.). Ekvidistantné delenie intervalu definiéného
oboru odhadu, na ktorom hladdme odhad, by zéviselo na zmene odhadu. Aj ked je jad-
rovy odhad hustoty pravdepodobnosti najrozsirenejsi, nie je to univerzalny odhad. Napriek
tomu velmi dobre odhaduje tvar (asymetriu a modalitu) hustoty pravdepodobnosti. Mimo
literattury citovanej v texte sme prestudovali vela ¢lankov, najmi [4], [7], [9] a [10].
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6. Zoznam pouzitych skratiek a

symbolov
n rozsah ndhodného vyberu
X; i—té pozorovanie nahodnej veli¢iny X
f hustota pravdepodobnosti
N (p,>°) viacrozmerné Gaussovo rozdelenie pravdepodobnosti s kovariancénou

maticou >
f odhad hustoty pravdepodobnosti
h vyhladzovaci parameter
K jadro
MSE stredna kvadraticka chyba
MISE stredna integralna kvadraticka chyba
bias odchylka odhadu
var, D rozptyl
eff ucinnost (efektivnost) jadra
f integral od —oo do oo
suma od 1 don

E stredné hodnota
sup suprémum
X(j) j—téa usporiadand Statistika
\Y% operator nabla
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