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Abstrakt

Tématem této bakalaiské prace je vytvoreni sbirky feSenych piikladii na téma
extrémy funkci dvou proménnych. Zamétuje se predev§im na lokdlni extrémy. Piiklady
feSeni ilustrovany 3D grafy jednotlivych funkci vytvofenych pomoci matematického
programu Maple. V samotném uvodu je poskytnuta ,,prvni pomoc* v podob¢ navodu na
feSeni tohoto druhu piikladi. Na zévér jsou zatazeny ,,netradi¢ni* piiklady z oblasti

matematiky a fyziky.

Abstract

The topic of this bachelor work is to create a collection of exercises on the extremes of
functions of two variables. It focuses mainly on local extremes. Exercises are ordered
from easiest to more difficult. For each example there is solution procedure presented
and illustrated with 3D graphs of functions, created using the mathematical program
Maple. In the very beginning is provided "first aid" in the form of instructions for
solving this kind of examples. At the end are included in "nontraditional" examples

from mathematics and physics.
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I. Uvod

Vazeni Ctenari,
do rukou se Vam dostala bakalatska prace na téma ,,Extrémy funkci dvou proménnych -
sbirka feSenych ptikladt“, kterd jak ndzev napovidd obsahuje feSen¢ ptiklady z
kategorie vySetfovani pribéhu funkce dvou proménnych, konkrétn€ hledani jejich
lokalnich a globélnich extrémii. Tato prace je urcena zejména studentim vysokych skol,
kteti se zabyvaji studiem matematiky, ale i ostatnim zijemciim o matematiku.
Ptredevsim by tato prace méla slouzit jako cvicebnice - nikoli uc¢ebnice - pro ty, ktefi jiz

prosli teoretickym vycvikem diferencialniho poctu a maticové algebry.

V tGvodu této prace naleznete zjednoduSeny postup, jakysi manudl, na feSeni
prikladi v této praci obsazenych. Po jeho prostudovani budete tedy schopni feSit
ptiklady naprosto samostatné. Nicmén¢ u kazdého ptikladu je uveden postup feSeni,
ilustrovany obrazky z programu Maple. Program Maple je vyuZivan na mnoha vyso-
kych $kolach (nejen) v Ceské republice. Umi nalézt extrémy a limity funkce jedné a
vice proménnych, symbolicky derivovat, integrovat funkce, tesit linedrni a nelinearni
rovnice, soustavy nerovnic, obycejné a parcialni diferencidlni rovnice a jejich soustavy
a také zobrazit jejich geometrickou reprezentaci a to jak ve 2D, tak v piipadé¢ funkci
dvou proménnych ve 3D. Pomoci rtiznych ptikazti umi Maple zjednodusit a upravit

vyrazy a tak si spravnost feSeni mizeme ovéfit.

Na zavér této prace jsem umistil ,,netradi¢ni* ptiklady z oblasti matematiky a
fyziky, kterymi bych rad demonstroval, Ze i v praxi a bézném zivoté se Cas od Casu

miZe n¢jaky ten extrém hodit.

Priklady, které zde najdete, jsem cerpal jednak z vlastni hlavy (s pouzZitim programu
Maple, ve kterém jsem si danou funkci nejdiive nakreslil a pak se rozhodoval, jestli ji

pouziji) a dale hlavné z literatury [4], [7] a také [2] a [8].
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II. Teoreticka cast - ,manual®

V této kapitole, jak jsem jiz naznacil v uvodu, se kratce povénujeme teoretické
¢asti problému, tzn. ,,jak na to.” Cely postup, ktery jsem rozd¢lil do 4 ¢asti, je uveden
nize. Tento postup jsem co nejvice zjednodusil. Jako zdroj informaci jsem vyuzil litera-

turu [1], [2], [4].

Obecny zapis funkce dvou proménnych:

z=f(x,y) D,={[x,y]ER’| xeRA yeR]

Grafickou interpretaci (grafem) takové funkce je plocha v prostoru (analogie 3D
zobrazovani) o soufadnicich [x, y, z]. Pro ilustraci viz nésledujici graf funkce

f(x,y) = x+y, jejiz zobrazenim je rovina prochazejici po¢atkem soutadného systému.

Ozna¢me nyni X =[x, y]. Maximalni a minimalni hodnotu funkce 2 proménnych £ (X)
pro body X z mnoZiny ) < IR” nazyvame extrémy funkce v mnozing V. Nabyva-li
funkce svého maxima (minima) v bodé¢ C €V, pak pro vSechna X €V plati
f(X)<7(C) [f(X)=f(C)), tj. oznagime-li X =C+h, pak Af(C)<0
(A £(C) = 0, a to pro viechna % takové, aby body C + & lezely ve V.

Necht' ¥ je okoli bodu C z definiéniho oboru D ; o poloméru & > 0. Rikame:
necht’ C € D je takovy bod, Ze existuje kolem ného tak malé okoli, Ze pro viechna
|h| <6 je Af(C)<0 (Af(C)=0]; potom bod C nazyvame lokalni maximum

(minimum). [4]
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Samotné vySetfovani lokalnich extrémi probihd néasledovné:

1) Nutna podminka existence extrému

Jako prvni musime vysetfit tzv. ,,nutnou podminku existence extrému®. Reknéme,
ze funkce f méa v bod€ (xo,y0) lokdlni extrém. Existuji-li v bod¢ (xo,)0) parcidlni

derivace prvniho tadu, pak jsou rovny nule. Musi tedy platit:
of of
=0 A =0
0Xx oy

Resenim této soustavy rovnic ziskdme soufadnice x; a y; staciondrnich bodl
Ay, As, ... ,An kde A = [xi, j]. Jsou to body ,,podezielé* z extrému.
Anebo pokud parcidlni derivace prvniho fadu neexistuji, musime k vysetfeni

pouzit postup uvedeny na konci kapitoly.

2)  Druhé parcialni derivace

Nyni potfebujeme zjistit, jestli skutecné v nalezenych stacionarnich bodech jsou
lokalni extrémy a jaké. K tomu budeme potifebovat druhé parcidlni derivace podle x,
podle y a smiSenou derivaci (jelikoz smiSené derivace v bodech, ve kterych jsou spojité,
jsou si rovny, sta¢i ndm jen jedna z nich):

of o f

0 o 5x0y

3) Hessian

Dalsim krokem v cesté za nalezenim extrémi je Hessian nebo-li determinant
Hessovy matice. Pti jeho sestaveni vyuzijeme druhé parcialni derivace z pfedchoziho

kroku a poskladame je do matice takto:

of  of

2
detHfz 82x axzay
tlof  of
8y6x ayz



A nyni pro kazdy stacionarni bod vypocitdme determinant tak, ze dosadime
soufadnice bodu do kazdé promeénné v Hessianu. Podle hodnoty determinantu
rozhodneme takto:

* det H> 0 — lokalni extrém

* det H/= 0 — nemiZeme timto zpisobem rozhodnout

* det H/< 0 — sedlovy bod

V piipade, ze det H/> 0, potifebujeme jesté zjistit, jestli se jedna o lokalni
minimum nebo maximum. O tom rozhodneme podle znaménka druhé parcialni derivace

podle x. Jestlize:

of

> >0 — jedna se o lokalni minimum
X

o f
0 x>

<0 — pak se jedna o lokalni maximum

Pomoci tohoto ndvodu miiZeme zjistit pocet a typ extrémil zadané funkce. OvSem jen v
téch ptipadech, ve kterych det H; # 0. Vratme se proto jesté k situaci kdy det H;= 0 a

jak si poradit tam, ...

4) ... Kkde Hessian nepomuze

Jedina moznost je vyuzit samotné definice extrému (str. 6 dole). Tzn. Ze budeme
zjistovat pomoci velmi malych piirastka |#| znaménko A f ve vysetfovaném bodé

(ozna¢me jej napt. C = [xo, }o]). Hledame tedy nésledujici
(Af>c = f(xo +h, yot hz) - f(xo:yo).

Bude-li toto znaménko stejné pro ptirtstky ve sméru osy x i y, jedna se o extrém. Pokud
budou vSechny pftirtstky kladné (zéporné), hovoiime o lokalnim minimu (maximu)

funkce f'v bod¢ C.

Nyni jste tedy vybaveni aparatem, se kterym se miizete vrhnout na to hlavni —

priklady. V dalsi kapitole nejdete vSsechny mozné funkce, od téch nejjednodussich az po

vvvvvv
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I11. Prakticka Cast - sbirka prikladu

Priklady jsou fazeny podle obtiznosti (pokud tedy hledate vyzvu, tak zalistujte na
konec této bakaldiské prace). Na konci se rovnéz nachézeji ,,netradic¢ni ptiklady (jak
jsem jiz zminil v ivodu), na které budete pottebovat trochu vice nez jen postup z minulé

kapitoly.

1. priklad
Naleznéte lokélni extrémy funkce f (x,y) = sin(x)+ sin(y), D,={[x,y]e R’
;x €(0;2m) A ye(0;2m)].

1)  Nutna podminka

g—i::cos(x) g—yzcos(y)
Polozime ob¢ rovnice rovny nule
cos(x)=0 cos(y) =0
“=3
Xy = o Yo = n

2 2

Dostavame &tyfi stacionarni body 4, = {72”25} A, = 3, 3“] A, = [g 3“] ,
A, = 377[;1 )
2°2

2)  Druha derivace

Of _ O f _ o' f _
ey sin(x) 0y sin( y) x0y " 0
3) Hessian
H - —sin (x) 0
det H ‘ 0 —sin(y)
-1 0
detH ,(A4,) = 1
e f( 1) ‘0 _1‘
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det H ,(4,) = ‘0 (1)|— 1
det Hf(A3) = ‘_01 (1)‘ =-1
det H ,(4,) = ‘(1) _01‘ =1

Zavér

%, %] : ostré lokalni maximum,
EL3 3“] . ostré lokdlni minimum,
| 2 2

%,377[] : sedlovy bod,

327[,751 : sedlovy bod.

AN
KON
03 ‘ v‘:égf

LY
LY

3
\\
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2. priklad

Naleznéte viechny lokalni extrémy funkce f(x,y)= x’+)% D,=([x, y] € R*}.

1)  Nutna podminka
of of
=2 AN ===2
ox * oy
2x=0 A 2y=0

x=0 A ypy=0
-
A1=[0;0]

y

Ziskali jsme tedy jeden staciondrni bod 4, ktery budeme dale vySetiovat.

2)  Druha derivace

2 2 2
8]2‘:2 8]2‘:2 o f _0
0x oy 0x0y
3) Hessian
2 0
detHf(Al)=‘0 2‘=4

4) Zavér

A, =10; 0]: ostré lokalni minimum.
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3. priklad

Naleznéte lokélni extrémy u funkce f (x,y)=xy —x + y, D,=([x,y]e R*} .

1) Nutna podminka

Jediny stacionarni bod je 4, = [-1; 1].

2)  Druha derivace

o’ f

8x2:O

3) Hessian

4)  Zavér

A, = [-1; 1]: sedlovy bod.

ﬂ=x+l=0—>x:—1
oy
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4. priklad

Najdéte lokalni extrémy funkce f(x,y)=x-(3 - x’)—)°, D, ={[x,y] €R?.
1)  Nutna podminka

of 2 of
ZJ —12 _ AV—]
P 3—-3x dy y

Dostavame jednoduchou soustavu dvou rovnic o dvou neznamych

3-3x2=0

x ==x1
-2y =0

_) -
-

y=-2

Tedy body podezielé z extrému (stacionarni body) jsou 4; = [1; 0] a4, = [-1; 0].

2)  Druha derivace

7 f

=—6x 62f:_2 azf =0
0 x* oy 0x0y
3) Hessian
detHfz‘_gx _02‘
detHf(Al)z‘ 6 _02‘=12
detHf(Az):‘g _02‘:—12
4)  Zaveér

A, =[1; 0]: ostré lokalni maximum,

A, = [-1; 0]: sedlovy bod.
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S. priklad

Vysetiete lokalni extrémy funkce f(x,y)=x’—3xy +y°, D, =[x, y] € R*}.

1) Nutna podminka

ﬁ:3x2—3y ﬂ=3y2—3x
0x oy
Dostaneme soustavu dvou rovnic
3x7 =3y =0
3" =3x=0

Z prvni rovnice vyjadiime y a ze druhé x

y=x
2
X =y
Nyni dosadime ze druhé rovnice do prvni
4
Yy =7
y'—y=0

vy =1 =0
Tedy dostavame dva koteny y; = 0, y, = 1. Dosazenim téchto do jedné z rovnic soustavy

ziskame x-ové souradnice x; = 0, x, = 1 stacionarnich bodia 4, = [0; 0], 4, =[1; 1].

2)  Druha derivace

2 2 2
64_6)6 af:6y af:_3
0Xx oy

3) Hessian

dertt, =85 23
0 -3
det H ,(4,) =‘_3 0 ‘_—9
6 -3
detHf(Az):‘_3 . ‘_27

<15>



Zavér

4)

A, =1[0; 0]: sedlovy bod,

A> =1, 1]: ostré lokalni minimum.

o

Ll

e,

B

Ly,
£z

.’.:...

S
3
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6. priklad
1
Vysetiete lokalni extrémy nasledujici funkce f (x,y)=y+ ; - 2'1112(X) ,

D,={[x,y]€R*;(x>0) A (y#0)].

1)  Nutna podminka

of 1 of 1
) — 4.2 VS
PoloZime ob¢ rovnice rovny nule
—4-l-ln(x):0
X
1 — Lz =0
y

Po tpravé prvni rovnice ziskame soufadnici x stacionarniho bodu
In(x)=0 - x =1.
Podobné ze druhé rovnice po lehké upravée na tvar
yi=1
dostaneme soufadnici y staciondrniho bodu
Yip==% 1.
Jelikoz kazda z rovnic nahote obsahuje pouze jednu proménnou, tzn. ziskané souradnice
jsou na navzajem nezavislé, musime vysetfit vSechny body, které mohou vzniknout

kombinaci ziskanych soufadnic. Timto ziskdme dva stacionarni body 4, = [1; 1] a 4, =

[1;-1].
2)  Druha derivace

Of _ 4. (L. L 1_4 ) 9f_2 &rf
5 4 x2 ln(x)+x . = (ln(x) 1) 8)/2__)7’ axayzo'

3) Hessian

<17 >



4)  Zavér

A, =[1; 1]: sedlovy bod,

A =[1; —1]: ostré lokdlni maximum.

<18>




7. priklad
Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x,y)=In(xy)+x—y,D, =[x, y]€R’;
(x>0 A y>0) U (x<0 A y<0)].

1)  Nutna podminka
af_ 1, of_ 1,
ox xy oy Xxy

Ob¢ rovnice polozime rovny nule a vytvofime soustavu

1

S+ 1=0 /(- -

Xy (=x) } xy=-1 -5 0
xy

Jelikoz prvni rovnice nespliuje podminky defini¢niho oboru, ziskavdme pouze jediny

stacionarni bod 4, = [1; 1] z rovnice druhé.

2)  Druha derivace

Oy Lo ] O L gy Lo
ox> Y x’ x’y oy> x y? xy?
o f _ 1 L of __ 1
Ox0y Xy Oyox xy

3) Hessian

detH,=| *V %V
s 1 1
S N
xXy.ooxy
-1 -1
cmemle_Jzo

Vidime, ze Hessian vySel roven nule, coz znamend, Ze nemtizeme timto zpisobem roz-

hodnout. Budeme muset vyuzit silu ...
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4) ... definice extrému

Af=flxg+hy, yo+hy) =[x,
Konkrétné pro nas bod 4, =[1; 1] bude

(Af)y=f(1+h  L+hy) = f(1,1)=

[ ((1+A)- (14 Ay))+ 1+ 1] = [In(1) + 1+ 1]=
In(1+ Ay +hy+ hyhy)—2.

Ted’ musime tento vyraz proSetfit
(h=0) A (h,=0) - (Af), =-2
a uz z tohoto vysledku je vidét, ze pti nulovych ptirtstcich 4, s, je ptirustek funkce f
roven — 2. To znamena, ze nas stacionarni bod 4, (¢erveny bod na obrazcich nize) viibec
neleZi na plose funkce f, ale je o 2 jednotky niz (ve sméru osy z). Z toho jasn¢ plyne, ze

bod 4, ani nemlze byt extrémem.

5)  Zavér

Funkce nemé zadny extrém.

<20 >



8. priklad
Vysetiete lokalni extrémy funkce f(x,y)=In(xy) + x + %, D,={[x,y]e R*:
[(x>0)A (y>0) U (x<0) A(y<0)]}.

1)  Nutna podminka

of 1 1 of 1 1 1 1
L= y+l=-+1 L= x+ =+
ox Xxy Y X oy xy YT y 2
Dostavame soustavu
1 +1 =0 - x=-1
RS
1 1
—+ ==0 = -2
y 2 oY
Budeme tedy vySetifovat jeden jediny stacionarni bod 4, = [-1; -2].
2)  Druha derivace
of__1 Of __1 o f _,
ox’ X’ oy’ y 0x0y
3) Hessian
1
det H . =
€ S 1
0 -5
y
-1 0 1

4) Zavér

Ay = [-1; =2]: ostré lokalni maximum

Vsimnéme si jest¢ podobnosti s piikladem ¢. 7, na rozdil od n¢ho tento ma extrém, 1

kdyz se od sebe lis$i jen minimalné.
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9. priklad
Vysetiete lokalni extrémy funkce f(x,y) = (x’+4x)-y + 17,
D,={[x,yle R} .

1)  Nutna podminka

%=(2x+4)-y %=x2+4x+2y
0x oy

Dostavame soustavu dvou rovnic (jako vzdy) o dvou neznamych

(2x+4)-y=0
x2+4x+2y=0

Z prvni rovnice je ziejmé, ze y = 0. Toto je jedno ze dvou feSeni prvni rovnice, ke
druhému se j&sté vratime. Ted’ ale dosadime toto feSeni do druhé rovnice
X +4x =0
x-(x+4)=0
x, =0 A x,=-4
Ci-li z tohoto fedeni vzejdou dva stacionarni body 4, = [0; 0] a A, = [-4; 0]. A nyni zpét
k prvni rovnici. Druhé feSeni bude vypadat takto
2x+4=0 - X, =—2,

Reseni opét dosadime do druhé rovnice

(=2 +4-(-2)+2y=0

2y =4 - y=2.

Dostavame tieti a posledni stacionarni bod 4; = [-2; 2].

2)  Druha derivace

8
\
|
X
~
I
S
R
~
Il
[\
=
+
S

(o))
<
NS
o))
=
o))

3) Hessian

2y 2x +4

det H . =
T 2kt 4 2
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detHf(A1)=|4 2‘——16
0 —4
detHf(A2)=‘_4 2‘ -16
detHf(A3)=‘g g‘_s

4) Zavér

A, =[0; 0]: sedlovy bod,
A =[—4; 0]: sedlovy bod,

As = [-2; 2]: ostré lokalni minimum.

607
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10. priklad
VySetfete lokalni extrémy funkce f (x,y) = i + % +y,D,=([x,y] € R

x#0 A y#0].

1)  Nutna podminka

of _g L 1_ 81 o _cn) e
0 x <oy Xy dy y Y
Obé¢ rovnice poloZime rovny nule

8 1 2
_x72+;:0 /Xy X2:8y

H

—x—2+1=0 /-y2 y2:x

Y
Druhou rovnici dosadime do prvni

Po dosazeni do druhé rovnice dostaneme x = 4. Mame tedy jeden staciondrni bod 4, =

[4; 2], ktery musime vySetfit.

2)  Druha derivace

Pfmmg (-2 L =28 Do o2 2L

3) Hessian

16 1

X

H . =

det H , ! )y

-5 5

ooy

o 1) 1 _1
64 “4|_|4 T4|_1_1_3
etH(4) 0 S B S I B TR TC

4 4
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4) Zavér

Ay = [4; 2]: ostré lokalni minimum.

[ =] (") a

i T T Dol Toivily

[=]

[}
[
peaa g

[#¥]

T e

20

iy

tad =]

=
= =
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11. priklad

Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x,y)=x'—2x" + 3’ =37,
D, =[lx.y] R,

1)  Nutna podminka

OF 43 — 4x 9F _35"— 6y
0x oy
Dostavame soustavu rovnic
4x° —4x =0
3P -6y =0

Prvni rovnici upravime
4x (x> =1)=0
4x - (x—1)-(x+1)=0
atedy x; =0, x, =1, x3 =—1. Ted’ se vrthneme na rovnici ¢islo dva, také ji upravime
3y-(y-2)=0
a tato rovnice plati pro ys; = 0, ys = 2. Dostaneme tedy celkem 6 staciondrnich bodi

A,=10; 0], 4,=1[0; 2], 45 =[1; 0], 4s=[1; 2], 4s=[-1; 0], 4¢=[-1; 2].

2)  Druha derivace

2 2 2
OF 125’ -4 Of —6y-6 OF —o

0x 0y

3) Hessian

12x’—4 0
det H , =
i ‘ 0 6y—6‘
-4 0 -4 0
det H ,(4,) = 0 _6‘_24 detHf(A2)=‘ 0 6 =-24
8 0 8 0
det H ,(A;) = 0 _6‘:—48 detHf.(Aé‘):‘O 5| =48
8 0 8 0
det H ,(4;) = 0 _6‘=—48 detHf(AG):‘O 6| =48
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4)  Zavér

A, =[0; 0]: ostré lokalni maximum,
A, =[0; 2]: sedlovy bod,

As=[1; 0]: sedlovy bod,

As=[1; 2]: ostré lokalni minimum,
As = [-1; 0]: sedlovy bod,

Ag = [-1; 2]: ostré lokalni minimum.
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12. priklad

Najdéte viechny lokélni extrémy funkce f(x,y) =+ % + ~x* — 6 + ~3° +

3 2

+ %yz—ZOy,Df:{x,yEIR},

1)  Nutna podminka

%:x2+x—6 %:yz—i-y—ZO

0x oy

Dostavame soustavu
X +x—-6 =0 - X, =-3, x,=2
Y4+ y—20=0 - yi=-5,y,=4

3

Protoze kazda z rovnic obsahuje jen jednu proménnou, nemame jak zjistit, které x patii

ke kterému y, proto musime zkombinovat kazdy z kazdym. Dostaneme celkem 4

staciondrni body A4, = [-3; —5], 4> =[-3; 4], 45=[2;-5]a As=[2;4].

2)  Druha derivace

2 2
aj;:Zx-l-l aJ:=2y—|-1

0Xx oy

3) Hessian

detHf:‘2x0+l 2y0+1‘
det H ,(A,) = _05 _09‘:45
det H ,(4,) = ‘05 g = 45
det H ,(4,) = 3 _09 — 45
detHf(A4)=‘(5) 01— 45
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4) Zavér

A, =[-3; -5]: ostré lokalni maximum,
A> = [-3; 4]: sedlovy bod,

Az =[2; -5]: sedlovy bod,

As=[2; 4]: ostré lokalni minimum.
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13. priklad

Vysetfete lokalni extrémy u funkce f (x,y) = Vx> + 7, D,={[x,yle R*} .

1)  Nutna podminka

of _ '
oy =

Ayt = 20+ xy %=y‘(x2+y2)=y3+x2y
Dostavame soustavu dvou rovnic

X - (x2 + yz) =0

yo (¥ + ) =0
Obé& rovnice vydélime ¢lenem x? + y? (potom se k nému jes§té vratime) a ziistane nam
dvojice feSeni x = 0 a y = 0. Prvni a vlastné i jediny stacionarni bod je 4, = [0; 0],

protoZe onen ¢len x* + y? = 0 poskytne to samé feSeni.

2)  Druha derivace

of 2, 2 & f 2 o f
=3x"+ =3y + =
5.2 X +y 8y2 y +x 5xdy 2xy
3) Hessian
2 2
det H , = 3x"+y 22xy2
: 2xy 3y "+ x
0 0
detHf(Al)z‘O o‘:O
Vidime, ze Hessian vySel nulovy, neni tedy mozné timto zptisobem rozhodnout o
chovani funkce f'v okoli bodu 4,. Budeme tedy muset pouzit ...
4) ... definici extrému
(A )y = £0+h ,0+h) = £(0,0) = A + i
(Af), =k +h;y o (=0)A(h,=0) = (Af), =0
S (=0)A(,#0) - (Af), >0
< 20 A=0) ~ (Af), >0
< (0 A(R=0) - (AS), >0
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5) Zavér
Vidime, ze pro nenulové ptirtstky 4, h, je ptirtstek funkce A f vzdy kladny. To
znamena, ze v bodé A, nastava ostré lokalni a zaroven i globalni minimum (cozZ je

patrné 1 z nasledujicich obrazk).

A, =[0; 0]: ostré lokalni minimum.
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14. priklad
Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x,y)=1— J (x —2) - i/? ,
D, ={[x,y]€R’.

1)  Nutna podminka

W:Ei((x_z)g) _;‘.(x_z)‘éz_;‘. 1

Oox Ox

of 4 s__4.
5

__4. 1
o0y 577 7 Iy
Obé¢ rovnice polozime rovny nule
4 1
. -0
5 ¥x—2
4.1

—5 0 -0

V obou rovnicich je proménné ve jmenovateli. To znamend, Ze pokud bude jmenovatel
roven nule, rovnice nebude mit v oboru redlnych ¢isel feSeni. V prvni rovnici by tuto
situaci zpusobila proménna x = 2, ve druhé¢ y = 0. Tim dostaneme bod 4, = [2; 0], ve
kterém neni parcidlni derivace prvniho fddu definovani. Ale to neznamend, Ze tam

nebude zadny extrém.

2)  Druha derivace

[=)}

azf:_l.(x_z)_gz_l. 1

ox’ 5 5 \5/()6—2)6

Vidime, ze druha derivace opét ve jmenovateli obsahuje proménnou, tzn. Ze nebude

mozné nas bod 4, do ni dosadit. Podobn¢ na tom budou i zbyvajici parcialni derivace
druhého fadu. Tim padem nebude mozZné sestavit Hessidn a my budeme muset najit jiny

zpuisob jak nas bod 4, vysetiit. Tam kde derivace selhala, ndm pomuze ...

3) ... definice extrému

Af = f(x0+h1 :yo+h2) - f(xod/o)
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Ted’ uz jenom dosadime soufadnice bodu 4;.
(A Sy = f(2+h ,0+h,) = f(2,0) =
1=V +h -2 =Jni—1-J(2-2) =o' =
S = == (4 T
Tento vyraz nyni prosetiime ,,ze vSech stran®, ¢i-li za ptirdstky 4;, h, budeme dosazovat

kladné (41, h, > 0) a zaporné (A, h, < 0) hodnoty a budeme sledovat jak se bude funkce

fchovat. JelikoZ jsou ale ob& proménné 4, h, ve ¢tvrté mocning, bude vyraz
Vni+ s

vzdy kladny, takze staci pouZit /i, h, # 0.

a)  (m=0)A(h,=0) - (Af),=0
b) (A =0)A(h,#0) — (Af), <0
c) (m#0)A(h,=0) — (Af), <0
d)  (h#0)A(h,#0) = (Af), <0

Vidime, Ze ve vSech piipadech — samoziejmé kromé toho, kdy jsou oba pfirtstky nulové
— ma funkce klesajici tendenci. To znamend, ze bod, ktery jsme vySettovali (4,), je

lokélnim maximem funkce f'a od n¢ho ve v§ech smérech funkéni hodnoty klesaji.

4) Zavér

Ay =[2; 0]: ostré lokdlni maximum.

I Al .

AR
ML/%U\'

| —
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15. priklad

SR

Najdgte lokalni extrémy funkee f(x,y)=e’-(x + »°), D, =[x, y]€R’}.
1)  Nutna podminka

ﬂzlez(x—kyz)—kei %—
ox 2

Obé¢ rovnice polozime rovny nule

o=

%ez(x+y2)+e =0

=

2y65=0

=

, .. . , N , y , ¥ N 2
Prvni rovnici vynasobime dvéma a zdroveil na levé strané vytkneme clen €”, druhou

rovnici dvéma podélime a dostaneme

N[ =

e’ (' +x+2)=0

e y=0

Nyni ob¢ rovnice vydélime clenem ¢ a ziskdme
y2 +x+2=0
y=20
Druhou rovnici dosadime do prvni a vyjde ndm x = —2. Méame tedy jeden stacionarni

bod 4, = [-2; 0].

=

Rypalové by mohli namitnout, Ze jsme se nahofe zbavili ¢lenu ei, ktery by mohl
poskytnout dalsi feseni. Vratme se tedy k nému. V obou rovnicich je tento ¢len v

soucinu, ¢i-1i obé rovnice po vydé€leni jeho nasobitelem daji stejny vyraz

Po zlogaritmovani

% In(e)=1n(0)

JelikoZ ale In(0) neexistuje, celd rovnice nema feseni! A tedy o zadny stacionarni bod

jsme se nepiipravili, pokracujme tedy dale.

<35>



2)  Druha derivace

f 1 |13
= —--|—e” -

ox* 2 \2

2 X

aj§=2e2

oy

aZf _ X

axﬁy_ye

3) Hessian

4) Zavér

(x—i-y2)—|-e2 +
detHfz
-1 2
—=4+1
4

A, =[-2; 0]: ostré lokalni minimum.

<36 >

e = L
4
x+y
+ 1
=
yeE
1
0 _| 2e
2¢”! 0




16. priklad
Vysetete lokélni extrémy funkce f (x,y)=y-In(x*+y), D, ={[x,y]€R’;
X+y > 0}

1)  Nutna podminka

Of oy b px= 23y Of —in(x*+y)+ 2
0 x X'ty X'+ oy dy Xty

Dostavame soustavu dvou rovnic o dvou neznamych

2o
x+y
In(x’+y) + 52— =0
x+y
Z prvni rovnice dostaneme
2xy = 0.

Tato rovnost nastava ve dvou ptipadech, kdyz bud’ x = 0 nebo y = 0. Vezmeme postupné

oba ptipady a dosadime je do druhé rovnice, abychom ziskali jejich protéjsky.

x=0: y=0:
lny-l-X:O Inx" =20
y
Iny =-1 Inx’ = 1Inl
y=e x =1
x ==1

Ziskali jsme tedy celkem 3 stacionarni body 4, = [0; €], 4, = [1; 0], 45 = [-1; 0].

2)  Druha derivace

62f:2y-(x2+y)—2xy‘2x:2y2—2x2y

0x’ (xz+y)2 (x2+y)2
>r 1 x°
2 7 2 + 2 2
oy X +y (x +y)
>f . 2x

0y0x  (x*+y)
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3) Hessian

2y’ —2x"y 2x°
2 2 2 2
det H , = (x+3y) (x*+) 2
2Xx 1 L X
(x"+) Xty (FHy)
2 0
detHf(Al)z‘O . =2e
0 2
detHf(A2)=‘2 2‘_—4
detHf(A3)=‘_02 _22‘ —4

4) Zavér

A, = [0; €']: ostré lokalni minimum,
A>=11; 0]: sedlovy bod,

Az =[-1; 0]: sedlovy bod.

N
TR

Y
RS T T T
| mmRRERR L
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17. priklad
Najdéte lokalni extrémy funkce f (x,y) = x"e"” +2ye"”, D,=[[x, y] € R?}.

1)  Nutna podminka

gf=e”-(x2+zy)+ e 2x =" (2x 42y +27)
X

gf:—ex_y~(x2+2y)+ex_y-2:ex_y-(2—2y—x2)
y

Dostavame soustavu dvou rovnic o dvou neznamych

e (2x+2y+x7) =0

e (2-2y—x)=0
Zpusobt jak tuto soustavu vyiesit je nékolik. My to vezmeme tim nejkratSim. Obé rov-
nice vydélime ¢lenem e* ™7 (potom se k nému vratime). Dostaneme podstatné 1épe vy-
hliZejici soustavu

2x+2y+x2

=0
2-2y—-x"=0

Nyni udélame to nejjednodussi co se nabizi, ob¢ rovnice secteme a dostaneme
2x +2=0,
tedy x =—1.
Tuto hodnotu dosadime do jedné rovnice ze soustavy vyse a dostaneme y = —21,
Mame jeden jediny stacionarni bod 4, = [— 1 ﬂ Jeste se ale vratime k nedofeSené Casti

e’ = 0. Tato rovnice ale feSeni nema, protoZe po zlogaritmovani dostaneme

Ine*™” =1In0
Vidime, Ze prava strana rovnice je nefeSitelnd (logaritmus nuly neexistuje).

2)  Druha derivace

2

Zj;:ex_y-(2x+2y+x2)+ex_y-(2x+2):ex_y-(4x+2y+x2+2)
X

2

Zj;z—ex_y-(2—2y—x2)+ex_y-(—2) =" (2y+x*—4)

y

<39 >



52f IS _ . 2 -y (L B
ox0y °© (2-2y—x)+e (-2x)=

3) Hessian

e (4x+2y+x"+2)

det H , =
e f ex—)’,(z_zx_zy_XZ)
_3
0 2e ?
detHf(Al) = 3 B
2e —2e
4)  Zavér

A4, = l_l ; %] sedlovy bod.

[ T T 1 T T T 71 TI,.|.|-|-|-T'|'I"|
| Y L . |
0 -0.5 i 13 5 040 0

» y
x
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18. priklad
Vysettete lokalni extrémy funkce f(x,y)=(2x*—3?)- e
D,=([x,y]e R*}.

1)  Nutna podminka

Of — 4xe 7 4 (2x* +3y7) (=2x)-e "

—¢ "V (4x—4x —6x)°)
ox

§/L:6yefytkpx2+3yam—zyyex2f:exzf«6y—4x?v—6yﬂ
Yy

Dostaneme soustavu dvou rovnic
e (4x—4x’ —6xy’)=0
e_xz_yz-(6y —4x’y—6)’)=0
Obé rovnice vydélime ¢lenem e~ (pozdéji se k nému vratime) a ziskame soustavu
4x—4x —6xy"=0 (1)
6y—4x2y—6y3=0 (2)
Nyni z prvni rovnice vytkneme x, ze druhé y a obé rovnice vydélime dvéma
x-(2=2x"=3)")=0
y-(3=2x"=33)=0
Z obou rovnic ziskavame x = 0 a y = 0 a ob¢ rovnice témito Cleny pred zavorkou

vydélime, dostadvame

2-2x"=3y"=0 (3)

3-2x"=3)’=0 4)
Ted’ ze (4) vytkneme x

_]3=3)
A
a dosadime do (3)
2
2—2-3_;y-3ﬁ:0

Po tpravé

2-3+43y°=3y"=0

Dostavame vztah —1 = 0, coz samoziejmé neni pravda, tedy tato rovnice nema feseni.
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Zkusime tedy vzit feSeni x = 0 a dosadit do (2).
6y°’=6y —»y==I1
No vida a madme prvni dva staciondrni body 4, = [0; 1], 4, = [0; —1]. Ted’ vezmeme
feSeni y = 0 a dosadime do (1).
4 =4x > x==*1
Dalsi dva stacionarni body jsou na svét€¢ — 4; = [1; 0], A4 =[—1; 0]. A poslednim pode-

zielym bodem bude 45 = [0; 0], protoZe vyhovuje obéma rovnicim (1), (2).

2)  Druha derivace

2 2 2
O = 2xe A -4 = 6y (4 12 677 =
X

= e (22007 + 8xt + 12277 + 4 — 6)7)

2 2 2 2 2
= e (23012 + 1200 + 82792 + 6 — 4 %)

o’ f
0x0y

= —2xefx27y2-(6y —4x’y—6)°) + efx27y2~(—8xy) =

—e ™ (=20xy +8x° y + 12x)°)

3) Hessian

2
e 0 24
detHf(Al) = © 1 =3

0 e—~(—30+12+6) N
- 0 24
0 g-(—30+12+6) c

1

g-(—20+4+8) 0 16

0 ;(6 —4) ¢
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el-(—20+4+ 8§ 0

4) Zavér

A, =[0; 1]: ostré lokalni maximum,
A> =[0; —1]: ostré lokalni maximum,
As=11; 0]: sedlovy bod,

As=[-1; 0]: sedlovy bod,

As =[0; 0]: ostré lokalni minimum.

:Il\ \\
\x; rf'n\\\\‘ A

l“\l\ \\"»‘.‘.‘%.'.-.
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19. priklad

2

X4y

Naleznéte lokélni extrémy funkce f (x,y)=x-y-e > ,D,={[x,y]€R’}.

1)  Nutna podminka

2

_xX+y’ _x+y’ _x'+y’
ﬂ:y(e 2 + x-e 2 (_é)zx):ye 2 .(l_xz)

2 2

of _x+y’ _xl+y’ 1 _xl+y’ ,
L=x(e * +ye 2 f—2|2y)=x-e * (1=))
oy 2
Dostavame soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, ktera na prvni pohled nevypada
uplné jednoduse

Xy

y-e (1-x°)=0
x'+y?

Ale jelikoz vyraz

nemuze byt roven nule, miizeme ob¢ rovnice timto vyrazem vyd¢lit. Tim se nam feSeni

znacné zjednodussi

y-(1-x%) =0
x-(1=)) =0
Z prvni rovnice dostaneme tyto feseni
yp=0,x,;==*1

No a kdyz postupné kazdé z téchto feSeni dosadime do druhé rovnice dostaneme
x,=0,y,;,==%1
A tedy mame celkem 5 stacionarnich bodi k prosetfeni. Jsou to tyto: 4, = [0; 0],

A =[11],45=[1;-1], 4s = [-1; 1], 45 = [-1; -1].

2)  Druha derivace
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3) Hessian

detHf(Al)z‘(l) (1)
det H ,(4,) = _Zoe_l _206_1 —4¢?, detH
detHf(A4): 28_] 2(;1 =47, det H
4) Zavér

A, =[0; 0]: sedlovy bod,

A>=[1; 1]: ostré lokalni maximum,
As=[1; —1]: ostré lokalni minimum,
As=[-1; 1]: ostré lokalni minimum,

As = [-1; —1]: ostré lokalni maximum.

-
2¢" 0 -2
f(AS): 0 26! 4e”,
—2¢! 0
f(AS) = 0 I 4¢”
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-0.27

-0.37
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20. priklad
Vy3ettete lokélni extrémy funkee f(x,y)=x>-y*, D,=[[x, y] € R*}.

1)  Nutna podminka

of 2 of 2
) R )
0x Y o oy o Y
Dostaneme soustavu
Y 2x=0
2y-x'=0

Vsimnéme si, Zze ob& rovnice maji feSeni, kdyz bud’ y = 0, pak mize x byt jakékoliv
nebo x = 0 a y jakékoliv, tedy dostdvame stacionarni ptimky 4, = [x, 0], 4, = [0, y]. Z

téchto dvou vyjmeme zvlast’ jejich prisecik 45 = [0; 0].

2)  Druha derivace

3) Hessian
ity =| 32, 5
det H ,(4,) = 8 2(;2 —0
det H ,(4,) = 20yz 8 )
detHf(A3)=‘8 8‘=0

Vidime, Ze Hessian v A, A> vySel nulovy, tzn. Zze nemiZeme rozhodnout o extrémnosti

touto cestou a ptimky 4,, 4, budeme muset vySettit pomoci ...

4) ... definice extrémiu

Cili budeme zkoumat znaménko A f pro velmi malé piiristky | 4 | . Je-li toto znaménko

stale stejné, jedna se o extrém.
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Obecné tedy pouzijeme piedpis
Af = f<x0+h1 ’y0+h2) - f(xo,J’o>

kde A1, h, jsou pravé ony malé piirastky | 7 | .

Pro A, bude tedy platit

(A f)A, = f(x+h1 ,hz) - f(x,()) = (X+h1)2'h§—x2-02 =
= (+2h, x+h)hs = WX +2h hyx+hi b

Pro mala | / | rozhoduje o velikosti A f nejnizsi mocnina A, (kdyz napt. 4 = 0,01, pak
h* = 0,0001, #* = 0,000001, atd.), proto znaménko A f bude urCovat vyraz (Pragerova
[4], str. 523)

(Af) =i s (k=0 Al=0) — (Af), >0
X (x%0)AR=0) ~ (Af), =0

TudiZ 4, (celé osa x) je neostré lokalni minimum. Ke stejnému zaveru dospéjeme 1 u 4>

(celd osa y), jelikoz

(A f)A2 = f(hl ,y+h2> - f(O:y) = h%~(y+h2)2—02-y2 =
= h (¥ +2h, y+h) = B Y +2h by y+hih

Velikost A f bude opét urcovat nejmensi mocnina 44y , tedy v tomto piipadé ¢len

(A f)Az = h%yz LI > (y¢0>/\(h1¢0) - (Af)A2> 0
A (y;ﬁ())/\(hlz()) - (Af)AZZ 0

Znovu vidime, Ze (A f), > 0,z &ehoZ plyne, Ze 4, je neostré lokalni minimum.

Ted jeste zbyva vysettit bod A3 = [0; 0]. TuSime, protoze se jednd o prisecik dvou
neostrych minim, Ze bod 4; bude rovnéz neostré minimum. Pojd’'me to zjistit.

(Af)/g = f(0+h1 ,O+h2) - f(O’O) = h?h;

- (h,=0)A(hy=0) — (Af),=0
oy (m#E0)A(=0) > (Af), =0 S
(A =hiny e (=0)A(R#0) o (A ), =0
IR (h];é())/\(hz;ﬁO) - (Af)A3>0 gcrill);c)n}"
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Jak je vidét, ve smérech os x a y (tedy naSich 4, a 4,) jsou pfiristky nulové, ale v
obecném sméru funk¢ni hodnota nartsta. To znamena, ze v bod€ 43 se nachazi neostré

lokalni minimum.
5) Zavér
A, = [x; 0]: neostré lokalni minimum,

A> = [0; y]: neostré lokalni minimum,

A3 =[0; 0]:neostré lokalni minimum.
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21. priklad

Naleznéte lokdlni extrémy funkce f (x,y)= x>+ y*, D,={[x, y] € R?}.

1) Nutna podminka

of 2 2 of 3
——=3 =2
0x r oy ry
Dostaneme soustavu rovnic
3x°- 17 =0
2x°- y=0

Obé rovnice maji feSeni, kdyZ bud’ y = 0, pak mize x byt jakékoliv nebo x = 0 a y

jakékoliv, tedy dostavame stacionarni ptimky 4; = [x, 0], 4, = [0, y].

2)  Druha derivace

gzxfz =6xy2 gzy]: =2x Gangy =6x2y
3) Hessian

et = |8 )

det H ,(4,) = g 2(13 — 0

detHf(Az):‘g 8‘=0

Hessidn v A4, 4, vySel nulovy, tzn., Ze nelze timto zptisobem rozhoudnout o extrémnosti

a budeme muset k vySetfovani pouzit ...

4) ... definici extrému

Cili budeme zkoumat znaménko A f pro velmi mala | 4 | . Je-li toto znaménko stale

stejné, jedna se o extrém.

Af = f(xo+h1 ’yo'*'hz) - f(xo,J’o>
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A

A = x+h ,h,) — x,0)=(x+h - x 0t =
(A Sy = flx+h ) = f(x,0) = (x+h) k)
= (A3 A3 AR) R = X ha+3x h B +3 x kb + k) h

mocnina A/ To je v tomto piipadé ¢len x° /5. Miizeme si piedstavit, jakoby v ném ¢len

hy mél nultou mocninu (A9).

(A f)y = %" ST > (x>0)A(h,#0) — (A f), >0
U (k2 0)Al=0) - (Af), =0

A (x <0)A(h,#0) = (A f), <0

O (x<0)AlR=0) - (Af),=0

Tudiz kladna poloosa x (x > 0) je neostré lokalni minimum, zdporna poloosa x (x < 0) je
neostré lokalni maximum. Jelikoz v okoli pocatku [0; 0] se méni znaménko A £, proto v

tomto bodé extrém nenastava.

Ao
(A S, = (b y+h) = (0, ) = h-(y+h)=0")" =
=y +2h h, y+h I
(A f)y, = hy I > (y#0)A(h>0) = (Af),>0
T (y#0)A(h<0) = (Af), <0

Tedy v libovolné malém okoli osy y (4,) méni A f znaménko, a proto v 4, extrém

nenastava.

5)  Zavér

A, = [x; 0]: pro x > 0 je neostré lokalni minimum,
pro x < 0 je neostré lokalni maximum,
v bod¢ [0, 0] extrém nenastava,

A, =[0; y]: neni extrém.
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22. priklad
Najdéte lokalni extrémy funkce £ (x, y) = Vx* + »* -sin(x* + y°),
D, ={lx.yleR).

1)  Nutna podminka

L
gj;zbc-;-(xz-i-yz) 2osin(x® 4+ y?) + Vx® 4+ y7 2x - cos(x’ + y7) =

. 2 2
~—Sm7()2€ +J;)+2x-\/x2+y2 ~cos(x2+y2)
\/x +y

Parcialni derivaci podle proménné y muzeme diky symetrii v proménnych ziskat z

piedchoziho vztahu pouhou zdménou symboll x a y.

of _ sin(x* + y7)

y +2y-\/x2+yz-cosx2+y2
0y Vi +y° ( )

Obé rovnice poloZime rovny nule a dostaneme soustavu rovnic

) sin(x2 + yz)
\/x2 + y2

. 2 2
y SV o 5 cos(x 4 37) = 0

V obou rovnicich upravime levou stranu na spole¢ny jmenovatel

—|—2x-\/x2-i-y2 ~cos(x*+ ') =0

x-sin(x’ + y)+2x-(x*+ ) cos(x’ + )
\/2 2
x +y

=0

y-sin(x’+ y)+2y- (x> +y* ) cos(x’ + y7)

2 2 :0
X +y

Nyni ob¢ rovnice jmenovatelem bez meskani vynasobime a rovnou v Citateli vytkneme

z prvni rovnice x, ze druhé y a ziskame
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Ted je zfejmé, Ze kdyZ obé rovnice vydélime &lenem sin(x? + y2) + ... , ziistane nam
x=0ay=0. Atedy jeden stacionarni bod je 4, = [0; 0].
Nyni opacny piipad, kdy obé rovnice vyd€lime ¢lenem pied zavorkou a zlstanou

nam dvé identické rovnice
sin(x* + ) +2 - (x> + 37 ) -cos(x* + y7) =0

Jednd se o transcendentni rovnici, kterou nemizeme vyjadfit nebo upravit pomoci
elementarnich funkci. Pomiizeme si tedy jinak, a to pomoci substituce. V nasem piipadé

budeme substituovat ¢len x* + y* proménnou w.
sin(w) + 2w - cos(w) =0 (1)

Ani tuto rovnici vSak analyticky vyfeSit nedokdZeme, nicméné alespont jsme ze dvou

proménnych (x , ) udélali jednu (w). Ted’ z této rovnice na okamzik udélame funkci
g(w)=sin(w)+ 2w - cos(w) ()

a vyuzijeme napft. program GeoGebra, Maple, Graph nebo kterykoliv jiny volné dostup-

ny graficky software a ,,nakreslime* si funkci g(w) — viz dalsi stranu.

= Bod

----- & O={0,0)

..... 3 P, =1(-11.04083, 0}
..... 3 P_=1(-1.91705, 0)

1
2
..... 5 P,=(4.81584,0)
..... 5 P,=(1.8366,0)

..... 5 P, =(1.8366,0)

..... 5 P.=(4.81584,0)
..... 5 P.=(7.91705,0)
..... 5 P, =(11.04083,0)

= Funkce
vl f{x) = sin(x) 4+ 2x cos(x)

Poznamka : V seznamu vySe vyznacena funkce f(x) je nase g(w). Program GeoGebra

pracuje pouze s proménnymi x , y.
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Na obrazku vyse vyznacené body P, — P; jsou pravé body vyhovujici nasi rovnici (1).

Na dal$im obrazku je vidét, ze téchto bodi bude nekone¢né mnoho.

| |
ﬂ .
.
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Je tedy jasné, Zze vysSetfit vSechny tyto body by bylo nemozné. Ono to ani nebude

zapotiebi. Pro zacatek vyuzijeme body Ps, P a uvidime.

2)  Druha derivace

2 2 \-L 2 \-3
2x{=cos(x2+y2)-2x 1+i:f2 2+sin(x2+y2)~(—; : 1+i:7 2-)/2~
2\.3
(—2)-x7+2 -—% 1»+§5 2oy (=2)- X7 cos (X + Y +

1+ y—)_lz 2x - (—sin(x2 + yz)) =

_ 2x- (cos(x2 + yz) - sin(x2 + yz)) ' sin(x2 + yz) + 2cos(x2 + yz)
R A A

= SRS -2
\/ler2 \/
X

Parcidlni derivaci druhého taddu podle proménné y ziskdme opét pouhou zaménou

2 \3

y
1+ %

X

proménnych x a y, podobné¢ jako tomu bylo u derivaci prvniho fadu (viz str. 53).

517 -, 3
Y \/1+x2 Y
y

o' f _ 2y- (Cos(x2 + yz) — sin(x2 + yz)) X ' sin(x2 + yz) + 2(:0s(x2 + yz)
2\3

1+ X

2
y

SmiSené derivace ani nema cenu dopocitavat, vidime totiZ, Ze v bod¢é 4, nejsou parciani
derivace druhého fadu definovany, tudiz neptijde sestavit Hessian. Budeme tedy muset

pouzit jiny nastroj, a to ...

3) ... definici exrému
Af= f(xo +hy, yt hz) - f(xo:yo)
Pro nas konkrétni ptipad (tedy bod 4,) to bude vypadat takto

(Af)A1 = f(xo+ hy, v+ hz) - f(xo’yo) =
=f(0+h,,0+h)— f(0,0)=
=0+ h) +(0+h,) -sin((0+h )+ (0+h,)*) =0 -sin(0) =

=\h + h3 -sin(h] + 1).
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Vidime, Ze vyraz h; + h; bude vzdy kladny, nehledé na to, jestli za piirastky 4.,
dosadime kladné nebo zaporné hodnoty. Sta¢i nam tedy prosetfit piipady, kdy #, # 0 a
h, # 0. Mohlo by se zdat, Zze hodnota funkce sinus ve vyraze bude zaviset na velikosti
jejiho argumentu (to je sice pravda), ale uvédomme si, ze zde proménné 4, h, zastupuji

nekoneéné malé piirastky.

Pro bod A4, tedy vysetiujeme:

a)  (h=0)A(h,=0) - (A[f),=0
b) (i #0)A(hy=0) = (Af),>0
©) (h=0)A(h#0) = (Af),>0
) (m#0)A(h,#0) — (Af),>0

Pro vSechny pfirtistky nenulové funkéni hodnota roste ve vSech smérech, a tedy v bodé
A, nastava ostré lokalni minimum.

Nyni zpét k naSim bodim Ps, Pe. JelikoZ jsou to koteny funkce g(w), kterd vznikla
substituci, musime se ted’ k této substituci vratit (nas totiz nezajima promeénnd w, ale

nase puvodni proménné x , y).
2 2
w=x +y

Proved’'me tedy zp&tnou substituci pro oba body Ps, Ps (pro souradnice bodt viz str. 54).

P,: g(1,8366) =0 — Ks:x +y’=1,8366
P.: g(481584) =0 — K¢:x +y =4281584

Vidime, Ze stacionarni body Ks, K¢ jsou vlastné stacionarni kruznice o polomérech
rs=1,8366 ~1,3552, r, = V4,81584 ~ 2,1945.

Zatnéme vysetfovat postupné body Ks a K, tak, jako jsme to provedli s bodem 4;.
Je jasné, ze t¢zko budeme vysetfovat obecné celou kruznici, a proto zvolime na kruznici

bod a ten pak vySetiime.

KS:y:¢1,8366—x2 = x 1,3552;y=0 — A5:[1,3552;0]
Ke:y=1481584—x — x=+21945;y=0 — A, =[2,1945;0]

Zvolili jsme si hodnotu x takovou, Ze y da nulovou hodnotu. Také je vidét, Ze hodnoty x

vySly dvé (kladna a zaporna), ale protoZze nam staci jen jeden bod, vyuZzijeme tu kladnou
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pro snazsi vypodet. Mame dva stacionarni body 4s =[1,3552;0], 4, = [2,1945;0].

Pomiizeme si opét graficky a to tak, Ze udélame fez rovinou y = 0. Pfipomenime, jak

vypadé rovnice nasi funkce

flx,y)= sz—i-y2 -sin(x2+y2)
Rovnici y = 0 ted’ do ni dosadime a dostaneme funkci
f(x,0)=vx>+0 -sin(x*+ 0)
f(x)=1x|sin(x*)

Tuto funkci opét snadno ,nakreslime™ pomoci matematického software (tentokrat

pouzijeme voln¢ dostupny program Graph).

flxabs(x)*sn(x"2)

fix)==

fixl=-x

Toto je fez nasi funkci (na obrazku vodorovna osa x, svislé z). Legenda k obrazku:
® bodA4, =[0; 0] — ostré lokalni minimum
® bodA4s=11,3552; 0] — neostré lokalni maximum

® bodd4s=1[2,1945; 0] — neostré lokalni minimum
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Jisté také stoji za povSimnuti, ze fez nasi funkci je ,,chycen* mezi funkcemi f{x) =x a
fix) =—x. Bod 45 je jeden z ,,mnoha* bodii lezicich na kruznici K5, proto je tento extrém
neostry. Tedy pro uptfesnéni: celd kruznice Ks je neostré lokdlni maximum, stejné tak K
je neostré lokdlni minimum. Z obrazku je patrné, Ze dalsi bude nasledovat opét
maximum, za nim minimum a tak dale. Téchto neostrych lokalnich extrémii bude
nekonecn¢ mnoho.

Z nésledujicich obrazkii snad bude vidét, jak naSe funkce flx,y) vypadd ve

skuteénosti.

Poznamka : Barevné znaceni bodl na téchto obrdzcich koresponduje se znafenim na

obrazku fezu ze strany 58.
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23. priklad

Cislo 24 rozlozte na soudet tii kladnych &isel tak, aby jejich sou¢in byl co nejvétsi.

Nase tfi ¢isla si oznacime x, y, z. A sestavime rovnici funkce f{x, y) podle zadéani piikla-

du. Soucet tfi kladnych ¢isel ma dat ¢islo 24:

2d=x+y+:z (1)
A jejich soucin ma byt co nejvetsi
x-y-z=MAX (2)
Rovnici (1) upravime
z=24—x—y 3)
a dosadime do (2)
x-y-(24 —x—y)=MAX. 4)

Ted’ uz jen rovnici (4) piepiSeme jako funkci

flx,p)=x-y-(24-x-y) (5)
Podle rovnice (4) ma byt tato funkce maximalni. V tomto ptfipadé tedy hleddme globalni
maximum. Od lokalniho se lisi tim, Ze do naSeho vySetfovaciho procesu musime
zahrnout i hrani¢ni oblasti defini¢niho oboru. D, = {[x,y]€ R3], hrani¢ni oblasti
proto budou + oo a 0, v nich extrémy nastat mohou (musime spocitat limity v nekone¢nu
a funk¢ni hodnoty v nule a porovnat je s funkénimi hodnotami v podezielych bodech).

Ted’ uz ptijde na fadu standardni postup tak, jak jej zname.

1)  Nutna podminka

%224y—2xy—y2 %224x—2xy—x2
ox 0x

Resime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych

24y —2xy—y"=0
24x —2xy—x"=0

Nejdfive ale mizeme provést upravu, kterd nam feSeni znacné zjednodusi

y-(24-2x—-y)=0
x-(24-2y—x)=0

Nyni obé rovnice vytknutymi ¢leny vydélime. Nemusime se bat, ze bychom pfisli o

jedno feSeni x = 0 a y = 0. V zadani stoji, Ze vSechna tii ¢isla x, y, z maji byt kladna a
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jejich soucin maximalni. Pokud by tedy jedno z téchto ¢isel bylo nulové i jejich soucin
bude nulovy. A to nechceme. Po upravé dostaneme soustavu linearnich rovnic
24 -2x—y=0
24 —x—-2y=0
Druhou rovnici vynasobime —2 a rovnice secteme
3y =24 =0 - y = 8.
Toto feSeni dosadime do prvni rovnice a dostaneme x = 8.

Reseni je tedy pouze jedno: {x=8, y=8} — 4, =[8; 8] (stacionarni bod).

2)  Druha derivace

-2y 24-2x-2y
det H , =
@y ‘24—2x—2y —2x ‘
~16 -8
det H ,(A4,) = — 192
etH(4) ‘—8 —16‘

4)  Zavér

A, = [8; 8]: ostré lokalni maximum — tzn., Ze ¢isla x = 8 a y = 8 jsou hodnoty, ve

kterych funkce f'(x, y) nabyva nejvétsi hodnoty. Tu snadno dopocitame

8-8-(24 —8—-8)=2¢8 =2 =512
Nakonec z rovnice (3) dopocitame tieti hledané &islo z = 8. Ci-li nase tii hledana &isla
jsoux=8,y=8,z=28.
ProtoZe jsme ale hledali globalni maximum a dosud vime, Ze 4, je pouze lokaln,
musime vypocitat ony limity (jak je zminovano na ptedchozi strance) v hrani¢nich

oblastech, abychom zjistili, jestli je zdroveini extrémem globalnim.

oy im flx,y)= L dim ey (24 — x — y) = (+00) - (+0) - [24 — (+00) —
(00) = (420) - (00) - (40) [ 2 1 =1] = (0] - (-2) = <0
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lim  f(x,y)= lim x-p-(24—x—p)=x, (+») [24 —x,—(+)] =
(x,5) = (x,,+) (x, )= (x,,+)
= (+oo) -(—oo) = —0o0

lim f(x,y)z lim x-y-(24—x—y)=(+oo)-y0~[24 —(+oo)—y0]=
(x,5) = (+e0, %) (x,5) = (+o0,3,)
= (-I—oo) ~(—oo) =—
flx,00=0,  f(0,y)=0, f(8,8)=512.
Nejvétsi z téchto funkénich hodnot a limit je 512. Globalni maximum na intervalu (0; +

o) je tedy skute¢né v bodé¢ [8; 8].

A, = [8; 8] je zaroven lokdlnim i globalnim ostrym maximem funkce f a tedy naSe tfi

hledana ¢isla jsoux=8,y=8.z=8.
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24. priklad
Urcete rozméry pravouhlé vodni nadrze tvaru kvadru o objemu 32 m’ tak, aby dno

a stény mély dohromady co nejmensi povrch.

Rozméry nadrze si ozna¢ime a, b, c.
Objem kvadruje V' = a-b-c.

Ze zadani prikladu plyne a-b-c = 32,
po upraveé dostaneme ¢ = 7
Pro povrch dna a stén bude platit S =a b+2 c¢-(a +b).

Kdyz nyni rovnici ¢ = 3—2b dosadime do rovnice pro
a

povrch dna a stén, dostaneme rovnici o dvou proménnych.

_ 64
S(a,b) ab+ab (a+b)
Po roznasobeni
64 64
= + == + =
S(a,b)=ab p 5

A nyni uz mame vse ptipraveno na nas klasicky postup. Upozornéme zde jesté na to, ze
hledame globalni minimum funkce S (a , b), protoZze chceme co nejmensi povrch.
Rozdil mezi lokdlnim a globdlnim extrémem je pouze ten, Ze pii hledani globalniho
extrému funkce musime zahrnout i ,hranice* definiéniho oboru a jejich limity popf.
funk¢ni hodnoty porovnat s hodnotami ve stac. bodech. Tzn. ze budeme muset vypocitat
limitu v krajnich bodech defini¢niho oboru.

Jesté bychom meéli urcit defini¢ni obor funkce. Z rovnice vySe je vidno, Ze a, b
nesmi byt nulové. Déle je ziejmé, Ze ob& promeénné nesmi byt zaporné, jelikoz zastupuji

délkovou miru (rozmér). Tedy defini¢ni obor bude vypadat takto:

Ds=la,beR*;a>0 A b>0]
1)  Nutna podminka

Jako vzdy spocitdme nejdiive parcialni derivace prvniho tadu.
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s _, 64 s _ 64
oa az ob b2

Dostavame, jako uz tradi¢né, soustavu dvou rovnic o dvou neznamych.

b— 2 =0

Obé rovnice jesté upravime
2
ab =64
2
ab” = 64
Nyni naptiklad ze druhé rovnice vyjadiime proménnou a, dosadime ji do prvni rovnice

a dostaneme

2
4 h_64 - =64

b4
Z toho vyplyva, ze b = 4. Nyni jesté z prvni rovnice dopocitdme proménnou a. Dosta-

neme

) _ 64

1 > a=432 -5 a=z+4,

a

Zaporny vysledek nas ale nezajima, protoze proménna a zastupuje délkovou miru ¢i-li
a € (0;+o). Proto a = 4.

Dostavame tedy staciondrni bod 4, = [4; 4].

2)  Druha derivace

o'S _ 128 oS 128 'S
oa’ a ob b’ 0adb

3) Hessian

128
@
det H , =
s
P18
b
2 1
detHf(Al)=‘l 2‘ 3
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Bod A4, je tedy lokalnim minimem, ale je i globalnim? O tom se ptesvéd¢ime

vypoctenim limit v krajnich bodech defini¢niho oboru (0 a + «).

lim  S(a,b)= lim ab+ 2+ g 00+ 4%y
(a,b)— (a, 07) (a,b) = (a,,0") a b 4y 0

lim  S(a,b)= lim ab+*+ %07 p,+ 00y
(a,b) = (07,b,) (a.b) = (0", by) a b 0 by

. . 64 64 64 64

lim Sla,b)= lim ab+ —+ —=(+w0) (+0)+ — + — =+
(a,b) = (400, +o0) (a,b) (a,b) = (00, +o0) a b (+0) - (+o0) +oo -+

. . 64 64 64 64

lim S{a,b)= lim b+ —+-—=a, (+0)+ —+ — =+
(a,5) - (ay, +0) (a.5) (a5) = (e s) a b0 (+00) a, T®

. . 64 64 64 64

lim Sla,b) = lim ab+ —+ —=(+w0)- b, + — + +
(a.5) > (+.b,) (a.5) (a,5) — (+0., a b (o) b+ 5 b,
S(4,4)=4-4+6f+€j:48

Nejmensi hodnota je 48. Tedy v bod¢ [4; 4] leZi globdlni minimum funkce S. A konec

koncii je to vidét i z obrazku dole.
4) Zavér
A, = [4; 4]: ostré lokalni 1 globalni minimum.

Nyni jesté z rovnice pro objem dopocitame treti rozmér ¢ = 2.

Dospéli jsme tedy k zavéru, ze pii rozmérech nadrze 4x4x2 m bude jeji povrch

nejmensi. Tedy napf. na jeji vyrobu se spotfebuje co nejmensi mozné mnozstvi

materialu.
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