
VYSOKÉ UČENI TECHNICKE V BRNE 
BRNO UNIVERSITY OF T E C H N O L O G Y 

FAKULTA INFORMAČNÍCH TECHNOLOGIÍ 
ÚSTAV INTELIGENTNÍCH SYSTÉMŮ 

FACULTY OF INFORMATION T E C H N O L O G Y 

DEPARTMENT O F INTELLIGENT S Y S T E M S 

ADJUNGOVANÉ SOUSTAVY DIFERENCIÁLNÍCH ROVNIC 

DIPLOMOVÁ PRÁCE 
MASTER'S THESIS 

AUTOR PRÁCE KAREL KMENTA 
AUTHOR 

BRNO 2007 



VYSOKÉ UČENI TECHNICKE V BRNE 
BRNO UNIVERSITY OF T E C H N O L O G Y 

FAKULTA INFORMAČNÍCH TECHNOLOGII 
ÚSTAV INTELIGENTNÍCH SYSTÉMŮ 

FACULTY O F INFORMATION T E C H N O L O G Y 

DEPARTMENT O F INTELLIGENT S Y S T E M S 

ADJUNGOVANE SOUSTAVY DIFERENCIÁLNÍCH ROVNIC 
THESIS TITLE 

DIPLOMOVÁ PRACE 
MASTER'S THESIS 

AUTOR PRACE 
AUTHOR 

VEDOUCÍ PRÁCE 
SUPERVISOR 

KAREL KMENTA 

Doc.lng. JIŘÍ KUNOVSKÝ, CSc. 

BRNO 2007 



Abstrakt 
Tento projekt se z a b ý v á ř e šen ím diferenciálních rovnic. C í lem je na léz t v h o d n ý algoritmus 
t ransformuj íc í d i ferenciální rovnice vyšších ř á d ů s časově p r o m ě n n ý m i koeficienty na ekviva
l en tn í soustavy diferenciálních rovnic 1. ř á d u , n á s l e d n ě pak ověři t jeho funkčnost pro rovnice 
obsahuj íc í u m o c n ě n é gon iomet r i cké funkce a nakonec tento algoritmus naimplementovat. 
D ů v o d e m pro tuto transformaci je požadavek , řeši t tyto diferenciální rovnice programem 
T K S L (Taylor K u n o v s k ý simulation language). 

Klíčová slova 
Diferenciální rovnice, Taylorova ř a d a , n e s t a c i o n á r n í sys témy, ad jungované koeficienty, časově 
p r o m ě n n é koeficienty, o p e r á t o r o v ý poče t , b inomická vě ta , invertor, s u m a č n í invertor, inver-
tuj íc í s u m a č n í i n t eg rá to r , dělička, násobička , T K S L . 

Abstract 
This project deals w i th solving of differential equations. The a im is find the correct algo
r i thm transforming differential equations of higher order w i th t ime variable coefficients to 
equivalent systems of differential equations of first order. Subsequently verify its function
ality for equations containing the involut ion goniometrical functions and finally implement 
this algori thm. The reason for this transformation is requirement to solve these differential 
equations by programme T K S L (Taylor Kunovsky simulat ion language). 

Keywords 
Differential equations, Taylor series, nonstationary systems, adjoint coefficients, t ime vari
able coefficients, operator calculus, b inomia l theorem, invertor, summing invertor, invert 
summing integrator, mult ipl ier , divider, T K S L . 
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Kapitola 1 

Úvod 

Tato p r á c e č t e n á ř e na ú v o d informuje o p ř íč inách vzn iku p o ž a d a v k u pro p ř e v o d difer
enciálních rovnic vyšších ř á d ů s časově p r o m ě n n ý m i koeficienty na ekv iva len tn í soustavy 
diferenciálních rovnic 1. ř á d u . Dá le je shrnut současný stav v y k o n a n ý c h p rac í . Nás lednuj íc í 
kapitola u v á d í č t e n á ř e do problematiky, kde se dozv í z á k l a d n í informace o diferenciálních 
rovnicích. Konkré tně j i , j edno t l i vé podkapi toly hovoř í o tom, j a k ý tvar m á obecná difer
enciální rovnice n-tého řádu a jak j i lze p řevés t na tvar operátorový, dá le je uvedeno 
několik slov o Taylorově řadě, nestacionárních systémech, adjungovaných koeficientech a 
v nepos l edn í ř a d ě u v á d í operace a s chémat i cké značky zák ladn ích p r v k ů l ineárn ích s y s t é m ů 
(invertor, s u m a č n í invertor, inver tuj íc í s u m a č n í i n t eg rá to r , děl ička a násob ička konstant 
či časově závis lých funkcí) , jež jsou v da lš í kapitole využ i t y pro v ý p o č e t diferenciálních 
rovnic. K a p i t o l a Metody řešení diferenciálních rovnic obsahuje několik r ů z n ý c h metod 
řešících diferenciální rovnice, z nichž byly n á s l e d n ě v a b r á n y metody (4.10.1) a (4.10.2) 
pro n a v r ž e n í výs l edného algori tmu. V podkapitole Aplikace Fourierovy řady je ově řena ko
rektnost v ý p o č t u (pro metodu využívaj íc í s chéma) diferenciálních rovnic obsahuj íc ích gonio
metrickou funkci s mocninou vyšš í než 2. K a p i t o l a Simulační jazyk TKSL p o d á v á z á k l a d n í 
informace o tom, co v l a s t n ě je program T K S L , jak zapsat di ferenciální rovnici , aby byla po
moc í něj řeš i t e lná a nakonec je z m í n ě n o p á r slov k vyv í j enému T K S L / C . V n á s l e d n á kapitole 
se hovoř í o postupu, jež vedl k na lezen í v h o d n é metodiky p ř e v o d u , dá le odhaluje s a m o t n ý 
algoritmus, u v á d í z á k l a d n í informace týkaj íc í se p ros t ř ed í , v n ě m ž b y l výs l edný algorit
mus n a p r o g r a m o v á n , a na závěr je výs l edný program p ř e d v e d e n . P r o u k á z k u je nás l edně 
uvedeno několik p ř í k l a d ů s v ý s t u p y řešených diferenciálních rovnic. V závě rečné kapitole 
jsou shrnuty úkony, jež vedly k dosažen í d a n é h o cíle, z h o d n o c e n í z ískaných výs ledků , n á v r h 
dalš ího m o ž n é h o vývoje projektu a p ř ínos p r á c e pro řeši tele . 

Tato d i p l o m o v á p r á c e navazuje na s e m e s t r á l n í projekt, j ehož součás t í bylo s e z n á m e n í se 
s metodami řešen í diferenciálních rovnic a na lezen í v h o d n é metodiky p ř e v o d u diferenciálních 
rovnic vyšších ř á d ů s časově p r o m ě n n ý m i koeficienty na ekv iva len tn í soustavy diferenciálních 
rovnic 1. ř á d u , čehož bylo využ i t o pro n á s l e d n o u implementaci t é t o metodiky. 
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Kapitola 2 

Základní informace 

2.1 Shrnu t í požadavků 

Diferenciální rovnice s k o s n t a n t n í m i koeficienty lze řeši t p o m o c í programu T K S L (Tay
lor K u n o v s k ý simulat ion language). A b y bylo m o ž n é t í m t o programem řeši t i d i ferenciální 
rovnice s časově p r o m ě n n ý m i koeficienty, bylo n u t n é vypracovat metodiku p ř e v o d u difer
enciálních rovnic vyšších ř á d ů s časově p r o m ě n n ý m i koeficienty na ekv iva len tn í soustavy 
diferenciálních rovnic 1. ř á d u a tuto transformaci naimplementovat. C í lem p r á c e tak bylo 
získat program, jež po z a d á n í di ferenciální rovnice vyšších ř á d ů s časově p r o m ě n n ý m i koefi
cienty vygeneruje odpov ída j í c í v ý s t u p n í soubor pro n á s l e d n é z p r a c o v á n í programem T K S L . 

2.2 Současný stav 

Jsou provedeny e x p e r i m e n t á l n í v ý p o č t y diferenciálních rovnic vyšších ř á d ů s časově p r o m ě n n ý m i 
koeficienty d v ě m i r ů z n ý m i metodami (viz. kapitola 4.10.1 a 4.10.2), p o m o c í nichž je n a v r ž e n a 
metodika p ř e v o d u t ěch to diferenciálních rovnic na ekv iva len tn í soustavy diferenciálních 
rovnic 1. ř á d u . P r o tento p ř e v o d je v y t v o ř e n program, jehož v ý s t u p lze použ í t pro vy
h o d n o c e n í d a n é diferenciální rovnice programem T K S L . 
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Kapitola 3 

Uvod do problematiky 

Diferenciální rovnic í r o z u m í m e každou rovnici , v níž se n e z n á m á funkce vyskytuje v derivaci. 
Je l i n e z n á m á funkce funkcí j e d n é p r o m ě n n é , jde o obyče jnou diferenciální rovnici . J inak 
hovoř íme o pa rc i á ln í diferenciální rovnici . R á d nejvyšš í derivace pak u d á v á ř á d t é t o difer
enciá ln í rovnice. 

Ř e š e n í m diferenciální rovnice r o z u m í m e funkci, k t e r á d a n é rovnici vyhovuje. Řešen í ob
sahující konstanty se n a z ý v á obecné řešení , volbou konstanty dostaneme z o b e c n é h o řešení 
p a r t i k u l á r n í řešení . V n ě k t e r ý c h speciá ln ích p ř í p a d e c h exis tu j í řešení , k t e r á nedostaneme 
volbou konstanty z řešení o b e c n é h o ( t aková řešení se nazýva j í s ingu lá rn í ) . G r a f řešení difer
enciá ln í rovnice se n a z ý v á in t eg rá ln í kř ivka. 

Obyče jnou diferenciální rovnic í p r v n í h o ř á d u n a z ý v á m e rovnici ve tvaru F{x, y, y') = 0, 
resp. v exp l i c i tn ím vyjádřen í : 

y' = f(x,y), / : í } - » , ne®2 (3.1) 

Ú loha na j í t řešení y(x) t é t o diferenciální rovnice, k t e r á je def inovaná na n ě j a k é m I, XQ E I 
a k t e r é sp lňuje tzv. p o č á t e č n í p o d m í n k u y(xo) = yo se n a z ý v á Cauchyova (počá tečn í ) ú loha . 

Je-l i funkce / s p o j i t á na o t e v ř e n é m n o ž i n ě íž, pak pro každé (xo,yo) G íž m á ú l o h a 
y' = f(x,y), y(xo) = yo a lespoň jedno řešení (ex is tenční p o d m í n k a ) . 

O funkci / ř e k n e m e , že sp lňuje v b o d ě (xo,yo) L ipschi tzovu p o d m í n k u , existuje-li kon
stanta L a okolí U(xo,yo) G í~ž tak, že pro každé dva body (x,yi), (x,7/2) G U(xo,yo) je 

\f(x,yi) ~ f{x,m)\ < L(y1,y2) 

Diferenciální rovnice y' = f(x,y) m á pro každý bod (xo,yo) G íž j ed iné řešení procházej íc í 
bodem (xo, yo) ( j ednoznačnos t řešení ) , pokud jsou sp lněny nás leduj íc í p o d m í n k y : 

1. funkce / je s p o j i t á na íž 

2. funkce / je o h r a n i č e n á na íž 
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3. sp lňuje Lipschi tzovu p o d m í n k u na íž 

Pozn. : O b e c n ě m ů ž e m e (3.1) p o k l á d a t za soustavu n diferenciálních rovnic p r v n í h o ř á d u , 
kde y, yo jsou vektory o n s ložkách. (Samozře jmě se též p ř í s l u š n ý m z p ů s o b e m z m ě n í r o z m ě r y 
p r o s t o r ů definičního oboru a oboru hodnot d a n é funkce.) 

3.1 Obecná diferenciální rovnice n- tého ř ádu 

Diferenciální rovnic í r o z u m í m e každou rovnici , ve k t e r é se vysky tu j í derivace h l e d a n é funkce. 
Jej í tvar zap í šeme nás ledovně : 

S>n)y d^n~^y S m h d^m~^z 

kde: 

• y je h l e d a n é řešení 

• z je v s t u p n í (nebo t a k é vynucuj íc í ) funkce 

• n je ř á d diferenciální rovnice 

• m je ř á d v s t u p n í funkce 

• a, b j sou ne l ineá rn í koeficienty 

Analogicky tedy m ů ž e m e psá t : 

anyW + a n . i y ^ + ... + a0y = b m z ^ + ^ - i ^ ™ " 1 ) + • • • + b0z (3.2) 

Použ íváme- l i pro s y s t é m y diferenciálních rovnic zápis rovnice (3.2) , pak př i nu lových 
počá t ečn ích p o d m í n k á c h 

y ( « - i ) ( 0 ) = . . . = y U ) ( 0 ) = y ( 0 ) = 0 

m ů ž e m e zavést 

d 
P dt 

_ dy 2 _ d2y 

dz 2 d2z 
p z = Tť p z ^ ^ 

N y n í lze diferenciální rovnici (3.2) zapsat o p e r á t o r o v ý m záp i sem 

G 



anp{n)y + a „ _ i p ( n 1}y + • • • + a0y = bmp(m)z + b m - l P

( m 1}z + • • • + b0z 

s nu lovými p o č á t e č n í m i p o d m í n k a m i 

p(n-Vy(0) = ...=py(0)=y(0) = 0 

3.2 Taylorova řada 

P ř e d p o k l á d e j m e , že m á m e funkci f(x), k t e r á m á v b o d ě x = a derivace až do n - t ého ř á d u . 
Hledejme n y n í po lynom p(x) s t u p n ě n ve tvaru 

p(x) = c 0 + c i ( z - a) + c 2 ( x - a ) 2 + c 3 ( x — a ) 3 H h c „ ( x - a ) n (3.3) 

se s t ř e d e m v b o d ě a t akový , aby byly sp lněny nás leduj íc í p o d m í n k y : 

/ ( a ) = p(a), / ' ( a ) = p'(a), / " (a ) = p"(a), . . . . 

Za p o u ž i t í rovnice (3.3) d o s t á v á m e : 

f(a) = p(a) = [CQ + c\(x — a) + c 2 ( x — a ) 2 H ] s = a = c 0 

/ ' ( o ) = p'(a) = [ci + 2 • c 2 ( x - a) + 3 • c 3 ( x — a ) 2 H }x=a = c\ 
/ " (a ) = p"(a) = [ 2 - c 2 + 3 - 2 - c 3 ( x - a ) + • • • ] i E = a = 2 • c 2 

Po vy jád řen í koeficientů CQ, C \ , C 2 ... 

co = f(a) 
ci = f (a) 

c 2 = '-ir1 

O b e c n ě tedy p la t í : 

, = ^ (3.4, 

Z to plyne z n á m ý zápis Taylorovy ř ady : 

P(z) = / ( a ) + ^ ( x - a) + ^ ( x - a ) 2 + • • • + ^ - ( x - a)n (3.5) 
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3.3 Nestac ionární systémy 
N e s t a c i o n á r n í s y s t é m y jsou p o p s á n y di ferenciá lními rovnicemi s časově p r o m ě n n ý m i koefi
cienty. P o k u d rovnice neobsahuje derivaci v s t u p n í veličiny lze použ í t metodu snižování řádu 
derivace. P o k u d je však s y s t é m p o p s á n rovnic í s der ivací v s t u p n í veličiny nelze tuto metodu 
využ í t . D ů v o d e m je závislost p o ř a d í ope rac í n á s o b e n í a integrace či derivace. O b e c n ě p la t í : 

/ m ^ l ( / ( % ( * » 

V t akových p ř í p a d e c h se používa j í spec iá ln í metody, k t e r é lze považovat za zobecněné 
metody postupné integrace a snižováni řádu derivace. M y se budeme dá le z a b ý v a t modifiko
vanou metodou Taylorovy řady, př i k t e r é se využ ívá p ř e v o d u diferenciální rovnice na rovnici 
s a d j u n g o v a n ý m i koeficienty. 

3.4 Adjungované koeficienty 

P ř i řešení diferenciálních rovnic, ve k t e r ý c h se na p r a v é s t r a n ě vyskytuje derivace v s t u p n í 
veličiny nelze použ í t metod snižování řádu derivace či postupnou integraci. A u t o ř i modi
fikované Taylorovy metody vytvoř i l i postup, kdy jsou časově p r o m ě n n é koeficienty v difer
enciá ln í rovnici nahrazeny j i nými , k t e r é budeme n a z ý v a t a d j u n g o v a n ý m i . T y t o koeficienty 
jsou v y p o č t e n y tak, aby bylo m o ž n o použ í t n ě k t e r o u z metod snižování řádu derivace či 
postupné integrace. 

3.5 Základní prvky lineárních sys témů 

3.5.1 Invertor 

Invertor m ě n í z n a m é n k o v s t u p n í h o s ignálu . Schéma t i cká značka je na o b r á z k u (3.1) a funkci 
lze zapsat ve tvaru: 

UQ = - i t i 

O b r á z e k 3.1: Schema t i cká značka invertoru 
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3.5.2 S u m a č n í invertor 

S u m a č n í invertor p r o v á d í inverzní souče t v s t u p n í c h s ignálů . N a o b r á z k u (3.2) je jeho s c h e m a t i c k á 
značka . Funkc i s u m a č n í h o invertoru lze zapsat ve tvaru: 

u0 = -(ui +u2-\ h un) 

O b r á z e k 3.2: S c h e m a t i c k á značka s u m a č n í h o invertoru 

3.5.3 I n v e r t u j í c í s u m a č n í i n t e g r á t o r 

Inver tu j íc í s u m a č n í i n t e g r á t o r realizuje inverzi integrace s o u č t u v s t u p n í c h s ignálů . S c h é m a t i c k á 
značka je uvedena na o b r á z k u (3.3) . Jeho funkci lze zapsat ve tvaru: 

UQ = — / (iti + U2 H h un) dt 

anebo t a k é : 

UQ = - - (Ui + U2 H V ur, 
P 

U l 

il n 

O b r á z e k 3.3: Schema t i cká značka inver tuj íc ího s u m a č n í h o i n t e g r á t o r u 

3.5.4 D ě l i č k a 

Dělička provede p o d í l hodnot v s t u p n í c h s ignálů . N a o b r á z k u (3.4) je uvedena s c h é m a t i c k á 
značka . Funkc i děl ičky lze zapsat ve tvaru: 

u\ 
UQ = — 

U2 
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O b r á z e k 3.4: Schema t i cká značka děl ičky 

3 .5 .5 N á s o b i č k a 

Násobička provede v y n á s o b e n í v s t u p n í h o s igná lu zadanou konstantou nebo funkcí. V liter
a t u ř e se pro n á s o b e n í časově závis lou funkcí p o u ž í v á značka pro n á s o b e n í konstantou se zd
vojenou kružnic í . S c h é m a t i c k á značka pro násob ičku konstant je uvedena na o b r á z k u (3.5) a 
s chéma t i cká značka pro násob i čku časově závis lých funkcí na o b r á z k u (3.6) . Funkc i násob iček 
lze zapsat ve tvaru: 

• pro n á s o b e n í konstantou: 

ito = a • u\ 

O b r á z e k 3.5: Schema t i cká značka násob ičky konstant 

• pro n á s o b e n í časově závis lou funkcí: 

uo(t) = a(ť) • ui(ť) 

O b r á z e k 3.6: Schema t i cká značka násob ičky časově závis lých funkcí 
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Kapitola 4 

Metody řešení diferenciálních 
rovnic 

4.1 Analytické řešení 

Řešen í je funkce času . K o n k r é t n í hodnotu v u r č i t é m čase z í skáme d o s a z e n í m tohoto času 
do výs ledné funkce. Lze urč i t hodnotu v l ibovolném b o d ě , v n ě m ž je funkce def inována . A n 
a ly t ické metody jsou obvykle složi té a časově ná ročné , ale ve lmi p ře sné . Teorie obyče jných 
diferenciálních rovnic tedy v y b í r á u r č i t é modely j i s tých skupin diferenciálních rovnic, pro k t e r é 
je nalezeno obecné s c h é m a řešení . 

Podsta tnou čás t t é t o teorie tvoř í l ineárn í rovnice, jej ichž z á k l a d n í charakteristickou vlast
nos t í je platnost pr inc ipu superpozice. Druhou skupinu tvo ř í rovnice ne l ineárn í . Zde je 
o b e c n á teorie mnohem chudš í a jsou s t u d o v á n y pouze spec iá ln í typy diferenciálních rovnic 
popisuj íc ích u rč i t é fyzikální nebo techn ické problémy. U t ě c h t o ne l ineá rn ích rovnic lze po
moc í spec iá ln ích ú p r a v získat řešení v u z a v ř e n é m tvaru (tj. vy j ád řen í p o m o c í e l emen tá rn í ch 
funkcí, resp. jejich in t eg rá lů ) . 

Me to dy řešení diferenciálních rovnic lze rozděl i t do někol ika skupin: 

• u l ineárn ích rovnic s k o n s t a n t n í m i koeficienty u r č u j e m e bázové funkce a n á s a d u pro par
t i k u l á r n í řešení n e h o m o g e n n í rovnice vol íme p o m o c í t ě ch to bázových funkcí (metoda 
variace konstant), nebo ve tvaru p r a v é strany diferenciální rovnice (metoda n e u r č i t ý c h 
koeficientů); ovšem každé řešení h l e d á m e ve tvaru, k t e r ý j iž p ř e d e m z n á m e 

• n ě k t e r é l ineá rn í rovnice s n e k o n s t a n t n í m i koeficienty transformujeme vhodnou sub
s t i tuc í na l ineárn í rovnice s k o n s t a n t n í m i koeficienty 

• n ě k t e r é ne l ineá rn í rovnice vhodnou s u b s t i t u c í transformujeme na rovnice l ineárn í 

• n ě k t e r é ne l ineá rn í rovnice fo rmálně u p r a v í m e (př íp . transformujeme vhodnou substi
tucí ) a řeš íme p ř í m o u in tegrac í 

Je zře jmé, že tyto metody nejsou pos taču j íc í pro řešení všech ú loh z technické nebo fyzikální 
praxe. Nav íc p r o b l é m y z praxe jsou ča s to p o p s á n y soustavami diferenciálních rovnic, jejichž 
řešení je j e š t ě složitější. 
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Proto s n á s t u p e m v ý p o č e t n í techniky došlo k ve lkému rozš í ření p o u ž i t í numer i ckých metod 
řešení (soustav) diferenciálních rovnic. Rozsah úloh, k t e r é lze n u m e r i c k ý m i metodami řeši t je 
mnohem vě t š í (v p o r o v n á n í s m o ž n o s t m i ana ly t i ckých metod). P r o b l é m e m je však rychlost 
a p ře snos t , dá le pak nutnost p roveden í celého v ý p o č t u znovu v p ř í p a d ě z m ě n y p a r a m e t r ů 
(u ana ly t i ckého v ý p o č t u s t ač í dosadit j i né konstanty). 

4.2 Numerické řešení 

Ř e š e n í m je posloupnost hodnot v u rč i tých p ř e d e m zvolených časových bodech. Hodnoty 
funkce mezi zvolenými body lze u rč i t b u ď in te rpo lac í z okolních v y p o č t e n ý c h b o d ů nebo 
o p ě t o v n o u apl ikací metody s m e n š í m rozestupem (krokem) časových b o d ů . Numer i cké 
metody jsou obvykle j e d n o d u š š í a rychlejší než ana ly t i cké . P ř i š p a t n é volbě kroku však 
m ů ž e doj í t k velké chybě v ý p o č t u . 

N u m e r i c k é řešen í soustavy obyče jných diferenciálních rovnic m á smysl hledat pouze tehdy, 
jes t l iže řešení existuje a je j e d n o z n a č n é (viz. 3). 

Soustavu m obyče jných diferenciálních rovnic 

y'i(ť) = fi(t,yi,---ym) 

vizit) = Í2(t,yi,...ym) 

y'mit) = fm(t,yi,...ym) 

s p o č á t e č n í m i p o d m í n k a m i 

ž/i(*o) = yi,o 

ž/2 (ío) = 1/2,0 

ž/m(ío) = ym,0 

m ů ž e m e pro vě tš í p ř e h l e d n o s t zapsat též p o m o c í v e k t o r ů ve tvaru 

y ( ío ) = yo 1 j 

Zák ladem, z něhož vycház í v ě t š i n a numer i ckých metod pro řešení počá t ečn í ch ú loh na 
intervalu < a, b >, je diskretizace p r o m ě n n é . Množ inu b o d ů U, i £ < 0, k > z intervalu 
< a, b >, kde 

a = í 0 < h < Í 2 < • • • < ífe-i <tk = b 
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n a z ý v á m e síť, jej í p rvky pak uzly s í tě . 

V ý r a z í j + i — ti = h n a z ý v á m e krokem sí tě v uz lu Xi (resp. i n t e g r a č n í m krokem). Je-l i 
navíc hi = h = konst., m l u v í m e o p rav ide lné sít i . 

N u m e r i c k ý m řešen ím soustavy (4.1) r o z u m í m e posloupnost yi hodnot y(to),y(t\),... y(ífe), 
k t e r é o d p o v í d a j í p ř í s l u š n ý m h o d n o t á m uz lů sí tě . 

Hodnoty y (ti) numer i ckého řešení budeme znač i t yi, hodnoty e x a k t n í h o řešení (získané 
dosazen ím do ana ly t i ckého řešení rovnice) pak označ íme jako Yi = Y (ti). 

Má-li b ý t n u m e r i c k á metoda řešen í použ i t e lná , je n u t n é , aby posloupnost yi konvergovala 
pro / i - > 0 k e x a k t n í m u řešení Y(t). Konve rgenc í zde r o z u m í m e existenci l imi ty posloupnosti 
yi pro h —• 0, i —> co, kde ovšem hi = t z ů s t á v á p e v n é . Koverguje-li p ř ib l ižné řešení získané 
u rč i tou metodou pro všechny p o č á t e č n í ú lohy (4.1), ř e k n e m e , že metoda je konvergen tn í . 

Rozl i šu jeme dva z á k l a d n í typy metod numer i ckého řešení soustavy diferenciálních rovnic 
(4.1): ' ' ' 

1. metody, k t e r é hodnoty funkce f(t,y) poč í t a j í jen v bodech (U,yi), kde yi je hodnota 
numer i ckého řešení v b o d ě t = U. J e d n á se o tzv. v ícekrokové metody. 

2. metody, k t e r é zjišťují hodnoty funkce f(t, y) i mezi j e d n o t l i v ý m i uzly s í tě ( í j , yi). Jsou 
zastoupeny j e d n o k r o k o v ý m i metodami (metody typu Runge-Kut ty ) 

O b a z m í n ě n é typy metod použ íva j í k řešení pouze p r v n í derivace y (existuj í s a m o z ř e j m ě i 
metody využívaj íc ích k v ý p o č t u i der ivací vyšších ř á d ů ) . Hodno tu p r v n í derivace j e d n o d u š e 
z í skáme d o s a z e n í m bodu (ti, yi) do (4.1). Vyšš í derivace je však obecně ob t í žné získat , neboť 
p ř e d p o k l á d á m e , že funkce f(t, y) n e n í v y j á d ř e n a analyticky. 

4.3 Chyby metod 

P ř i p o u ž i t í obou t y p ů metod v ý p o č t ů numer i ckého řešen í soustavy diferenciálních rovnic 
(str. 13) je z í skaná sloupnost hodnot yi výs l edkem p o s t u p n é extrapolace z výchozího bodu, 
p ř ičemž již s a m o t n é výchozí body jsou za t í žené tzv. loká ln í chybou E. Tato chyba se s k l á d á 
ze dvou část í : 

1. z a n e d b á v a c í chyba (chyba metody) je z p ů s o b e n á z a n e d b á n í m č lenů Taylorovy ř a d y 
poč ína je n + 1 č lenem. 

2. zaokrouh lovac í chyba vzn iká z d ů v o d u o mezen é velikosti slova, ve k t e r é m je u ložena 
hodnota čísla, v poč í tač i 

C h y b a jednoho kroku ( lokální chyba) ovšem rovněž ovl ivní výs ledky k r o k ů následuj íc ích. 
V t é t o souvislosti m l u v í m e o s t ab i l i t ě metody. M e t o d a se n a z ý v á a b s o l u t n ě s tab i ln í , pokud 
pro d a n ý in t eg račn í krok h a danou diferenciální rovnici chyba vzn ik lá př i v ý p o č t u yn, se 
nezvě tš í v nás leduj íc ích h o d n o t á c h řešen í y^, k > n. 

Sku tečnos t , že se v k a ž d é m kroku v ý p o č t u d o p o u š t í m e lokáln í chyby, vede ke vzn iku chyby 
kumulované , její velikost pak je en = Yn — yn. 
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4.4 Jednokrokové metody 

J e d n o k r o k o v é metody získaly svůj název podle toho, že pro výpoče t hodnoty yn+i s t a č í zná t 
pouze hodnotu yn. Toto je v ý h o d n é v p ř ípadech , když p o t ř e b u j e m e čas to m ě n i t i n t eg račn í 
krok. 

Z á k l a d e m pro tyto metody je Tay lo rův rozvoj (viz 3.2) 

h2 h3 

y n + 1 = yn + hy'n + — yl + — y\ + ••• (4.2) 

4.5 Metoda Eulerova 

Tato metoda je ne j j ednodušš í : pro u rčen í nás leduj íc í hodnoty yn+i bere v ú v a h u pouze 
p r v n í dva členy Taylorovy řady, tedy 

yn+i = yn + hy'n (4.3) 

G e o m e t r i c k á interpretace teto metody nem ob t í žná : p ro tože hi — ~ Xi, je vztah (4.3) 
rovnicí p ř í m k y se směrn ic í f(xi,yi) j d o u c í bodem (xi,yi), t j . na intervalu < XÍ,XÍ+I > se 
v ž d y pohybujeme po t e č n ě k p ř e s n é m u řešen í ú lohy y' = f(x, y), y{xi) = y\ v b o d ě (XÍ,yi). 

P ř i z k r a c o v á n í k roku lze zpřesňova t řešení , ovšem od j i s t é hranice začne p ř e v l á d a t v l iv 
zaokrouhlovac í chyby a celková chyba v ý p o č t u př i da l š ím z m e n š o v á n í kroku poroste. 

4.6 Metody Runge-Kutta 

Dalš í j ednok rokové metody, k t e r é použ íva j í pouze p r v n í derivace řešení y - výpoče t f(t, y) 
však p rovádě j í i mezi j e d n o t l i v ý m i uzly ( í j ,y i ) - jsou zastoupeny metodami typu Runge-
K u t t a . Z á k l a d e m t ěch to metod je vy j ád řen í rozdí lů mezi hodnotami řešení y v bodech tn+\ 
a tn ve tvaru 

p 
Vn+l -yn = ^2/ WiKi 

i=l 

kde Wi jsou konstanty a 

i-1 

Ki = hf(tn + aih,yn + y^jbijkj), i = l,...p 

kde h = tn+\ — tn a a,i,bij jsou konstanty, p ř i čemž a\ = 0. 

M e t o d a se n a z ý v á p - h o d n o t o v á (použ ívá p hodnot funkce f(t,y)). Kons tan ty Wi, a^, 6j jsou 
v y p o č t e n y tak, aby z ískaná řešen í souhlasila s Taylorovou ř a d o u v b o d ě (tn,yn) až do p-té 
mocniny kroku h vče tně . M e t o d u pak n a z ý v á m e metodou Runge -Ku t t a ř á d u P. M e t o d je 
celá ř a d a modifikací, liší se však p ř e d e v š í m v koeficientech, v pr inc ipu jsou ovšem s te jné . 

Všechny metody Runge -Ku t t a maj i o h r a n i č e n ý obor a b s o l u t n í stability, def inovaný ne rovnos t í 
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r h2 hP 
l + h+ —+ ••• + — 

2! p\ 
< 1 

kde h = hX, A je k o m p l e x n í číslo. 

Nejčastěj i se p o u ž í v á metody č t v r t é h o ř á d u : m á dobrou s tabi l i tu i p ře snos t . 

4.7 Metoda Taylorovy řady 

Ačkoliv by se zdá lo , že možnos t i využ i t í Taylorovy ř a d y pro řešení diferenciálních rovnic 
jsou již zcela v y č e r p a n é (všechny výše u v e d e n é metody z t é t o metody vycházej í ) , nacház í 
v současnos t i opě t tato metoda své u p l a t n ě n í ( rychlý vývoj v ý p o č e t n í techniky). 

P ř i využ i t í t é t o metody se p ř e d p o k l á d á , že pro v ý p o č e t řešení se bere v ú v a h u vě t š í poče t 
č lenů rozvoje (4.2), ř ádově a lespoň des í tky č lenů. 

Tato metoda u m o ž ň u j e v ý p o č e t mnohem přesnějš í hodnoty řešení ( b r á n o vzhledem k délce 
in t eg račn ího kroku h) než běžně použ ívané metody (Eulerova či n ě k t e r á varianta metody 
Runge-Kut ta ) . Problemat ikou využ i t í metody Taylorovy ř a d y se z a b ý v á tato p ráce . 

Princ ip metody 

Taylorova ř a d a je def inována jako nekonečná m o c n i n n á ř a d a 

/(*) = f (z) + f{z)£zA + f \ z ) ^ ^ - + ••• (4.4) 

P o k u d po lož íme p o č á t e č n í p o d m í n k u z = 0 a po lož íme h = xl — zl, pak rovnice pře jde do 
tvaru: 

/ ( x i ) = /(O) + h • / ' (O) + ^ / " ( 0 ) + ^ / " ' ( 0 ) + • • • (4.5) 

N y n í p o l o ž m e z2 = xl za p ř e d p o k l a d u h = x2 — z2 = xl — zl. 

f(x2) = / ( x i ) + h • f'(Xl) + ^ / " ( x i ) + ^ / ' " ( s i ) + • • • (4-6) 

Hodnoty funkce f(x) v bodech xl, x2, lze vypoč í s t p o s t u p n ě za využ i t í Taylorovy řady. 
Výs ledek jednoho kroku je n u t n ý pro v ý p o č e t dalš ích dílčích výs ledků . Parametr h je inte
g račn í krok. I n t e g r a č n í krok n e m u s í b ý t k o n s t a n t n í . P r o j e d n o t l i v é kroky v ý p o č t u se m ů ž e 
m ě n i t . N a velikosti i n t eg račn ího k roku je závis lá rychlost v ý p o č t u a t a k é jeho p řesnos t . Č í m 
je i n t eg račn í krok větš í , t í m se t a k é zvyšuje rychlost v ý p o č t u . Naopak m ů ž e klesat p řesnos t 
v ý p o č t u . P ř e d z a č á t k e m v ý p o č t u m u s í m e urč i t , s jakou p ř e s n o s t í výs ledek p o ž a d u j e m e . 
P ř i v ý p o č t u pak s eč í t áme dílčí výs ledky a pokud je rozdí l dvou po sobě jdouc ích výs ledků 
menš í než p o ž a d o v a n á p řesnos t , v ý p o č e t ukonč íme . 
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K dí lč ím v ý p o č t ů m p o t ř e b u j e m e z n á t vyšš í derivace funkce. V ý p o č e t vyšších der ivací je 
časově n á r o č n ý a prakt icky zby tečný . Vyšš í derivace lze to t i ž odvodit z p ředchoz ích v ý p o č t ů . 
Toto u k á ž e m e na nás leduj íc í sous t avě diferenciálních rovnic. 

y' = A • y + B • z z' = C-y + D-z (4.7) 

P o č á t e č n í p o d m í n k y y(0) = yo, z(0) = ZQ. 

Řešen í k las ickým z p ů s o b e m : 

Ví = yo + h-y'(0) + ^--y"(0) + ^--y"'(0) + 
2! 
h2 

3! 
h3 

Z l = z0 + h • z'(0) + — • z"(0) + — • z"'(0) + 

(4.8) 

(4.9) 

V y l e p š e n ý m z p ů s o b e m lze výpoče t soustavy z jednoduš i t nás ledovně : 

y i = y o + DY10 + DY20 + DY30 + 

Z l = z0 + DZ10 + DZ20 + DZ30 + • 

(4.10) 

(4.11) 

V ý p o č e t j edno t l i vých č lenů : 

DYW = h • y'(0) = h(A • y + B • z) 

D F 2 0 = ^ ( ^ - D F I O + S - D Z I O ) 

DY30 = -(A - DY20 + B • DZ20) 
3 

DZ10 

DZ20 

Dzm 

h • z'(0) = h(C • y + D • z) 

-(C • DY10 + D • DZ1Q) 

( C • Ľ F 2 0 + D • DZ20) 

V ý h o d y a n e v ý h o d y p o u ž i t í Taylorovy ř a d y 

Nespornou v ý h o d o u t é t o metody je její rychlost a s t í m s p o j e n á v ý p o č e t n í n e n á r o č n o s t . 
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Velkou v ý h o d o u je t a k é m o ž n o s t pa ra l e ln ího z p r a c o v á n í dílčích v ý p o č t ů , k t e r é se u p l a t ň u j e 
př i v ý p o č t e c h soustav diferenciálních rovnic. P o k u d ovšem zvol íme š p a t n o u velikost in 
t e g r a č n í h o kroku, m ů ž e se metoda s t á t nes tab i ln í . Je to z p ů s o b e n o t í m , že př i c h y b n é m 
určen í jednoho kroku, se tato chyba p ř e n á š í i do dalš ích v ý p o č t ů a celková chyba t í m m ů ž e 
n a r ů s t a t . 

4.8 Vícekrokové metody 

Vícekrokové metody využíva j í p ř i v ý p o č t u hodnoty yi+\ k hodnot v y p o č t e n ý c h v p ředchoz ích 
krocích ( m l u v í m e pak o fc-krokových m e t o d á c h ) . Je m o ž n é je definovat takto: 

r r 

y n + 1 = ^ aiVn-i + biV'n-i 
i=0 i=-l 

kde Oj, bi jsou konstanty. 

P ř i v y u ž i t í v ícekrokových metod je p r o b l e m a t i c k ý postup v p rvn í ch krocích v ý p o č t u , kdy 
j e š t ě n e m á m e k dispozici d o s t a t e č n ý poče t předcházej íc ích hodnot. P r o zahá jen í v ý p o č t u 
tedy p o u ž í v á m e n ě k t e r o u z j ednok rokových metod, nejčastěj i Runge-Kut t a . 

Ve lkým p r o b l é m e m t ě c h t o metod je rovněž ob t í žnos t d y n a m i c k é z m ě n y velikosti k roku 
b ě h e m v ý p o č t u (pro z d v o j n á s o b e n í dé lky kroku si metoda m u s í pamatovat d v o j n á s o b n ý 
poče t minu lých řešení , p ř i pů l en í dé lky in t eg račn ího kroku je n u t n é vě t š inu v ícekrokových 
metod znovu odstartovat). P ř í k l a d n ý m typem vícekrokových metod mohou b ý t metody 
založené na pr inc ipu prediktor-korektor nebo p r e d i k t o r - m o d i f i k á t o r - k o r e k t o r . 

Me todami pro numer i cké řešení (soustav) diferenciálních rovnic se z a b ý v á celá ř a d a pub
likací, kde lze získat též p o d r o b n ý popis m n o ž s t v í nej různějš ích speciá ln ích numer i ckých 
metod; ty jsou pak u rčeny k j i s t é m u okruhu rovnic ( p o d o b n ě jako tomu je v p ř í p a d ě an
a ly t ického řešen í ) . Spec iá lně u p r a v e n á metoda m ů ž e to t iž poskytnou pro danou skupinu 
p r o b l é m ů rychlejš í nebo přesnějš í řešení , pro j iné ú lohy však j iž n e m u s í b ý t o p t i m á l n í . 

4.9 Metody řešení diferenciálních rovnic s kons tantn ími ko
eficienty 

4.9.1 M e t o d a s n i ž o v á n í ř á d u derivace 

Touto metodou m ů ž e m e řeši t diferenciální rovnice, k t e r é neobsahu j í derivaci vynucuj íc í 
funkce. M ě j m e rovnici č t v r t é h o ř á d u : 

ž / ( 4 ) + a 3 l / ( 3 ) + a2y{2) + a i y ( 1 ) + a0y = b0z 

P ř e v e d e m e j i na operátorový tvar, k t e r ý j iž z n á m e z předcházej íc í kapitoly: 

P4y + a3p3y + a2p2y + aipy + a0y = b0z 

Nejprve o s a m o s t a t n í m e p4y na levé s t r a n ě rovnice: 
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P4y = -(asP3y + a2P2y + axpy + a0y - b0z) 

Nás ledně si v y j á d ř í m e psy,p2y,py a y: 

psy = -p4y (4.12) 
p 

p2y = -psy (4.13) 
p 

1 o . 
py= -p y (4.14) 

P 

1 
y = -m ( 4 -!5) 

v 

A b y bylo m o ž n é využ í t inver tuj íc ího s u m a č n í h o i n t e g r á t o r u , je t ř e b a provés t d r o b n é ú p r a v y : 

• pro rovnici (4.12) 

pro rovnici (4.13) 

pro rovnici (4.14) 

pro rovnici (4.15) 

3 1 4 -p y = p y 
V 

2 1 / Q \ 
v y = — { - v y) 

v 

i 2 
-vy = —vy 

v 

y = --(-vy) 
v 

Výs ledné s c h é m a n á m ukazuje ob rázek (4.1). 
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O b r á z e k 4.1: Výs l edné s c h é m a pro rovnici 4. ř á d u - metoda sn ižování ř á d u derivace 

4.9.2 M e t o d a p o s t u p n é integrace 

Metodou postupné integrace lze řeši t i d i ferenciální rovnice obsahuj íc í derivaci vynucuj íc í 
funkce. M ě j m e rovnici č t v r t é h o ř á d u : 

y{4) + a 3 y ( 3 ) + a2y{2) + a i y

{ 1 ) + a0y = b 4 z w + b3z(ó> + b2z('z> + blZ

(1> + b0z (4.16) (4) , K.J3) , K,J2) , h , m 

P ř e v e d e m e j i na operátorový tvar: 

p y + a3í> 3y + fl2P2y + a ipy + aoy = &4P 4^ + &3P 3^ + &2P 2^ + + b0z 

Nejprve si na levé s t r a n ě rovnice o s a m o s t a t n í m e p4y. N á s l e d n ě rovnici p o s t u p n ě integrujeme 
(násob íme v ý r a z e m 1/p): 

p4y = b4p4z + ps(b3z - a3y) + p2(b2z - a2y) + p(blZ - aiy) + (b0z - a 0 

p3y = b4p3z + p2(b3z - a3y) + p(b2z - a2y) + (biz - aiy) + Ai j • ± 

p2y = b4p2z + p(b3z - a3y) + (b2z - a2y) + A2 j • ± 

= 6 4 p^ + (&3^ - 03y) + A3 j • i 

Kde : 

-Ai = -(&oz - «o) 

A 2 = -(biz - aiy + ^1) 
P 
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P 

M = ~(hz - asy + ^ 3 ) 
P 

Výs ledné s c h é m a řešící rovnici (4.16) je na o b r á z k u (4.2). 

O b r á z e k 4.2: Výs l edné s c h é m a pro rovnici 4. ř á d u - metoda p o s t u p n é integrace 

4.10 Metody řešení diferenciálních rovnic s časově p roměnnými 
koeficienty 

A b y jsme mohl i řeši t v T K S L i rovnice s časově p r o m ě n n ý m i koeficienty, je z a p o t ř e b í 
tyto koeficienty nejprve p řevés t do ad jungovaného tvaru. Ad jungované koeficienty m a j í tu 
vlastnost, že když jsou opě t ad jungovány , dostaneme koeficienty p ů v o d n í rovnice. M á m e 
tak za j i š těnu z p ě t n o u vazbu o s p r á v n o s t i na šeho v ý p o č t u . 

4.10.1 P ř e v o d n a a d j u n g o v a n é koeficienty p o m o c í s c h é m a t u 

A b y jsme získali n á m i p o ž a d o v a n é ad jungované koeficienty, je n u t n é dosadit časově p r o m ě n n é 
koeficienty do s c h é m a t u - k t e r é je d á n o ř á d e m a pravou stranou řešené diferenciální rovnice-
a symbolicky toto s c h é m a vy jádř i t . Dostaneme diferenciální rovnici s t e jného ř á d u , jako 
byla p ů v o d n í , avšak s od l i šnými časově p r o m ě n n ý m i koeficienty. N y n í tak m ů ž e m e k řešení 
využ í t metody snižování řádu či postupné integrace. Výs ledek , k t e r ý n á m vyjde, je zároveň 
výs l edkem p ů v o d n í rovnice. 

M ě j m e rovnici 3. ř á d u : 

e - ' / ' + s i n ( í ) / + t2y' + y = c o s 3 ( í ) z ' " + (í + l)z" + 3tz' + cos ( í ) z (4.17) 

M á m e tedy koeficienty: 

03 = e _ ť , 02 = s in ( í ) , a\ = t2, ao = 1, 
63 = c o s 3 ( í ) , 62 = t + 1, 61 = 3í , 6Q = cos( í ) 
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O b r á z e k 4.3: O b e c n é s c h é m a pro diferenciální rovnice 3. ř á d u 

N y n í d o s a d í m e koeficienty do s c h é m a t u odpov ída j í c í diferenciální rovnici 3. ř á d u se s t e jnými 
ř á d y derivace na levé i p r a v é s t r a n ě (viz. obr. (4.3)). 

Ze s c h é m a t u si vy jád ř íme : 

- A[ = a0y + b0z 

A'2 = aiy + b\z + A\ 

A'3 = aiV + b2z + A2 

AA = -b3z - A3 

AA = a3y 

(4.18) 

(4.19) 

(4.20) 

(4.21) 

(4.22) 

P o r o v n á n í m rovnic (4.21) a (4.22) dostaneme: 

- A3 = a3y + b3z (4.23) 

D o s a z e n í m koeficientů do (4.23) z í skáme: 

-A3 = e~ly + cos 3 (r)2 

Derivujeme a z í skáváme: 

- Á3 = -e~ly + e ~ V + ( - 3 c o s 2 ( í ) s in ( í ) ) z + c o s 3 ( í ) z ' (4.24) 

D o s a z e n í m do (4.20) z í skáme: 

A'3 = s in ( í )y + (í + l)z + A2 (4.25) 
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P o r o v n á n í m rovnic (4.24) a (4.25) z í skáme: 

-A2 = - e ~ V + (e" ť + s in ( í ) ) y - c o s 3 ( í ) z ' + ( 3 c o s 2 ( í ) s in( í ) + t + l ) z 

Derivujeme a z í skáváme: 

-A'2 = e~ly' - e~ly" + ( - e " ť + cos( í ) ) y + (e" ť + s in ( í ) ) y' + 3 c o s 2 ( í ) s i n ( í ) z ' - . . 
- c o s 3 ( í ) z " + ( 3 c o s 3 ( í ) - 6 s i n 2 ( í ) c o s ( í ) + l ) z + ( 3 c o s 2 ( í ) s in( í ) + í + l ) z ' ^ ' ' 

D o s a z e n í m do (4.19) z í skáváme: 

- Á2 = t2y + 3tz + A i (4.27) 

P o r o v n á n í m rovnic (4.26) a (4.27) z í skáme: 

-A1 = e~ly" - (2e~t + s in ( í ) ) y' + ( í 2 + e" ť - cos ( í ) ) y + c o s 3 ( í ) z " -
- ( 6 c o s 2 ( í ) s i n ( í ) + t + l ) z ' + ( 6 s i n 2 ( í ) c o s ( í ) - 3 c o s 3 ( í ) + 3í - l ) z 

Derivac í z í skáme: 

-A[ = -e-ty" + e-ty'" - ( - 2 e " ť + cos( í ) ) y' - (2e" ť + s in ( í ) ) y"+ 
+ (2í - e _ ť + s in ( í ) ) y + ( í 2 + e _ ť - cos ( í ) ) y ' - 3 c o s 2 ( í ) s i n ( í ) z " -
- c o s 3 ( í ) z ' " - ( 6 c o s 3 ( í ) - 1 2 s i n 2 ( í ) c o s ( í ) + l ) z' - (6cos 2 ( i ) s in( í ) + t + l ) z"+ 
+ ( l 2 c o s 2 ( í ) s i n ( í ) - 6 s i n 3 ( í ) + 9 c o s 2 ( í ) s in( í ) + 3) z+ 
+ ( 6 s i n 2 ( í ) c o s ( í ) - 3 c o s 3 ( í ) + 3 í - l ) z' 

(4.28) 

D o s a z e n í m do (4.18) z í skáváme: 

-A'1=y + cos(t)z (4.29) 

P o r o v n á n í m rovnic (4.28) a (4.29) z í skáme novou diferenciální rovnici s j iž a d j u n g o v a n ý m i 
koeficienty: 

e _ y „ _ ^ 3 g _ ť + s i n ^ ^ y i i + (^e-t + f2 _ 2 cos( í ) ) y' + (s in( í ) - e" ť + 2í - l ) y = 
= - c o s 3 ( í ) z ' " + ( 9 c o s 2 ( í ) s in( í ) +t + l)z" + ( 9 c o s 3 ( í ) - 18 s i n 2 (i) c o s ( í ) + 
+ 3 í + 2)z' + (6 s i n 3 ( í ) - 21 cos 2 (i) s in( í ) + cos( í ) - 3) z 

(4.30) 

N y n í provedeme kontrolu a ověř íme tak s p r á v n o s t na šeho v ý p o č t u . Budeme postupovat 
naprosto s t e j n ý m z p ů s o b e m jako doposud. D o s a d í m e nově získané ad jungované koeficienty 
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do s c h é m a t u (viz. obr. (4.3)) a symbolicky toto s c h é m a vy jád ř íme . 

Ad jungované koeficienty z nově získané rovnice (4.30) jsou tedy: 

03 = e~ ť, 02 = - 3 e ~ ť - s in ( í ) , a\ = 3e~ ť + t 2 - 2 c o s ( í ) , ao = s in( í ) - e~ť + 2í — 1, 
63 = - c o s 3 ( í ) , 62 = 9 c o s 2 ( í ) s i n ( í ) + í + 1, 61 = 9 c o s 3 ( í ) - 1 8 s i n 2 ( í ) cos( í ) + 3í + 2, 
60 = 6 s i n 3 ( í ) - 2 1 c o s 2 ( í ) s i n ( í ) + c o s ( í ) - 3 

D o s a z e n í m koeficientů do (4.23) z í skáváme: 

-A3 = e~ly - c o s 3 ( í ) 2 

Derivujeme a z í skáváme: 

-A'3 = -e~ly + e~ly' + ( 3 c o s 2 ( í ) s in ( í ) ) z - c o s 3 ( í ) z ' (4.31) 

D o s a z e n í m do rovnice (4.20) z í skáváme : 

-A'3= ( - 3 e " ť - s in( ŕ ) ) y + ( 9 c o s 2 ( í ) s in( í ) + t + l ) z + A2 (4.32) 

P o r o v n á n í m rovnic (4.31) a (4.32) z í skáme: 

-A2 = -e~ly' - (2e" ť + s in ( í ) ) y + c o s 3 ( í ) z ' + ( 6 c o s 2 ( í ) s in( í ) +t + l)z 

Derivac í z í skáme: 

-A'2 = e-ly' - e-ly" - ( - 2 e _ ť + cos ( í ) ) y - ( 2 e _ ť + s in ( í ) ) y' - 3 c o s 2 ( í ) s i n ( í ) z ' + 
+ c o s 3 ( í ) z " + ( 6 c o s 3 ( í ) - 1 2 s i n 2 ( í ) cos( í ) + l ) z + ( 6 c o s 2 ( í ) s in( í ) + í + l ) z ' 

(4.33) 

D o s a z e n í m do (4.19) z í skáváme: 

- A'2 = (3e" ť + t2 - 2 cos( í ) ) y + ( 9 c o s 3 ( í ) - 1 8 s i n 2 ( í ) cos( í ) + 3t + 2)z + A1 (4.34) 

P o r o v n á n í m rovnic (4.33) a (4.34) z í skáme: 

-A1 = e-ly" + ( e _ ť + s in ( í ) ) y ' + ( í 2 + e _ ť - cos( í ) ) y - c o s 3 ( í ) z " - ( 3 c o s 2 ( í ) s i n ( í ) + 
+t + l)z' + ( 3 c o s 3 ( í ) - 6 s i n 2 ( í ) c o s ( í ) - 3 í + l ) z 

Derivujeme a z í skáváme: 
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-A[ = - e ~ V ' + e _ V " + ( - e " ť + cos( í ) ) y ' + ( e _ ť + s in ( í ) ) y " + (2í - e" ť + s in ( í ) ) y + 
+ ( í 2 + e" ť - cos( í ) ) y ' + 3 c o s 2 ( í ) s i n ( í ) z " - cos3(t)z"' - ( 3 c o s 3 ( í ) - 6 s i n 2 ( í ) c o s ( í ) + 
+l)z' - ( 3 c o s 2 ( í ) s i n ( í ) + t + 1) z " + ( - 9 c o s 2 ( í ) s i n ( í ) + 6 s i n 3 ( í ) - 12 c o s 2 ( í ) s i n ( í ) -
-3)z + ( 3 c o s 3 ( í ) - 6 s i n 2 ( í ) cos( í ) - 3í + l ) z' 

(4.35) 

D o s a z e n í m do rovnice (4.18) z í skáváme : 

- A\ = ( s in( í ) -e~t + 2t- l) y + ( 6 s i n 3 ( í ) - 21 c o s 2 ( í ) s in( í ) + cos( í ) - 3) z (4.36) 

P o r o v n á n í m (4.35) a (4.36) z í skáme p ů v o d n í diferenciální rovnici (4.17). 

4.10.2 P ř e v o d n a a d j u n g o v a n é koeficienty p o m o c í b i n o m i c k é v ě t y 

U t é t o metody se řeší levá a p r a v á strana z a d a n é diferenciální rovnice oddě leně . Nejprve 
se dle pravidel (4.37) a (4.38) m ě n í z n a m é n k a j edno t l i vých č lenů rovnice. P o t é se členy 
der ivuj í p o m o c í pravidla derivace souč inu s p o u ž i t í m b inomické vě ty (4.39) . N á s l e d n ě se 
tyto j edno t l i vé mez ivýs ledky seč tou (opět pro každou stranu rovnice zvlášť) . Nakonec je levá 
i p r a v á strana v y n á s o b e n a m í n u s j edn ičkou , čímž z í skáme výs ledné ad jungované koeficienty. 
P ro ověřen í s p r á v n o s t i v ý p o č t u lze s a m o z ř e j m ě celý postup s nově z í skanými koeficienty 
opakovat, č ímž docí l íme p ů v o d n í c h koeficientů. 

Prav id lo pro levou stranu diferenciální rovnice: 

L = - l n A n P

n y + •••- AlPy + A0y (4.37) 

Prav id lo pro pravou stranu diferenciální rovnice: 

P = - l n + 1 B n p n z + --- + B l P z - B 0 z (4.38) 

B inomická vě ta : 

( W m ) = a^y + (™) a^y« + (™) a ^ y ™ + . . . + J agV™^ + a m y ^ 

(4.39) 

M ě j m e rovnici 3. ř á d u : 

c o s 2 ( í ) y ' " + 5 í V - 3 cos (2 í )y ' + ty = e 3 V " - s i n ( ŕ ) z " + (ŕ + 2)z' + z (4.40) 

24 



M á m e tedy koeficienty: 

03 = c o s 2 ( í ) , a 2 = 5t 3 , a\ = —3cos(2 í ) , ao = t, 
h = e 3 ť , 62 = - s in ( í ) , 61 = t + 2, 60 = 1 

Dle pravidla (4.37) u p r a v í m e koeficienty na levé s t r a n ě : 

L = - cos 2(t)p 3y + 5 í 3 p 2 y + 3 c o s ( 2 í ) p y + ty 

Dle pravidla (4.38) u p r a v í m e koeficienty na p r a v é s t r aně : 

P = e3tp3z + sm(t)p2z + (t + 2)pz - z 

N y n í si z b inomické vě ty (4.39) v y j á d ř í m e vzorce pro t ř e t í , d r u h ý , p r v n í a n u l t ý ř á d derivace. 

Vzorec pro 3. ř á d derivace: 

( a 3 y ) W = a % + Q a t 1 } y i 3 - 2) 3 ^ n ( 3 - 2 U 3 - l ) , „o,i(3) + ( 2 ) a 3 V >+a3y' 

Tedy: 

(a 3 |/) ( 3 ) = a?>„ + S o J V 5 + S o J V 5 + a3</3) (4.41) 

Vzorec pro 2. ř á d derivace: 

7 ( 2 - 1 ) , 1 ( 2 - l ) 4 . „ „ „ ( 2 ) (a 2 , ) ( 2 ) = 4 2 )

y +(')4 2- 1) y( 2- 1)+a 2 y( 

Tedy: 

(a2y)(
2)=42)

y + 241)

y« + a 2 y ( 2 ) (4.42) 

Vzorec pro 1. ř á d derivace: 

(a 1 y)( 1 ) = 41 )y + a 1 y( 1 ) (4.43) 

Vzorec pro 0. ř á d derivace: 

( a 0 y ) ( 0 ) = a0y (4.44) 

N y n í tyto vzorce využ i jeme. Nejprve pro levou stranu rovnice: 

25 



• Dle vzorce pro 3. ř á d (4.41): 

( - c o s 2 ( í ) y ) ( 3 ) = - 8 s in( í ) cos( í )y + 6 ( c o s 2 ( í ) - s i n 2 ( í ) ) y ' + 6 s in( í ) c o s ( í ) / - c o s 2 ( í ) y ' 

• Dle vzorce pro 2. ř á d (4.42): 

( 5 í 3 y ) ( 2 ) = 30ty + 30t2y' + 5t3y" 

• Dle vzorce pro 1. ř á d (4.43): 

( 3 c o s ( 2 í ) y ) ( 1 ) = - 6 s i n ( 2 í ) y + 3 c o s ( 2 í ) y ' 

• Dle vzorce pro 0. ř á d (4.44): 
(ty)i0)=ty 

J e d n o t l i v é členy s eč t eme a v y n á s o b í m e m í n u s j edn ičkou . 

L = ( - c o s 2 ( í ) y ) ( 3 ) + ( 5 í 3 y ) ( 2 ) + (3cos (2 í )y ) ( 1 ) + ( íy) (0) / • ( - 1 ) 

Tedy: 

L = - 8 s i n ( í ) cos( í )y + 6 ( c o s 2 ( í ) - s i n 2 ( í ) ) y ' + 6 s i n ( í ) co s ( í )y " - c o s 2 ( í ) y ' " + 
+ 3 0 í y + 3 0 í 2 y ' + 5t3y" - 6 s i n ( 2 í ) y + 3 c o s ( 2 í ) y ' + ty /•(-!) 

Po seč ten í m á levá strana nás leduj íc í tvar: 

L = cos ( % " ' - ( 6 s i n ( í ) c o s ( í ) + 5 í 3 ) y " - ( 6 c o s 2 ( í ) - 6 s i n 2 ( í ) + 3 0 í 2 + 
+ 3 c o s ( 2 í ) ) y ' + ( 8 s i n ( í ) c o s ( í ) + 6 s i n ( 2 í ) - 31ť)y ^ ' " 

Vzorce z ískané z b inomické vě ty n y n í použ i j eme pro pravou stranu rovnice: 

• Dle vzorce pro 3. ř á d (4.41): 

( e 3 ť z ) ( 3 ) = 27estz + 2 7 e 3 V + 9 e 3 V + e 3 V " 

• Dle vzorce pro 2. ř á d (4.42): 

( s i n ( í ) z ) ( 2 ) = - s in ( í ) z + 2 cos(t)z' + s i n ( í ) z " 

• Dle vzorce pro 1. ř á d (4.43): 

( ( í + 2 ) z ) ( 1 ) =z + {t + 2)z' 

• Dle vzorce pro 0. ř á d (4.44): 

(-*)(°> = -z 
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J e d n o t l i v é členy s eč t eme a v y n á s o b í m e m í n u s j edn ičkou . 

P = (e3tz)(3) + ( s i n ( í ) z ) ( 2 ) + ( ( í + 2)z){1) + ( - z ) ( 0 ) / • ( - 1 ) 

Tedy: 

P = 27e3tz + 2 7 e 3 V + 9e3tz" + e 3 V " - s i n ( í ) z + 2 cos ( ŕ )z ' + sm(t)z"+ 
+z + (t + 2)z' - z / - ( - l ) 

Po seč ten í m á p r a v á strana nás leduj íc í tvar: 

p = -e

3tz'" - (9e 3 ť + s in ( í ) ) z" - (27e 3 ť + 2 c o s ( 2 í ) +1 + 2) z' - (27e 3 ť - s in ( í ) ) z 
(4.46) 

Z levé (4.45) a p r a v é (4.46) strany lze sestavit diferenciální rovnici s ad jungovanými koefi
cienty: 

cos2(t)y"' - (6s in ( ŕ ) cos(ŕ) + 5 í 3 ) y " - ( 6 c o s 2 ( í ) - 6 s i n 2 ( í ) + 3 0 í 2 + 3 c o s ( 2 í ) ) y'+ 
+ ( 8 s i n ( í ) cos(ŕ) + 6 s i n ( 2 í ) - 31í) y = -e3tz"' - (9e 3 ť + s in( ŕ ) ) z"-
- (27e 3 ť + 2 cos(2í) + t + 2) z' - (27e 3 ť - s in ( í ) ) z 

Pro ověření s p r á v n o s t i v ý p o č t u provedeme kontrolu. O p ě t rovnic i rozdě l íme na levou a 
pravou stranu a řeš íme každou čás t j edno t l ivě . 

V y p í š e m e si nové koeficienty: 

o 3 = c o s 2 ( í ) , a2 = - 6 s i n ( í ) cos( í ) - 5 í 3 , a i = - 6 c o s 2 ( í ) + 6 s i n 2 ( í ) - 3 0 í 2 - 3 c o s ( 2 í ) , 
a 0 = 8 s i n ( í ) c o s ( í ) + 6 s i n ( 2 í ) - 31í , b3 = -e 3 t , b2 = -9e3t - s i n ( í ) , 
bx = -27e3t - 2 c o s ( 2 í ) - t - 2 , b0 = s in( í ) - 27e 3 ť 

Dle pravidla (4.37) u p r a v í m e koeficienty na levé s t r a n ě : 

L = -cos2(t)p3y + ( - 6 s i n ( í ) cos( í ) - 5t3)p2y + ( 6 c o s 2 ( í ) - 6 s i n 2 ( í ) + 
+ 3 0 ŕ 2 + 3 c o s ( 2 í ) ) p y + (8 s in ( í ) cos( í) + 6 s i n ( 2 í ) - 31t)y 

Dle pravidla (4.38) u p r a v í m e koeficienty na p r a v é s t r aně : 

p = - e

3 t p 3 z + (9e 3 ť + s in ( í ) ) p2z + ( - 2 7 e 3 ť - 2 c o s ( 2 í ) - t - 2) pz + (27e 3 ť - s in ( í ) ) z 

N y n í provedeme ú p r a v y za pomoci vzorců z ískaných z b inomické vě ty pro levou stranu: 
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• Dle vzorce pro 3. ř á d (4.41): 

( - c o s 2 ( í ) y ) ( 3 ) = - 8 s in( í ) cos( í )y + 6 ( c o s 2 ( í ) - s i n 2 ( í ) ) y ' + 6 s in( í ) c o s ( í ) y " - c o s 2 ( í ) y ' " 

• Dle vzorce pro 2. ř á d (4.42): 

( ( - 6 s i n ( í ) c o s ( í ) - 5t3)y){2) = ( 24s in ( í ) cos( í ) - 30t)y + ( 1 2 s i n 2 ( í ) - 12cos 2 ( i ) - 3 0 í 2 ) y ' -
- ( 6 s i n ( í ) c o s ( í ) + 5 í 3 ) y " 

• Dle vzorce pro 1. ř á d (4.43): 

( ( 6 c o s 2 ( í ) - 6 s i n 2 ( í ) + 3 0 í 2 + 3 c o s ( 2 i ) ) y ) ( 1 ) = ( - 2 4 s i n ( í ) cos( í ) + 60í - 6 s i n ( 2 í ) ) y + 
+ ( 6 c o s 2 ( í ) - 6 s i n 2 ( í ) + 3 0 í 2 + 3 c o s ( 2 í ) ) y ' 

• Dle vzorce pro 0. ř á d (4.44): 

( ( 6 s i n 2 ( í ) - 6 c o s 2 ( í ) - 3 0 í 2 - 3 c o s ( 2 i ) ) ) ( 0 ) = ( 6 s i n 2 ( í ) - 6 c o s 2 ( í ) - 3 0 í 2 - 3 cos(2i))y 

J e d n o t l i v é členy s eč t eme a v y n á s o b í m e m í n u s j edn ičkou . 

L = ( - c o s 2 ( í ) y ) ( 3 ) + ( ( - 6 s i n ( í ) c o s ( í ) - 5 í 3 ) y ) ( 2 ) + ( ( 6 c o s 2 ( í ) - 6 s i n 2 ( í ) + 3 0 í 2 + 3 c o s ( 2 í ) ) y ) ( 1 ) + 

+ ( ( 6 s i n 2 ( í ) - 6 c o s 2 ( í ) - 3 0 í 2 - 3 c o s ( 2 i ) ) ) ( 0 ) / • ( -1 ) 

Tedy: 

L = - 8 s i n ( í ) cos ( í )y + 6 ( c o s 2 ( í ) - s i n 2 ( í ) ) y ' + 6 s i n ( í ) co s ( í )y " - c o s 2 ( í ) y ' " + 
+ ( 2 4 s i n ( í ) cos( í ) - 30t)y + ( 1 2 s i n 2 ( í ) - 1 2 c o s 2 ( í ) - 3 0 í 2 ) y ' - ( 6 s i n ( í ) cos( í ) + 5 í 3 ) y " + 
+ ( - 2 4 s i n ( í ) cos( í ) + 60í - 6 s i n ( 2 í ) ) y + ( 6 c o s 2 ( í ) - 6 s i n 2 ( í ) + 3 0 í 2 + 3 c o s ( 2 í ) ) y ' + 
+ ( 6 s i n 2 ( í ) - 6 c o s 2 ( í ) - 3 0 í 2 - 3 c o s ( 2 í ) ) y / • ( -1 ) 

P o seč ten í m á levá strana tvar p ů v o d n í diferenciální rovnice (4.40). 

J e š t ě dokonč íme kontrolu pro pravou stranu: 

• Dle vzorce pro 3. ř á d (4.41): 
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• Dle vzorce pro 2. ř á d (4.42): 

((9e 3 ť + s i n ( í ) ) z ) ( 2 ) = (81e 3 ť - s in ( í ) ) z + (54e 3 ť + 2 c o s ( í ) ) z' + (9e 3 ť + s in ( í ) ) z" 

• Dle vzorce pro 1. ř á d (4.43): 

( ( - 2 7 e 3 ť - 2 cos(2í ) - t - 2)z)(1) = ( - 8 1 e 3 ť + 2 s in( í ) - l ) z + ( - 2 7 e 3 ť - 2 cos(2í) - t - 2) z' 
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• Dle vzorce pro 0. ř á d (4.44): 

((27e : s in ( í ) ) z ) (0) (27e 3 í s in( í ) ) z 

J e d n o t l i v é členy s eč t eme a v y n á s o b í m e m í n u s j edn ičkou . 

p= ( - e 3 ť z ) ( 3 ) + ((9e 3 ť + s i n ( í ) ) z ) ( 2 ) + ( ( - 2 7 e 3 ť - 2 c o s ( 2 í ) - t - 2)z){1) + 

+ ((27e 3 ť - s i n ( í ) ) z ) ( 0 ) / • ( - ! ) 

p = -27e3tz - 2 7 e 3 V - 9e3tz" - e 3 V " + (81e 3 ť - s in ( í ) ) z + (54e 3 ť + 2 c o s ( í ) ) z'+ 
+ (9e 3 ť + s in ( í ) ) z" + ( - 8 1 e 3 ť + 2 s in( í ) - l ) z + ( - 2 7 e 3 ť - 2 cos(2í) - t - 2) z '+ 
+ (27e 3 ť - s in ( í ) ) z / • ( - 1 ) 

Po seč ten í m á p r a v á strana tvar p ů v o d n í di ferenciální rovnice (4.40). 

4.11 Aplikace Fourierovy řady 

Vzhledem k tomu, že již z n á m e způsob , jak řeši t di ferenciální rovnici vyšš ího ř á d u s časové 
p r o m ě n n ý m i koeficienty, m ů ž e m e se p t á t , zda se bude v ý p o č e t chovat k o r e k t n ě i pro go
n iomet r i cké funkce s mocninou 2 a výše . V p ř á p a d ě , že by v ý p o č e t selhal, lze u m o c n ě n o u 
goniometrickou funkci nahradit s u b s t i t u c í dle m a t e m a t i c k ý c h vzorečků, z nichž je několik 
uvedeno v (4.47). 

s i n 2 í = \(l - c o s ( 2 * í ) ) 
c o s 2 í = ^ ( l + c o s ( 2 * í ) ) 
s i n 3 t=j(3* s in( í ) - sin(3 * í ) ) 
cos 3 t = | ( 3 * cos( í ) + cos(3 * i)) 
s in 4 1 = 1(3* cos(4 * t) - 4 * cos(2 * t) + 3) 
cos 4 1 = 1(3* cos(4 * t) + 4 * cos(2 * í) + 3) 
s i n 5 í = i ( 1 0 * s in( í ) - 5 * sin(3 * í) + sin(5 * í ) ) 
cos 5 t = Ä (10 * cos( í ) + 5 * cos(3 * í) + cos(5 * í ) ) 

Nás l edné p ř ík l ady ukazují , jak se chová metoda využívaj íc í schéma, p o p ř í p . binomickou 
vě tu , v p ř í p a d ě , že diferenciální rovnice obsahuje u m o c n ě n é gon iomet r i cké funkce. 

Z a d á n í diferenciální rovnice: 

Tedy: 

s i n 2 ( í ) y " + 2ty' + cos( í )y = e2tz" + 3 í V + (í - l)z (4.48) 

M á m e tedy koeficienty: 
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a2 = s i n 2 ( í ) , a\ = 2t, ao = cos ( í ) , 
b2 = e2t, 6i = 3 í 2 , 60 = í — 1 

Řeš íme motodou využívaj íc í schéma: 

Koeficienty tedy d o s a d í m e do s c h é m a t u odpovída j í c í d i ferenciální rovnici 2. ř á d u se s t e jnými 
ř á d y derivace na levé i p r a v é s t r a n ě (viz. obr. (4.4)). 

O b r á z e k 4.4: O b e c n é s c h é m a pro diferenciální rovnice 2. ř á d u 

Ze s c h é m a t u si vy jád ř íme : 

- A[ = a0y + b0z 

A2 = aiy + b\z + A\ 

Az = -b2z - A2 

A3 = a2y 

(4.49) 

(4.50) 

(4.51) 

(4.52) 

P o r o v n á n í m rovnic (4.51) a (4.52) dostaneme: 

- A2 = a2y + b2z (4.53) 

D o s a z e n í m koeficientů do (4.53) z í skáme: 

-A2 = s i n 2 ( í ) y + e2tz 

Derivujeme a z í skáváme: 
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- Ä2 = (2 s in( í ) cos ( í ) )y + sm2(t)y' + 2e2tz + e2tz' (4.54) 

D o s a z e n í m do (4.50) z í skáme: 

- A'2 = 2ty + 3t2z + A i (4.55) 

P o r o v n á n í m rovnic (4.54) a (4.55) z í skáme: 

-Ax = - sm2(t)y' + (2í - 2 s i n ( í ) cos(ŕ)) y - e2tz' - (2e2t - 3 í 2 ) z 

Derivujeme a z í skáváme: 

-A[ = ( - 2 s i n ( í ) c o s ( í ) ) y ' - s i n 2 ( í ) y " + (2 - 2 c o s 2 ( í ) + 2 s i n 2 ( í ) ) y + (2í -
- 2 s i n ( í ) cos ( í ) )y ' - 2e2tz' - e2tz" - (4e 2 ť - 6 í ) z - (2e2t - 3 í 2 ) z' 

(4.56) 

D o s a z e n í m do (4.49) z í skáváme: 

- A\ = cos( í )y + (í - l)z (4.57) 

P o r o v n á n í m rovnic (4.56) a (4.57) z í skáme novou diferenciální rovnici s j iž a d j u n g o v a n ý m i 
koeficienty: 

s i n 2 ( í ) y " + ( 4 s i n ( í ) cos( í ) - 2í) y' + (2 c o s 2 ( í ) - 2 s i n 2 ( í ) + cos( í ) - 2) y = 
= -e2tz" + ( 3 í 2 - 4e 2 ť ) z' - (4e 2 ť - 5í - l)z 

N y n í provedeme kontrolu a ověř íme tak s p r á v n o s t na šeho v ý p o č t u . Budeme postupovat 
naprosto s t e j n ý m z p ů s o b e m jako doposud. D o s a d í m e nově získané ad jungované koeficienty 
do s c h é m a t u (viz. obr. (4.4)) a symbolicky toto s c h é m a vy jád ř íme . 

Ad jungované koeficienty z nově získané rovnice (4.58) jsou tedy: 

a 2 = s i n 2 ( í ) , ai = 4 s in( í ) cos( í ) - 2í , a0 = 2 c o s 2 ( í ) - 2 s i n 2 ( í ) + cos( í ) - 2, 
b2 = - e

2 t , h = 3 í 2 - 4e 2 ť , b0 = - 4 e 2 ť + 5í + 1 

D o s a z e n í m koeficientů do (4.53) z í skáme: 

-A2 = s i n 2 ( í ) y - e2tz 

Derivujeme a z í skáváme: 
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- Ä2 = ( 2 s i n ( í ) cos ( í ) )y + sm2(t)y' - 2e2tz - e2tz' (4.58) 

D o s a z e n í m do (4.50) z í skáme: 

Ä2 = ( 4 s in ( ŕ ) cos(ŕ) - 2t)y + ( 3 í 2 - 4e 2 ť ) z + A i (4.59) 

P o r o v n á n í m rovnic (4.58) a (4.59) z í skáme: 

Al s i n 2 ( ŕ ) y ' + ( - 2 í + 2 s in( í ) cos( í ) ) y + e2tz' + ( - 2 e 2 ť + 3 í 2 ) z 

Derivujeme a z í skáváme: 

= ( - 2 s i n ( í ) cos ( í ) )y ' - s i n 2 ( í ) y " + ( 2 c o s 2 ( í ) - 2 s i n 2 ( í ) - 2) y + ( - 2 Í + 
+2 s in( í ) cos ( í ) )y ' + 2 e 2 V + e2tz" + ( - 4 e 2 ť + 6í) z + ( - 2 e 2 ť + 3 í 2 ) z' 

(4.60) 

D o s a z e n í m do (4.49) z í skáváme: 

A ; = (2 c o s 2 ( í ) - 2 s i n 2 ( í ) + cos( í ) -2) y - (4e 2 ť - 5í - l ) z (4.61) 

P o r o v n á n í m rovnic (4.60) a (4.61) z í skáme p ů v o d n í diferenciální rovnici (4.48), č ímž jsme 
ověřili funkčnost t é t o metody i pro diferenciální rovnice, v nichž se nacháze j í gon iomet r i cké 
funkce s mocninou 2 a výše . Jako důkaz n á m slouží p r o v e d e n á zkouška. 

N y n í ověř íme, zda výpoče t funguje i pokud gon iomet r i cké funkce n a h r a d í m e a d e k v á t n í 
subs t i t uc í . Z a d á n í diferenciální rovnice bude jako v p ř e d c h o z í m p ř ík l adě (4.48), jen s i n 2 ( í ) 
n a h r a d í m e | ( 1 — cos(2 í ) ) : 

Z a d á n í diferenciální rovnice tedy v y p a d á nás ledovně : 

Koeficienty tedy d o s a d í m e do s c h é m a t u odpovída j í c í d i ferenciální rovnici 2. ř á d u se s t e jnými 
ř á d y derivace na levé i p r a v é s t r a n ě (viz. obr. (4.4)). 

Ze s c h é m a t u si vy jád ř íme : 

(4.62) 

M á m e tedy koeficienty: 

02 = | ( 1 — cos (2 í ) ) , a\ = 2t, ao = cos( í ) 
b2 = e2t, bi = 3 í 2 , b0 = t - 1 

Řeš íme motodou využívaj íc í schéma: 
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- A[ = a0y + b0z (4.63) 

- A!2 = aiy + biz + (4.64) 

A3 = -b2z - A2 (4.65) 

^ 3 = a2y (4.66) 

P o r o v n á n í m rovnic (4.65) a (4.66) dostaneme: 

- A 2 = a2y + b2z (4.67) 

D o s a z e n í m koeficientů do (4.67) z í skáme: 

-A2 = 1(1 - cos(2 * í ) )y + e 2 ť 2 

Derivujeme a z í skáváme: 

- A'2 = s in (2 í )y + 1(1 - cos (2 í ) )y ' + 2 e 2 ť z + e 2 V (4.68) 

D o s a z e n í m do (4.64) z í skáme: 

- A ' 2 = 2íy + 3t2z + A i (4.69) 

P o r o v n á n í m rovnic (4.68) a (4.69) z í skáme: 

-A! = - 1 ( 1 - cos (2 í ) )y ' + (2í - s in(2 í ) ) y - e 2 V + ( - 2 e 2 ť + 3 í 2 ) 2 

Derivujeme a z í skáváme: 

-A\ = - s in (2 í )y ' - ±(1 - cos (2 í ) )y" + (2 - 2 cos(2í ) ) y + (2ŕ - s in(2 í ) ) y ' -
(4.70) 

D o s a z e n í m do (4.63) z í skáváme: 

- A\ = cos( í )y + (í - l)z (4.71) 

P o r o v n á n í m rovnic (4.70) a (4.71) z í skáme novou diferenciální rovnici s j iž a d j u n g o v a n ý m i 
koeficienty: 

i ( l - c o s ( 2 í ) ) y " + (2 s in(2í ) - 2í) y ' + (cos(í) + 2 cos(2í ) - 2) y = 
= - e

2 V + ( 3 í 2 - 4e 2 ť ) z' - (4e 2 ť - 5 í - l)z 
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N y n í provedeme kontrolu a ověř íme tak s p r á v n o s t na šeho v ý p o č t u . Budeme postupovat 
naprosto s t e j n ý m z p ů s o b e m jako doposud. D o s a d í m e nově získané ad jungované koeficienty 
do s c h é m a t u (viz. obr. (4.4)) a symbolicky toto s c h é m a vy jád ř íme . 

Ad jungované koeficienty z nově získané rovnice (4.72) jsou tedy: 

o 2 = | ( 1 - cos (2 í ) ) , a i = 2 s i n ( 2 í ) - 2í , a 0 = cos( í ) + 2 cos(2í) - 2, 
b2 = - e

2 t , bi = 3 í 2 - 4e 2 ť , b0 = - 4 e 2 ť + 5í + 1 

D o s a z e n í m koeficientů do (4.67) z í skáme: 

1 
A2 = ^ ( l - c o s ( 2 í ) ) y - e 2 ť 2 

Derivujeme a z í skáváme: 

- A'2 = s in (2 í )y + ^(1 - cos (2 í ) )y ' - 2 e 2 ť z - e2tz' (4.72) 

D o s a z e n í m do (4.64) z í skáme: 

- A'2 = (2 s in(2 í ) -2ť)y+ ( 3 í 2 - 4e 2 ť ) z + Ax (4.73) 

P o r o v n á n í m rovnic (4.72) a (4.73) z í skáme: 

- A i = -]-(!- cos (2 í ) )y ' + (s in(2í ) - 2ŕ) y + e 2 ť z ' + ( - 2 e 2 ť + 3 í 2 ) z 

Derivujeme a z í skáváme: 

- A i = - s in (2 í )y ' - \ { \ - cos (2 í ) )y" + (2 cos(2í ) - 2) y + (s in(2í ) - 2 í ) y ' + 
+ 2 e 2 V + e2tz" + ( - 4 e 2 ť + 6í) z + ( - 2 e 2 ť + 3 í 2 ) z ' 

(4.74) 

D o s a z e n í m do (4.63) z í skáváme: 

- Áx = (cos( í) + 2 cos(2í ) - 2) y - (4e 2 ť - 5í - l)z (4.75) 

P o r o v n á n í m rovnic (4.74) a (4.75) z í skáme p ů v o d n í diferenciální rovnici (4.62), č ímž jsme 
ověřili funkčnost t é t o metody i pro diferenciální rovnice, v nichž se nacháze j í substituce 
gon iomet r i ckých funkcí s mocninou 2 a výše . Jako důkaz n á m slouží p r o v e d e n á zkouška. 

34 



Kapitola 5 

Simulační jazyk TKSL 

5.1 Obecné informace o T K S L 

Simulačn í jazyk T K S L by l v y t v o ř e n k t e s t o v á n í v l a s t n o s t í t echn ických počá t ečn í ch ú loh a 
t e s t o v á n í algori tmu metody Taylorovy řady . T K S L nab íz í mnoho p r a k t i c k ý c h ry sů a t a k é 
p ř eds t avu j e zcela nový p ř í s t u p k řešení spo j i t ých s y s t é m ů : 

• př i ana lýze po čás tech spo j i tých s y s t é m ů je p o ž a d o v a n á pouze definice p řesnos t i řešení 

• impl ic i tně v e s t a v ě n á i n t eg račn í metoda s 64 ř á d e m (s i n t e g r a č n í m krokem h defino
v a n ý m automaticky) p o č í t á z ře te lně lépe než dosud použ ívané j iné i n t eg račn í algo
r i tmy 

• ř á d impl ic i tně ves t avěné metody m ů ž e b ý t i n t e r a k t i v n ě zvýšen 

S y s t é m T K S L je s imulačn í jazyk pro v ý p o č t y soustav diferenciálních rovnic. Veškeré v ý p o č t y 
jsou založeny na diferenciálních rovnicích a jsou řešeny za p o m o c í Taylorova rozvoje. S y s t é m 
umožňu je numer i cké řešení . V s t u p e m je soustava diferenciálních rovnic. P rogram je u rčen 
pro p r o s t ř e d í M S D O S a je n e n á r o č n ý na hardware. 

5.2 Zápis diferenciálních rovnic pro T K S L 

P ř e d p o k l á d e j m e , že m á m e řeši t rovnici: 

y'" + a2y" + aiy' + a0y = b3z'" + b2z" + bxz' + b0z 

Ř e š e n í m t é t o rovnice metodou p o s t u p n é integrace vzn ik la soustava rovnic pro s y s t é m 
T K S L : 

aoy) (5.1) 
P 

A3 

A-2 

-(b2z-

aiy + Ai) 

a2y + A2) 

(5.2) 

(5.3) 
P 

y b3z + A3 
(5.4) 
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A b y bylo m o ž n é danou rovnici vyřeš i t , je n u t n é vznik lou soustavu rovnic zapsat do souboru 
dle syntaxe T K S L : 

var 

y,z,A_l,A_2,A_3; 

const 

b0=2, bl = l , b2=l, b3=2, 

aO=l, al = l , a2=2, 

tmax = 10, DT=0.1, EPS = le-20; 

systém 

A_l'= b0*z - a0*y &0; 

A_2' = bl*z - al*y + A_l &0; 

A_3' = b2*z - a2*y + A_2 &0; 

y = b3*z + A_3; 

z = 1; { vynu c u j í c ! funkce - odezva na jednotkový skok } 

sysend. 

{ deklarace proměnných } 

{ definice konstant } 

{ zápis jednotlivých rovnic } 

Jak je v idě t na p ř í k l a d u je soubor sestaven z někol ika sekcí: 

1. Definice konstant 
const a l = l , a2=2, ... ; 

Sekce je uvozena k l íčovým slovem const a za n í m nás leduje výče t definic ve tvaru 
i d : =čislo. J e d n o t l i v é definice jsou od sebe oddě leny čá rkami , za pos l edn í je s t ř edn ík . 

2. Deklarace proměnných 
var i d , i d , ... ; 

Sekce je uvozena k l íčovým slovem var a za n í m nás leduje výče t ident i f iká torů p r o m ě n n ý c h 
oddě lených čá rkou . Z a p o s l e d n í m iden t i f iká to rem m u s í b ý t s t ř edn ík . 

3. Tě lo programu 
systém 

sysend; 

Tělo programu je u m í s t ě n o v b loku mezi k l íčovými slovy systém a sysend. Lze zde 
použ íva t p ř i řazovac í p ř íkazy a několik kl íčových slov. 
Za p o v š i m n u t í s to j í zápis počá t ečn í ch p o d m í n e k za diferenciální rovnic í ve tvaru 
fevýraz. Ve v ý r a z u lze využ í t čísel, p r o m ě n n ý c h , konstant a hodnot funkcí. 

4. Konec programu - pos l edn í př íkaz 
Pro p ř e k l a d a č je indikace konce souboru (tedy konce p ř e k l a d u ) s t e jná jako v pro
g ramovac ím jazyce Pascal , tedy t ečkou za p o s l e d n í m př íkazem. 
Pokud je tedy p o s l e d n í m p ř íkazem n a p ř . sysend., pak za n í m nás leduje tečka. 

P ř e k l a d a č je typu case-insensitive, to z n a m e n á , že nerozl išuje m a l á a velká p í smena . 
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5.3 Systém T K S L / C 

S y s t é m T K S L je p ř e d c h ů d c e m s y s t é m u T K S L / C . Je p s á n v p r o g r a m o v a c í m jazyce Pascal a 
jeho vývoj by l již ukončen . Opro t i tomu s y s t é m T K S L / C je p s á n v p r o g r a m o v a c í m jazyce 
C . D ů v o d e m je p ř e d e v š í m přenos i t e lnos t mezi o p e r a č n í m i sys témy. S y s t é m T K S L / C je však 
s tá le ve fázi vývoje . 
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Kapitola 6 

Implementace 

6.1 Nalezení správne metodiky převodu 

Z kapitoly Metody řešení diferenciálních rovnic jsme se dozvěděl i , jak lze řeši t di ferenciální 
rovnice vyšších ř á d ů s časově p r o m ě n n ý m i koeficienty. P r o na lezen í v h o d n é metodiky p ř e v o d u 
diferenciálních rovnic vyšších ř á d ů s časově p r o m ě n n ý m i koeficienty na ekv iva len tn í sous
tavy diferenciálních rovnic 1. ř á d u byly využ i ty poznatky z obou metod p ř e v o d u na adjun-
gované koeficienty. 

P r o samotnou implementaci metodiky p ř e v o d u se jev i la jako výhodně j š í metoda využívaj íc í 
pro p ř e v o d na ad jungované koeficienty schéma . A to ze jména pro svou p r ů h l e d n o s t p řes ses
t a v e n é s c h é m a ze zák ladn ích p r v k ů l ineárn ích s y s t é m ů . P r o v á d ě n é e x p e r i m e n t á k n í v ý p o č t y 
pro r ů z n á z a d á n í diferenciálních rovnic však odhali la , že tato metoda dosahuje s p r á v n ý c h 
výs ledků pouze v p ř ípadech , kdy b y l v z a d á n í diferenciálních rovnic ř á d derivace levé i 
p r a v é strany roven. Proto , aby byla z a c h o v á n a č i te lnos t d o s a ž e n á p o m o c í s c h é m a t u , bylo 
z a p o t ř e b í na j í t z p ů s o b řešení , jak d o s á h n o u t spolehlivosti v ý p o č t u i u z a d á n í diferenciálních 
rovnic s r ů z n ý m i ř á d y derivace. K tomuto cíli pomohl i e x p e r i m e n t á l n í v ý p o č t y p r o v á d ě n é 
p o m o c í b inomické věty. U t é t o metody bylo dosaženo vždy s p r á v n é h o výs ledku , což bylo 
p r o k á z á n o p r o v e d e n ý m i zkouškami . Od l i šný ř á d derivace v zadán í ch diferenciálních rovnic 
zde př i řešení nemohl dě la t p r o b l é m , p ro tože , jak již bylo řečeno v kapitole (4.2.2), l evá a 
p r a v á strana z a d a n é rovnice se řeší oddě leně . 

N a zák ladě t ě c h t o p o z n a t k ů bylo z a p o t ř e b í p o r o v n á v a t s p r á v n é výs ledky v y p r o d u k o v a n é 
metodou p o m o c í b inomické vě ty se š p a t n ý m i výs ledky d o s a ž e n ý m i metodou p o m o c í s c h é m a t u , 
což nakonec vedlo ke k ý ž e n é m u cíli. Ú p r a v a , zajišťující spolehlivost př i řešení diferenciálních 
rovnic s r ů z n ý m i ř á d y derivace metodou využáva j íc í s chéma , spoč ívá v n a h r a z e n í obyčejné 
děl ičky děl ičkou i n v e r t u j í c í . 

6.2 Algoritmus převodu 

Výs l e dný algoritmus pro p ř e v o d difernciálních rovnic vyšších ř á d ů s časově p r o m ě n n ý m i 
koeficienty na ekv iva len tn í soustavy diferenciálních rovnic 1. ř á d u je, jak n a p o v í d á p ředchoz í 
podkapitola, s ložen ze dvou čás t i . V závis lost i na vz tahu ř á d ů derivace levé a p r a v é strany 
z a d a n é doferenciá ln í rovnice je pak p o u ž i t a vždy jen odpov ída j í c í čás t tohoto algoritmu. 
P ro p ř í p a d , kdy jsou si ř á d y derivace obou stran rovny, je v y u ž i t a čás t algori tmu (6.1). 
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V p ř í p a d ě , že jsou ř á d y derivace levé a p r a v é strany odl i šné (př ičemž m u s í plati t , že ř ád 
derivace levé strany je vždy vě t š í než ř á d derivace p r a v é strany), využ ívá se d r u h á čás t 
algori tmu (6.2). J e d n o t l i v é čás t i a lgori tmu jsou p o p s á n y po loformálně . 

n = ř á d derivace 

Cn

 = ~bn * Z — Cn—i , . 

for i = n — 1 downto 1 do 
c- = - h * z - ai * y - Ci-i 

endfor 
c'0 = -b0 * z - a 0 * y 

n = ř á d derivace levé strany rovnice 
m = ř á d derivace p r a v é strany rovnice 

y = c „ _ i / a „ 
for i = n — 1 downto 1 do 

if ( i < m) then , . 
q = -bi * z - a,i* y ~ C j - i 

else 
c- = -ai * y - a-i 

endif 
endfor 
c'0 = - b 0 * z - a 0 * y 

U k a ž m e si n y n í na dvou od l i šných př ík ladech , jak se bude d a n ý algoritmus chovat. Nejprve 
m ě j m e diferenciální rovnici , u níž jsou si ř á d y derivace obou stran rovny (viz. rovnice 
(4.17), kde s c h é m a řešící tuto rovnici je uvedeno na obr. (4.3)). P r o rovnost ř á d ů derivace 
je p o u ž i t a čás t algori tmu (6.1), j ehož rozpis, pro tuto rovnici s ř á d e m derivace rovnou 3, 
v y p a d á nás ledovně : 

V = C3/ a 3 

c3 = - b 3 * z - c 2 

4 = — &2 * z - a2*y - c\ 

Ci = —bi * z — a\ * y — CQ 

C'0 = -b0 * z - a 0 * y 

N y n í m ě j m e rovnici (6.3) ( schéma řešící tuto rovnici je uvedeno na obr. (6.1)), jejíž ř ád 
derivace levé strany je roven 3 a ř á d derivace p r a v é strany je 1. 

c o s 4 ( í ) / ' + 5 * t2y" - 3 e - V + y = (t - 3)z' + 2z (6.3) 

P ro odl i šnos t ř á d ů derivace je p o u ž i t a čás t algori tmu (6.2), j ehož rozpis je uveden níže: 
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O b r á z e k 6.1: S c h é m a řešící diferenciální rovnici (6.3) 

y = -02/0,3 

c'2 = -a2 * y - c i 
dx = —bi * z — a\ * y — CQ 

c'0 = -b0 * z - a 0 * y 

6.3 P ros t ř ed í implementace 

Pro výs lednou implementaci by l využ i t m u l t i p l a t f o r m n í framework Qt, jež u m o ž ň u j e zkom-
pilavetelnost zd ro jových k ó d ů bez ú p r a v y pod o p e r a č n í m i s y s t é m y Windows, L i n u x i Mac 
intosh. K e kompilaci bylo použ i t o M i n G W . 

6.4 Kompilace 

Kompi lace zdro jových s o u b o r ů m á 2 kroky: 

• nejprve s p u s t í m e soubor qmake.exe, j enž v y t v o ř í debug a release makefile pro kom
pi lá to r a současně pretransformuje fo rmulá ře z ui s o u b o r ů do h s o u b o r ů 

• ná s l edně s p u s t í m e soubor mingw32-make.exe, kdy docház í ke kompilaci v las tn ích 
zdro jových k ó d ů pro debug i release verzi (debug i release verzi lze kompilovat i 
oddě leně : mingw32-make.exe debug, p o p ř í p . mingw32-make.exe release) 

6.5 Výsledný program 

A b y bylo m o ž n é vyhodnot i t jakoukoliv diferenciální rovnici programem T K S L , je z a p o t ř e b í 
řešenou rovnici p ř e p s a t , dle p ře sně d a n é syntaxe jazyka T K S L , do souboru s koncov
kou inp. Výs l edný program tedy, po z a d á n í diferenciální rovnice vyšš ího ř á d u s časově 
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p r o m ě n n ý m i koeficienty, vygeneruje n á m i p o ž a d o v a n ý v ý s t u p n í inp soubor. V ý s l ed n ý pro
gram m á po s p u š t ě n í podobu uvedenou na obr. (6.2). 

Řád: 1 ' 1

 v 
Trnax: 30,0 Z dt (krok): Oj 10 5; 1 

Levá strana: 

a l aO 

Pravá strana: 

U bo 

Generovat Konec 

O b r á z e k 6.2: V ý s l ed n ý program po s p u š t ě n í 

J e d n o t l i v é po ložky programu m a j í nás leduj íc í v ý z n a m : 

• pole Rád nastavuje ř á d z a d a n é diferenciální rovnice (v p ř í p a d ě , že jsou ř á d y derivace 
levé a p r a v é strany rovnice odl išné , z a d á v á se ten vyšš í ř á d derivace, tedy ř á d levé 
strany, v iz . podkapi tola Algoritmus převodu) 

• pole Tmax z a d á v á čas, po k t e r ý se bude d a n á diferenciální rovnice vyhodnocovat 
( impl ic i tně nastaveno na 30) 

• pole dt (krok) u rčuje p ře snos t p r o v á d ě n é h o v ý p o č t u ( impl ic i tně nastaveno na 0.1 => velmi 
přesné) 

• pole z obsahuje v s t u p n í funkci ( impl ic i tně nastaveno na 1) 

• b u ň k y tabulky Levá strana obsahu j í j edno t l i vé členy levé strany diferenciální rovnice 
(členy jsou z a d á v á n y dle syntaxe T K S L ) 

• b u ň k y tabulky Pravá strana obsahu j í j e d n o t l i v é členy p r a v é strany diferenciální 
rovnice (členy jsou z a d á v á n y dle syntaxe T K S L ) 

• t l ač í tko Generovat vyvolá do tazovac í fo rmulář pro u ložení souboru, s j iž p ř e d n a s t a v e n o u 
koncovkou inp, do něhož se pretransformuje d a n á diferenciální rovnice pro nás l edné 
v y h o d n o c e n í programem T K S L (viz. obr. (6.3)) 

• t l ač í tko Konec ukonč í program 

Pro diferenciální rovnici (6.4) bude zápis do programu pro j e d n o t l i v é členy rovnice a 
p o ž a d o v a n é parametry (viz. níže) m í t podobu, jež n á m ukazuje obr. (6.5). 
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Uložit jako. 

Uložit do: finál ~Ž1 ^SÖl' 

Ů príklady 
Qsources 

Poslední 
dokumenty 

Plocha 

J 
Dokumenty 

Éi 
Tento počítač 

Místa v síti Název souboru: ji 

Uložit jako typ: |x.inp 

3 

11 

Uložit 

Storno 

O b r á z e k 6.3: Do tazovac í formulář pro uložení souboru 

4y(Y) + y(iv) + 3 ^ ŕ y ( / / i ) + s i n ( í ) y ( ^ ) + 5y(/) + s i n ( í ) y = s i n ( í ) z ( m ) + 2,z^^ + 

+(t+l)zW + 2z 
(6.4) 

Koeficienty z a d a n é diferenciální ročnice jsou tedy: 
05 = 4, 04 = 1, 03 = 3 * t, ci2 = s in ( í ) , a\ = 5, ao = s in ( í ) , 
h = s in ( í ) , b2 = 3, 6i = í + 1, 6 0 = 2 

Parametry pro rovnici (6.4): 

Tmax = 80 
d í = 0.1 
z = s i n 2 ( í ) 

V ý s l e d n o u podobu vygene rovaného souboru znázorňu je obrázek (6.5). 

Program T K S L tento vygene rovaný soubor dá le v y h o d n o t í (viz. obr. (6.6)). 
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• DPI Ulnllxj 
Řád: |5 0 Tmax: |80,0 C| dt (krok): j 0,10 í J z: |sin(t)*sin(t) 

Levá strana: 

Pravá strana: 

a5 a4 a3 a2 a l aO 

Levá strana: 

Pravá strana: 

4 1 J3*t sin(t) 5 sin(t) Levá strana: 

Pravá strana: 

Levá strana: 

Pravá strana: 

bs b4 b3 b2 b l bO 

Levá strana: 

Pravá strana: sin(t) 3 t+1 2 

Levá strana: 

Pravá strana: 

Generovat Konec 

O b r á z e k 6.4: Zápis di ferenciální rovnice (6.4) do programu 

uar V' Z' c0, c l , c2, c3, c4, a0, a l , a2, a3, a4, a5, h0, b l , b2, b3; 

const tmax = 80, dt = 0.1 í 

systém 

aB = s i n ( t ) ; a l = 5;a2 = sin<t);a3 = 3*t;a4 = l;a5 = 4; 
bB = 2;bl = t+l;b2 = 3;b3 = s i n ť t ) ; 

y = - c4 / a5; 
c4' = - a4*ii - c3 &B; 
c3* = - b3*z - a3«j) - c2 &B; 
c2' = - b2*z - a2*i) - c l 8,0; 
c l * - - bi*z - al»iř - cB &B; 
cB' = - b0*z - a0«j; KB; 

E = sin(t>*sin(t> ; 
sysend. 

O b r á z e k 6.5: V y g e n e r o v a n ý soubor pro diferenciální rovnici (6.4) 
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; File Edit Search Run Compile Uieu Uitidous Drau Help 

F l Help F3 Open ňlt-F3 Close F9 Compile Ctrl-F9 Run FIB Menu 

O b r á z e k 6.6: V y h o d n o c e n ý soubor pro diferenciální rovnici (6.4) 
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Kapitola 7 

Ukázkové příklady 

7.1 Př ík lad 1 

Z a d á n í diferenciální rovnice: 

+ c o s ( í ) y ( / v ) + | y ( m ) + s i n 2 ( í ) y ( " ) + f y W + sin(±)y = í M m > + 
+ sin(3 * t)z(n^ + (í + l ) z ^ + 9z 

Parametry pro rovnici (7.1): 
Tmax = 35 
d í = 0.1 
z = s in( í ) 

7.2 Př ík lad 2 

Z a d á n í diferenciální rovnice: 

7y( y ) + c o s ( í ) y ( / y ) + í y ( m ) + s i n 4 ( í ) y ( / / ) + 5y( /) + sin{fract2)y = 8 * (í + l ) z ( y ) 
+ sin(2 * t)zW + | + ( í + 4 ^ ( / / ) + 5 * te(J) + ( 1 _ ^ 

Parametry pro rovnici (7.1): 
Tmax = 30 
d í = 0.1 
z = l / e ť 

7.3 Př ík lad 3 

Z a d á n í di ferenciální rovnice: 

+ c o s ( í ) y ( / y ) + | y ( m ) + s i i i 2 ^ " ) + 2 * ČyW + s m ( § ) y = í M m > + 
+ sin(3 * ť)z(ir> + (í + l)zM + 9z 

45 



F l Help : F3 Opein Alt-F3 Close F9 Compile Ctrl-F9 Hun F10 Menu 

O b r á z e k 7.1: V y h o d n o c e n ý soubor pro diferenciální rovnici (7.1) 

Parametry pro rovnici (7.3): 
Tmax = 35 
dt = 0.1 
z = s in( í ) 

7.4 Př ík lad 4 

Z a d á n í diferenciální rovnice: 

7y( y ) + c o s ( í ) y ( / y ) + í y ( m ) + smA(t)yW + ^ ( 3 * í ) y O + s i n ( § ) y = 8 * (í + l ) z ( y ) 
+ sin(2 * t ) z ^ + + ( í + 4 ) z ( / i ) + 5 * Í 2 G 0 + ( i _ t)z 

Parametry pro rovnici (7.4): 
Tmax = 30 
dt = 0.1 
z = l/é 

7.5 Př ík lad 5 

Z a d á n í diferenciální rovnice: 

y(V) + C O s 2 ( í ) y ( ^ ) + í y ( m ) + sin(2 * í ) y ( " ) + 2 y O + s m ( | ) y = (í + 7)z<M + 

+ s i n ( í 2 ) z ( / v ) + | z ( m ) + (í + 9)z™ + g 2 « + (1 - í ) z 
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F l Help : F3 Opein Alt-F3 Close F9 Compile Ctrl-F9 Hun F10 Menu 

O b r á z e k 7.2: V y h o d n o c e n ý soubor pro diferenciální rovnici (7.2) 

Parametry pro rovnici (7.5): 
Tmax = 30 
dt = 0.1 
z = l / e ť 
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= File Edit Search Run Compile Uieu tlindous Drau Help 

Fl Help ] : Saue F3 Open Alt-F3 Close F9 Compile Ctrl-F9 Ruin FIB Menu 

O b r á z e k 7.3: V y h o d n o c e n ý soubor pro diferenciální rovnici (7.3) 

F l Help : F3 Open Alt-F3 Close F9 Compile Ctrl-F9 Run FIB Menu 

O b r á z e k 7.4: V y h o d n o c e n ý soubor pro diferenciální rovnici (7.4) 

18 
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Kapitola 8 

Závěr 

V p r v n í fázi projektu, bylo c í lem s e z n á m i t se s metodami řešení diferenciálních rovnic. 
Vzh ledem ke s loži tost i ana ly t i ckého řešení se diferenciální rovnice s časově p r o m ě n n ý m i 
koeficienty v p o v i n n ý c h m a t e m a t i c k ý c h p ř e d m ě t e c h nevyučuj í , proto jsem musel danou 
problematiku nastudovat a osvěžit p ř e d e v š í m der ivačn í počty . Úko lem pak bylo na léz t vhod
nou metodiku p ř e v o d u diferenciálních rovnic vyšších ř á d ů s časově p r o m ě n n ý m i koeficienty 
na ekv iva len tn í soustavy diferenciálních rovnic 1. ř á d u . P ř i realizaci tohoto p o ž a d a v k u 
bylo, z d ů v o d u po lofunkčnos t i v y b r a n é metody pro výs ledný algoritmus, z a p o t ř e b í řeši t 
s t e jná z a d á n í diferenciálních rovnic metodami p ř e v o d u p o m o c í s c h é m a t u i b inomické věty. 
Nás l edně p o r o v n á v a t dosažené výs ledky a zkoumat tak odl i šnos t i j edno t l i vých metod. 
N a zák ladě t ěch to p o z n a t k ů pak navrhnout výs l edný algoritmus p ř e v o d u . 

Ve d r u h é fázi projektu bylo n u t n é p rověř i t , zda se n a v r ž e n ý algoritmus chová k o r e k t n ě i 
pro diferenciální rovnice vyšších ř á d ů s časově p r o m ě n n ý m i koeficienty obsahuj íc í u m o c n ě n é 
gon iomet r i cké funkce. Po ověřen í s p r á v n o s t i v ý p o č t u i u tohoto typu rovnic nás ledova la im
plementace n a v r ž e n é h o algoritmu. 

V ý s l e d k e m t é t o p r á c e je tedy program, k te rý , po z a d á n í č lenů diferenciální rovnice vyšších 
ř á d ů s časově p r o m ě n n ý m i koeficienty a p a t ř i č n ý c h p a r a m e t r ů pro řešen í d a n é rovnice, 
vygeneruje soubor (s ekv iva len tn í soustavou diferenciálních rovnic 1. ř á d u k z a d á v a n é difer
enciá ln í rovnici) , jež je dá le zp racova te lný pro program T K S L . 

Časová ná ročnos t př i gene rován í s o u b o r ů je prakt icky z a n e d b a t e l n á . P ř i t e s t o v á n í pro r ů z n á 
z a d á n í diferenciálních rovnic nebylo z n á t , zda se transformuje diferenciální rovnice 2. či 
20. ř á d u . Vyšš í ř á d derivace z a d á v a n é rovnice tedy gene rován í souboru nijak nezpomaluje. 

Jakmile bude d o k o n č e n a inovace programu T K S L / C , je m o ž n é projekt dá le rozšíř i t o možnos t , 
kdy se nebude jen generovat p a t ř i č n ý soubor, ale současně se tento soubor programem 
T K S L / C i v y h o d n o t í . 

P ro s a m o t n é h o řeši te le bylo p ř í n o s e m p r o h l o u b e n í zna los t í v m a t e m a t i c k é oblasti (p ředevš ím 
okruh diferenciálních rovnic) a ze jména pak s e z n á m e n í se s programem T K S L . Ten p ů s o b í 
na p r v n í pohled velmi s k r o m n ý m dojmem, avšak ve sku t ečnos t i se j e d n á o velmi si lný 
m a t e m a t i c k ý n á s t r o j . 
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