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Prohlašuji, že jsem bakalářskou práci zpracovala samostatně pod vedeńım pańı
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Závěr 40

Literatura 41

5



Poděkováńı
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Seznam použitého značeńı

R ... množina reálných č́ısel

R2 ... rovina

R3 ... prostor

Z ... množina celých č́ısel

X, Y, Z ... body

X ′ ... transformovaný bod

[x] ... souřadnice bodu na př́ımce

[x′] ... transformovaná souřadnice bodu na př́ımce

[x; y] ... souřadnice bodu v rovině

[xh; yh] ... homogenńı souřadnice bodu v rovině

|XY | ... vzdálenost bod̊u X a Y

~u ... vektor

(u1;u2) ... souřadnice vektoru v rovině

ϕ, ϑ ... úhel

Z, T, R ... transformačńı matice

I ... jednotková matice

Z−1 ... inverzńı matice

ZT ... transponovaná matice
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Úvod

Ćılem práce je zpracovat téma souřadnicových systémů v R, kartézské sous-

tavy souřadnic a polárńı soustavy souřadnic v R2 do přehledného celku. Po-

moćı př́ıklad̊u ukázat, jak můžeme systémy vzájemně transformovat a jak se dá

znalost transformaćı souřadnic využ́ıt k usnadněńı některých výpočt̊u. Obsah

práce představuj́ı známé a nejčastěji použ́ıvané systémy souřadnic.

V úvodńı prvńı kapitole jsou definovány pojmy, které budeme použ́ıvat v násle-

duj́ıćım textu. Druhá kapitola představuje souřadnicové systémy obecně, k čemu

se použ́ıvaj́ı a co je tvoř́ı. Třet́ı kapitola popisuje systém souřadnic na př́ımce

a jeho možné transformace, tj. posunut́ı počátku a změna měř́ıtka. K oběma

př́ıpad̊um je připojen řešený př́ıklad.

Ve čtvrté kapitole se věnujeme souřadnicovým systémům v rovině. V prvńı

řadě jde o kartézskou soustavu souřadnic a jej́ı transformace posunut́ım a otočeńım.

V kapitole najdeme část věnovanou lineárńım transformaćım a jejich řešeńı po-

moćı matic.

Velkou část kapitoly o souřadných systémech v rovině R2 tvoř́ı podkapitola

věnovaná polárńım souřadnićım. V prvńı řadě jsou uvedeny převodńı vztahy

pro souřadnice kartézské a polárńı. V druhé řadě se práce věnuje využit́ı převodu

do polárńıch souřadnic. Např́ıklad pro výpočet limit a pro úpravu oboru integrace

dvojných integrál̊u.

Náčrty, kterými je doplněna celá práce, byly vytvořeny v grafickém editoru

Inkscape a to výhradně pro tuto práci.

Celý text byl vysázen v typografickém systému LATEX 2ε.
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Kapitola 1

Př́ıpravná kapitola

V př́ıpravné kapitole si definujeme některé d̊uležité pojmy, které budeme

v následuj́ıćım textu potřebovat nebo budeme předpokládat jejich znalost.

Definice byly použity z [9].

Definice 1 (Metrický prostor)

Metrickým prostorem nazveme uspořádanou dvojici (X , ρ), kde X je neprázdná

množina a ρ zobrazeńı kartézského součinu X ×X → R splňuj́ıćı tyto podmı́nky:

• ρ(X, Y ) ≥ 0 (nezápornost)

• ρ(X, Y ) = 0⇔ X = Y (definitnost)

• ρ(X, Y ) = ρ(Y,X) (symetrie)

• ρ(X,Z) ≤ ρ(X, Y ) + ρ(Y, Z) (trojúhelńıková nerovnost)

pro každé X, Y, Z ∈ X . Čı́slo ρ(X, Y ) budeme nazývat vzdálenost prvk̊u X a Y,

zobrazeńı ρ : X × X → R, budeme nazývat metrikou prostoru (X , ρ).

Na množině X , která z̊ustává stejná, můžeme zavést v́ıce r̊uzných metrik

a t́ım źıskáváme daľśı a daľśı metrické prostory. V každém metrickém prostoru

pak poč́ıtáme vzdálenost jiným zp̊usobem. V této práci budeme pracovat s euk-

leidovskou metrikou.
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Věta 1 (Eukleidovská metrika)

Necht’ X = Rn, n ∈ N. Necht’ X = (x1, ..., xn), Y = (y1, ..., yn) ∈ Rn. Pak metriku

ρ : Rn × Rn → R definovanou pro ∀X, Y ∈ Rn vztahem:

ρ(X, Y ) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2

nazveme eukleidovskou metrikou.

Metrický prostor (R, ρ), kde ρ(X, Y ) = |y − x| pro x, y ∈ R, je množina

reálných č́ısel s obvyklou definićı vzdálenosti. Tento prostor budeme dále stručně

značit R.

Metrický prostor (Rn, ρ), kde ρ je eukleidovská metrika, budeme dále značit

Rn. V této práci dále předpokládejme, že pracujeme s eukleidovskou metrikou.

Zaved’me, že symbolem R2 rozumı́me rovinu.
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Kapitola 2

Souřadnicové systémy

Základńı otázka, kterou muśıme na začátku celé práce objasnit, je, co obecně

jsou souřadnicové systémy, kde s nimi pracujeme a k čemu se daj́ı použ́ıt. Když

potřebujeme v matematice určit jednoznačně polohu např́ıklad bodu, využijeme

k tomu č́ısla, která nazýváme souřadnice. Pro bod v rovině R2 to budou dvě č́ısla,

pro bod v prostoru R3 už tři. Obecně pak plat́ı, že pro n-rozměrný prostor těchto

č́ısel bude n.

Obecně je soustava souřadnic tvořena:

• počátkem - Jde o bod, který má všechny souřadnice rovny 0. Pokud se jedná

o souřadný systém v rovině R2 či prostoru R3, jde taky o bod, ve kterém

se prot́ınaj́ı všechny osy tvoř́ıćı soustavu souřadnic.

• osami - Repektive př́ıslušným počtem os, podle toho, v kolika rozměrném

prostoru pracujeme. Osy se pro přehlednost a snadné zacházeńı s nimi znač́ı.

Značeńı je d̊uležité dodržovat, protože bod je určen uspořádanou n-tićı č́ısel.

Přehozeńım pořad́ı těchto č́ısel źıskáme bod jiný.

• použ́ıvanou jednotkou - Tuto jendotku si voĺıme. Běžně pak použ́ıváme

základńı délkové jednotky jako např́ıklad centimetr.
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Bod v systému souřadnic jednoznačně urč́ıme uspořádanou n-tićı reálných

č́ısel. Ta odč́ıtáme z č́ıselných os a nazýváme je souřadnicemi bodu. V rovině

a prostoru pak můžeme mı́t několik typ̊u soustav souřadnic. Nejčastěji použ́ıváme

však ty, jejichž osy jsou na sebe kolmé. Nazýváme je kartézské soustavy souřadnic.

Vı́ce o nich si řekneme v následuj́ıćıch kapitolách.
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Kapitola 3

Souřadnice na př́ımce

Tato část práce popisuje nejjednodušš́ı systém souřadnic, a to souřadný systém

na př́ımce, tj. v R. Na této př́ımce je označený počátek, zvolená orientace a zave-

dená jednotka.

Obrázek 3.1: Soustava souřadnic na př́ımce

Bod na př́ımce má jedinou souřadnici, č́ıslo, kterým je jednoznačně určen. Je

zřejmé, že každé reálné č́ıslo je obrazem jednoho bodu př́ımky.

Obrázek 3.2: Souřadnice bodu na př́ımce

Skutečnost, že č́ıslo x je souřadnićı bodu X, zapisujeme X = [x].

Vzdálenost dvou bod̊u na př́ımce představuje reálné nezáporné č́ıslo, které přǐra-

d́ıme libovolné dvojici bod̊u X,Y. Vzdálenost bod̊u X, Y znač́ıme: |XY|. Toto č́ıslo

zjǐst’ujeme jednoduchým výpočtem ve smyslu eukleidovské metriky pro n = 1:
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|XY| = |y - x| ,

kde X = [x] a Y = [y].

Počátek O, který má souřadnici O = [0], děĺı př́ımku na dvě polopř́ımky.

Zaved’me si, že doprava od počátku máme kladnou orientaci př́ımky. Lež́ı-li bod

X na kladné polopř́ımce, plat́ı x = |OX|. Lež́ı-li bod na opačné polopř́ımce, plat́ı

x = − |OX|.

Definice 2 (Soustava souřadnic na př́ımce)

Mějme př́ımku p. Zvoĺıme orientaci př́ımky a urč́ıme si na př́ımce bod O. Bod

O=[0] nazveme počátkem soustavy. Zavedeme bod I, pro který plat́ı |OI| = 1.

Obrázek 3.3: Soustava souřadnic na př́ımce

Libovolnému bodu X z kladně orientované části př́ımky p přiřad́ıme reálné

č́ıslo x = |OX|. Čı́slo x nazveme souřadnićı bodu X a znač́ıme X = [x]. Takto

definovnému systému ř́ıkáme soustava souřadnic na př́ımce.

Takovouto soustavu souřadnic můžeme zavést mnoha zp̊usoby. Zálež́ı na zvo-

leném bodu, který představuje počátek soustavy, na orientaci př́ımky a na daném

měř́ıtku.

Speciálńı př́ıpad soustavy souřadnic na př́ımce představuje reálná č́ıselná osa,

která je obrazem všech reálných č́ısel. Pro tuto plat́ı, že počátek soustavy je v 0

a má jednotku o velikosti |01|. Ukažme si na ńı př́ıklad výpočtu vzdálenosti.

Př́ıklad 1 Vypoč́ıtejme na reálné č́ıselné ose vzdálenost bod̊u: X =[3], Y =[5]

|XY| = |5− 3| ⇒ |XY| = 2.

�
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Př́ıklad 2 Vypoč́ıtejme na reálné č́ıselné ose vzdálenost bod̊u: A=[-2], B=[2]

|AB| = |2− (−2)| ⇒ |AB| = 4.

�

3.1. Transformace na č́ıselné ose

Situace, kdy je 0 počátkem a jednotkou je vzdálenost |OI| = 1, je nejběžněǰśı.

Ukažme si, jak soustavu souřadnic transformovat. Mějme osu reálných č́ısel a za-

ved’me na ńı soustavu souřadnic na př́ımce. OznačmeO = [0] a jednotku |OI| = 1.

Proved’me následuj́ıćı transformci, a to změnu měř́ıtka. Pro nový počátek sou-

stavy O′ plat́ı O′ = [0] = O, pro novou jednotku |O′I ′| = 1 odpov́ıdá v p̊uvodńı

soustavě |OI ′| = 4. Dále si v p̊uvodńı soustavě zvoĺıme bod X = [3] a chceme

źıskat jeho souřadnici x′ v trasnformované soustavě. Ukažme si na obrázku 3.4.

Obrázek 3.4: Nová jednotka

Souřadnice bodu X = [x′] bude mı́t hodnotu menš́ı než 1. Přesnou hodnotu

źıskáme jednoduchým výpočtem. Interval 〈0; 4〉 chceme transformovat na interval

〈0; 1〉. Tuto operaci můžeme pospat jednoduchým lineárńım vztahem.
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Obrázek 3.5: Transformace jednotky

Č́ıslo x′ bude námi hledaná souřadnice, x je souřadnice bodu X v p̊uvodńı

soustavě souřadnic a q = 1
4
∈ R je směrnice př́ımky, popisuj́ıćı lineárńı závislost

mezi body z intervalu 〈0; 4〉 a 〈0; 1〉. Pro výpočet souřadnice x′ bodu X v trans-

formované soustavě souřadnic źıskáváme tedy vztah:

x′ = x · q.

Jinak řečeno, q ∈ R je koeficient, který nám ř́ıká, kolikrát je p̊uvodńı jednotka

větš́ı (menš́ı) než ta nová. V našem př́ıpadě je p̊uvodńı jednotka 4-krát menš́ı,

protože má náš hledaný koeficient hodnotu q = 1
4
.

Nyńı jen dosad́ıme do vrozce a spoč́ıtáme novou hodnotu.

x′ = x · q

x′ = 3 · 1

4

x′ =
3

4

Nejen změna měř́ıtka představuje transformaci souřadného systému na př́ımce.

Ke změně jednotky může ještě přibýt posun počátku. Nyńı máme za počátek bod

O′ = [0], který má v p̊uvodńı soustavě souřadnici 2. Transformace jednotky nám

z̊ustává, tj. q = 1
4
. Znovu budeme hledat novou souřadnici x′ bodu X = [3].
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Obrázek 3.6: Nový počátek soustavy

Předchoźı vzorec uprav́ıme následuj́ıćım zp̊usobem.

x′ = (x− o′) · q,

kde o′ je souřadnice trasformovaného počátku v p̊uvodńı soustavě, respektive

hodnota posunut́ı, kterou muśıme odeč́ıst od souřadnice x.

Dosad’me do výrazu:

x′ = (x− o′) · q

x′ = (3− 2)
1

4

x′ =
1

4
.

Obrázek 3.7: Grafické řešeńı ilustračńıho př́ıkladu
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Kapitola 4

Souřadnicové systémy v rovině

V této kapitole si představ́ıme souřadnicové systémy v rovině R2. Jde o dvoudi-

menzionálńı prostor, tud́ıž budeme hledat souřadnice bod̊u, které budou určeny

uspořádanou dvojićı č́ısel. K vytvořeńı kapitoly bylo čerpáno ze zdroj̊u [5].

4.1. Kartézská soustava souřadnic v R2

Kartézská soustava souřadnic v rovině je v̊ubec nejpouž́ıvaněǰśım typem sous-

tavy v R2. Ukažme si, jak je soustava definovaná a jak se s ńı dá pracovat.

Definice 3 (Kartézská soustava souřadnic v rovině)

Dvojice reálných č́ıselných os x, y v rovině, pro které plat́ı:

• obě osy jsou navzájem kolmé,

• obě osy maj́ı stejné měř́ıtko,

• jejich pr̊useč́ıku O odpov́ıdá na obou osách č́ıslo 0,

se nazývá kartézská soustava souřadnic v rovině. Znač́ıme ji Oxy. Bod O se nazývá

počátek kartézské soustavy souřadnic a př́ımky x, y se nazývaj́ı souřadnicové osy.

Definice 4 (Souřadnice bodu v rovině)

Uspořádanou dvojici reálných č́ısel [x; y], která jsou rovnoběžnými pr̊uměty bodu

X na souřadnicové osy, nazýváme souřadnicemi bodu X v rovině.
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Ukažme si, jak souřadnice bodu v rovině najdeme. Pro větš́ı přehlednost

nyńı pracujme s bodem A. Souřadnicemi libovolného bodu A v rovině je pak

uspořádaná dvojice reálných č́ısel [a1; a2], které źıskáme následuj́ıćım zp̊usobem.

• Bodem A vedeme rovnoběžku s osou y.

• Pruseč́ık osy x s touto rovnoběžkou označ́ıme a1.

• Analogicky vedeme rovnoběžku s osou x.

• Pr̊useč́ık osy y a rovnoběžky označ́ıme a2.

Obrázek 4.1: Souřadnice bodu v rovině

Kartézská soustava souřadnic, která bod̊um z roviny přǐrad́ı t́ımto zp̊usobem

uspořádanou dvojici č́ısel, je zobrazeńı roviny do množiny všech uspořádaných

dvojic reálných č́ısel.

Pro vzdálenost dvou bod̊u v rovině X = [x1; y1] a Y = [x2; y2] źıskáváme opět

ve smyslu eukleidovské metriky pro n = 2 vztah:

|XY| =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

Pro úplnost si spoč́ıtejme jednoduchý př́ıklad a demonstrujme řešeńı na obrázku

4.2.
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Př́ıklad 3 Vypoč́ıtejme vzdálenosti bod̊u: X =[1; 2], Y =[5; 5]

|XY| =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2

|XY| =
√

(5− 1)2 + (5− 2)2

|XY| =
√

25

|XY| = 5.

�

Obrázek 4.2: Vzdálenost bod̊u X, Y v rovině

4.1.1. Transformace

Definice v kapitole jsou převzaty z [1], [3].

Geometrická transformace představuje funkci, jej́ıž definičńı obor a obor hodnot

je množina bod̊u. Jde o zobrazeńı Z, které bodu X jednoznačně přǐrad́ı bod X ′:

Z : X 7→ X ′,

a souřadnićım x, y bodu X jednoznačně přǐrad́ı nové souřadnice x′, y′:

Z : R2 → R2.

Pokud vztah mezi X = [x; y] a X ′ = [x′; y′] lze popsat pomoćı soustavy lineárńıch

rovnic, mluv́ıme o lineárńı transformaci. Tento vztah poṕı̌seme rovnicemi:
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x′ = z11x+ z12y,

y′ = z21x+ z22y,

kde z11, z12, z21, z22 ∈ R nazveme koeficienty soustavy rovnic. Transformace v sou-

řadných systémech můžeme tedy popsat pomoćı maticových rovnic:(
x′

y′

)
=

(
z11 z12
z21 z22

)(
x
y

)
,

X’ = Z ·X.

Matici Z nazveme transformačńı matićı. Transformačńı matice jsou nenulové

čtvercové matice typu 3× 3, jsou ortogonálńı a regulárńı.

Definice 5 (Ortogonálńı matice)

Ortogonálńı matićı rozumı́me čtvercovou matici A, pro kterou plat́ı:

AT ·A = I,

kde AT je transponovaná matice k matici A a I je jednotková matice.

Definice 6 (Inverzńı matice)

Necht’ matice A,B jsou čtvercové matice stupně n. Řekneme, že B je inverzńı

matice k matici A nebo že A je inverzńı matice k matici B, jestlǐze:

BA = AB = I,

kde I je jednotková matice.

Definice 7 (Regulárńı matice)

Čtvercová matice A, k ńı̌z existuje inverzńı matice, se nazývá regulárńı a plat́ı,

že det(A) 6= 0.

Matice jsou pro r̊uzné typy transformaćı specifické. V této práci představ́ıme

transformaci posunut́ı a otočeńı. Transformace můžeme skládat a složenou trans-

formaci popsat jedinou matićı, která vznikla násobeńım matic jednotlivých trans-

formaćı. Pro toto skládáńı a vznik jediné transformačńı matice muśıme kartézské
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souřadnice upravit. Kartézské souřadnice bodu X = [x; y] se převád́ı na tak-

zvané homogenńı souřadnice. Skutečnost, že se jedná o homogenńı souřadnici,

vyjádř́ıme dolńım indexem h:

[x; y] 7→ [xh; yh;wh].

Definice 8 (Homogenńı souřadnice)

Uspořádanou trojici č́ısel [xh; yh;wh], wh 6= 0, nazýváme homogenńı souřadnice

bodu X ∈ R2, jestlǐze plat́ı:
xh
wh

= x,
yh
wh

= y,

kde x, y jsou kartézské souřadnice bodu X ∈ R2.

Souřadnici wh ∈ R se nejčastěji voĺı w = 1 a na tento př́ıpad se taky omeźıme

v této práci. Proto můžeme index h vynechávat. Pro homogenńı souřadnice bodu

X = [xh; yh;wh] tedy plat́ı:

[xh; yh;wh] = [x, y, 1].

4.1.2. Posunut́ı kartézské soustavy souřadnic

V daľśı části si ukážeme, jaké jsou vztahy mezi souřadnicemi bodu v kar-

tézských systémech, které jsou od sebe vzájemně posunuté. K úvahám budeme

potřebovat znalosti z analytické geometrie. Posunut́ım kartézské soustavy souřad-

nic Oxy v rovině o vekor ~u = (u1;u2) źıskáváme opět kartézskou soustavu

souřadnic O′x′y′.

BodAmá v takto vzniklé soustavě souřadnice [a′1; a
′
2], které jsou taky souřadni-

cemi vektoru ~a v soustavě O′x′y′. Vektor ~a je určen body O′ a A. Souřanice bodu

A v Oxy jsou rovny souřadnićım vektoru, který vznikne součtem vektor̊u ~u a ~a,

což nám ukazuje obrázek 4.3.
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Obrázek 4.3: Posunut́ı kartézské soustavy

Věta 2 Jsou-li [a1; a2] souřadnice bodu A v soustavě souřadnic Oxy a [a′1; a
′
2]

souřadnice bodu A v soustavě souřadnic O′x′y′, která vznikla ze soustavy Oxy

posunut́ım o vektor ~u = (u1;u2), pak plat́ı:

a1 = a′1 + u1

a2 = a′2 + u2.

Př́ıklad 4 Mějme kartézskou soustavu souřadnic Oxy a v ńı bod A=[3; 3]. Po-

sunut́ım této soustavy o vektor ~u = (2; 1) źıskáme soustavu O′x′y′. Vypoč́ıtejte

souřadnice bodu A′ v takto vzniklé soustavě.

a′1 = a1 − u1

a′1 = 3− 2 = 1

a′2 = a′2 − u2

a′2 = 3− 1 = 2

A′ = [a′1; a
′
2] = [1; 2]

�
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Obrázek 4.4: Řešeńı př́ıkladu

Ukažme si, jak se transformace posunut́ım dá provést pomoćı maticového

výpočtu. Mějme bod A = [a1; a2]. Posunut́ım o vektor ~u = (u1;u2) źıskáváme

A′ = [a′1; a
′
2]. Kartézské souřadnice bod̊u A a A′ převedeme na homogenńı souřad-

nice a vztah mezi A a A′ lze popsat maticovou rovnićı:

A’ = T ·A,

kde T (translation) je transformačńı matice posunut́ı:

T =

 1 0 −u1
0 1 −u2
0 0 1

 ,

a A, A’ jsou sloupcové vektory homogenńıch souřadnic bodu A, A′:

A =

 a1
a2
1

 , A’ =

 a′1
a′2
1

 .

Př́ıklad 5 Řešme předchoźı př́ıklad pomoćı matic. Známe souřadnice bodu

A=[3;3] v kartézské soustavě souřadnic Oxy. Posunut́ım soustavy o vektor

~u = (2; 1) źıskáme soustavu O′x′y′. Chceme źıskat souřadnice bodu A′ v nově

vzniklé soustavě O′x′y′.

24



A’ = T ·A,

T =

 1 0 −2
0 1 −1
0 0 1

 , A =

 3
3
1

 .

Pak:

A’ =

 1 0 −2
0 1 −1
0 0 1

 ·
 3

3
1

 =

 3− 2
3− 1

1

 =

 1
2
1

 .

Ze sloupcového vektoru homogenńıch souřadnic bodu A′ snadno źıskáváme

i jeho kartézské souřadnice:

A′ = [a′1; a
′
2] = [1; 2].

�

4.1.3. Otočeńı kartézské soustavy souřadnic

Nejen posunut́ım se měńı souřadnice bodu. Můžeme si ukázat, jak se souřadni-

ce budou měnit v př́ıpadě, že kartézskou soustavou otoč́ıme kolem jej́ıho počátku.

Otočeńı kolem počátku je nejjednodušš́ı možnost rotace. Je určeno středem ro-

tace, v tomto př́ıpadě počátkem soustavy, a orientovaným úhlem ϕ. Úhel je ori-

entovaný po směru hodinových ručiček.

Obrázek 4.5: Otočeńı kartézské soustavy kolem počátku
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Nové souřadnice přepoč́ıtáme pomoćı goniometrických funkćı sinϕ, cosϕ. Plat́ı:

x′ = x cosϕ− y sinϕ,

y′ = x sinϕ+ y cosϕ,

pro střed otáčeńı [0; 0].

Toto otočeńı můžeme popsat pomoćı matice rotace R:

R =

 cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 .

Pak maticový vztah pro transformaci souřadnic [x; y] na [x′; y′] zaṕı̌seme:

X’ = RX,

X =

x
y
1

 , X’ =

x′

y′

1

 .

Pokud za střed otáčeńı zvoĺıme libovolný bod S = [s1; s2] 6= [0; 0], pak transfor-

mované souřadnice poč́ıtáme jako:

x′ = (x− s1) cosϕ− (y − s2) sinϕ,

y′ = (x− s1) sinϕ+ (y − s2) cosϕ.

Tato situace reprezentuje skládáńı transformaćı. Jedná se o transformaci slože-

nou z transformace otočeńı a posunut́ı, kde souřadnice bodu S představuj́ı hod-

notu posunut́ı ze středu [0; 0] do bodu [s1; s2]. Celou tuto operaci můžeme popsat

jedinou transformačńı matićı Z, která vznikne vynásobeńım jednotlivých trans-

formačńıch matic R a T:

Z = RT,

Z =

 cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 1 0 −s1
0 1 −s2
0 0 1

 =

 cosϕ − sinϕ −s1 cosϕ+ s2 sinϕ
sinϕ cosϕ −s1 sinϕ− s2 cosϕ

0 0 1

 .
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X’ = ZX,

X’ =

 cosϕ − sinϕ −s1 cosϕ+ s2 sinϕ
sinϕ cosϕ −s1 sinϕ− s2 cosϕ

0 0 1

x
y
1

 =

x cosϕ− y sinϕ− s1 cosϕ+ s2 sinϕ
x sinϕ+ y cosϕ− s1 sinϕ+ s2 cosϕ

1

 =

 (x− s1) cosϕ− (y − s2) sinϕ
(x− s1) sinϕ+ (y − s2) cosϕ

1

 .

Př́ıklad 6 Mějme bod X = [3; 1] v soustavě Oxy. Vypoč́ıtejme souřadnice bodu

v soustavě Ox′y′, která vznikla otočeńım soustavy Oxy o π
6

a posunut́ım počátku

do bodu S = [1;−1].

x′ = (3− 1) cos
π

6
− (1− (−1)) sin

π

6
= 2 ·

√
3

2
− 2 · 1

2

y′ = (3− 1) sin
π

6
+ (1− (−1)) cos

π

6
= 2 · 1

2
+ 2 ·

√
3

2

x′ =
√

3− 1
.
= 0, 732

y′ = 1 +
√

3
.
= 2, 732

�

4.2. Polárńı soustava souřadnic

Tato soustava je daľśı dvoudimenzionálńı typ soustavy souřadnic. V kapitole

o polárńıch souřadnićıch je čerpáno ze zdroj̊u [2], [8], [7].

V některých př́ıpadech neńı použit́ı kartézské soustavy ideálńı. Např́ıklad

u popisu obloukovitých křivek, může být vyjádřeńı v kartézských souřadnićıch

složitěǰśı. Jde např́ıklad o části kruhu nebo spirály. Jednoduchou transformaćı

do polárńıch souřadnic si tak můžeme výrazně usnadnit výpočty.
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Definice 9 (Polárńı soustava souřadnic)

Necht’ X = [x; y] je bod z roviny. Necht’ ρ je vzdálenost bodu X od počátku soustavy

souřdnic O a ϕ znač́ı orientovaný úhel, který sv́ırá úsečka OX s kladným směrem

osy x. Pak uspořádanou dvojici [ρ, ϕ] nazýváme polárńımi souřdnicemi bodu X.

Obrázek 4.6: Polárńı souřadnice bodu X v kartézské soustavě

Č́ıslo ρ znač́ı vzdálenost, tud́ıž nabývá nezáporných hodnot 〈0,∞). Souřadnice

ρ = 0 má pouze počátek polárńı soustavy souřadnic. Č́ıslo ϕ pak nabývá hod-

not z intervalu 〈0, 2π〉. Z podstaty věci však stejný bod bude určen jak dvojićı

souřadnic [ρ, ϕ], tak [ρ, ϕ+ 2kπ], pro k ∈ Z

4.2.1. Transformace kartézských a polárńıch souřadnic

Kartézské souřadnice můžeme pomoćı vzorc̊u převést na souřadnice polárńı

a naopak. Vztahy pro převod souřadnic představuj́ı jednoduchou aplikaci Pythago-

rovy věty a goniometrických funkćı. Ukážeme si je v následuj́ıćıch podkapitolách.

Převod polárńıch souřadnic na kartézské

Věta 3 Necht’ bod X z roviny R2 má v polárńı soustavě souřadnice [ρ;ϕ], pak

pro kartézské souřadnice [x; y] plat́ı vztahy:

x = ρ cosϕ,

y = ρ sinϕ,
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ρ2 = x2 + y2.

Takto definované souřadnice jsou základńı souřadnice. Můžeme mı́t ještě zobecněné

polárńı souřadnice:

x = x0 + ρ cosϕ,

y = y0 + ρ sinϕ.

Obrázek 4.7: Zobecněné polárńı souřadnice bodu

Převod kartézských souřadnic na polárńı

K tomuto převodu využijeme znalosti Pythagorovy věty a vlastnost́ı goniomet-

rických funkćı. Vztah pro výpočet ρ vyjádř́ıme z rovnice ρ2 = x2 +y2 následovně:

ρ =
√
x2 + y2

Pro x = 0 pak plat́ı:

• ϕ = 0 pro y = 0,

• ϕ = π
2

pro y > 0,

• ϕ = 3π
2

pro y < 0.

Jde o body, které lež́ı na souřadnicových osách.

Pro x 6= 0, tj ρ > 0, a ϕ 6= π
2
, ϕ 6= 3π

2
vyjádř́ıme ϕ pomoćı funkce tanϕ:
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y

x
=
ρ sinϕ

ρ cosϕ
= tanϕ

⇒ ϕ = arctan
y

x
.

Pro x > 0 pak plat́ı:

• ϕ = arctan y
x

pro y > 0, tj. bod z 1. kvadrantu.

• ϕ = arctan y
x

+ 2π pro y < 0, tj. bod ze 4. kvadrantu.

Pro x < 0 pak plat́ı:

• ϕ = arctan y
x

+ π pro y > 0, tj. bod z 2. kvadrantu.

• ϕ = arctan y
x

+ π pro y < 0, tj. bod ze 3. kvadrantu.

Př́ıklad 7 Převed’me polárńı souřadnice boduX = [2; 45◦] do kartézských souřadnic.

x = ρ · cosϕ = 2 · cos 45◦

x = 2 ·
√

2

2
=
√

2

y = ρ · sinϕ = 2 · sin 45◦

y = 2 ·
√

2

2
=
√

2

X = [
√

2;
√

2]

�
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Př́ıklad 8 Výsledek předchoźıho př́ıkladu použijme jako výchoźı situaci pro opačný

postup. Tedy kartézské souřadnice bod X = [
√

2;
√

2] převed’me na polárńı

souřadnice.

ρ =
√
x2 + y2

ρ =
√

4

ρ = 2

tanϕ =

√
2√
2

tanϕ = 1

ϕ = 45◦

X = [2; 45◦]

�

Př́ıklad 9 Převed’me kartézské souřadnice bodu X = [−1;
√

3] do polárńıch

souřadnic.

ρ =

√
(−1)2 + (

√
3)2

ρ =
√

4

ρ = 2

ϕ = arctan(−
√

3

1
) + π

ϕ = −π
3

+ π

ϕ =
2

3
π

X = [2;
2

3
π]

�
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4.2.2. Využit́ı polárńıch souřadnic

Ukázali jsme si zp̊usob, jak kartézské souřadnice a polárńı souřadnice vzájemně

transformovat. Ted’ si ukážeme, k čemu se tato transformace dá využ́ıt.

Vyjádřeńı křivek a popis oblast́ı

Máme-li křivku, která je v kartézské soustavě popsána grafem funkce f(x), můžeme

ji převést na novou funkci g(ρ), která může mı́t v některých př́ıpadech mnohem

jednodušš́ı vyjádřeńı. Ukažme si na kružnici.

Př́ıklad 10 Mějme kružnici se středem v bodě [0; 0] a poloměrem r.

Obrázek 4.8: Kružnice v kartézské soustavě

Plat́ı:

x2 + y2 = r2 ⇒ y = ±
√
r2 − x2.

V prvńım a druhém kvadrantu je popsána kružnice výrazem y =
√
r2 − x2

a ve třet́ım a čtvrtém kvadrantu výrazem y = −
√
r2 − x2. Ukažme si, že exi-

stuje jednodušš́ı vyjádřeńı. Převedeme rovnici kružnice do polárńıch souřadnic:

ρ2 cos2 ϕ+ ρ2 sin2 ϕ = r2

ρ2(cos2 ϕ+ sin2 ϕ) = r2

ρ2 = r2 ⇒ ρ = r.
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Úhel ϕ nabývá hodnot z celého intervalu 〈0, 2π〉 a tak kružnici můžeme vyjádřit

jednoduše:

ρ = r pro ϕ ∈ 〈0, 2π〉 .

�

Obrázek 4.9: Kružnice v polárńı soustavě

Výpočet dvojné limity

Studium limit funkćı dvou proměnných neńı předmětem této práce. Ukažme

si však, jak můžeme znalost polárńıch souřadnic aplikovat ve výpočtech limit.

V př́ıkladech, kdy hledáme vlastńı limitu, at’ už ve vlastńım bodě X0 = [x0, y0]

nebo v bodech nevlastńıch, nemuśı některé zp̊usoby výpočt̊u limit stačit. V někte-

rých př́ıpadech se ukazuje vhodné převést p̊uvodńı výraz do polárńıch souřadnic.

Čerpáno z [6].

Věta 4 Necht’ bod [x0, y0] je hromadným bodem definičńıho oboru funkce f(x, y)

a tato funkce je definovaná na nějakém redukovaném okoĺı bodu [x0, y0]. Necht’

existuj́ı funkce jedné proměnné g a h a č́ıslo L ∈ R. Necht’ dále funkci f(x, y) lze

v polárńıch souřadnićıch zapsat ve tvaru f(ρ, ϕ) = L + g(ρ) · h(ϕ), kde L ∈ R

a plat́ı:
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1. limρ→0+ g(ρ) = 0,

2. h(ϕ) je omezená funkce na intervalu 〈0, 2π〉

pak plat́ı lim(x,y)→(x0,y0) f(x, y) = L.

Ukažme si na př́ıkladu.

Př́ıklad 11 Vypoč́ıtejme limitu lim(x,y)→(0,0)
x2y2

x2+y2
.

Dosazeńım x0 = 0 a y0 = 0 do výrazu dostáváme neurčitý výraz 0
0
. Zkuśıme

limitu řešit pomoćı polárńıch souřadnic.

Vztahy pro převod do polárńıch souřadnic:

x = x0 + ρ cosϕ, y = y0 + ρ sinϕ,

kde ρ ≥ 0 znač́ı vzdálenost X0 = [x0, y0] a X = [x, y].

Protože x0 = 0 a y0 = 0, dostáváme:

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ,

lim
ρ→0+

ρ2 cos2 ϕ · ρ2 sin2 ϕ

ρ2 cos2 ϕ+ ρ2 sin2 ϕ
= lim

ρ→0+

ρ4 cos2 ϕ sin2 ϕ

ρ2 (cos2 ϕ+ sin2 ϕ)︸ ︷︷ ︸
1

= lim
ρ→0+

ρ2 cos2 ϕ sin2 ϕ.

V tuto chv́ıli aplikujeme Větu 4. Funkci f(x, y) si rozepǐsme ve tvaru

f(ρ, ϕ) = L+ g(ρ) · h(ϕ)

L = 0

g(ρ) = ρ2

h(ϕ) = cos2 ϕ sin2 ϕ

Protože limρ→(0+) ρ
2 = 0 a funkce h(ϕ) = cos2 ϕ sin2 ϕ je funkce omezená na 〈0; 2π〉 ,

plat́ı:

lim
(x,y)→(0,0)

x2y2

x2 + y2
= L = 0.
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D̊ukaz neexistence limity funkćı dvou proměnných

Spoč́ıtat limitu nemuśı být vždy možné. Můžeme se ale snažit dokázat, že limita

neexistuje. K dispozici máme opět v́ıce možnost́ı, jak toto dokázat. My se pod́ıvejme,

jak využ́ıt polárńıch souřadnic. Opět převedeme výraz do polárńıch souřadnic.

Pokud vyjde limita L závislá na parametru ϕ, pak limita neexistuje.

Ukažme si na př́ıkladu.

Př́ıklad 12 Dokažme, že limita lim(x,y)→(0,0)
xy

x2+y2
neexistuje.

Protože x0 = 0 a y0 = 0, dostáváme:

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ,

lim
ρ→0+

ρ cosϕ · ρ sinϕ

ρ2 cos2 ϕ+ ρ2 sin2 ϕ
= lim

ρ→0+

ρ2 cosϕ sinϕ

ρ2 (cos2 ϕ+ sin2 ϕ)︸ ︷︷ ︸
1

= lim
ρ→0+

cosϕ sinϕ.

Dostáváme se do situce, kdy máme limitu funkce g(ϕ) závislou na parametru

ϕ. Existuj́ı alespoň dvě hodnoty ϕ ∈ 〈0, 2π), pro které by vyšla limita r̊uzná.

Protože v́ıme, že funkce má v každém bodě nejvýše jednu limitu, dokázali jsme,

že limita neexistuje.

Výpočet dvojného integrálu

V této části práce předpokládáme znalost pojmů jako integrál, integračńı obor

a znalost výpočtu primitivńıch funkćı. V kapitole je čerpáno z [4].

Transformaci kartézských souřadnic do souřadnic polárńıch využijeme např́ıklad

v geometrických aplikaćıch dvojného integrálu. Dvojný integrál na základě znalosti

Fubiniovy věty převád́ıme na dvojnásobný integrál. Integrál funkce jedné proměnné

poč́ıtáme pomoćı substituce a metody per partes. Analogicky poč́ıtáme i integrály

dvojné. Někdy je však ve výpočtech výhodněǰśı použ́ıt vyjádřeńı v polárńıch

souřadnićıch.
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Věta 5 (Fubiniova věta pro dvojný integrál)

Necht’ je dána spojitá funkce f definována na množině:

M =
{

(x, y) ∈ R2 : x ∈ 〈a; b〉 ∧ f1(x) ≤ y ≤ f2(x)
}
,

kde f1(x) a f2(x) jsou funkce definované a spojité na intervalu 〈a; b〉. Jestlǐze

pro každé x ∈ 〈a; b〉 je funkce y 7→ f(x, y) integrovatelná na intervalu 〈f1(x); f2(x)〉,

pak: ∫∫
M

f(x, y) dxdy =

b∫
a

 f2(x)∫
f1(x)

f(x, y) dy

 dx.

Ukažme si na obrázku 4.10, kdy je vhodné integračńı obor upravit. Integrujeme

přes uzavřenou množinu M ∈ R2, jej́ıž hranice tvoř́ı křivka, kterou můžeme

rozdělit na konečný počet část́ı, které jsou tvořeny grafem hladké funkce jedné

proměnné. Tato množina však nemuśı být vždy vhodná jako integračńı obor,

a proto se použ́ıvá transformovaná množina.

Obrázek 4.10: Integračńı obor

At’ si u množiny M z obrázku 4.10 zvoĺıme jakékoli pořad́ı integrace, budeme

muset množinu dělit na tři části a poč́ıtat tak integrál jako součet tř́ı integrál̊u.

Dı́ky znalosti polárńıch souřadnic můžeme však množinu transformovat. Výseč

mezikruž́ı z obrázku 4.10 převedeme do polárńıch souřadnic a t́ım množinu trans-

formujeme na obdelńık. Integrovat přes obdelńık už neńı problém. Bod je určen
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dvěma parametry, a to vzdálenost́ı od počátku soustavy a orientovaným úhlem,

který sv́ırá pr̊uvodič bodu s kladnou část́ı osy x. Množinu transformujeme na ob-

delńık 〈ρ1; ρ2〉 × 〈ϕ1;ϕ2〉 , ρ ≥ 0, ϕ ∈ 〈0; 2π〉 . V polárńıch souřadnićıch má

tedy množina M ′ následuj́ıćı předpis:

M ′ = {(ρ, ϕ) : ρ1 ≤ ρ ≤ ρ2 ∧ ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2}

Obrázek 4.11: Upravený integračńı obor

Při výpočtu integrálu pomoćı transformace do polárńıch souřadnic muśıme

transformovat integračńı obor M , integrovanou funkci f a také dx a dy. Trans-

formovat funkci f umı́me z kapitoly 4.2.1. Transformaci dx a dy na dϕ a dρ

provedeme pomoćı absolutńı hodnoty jakobiánu transformace z kartézských do po-

lárńıch souřadnic. Plat́ı tedy:

dxdy = |detJ| dρdϕ,

kde J je Jacobiho matice vytvořená z parciálńıch derivaćı transformačńıch vztah̊u

podle proměnných ρ a ϕ. Konkrétně poč́ıtáme determinant z matice:

J =

 ∂(ρ cosϕ)
∂ρ

∂(ρ cosϕ)
∂ϕ

∂(ρ sinϕ)
∂ρ

∂(ρ sinϕ)
∂ϕ

 .
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Tedy:

det(J) =

∣∣∣∣ cosϕ −ρ sinϕ
sinϕ ρ cosϕ

∣∣∣∣ = ρ cos2 ϕ+ ρ sin2 ϕ =

ρ(cos2 ϕ+ sin2 ϕ) = ρ.

Vı́ce o Jakobiho matici v [4]

Integrál tedy uprav́ıme následuj́ıćım zp̊usobem:

∫∫
M

f(x, y) dxdy =

ρ2∫
ρ1

ϕ2∫
ϕ1

f(ρ cosϕ, ρ sinϕ)ρ dϕdρ.

Př́ıklad 13 Vypoč́ıtejme dvojný integrál
∫∫
M

(x+ y) dxdy, pro

M = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 9 ∧ y ≥ 0}.

Integračńım oborem je část kruhu se středem v [0; 0] a poloměrem 3. Podmı́nka

y ≥ 0 udává, že p̊ujde o část kruhu v prvńım a druhém kvadrantu.

Obrázek 4.12: Integračńı obor M = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 9 ∧ y ≥ 0}

Pro proměnné x a y źıskáváme meze:

−3 ≤ x ≤ 3

0 ≤ y ≤
√

9− x2.

Po dosazeńı meźı do integrálu źıskáme výraz, který bude zbytečně složitý na výpočet.

3∫
−3

√
9−x2∫
0

(x+ y)dydx.
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Proto přistouṕıme k transformaci do polárńıch souřadnic a tuto oblast si trans-

formujeme na obdelńık. Pro nové proměnné ρ a ϕ máme meze:

0 ≤ ρ ≤ 3

0 ≤ ϕ ≤ π.

Pod́ıvejme se, jak se nám změńı př́ıklad po transformaci:

3∫
0

π∫
0

(ρ cosϕ+ ρ sinϕ)ρ dϕdρ.

Výpočet je už snadný:

3∫
0

ρ2[sinϕ−cosϕ]π0dρ =

3∫
0

ρ2[0−(−1)−(0−1)]dρ =

3∫
0

2ρ2dρ = 2[
ρ3

3
]30 = 2·27

3
= 18.
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Závěr

Ćılem této práce bylo vytvořit přehled známých a běžně použ́ıvaných souřadni-

cových systémů, který může posloužit jako podp̊urný materiál student̊um naš́ı

katedry.

V práci jsme popsali soustavu souřadnic na př́ımce a jej́ı možné transfor-

mace, a to posunut́ı počátku a změnu jednotky. Dále se práce věnuje souřadným

systémům v rovině R2. Konkrétně kartézské soustavě souřadnic a polárńı soustavě

souřadnic.

Ned́ılnou součást́ı práce bylo vytvořit řešené př́ıklady, které by představily

možné transformace souřadných systémů. V kapitole o polárńıch souřadnićıch

jsme ukázali, že transformace mezi kartézskými a polárńımi souřadnicemi má

využit́ı v praktických výpočtech.

Velkým př́ınosem pro mě byla tvorba práce jako takové, protože jsem se zdokon-

alila v práci s programem LATEX 2ε. Kv̊uli rozd́ılnosti značeńı a r̊uznosti použitých

symbol̊u bylo témeř nemožné využ́ıt obrázk̊u ze zdroj̊u, ze kterých bylo v práci

čerpáno. Proto bylo nejrozumněǰśı variantou vytvořit si vlastńı obrázky. Dı́ky

tomu jsem se také naučila vytvářet obrázky a nákresy v grafickém editoru Inkscape.
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