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Uvod

Cilem prace je zpracovat téma soutadnicovych systému v R, kartézské sous-
tavy soufadnic a poldrni soustavy souifadnic v R? do pfehledného celku. Po-
moci piikladu ukazat, jak muzeme systémy vzdjemné transformovat a jak se da
znalost transformaci soufadnic vyuzit k usnadnéni nékterych vypoctu. Obsah
prace predstavuji znamé a nejcastéji pouzivané systémy soutadnic.

V ivodni prvni kapitole jsou definovany pojmy, které budeme pouzivat v néasle-
dujicim textu. Druhd kapitola predstavuje souradnicové systémy obecné, k cemu
se pouzivaji a co je tvori. Tteti kapitola popisuje systém soufadnic na piimce
a jeho mozné transformace, tj. posunuti pocatku a zména meéritka. K obéma
pripadum je pripojen feseny piiklad.

Ve c¢tvrté kapitole se vénujeme souradnicovym systémum v roviné. V prvni
fadé jde o kartézskou soustavu souradnic a jeji transformace posunutim a oto¢enim.
V kapitole najdeme ¢dst vénovanou linearnim transformacim a jejich feseni po-
moci matic.

Velkou ¢dst kapitoly o soufadnych systémech v roviné R? tvoii podkapitola
vénovana polarnim soufadnicim. V prvni fadé jsou uvedeny ptrevodni vztahy
pro soutradnice kartézské a polarni. V druhé radé se prace vénuje vyuziti prevodu
do polarnich soutradnic. Napiiklad pro vypocet limit a pro tipravu oboru integrace
dvojnych integralu.

Nécrty, kterymi je doplnéna celda préace, byly vytvoreny v grafickém editoru
Inkscape a to vyhradné pro tuto praci.

Cely text byl vysazen v typografickém systému KTEX 2¢.



Kapitola 1

Pripravna kapitola

V pripravné kapitole si definujeme nékteré dulezité pojmy, které budeme
v nasledujicim textu potfebovat nebo budeme predpokladat jejich znalost.

Definice byly pouzity z [9].

Definice 1 (Metricky prostor)
Metrickym prostorem nazveme usporddanou dvojici (X, p), kde X je neprdzdnd

mnozina a p zobrazeni kartézského soucinu X X X — R splnugici tyto podminky:
o p(X,Y) >0 (nezipornost)
e p(X,Y)=0< X =Y (definitnost)
e p(X,Y) =p(Y,X) (symetrie)
o (X, 7)< p(X,Y)+ p(Y,Z) (trojihelnikovd nerovnost)

pro kazdé X, Y, Z € X. Cislo p(X,Y) budeme nazyvat vzddlenost prvki X a 'Y,

zobrazeni p : X X X — R, budeme nazyjvat metrikou prostoru (X, p).

Na mnoziné X, ktera zustava stejnd, muzeme zavést vice ruznych metrik
a tim ziskavame dalsi a dalsi metrické prostory. V kazdém metrickém prostoru
pak pocitame vzdalenost jinym zpusobem. V této praci budeme pracovat s euk-

leidovskou metrikou.



Véta 1 (Eukleidovskd metrika)
Necht X =R",n € N. Necht X = (x1,...,%,), Y = (y1, ..., Yn) € R". Pak metriku
p: R x R" = R definovanou pro VX,Y € R" vztahem:

nazveme eukleidovskou metrikou.

Metricky prostor (R, p), kde p(X,Y) = |y — x| pro z,y € R, je mnozina
realnych ¢isel s obvyklou definici vzdélenosti. Tento prostor budeme déle strucné
znacit R.

Metricky prostor (R™, p), kde p je eukleidovskd metrika, budeme déle znacit
R™. V této praci dale predpokladejme, ze pracujeme s eukleidovskou metrikou.

Y ~ ’ .
Zavedme, Ze symbolem R? rozumime rovinu.
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Kapitola 2

Souradnicové systémy

Zakladni otazka, kterou musime na zacatku celé prace objasnit, je, co obecné
jsou soutadnicové systémy, kde s nimi pracujeme a k ¢emu se daji pouzit. Kdyz
potfebujeme v matematice ur¢it jednoznacné polohu napiiklad bodu, vyuzijeme
k tomu &fsla, kterd nazyvame souradnice. Pro bod v roviné R? to budou dvé éisla,
pro bod v prostoru R3 uz tii. Obecné pak plati, Ze pro n-rozmérng prostor téchto

¢isel bude n.

Obecné je soustava souradnic tvorena:

e pocatkem - Jde o bod, ktery ma vSechny soutadnice rovny 0. Pokud se jedna
o soufadny systém v roviné R? & prostoru R3, jde taky o bod, ve kterém

se protinaji vSechny osy tvofici soustavu soufadnic.

e osami - Repektive piisluSnym poctem os, podle toho, v kolika rozmérném
prostoru pracujeme. Osy se pro prehlednost a snadné zachazeni s nimi znaci.
Znaceni je dulezité dodrzovat, protoze bod je uréen usporadanou n-tict ¢isel.

Piehozenim potadi téchto ¢isel ziskdme bod jiny.

e pouZivanou jednotkou - Tuto jendotku si volime. Bézné pak pouzivame

zakladni délkové jednotky jako napiiklad centimetr.

11



Bod v systému soutadnic jednoznacné urcéime usporadanou n-tici redlnych
¢isel. Ta odéitame z Ciselnych os a nazyvame je souradnicemi bodu. V roviné
a prostoru pak muzeme mit nékolik typt soustav souradnic. Nejcastéji pouzivame
vsak ty, jejichz osy jsou na sebe kolmé. Nazyvame je kartézské soustavy soutradnic.

Vice o nich si fekneme v nasledujicich kapitoléch.

12



Kapitola 3

Souradnice na primce

Tato ¢ast prace popisuje nejjednodussi systém souradnic, a to souradny systém
na piimce, tj. v R. Na této primce je oznaceny pocatek, zvolena orientace a zave-

dend jednotka.

Y

O
|
I
0 1

Obrazek 3.1: Soustava souradnic na pfimce

Bod na ptfimce ma jedinou soutadnici, ¢islo, kterym je jednoznacné urcen. Je

ziejmé, ze kazdé realné ¢islo je obrazem jednoho bodu piimky.

\J

o
|
0
Obrazek 3.2: Soutadnice bodu na piimce

Skutecnost, ze ¢islo z je souradnici bodu X, zapisujeme X = [z].
Vzdalenost dvou bodu na primce predstavuje realné nezdporné ¢islo, které prira-
dime libovolné dvojici bodu X, Y. Vzdalenost bodu X, Y znac¢ime: | X'Y]. Toto ¢islo

zjistujeme jednoduchym vypoctem ve smyslu eukleidovské metriky pro n = 1:
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[ XY=y - o,
kde X = [z] a Y = [y].
Pocatek O, ktery ma soufadnici O = [0], déli pfimku na dvé polopiimky.
Zavedme si, Ze doprava od po¢atku mame kladnou orientaci pifmky. Lezi-li bod
X na kladné polopiimce, plati x = |OX|. Lezi-li bod na opa¢né polopiimce, plati

r=—]0X|.

Definice 2 (Soustava soufadnic na pifimce)
Meéjme primku p. Zvolime orientaci primky a urcime si na primce bod O. Bod

O=[0] nazveme pocdatkem soustavy. Zavedeme bod I, pro ktery plati |OI| = 1.

Obrazek 3.3: Soustava souradnic na pfimce

Libovolnému bodu X z kladné orientované casti primky p priradime redlné
¢islo v = |OX|. Cislo x nazveme souradnici bodu X a znacime X = [x]. Takto

definovnému systému Tikdme soustava souradnic na primce.

Takovouto soustavu souradnic muzeme zavést mnoha zpusoby. Zalezi na zvo-
leném bodu, ktery predstavuje pocatek soustavy, na orientaci piimky a na daném
meéiitku.

Specialni piipad soustavy soutradnic na piimce predstavuje realna cCiselnd osa,
ktera je obrazem vsSech realnych ¢isel. Pro tuto plati, ze pocatek soustavy je v 0

a ma jednotku o velikosti |01]. Ukazme si na ni piiklad vypoctu vzdalenosti.
Piiklad 1 Vypocitejme na redlné ciselné ose vzdalenost bodu: X=[3|, Y=I[5]

XY =[5 -3 = |XY] =2

14



Piiklad 2 Vypocitejme na redlné ¢iselné ose vzdalenost bodu: A=[-2], B=|2]

|AB| =12 — (-2)| = |AB| = 4.

3.1. Transformace na ¢iselné ose

Situace, kdy je 0 poc¢dtkem a jednotkou je vzdélenost |OI| = 1, je nejbéznéjsi.
Ukazme si, jak soustavu souradnic transformovat. Méjme osu redlnych cisel a za-
ved'me na ni soustavu soufadnic na pifmce. Ozna¢me O = [0] a jednotku |OI| = 1.
Provedme nésledujici transformeci, a to zménu méfitka. Pro novy pocétek sou-
stavy O plati O’ = [0] = O, pro novou jednotku |O'I'| = 1 odpovida v puvodni
soustave |OI'| = 4. Déle si v puvodni soustavé zvolime bod X = [3] a chceme

ziskat jeho soufadnici 2’ v trasnformované soustavé. Ukazme si na obrézku 3.4.

transformovand sousiava souradnic o 1% |‘. I

\

OO b -

| I
-2 -1

plivodni soustava souradnic

+a
11 e

6 7

Q o

Obréazek 3.4: Nova jednotka

Soutadnice bodu X = [2/] bude mit hodnotu mensi nez 1. Presnou hodnotu
ziskame jednoduchym vypoctem. Interval (0;4) chceme transformovat na interval

(0; 1). Tuto operaci muzeme pospat jednoduchym linedrnim vztahem.
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Obréazek 3.5: Transformace jednotky

Cislo 2/ bude ndmi hledand soufadnice, z je soufadnice bodu X v puvodni
soustavé souradnic a ¢ = i € R je smérnice primky, popisujici linearni zavislost
mezi body z intervalu (0;4) a (0;1). Pro vypocet soufadnice =’ bodu X v trans-

formované soustavé souradnic ziskdvame tedy vztah:

Jinak feceno, ¢ € R je koeficient, ktery nam tika, kolikréat je puvodni jednotka
vétsi (mensi) nez ta nova. V nasem piipadé je puvodni jednotka 4-krdt mensi,
protoze ma nas hledany koeficient hodnotu q = }l.

Nyni jen dosadime do vrozce a spocitdme novou hodnotu.

B |

Nejen zména méritka predstavuje transformaci souradného systému na primece.
Ke zméné jednotky muze jesté pribyt posun poc¢atku. Nyni mame za pocatek bod
O’ = [0], ktery ma v puvodni soustavé souradnici 2. Transformace jednotky nam

zUstéva, tj. ¢ = 1. Znovu budeme hledat novou soufadnici 2’ bodu X = [3].

16



transformovanda soustava souradnic 0" A= I’

ra
L
[
= ——
Fod e
i L ——
=Y
L ——
o
- |
o0

privodni soustava souradnic

Obrazek 3.6: Novy pocatek soustavy

Predchozi vzorec upravime nasledujicim zpusobem.
/
= (x—-0)q,

kde o' je souradnice trasformovaného pocdatku v puvodni soustavé, respektive
hodnota posunuti, kterou musime odecist od soutradnice .

Dosadme do vyrazu:

¥=(x-0)q

1L

Obrazek 3.7: Grafické feseni ilustracniho prikladu
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Kapitola 4

Souradnicové systémy v roviné

V této kapitole si piedstavime soufadnicové systémy v roviné R?. Jde o dvoudi-
menzionalni prostor, tudiz budeme hledat souradnice bodu, které budou urceny

usporadanou dvojici ¢isel. K vytvoreni kapitoly bylo ¢erpéno ze zdroju [5].

4.1. Kartézska soustava souradnic v R?

Kartézska soustava souradnic v roviné je vibec nejpouzivanéjsim typem sous-

tavy v R%. Ukazme si, jak je soustava definovand a jak se s ni d4 pracovat.

Definice 3 (Kartézska soustava soutadnic v roviné)

Duojice redlngjch c¢iselnyjch os x, y v roviné, pro které plati:
e 0bé osy jsou navzdjem kolmé,
e 0b¢ 0sy maji stejné meritko,
e jejich pruseciku O odpovidd na obou osdch cislo 0,

se nazyvd kartézskd soustava souradnic v roviné. Znacime ji Oxy. Bod O se nazijvd

pocatek kartézské soustavy souradnic a primky x, y se nazyvaji souradnicové 0sy.

Definice 4 (Soufadnice bodu v rovineé)
Usporddanou dvojici redlngch cisel [x;y], kterd jsou rovnobéinymi pruméty bodu

X na souradnicové osy, nazyvame soutadnicemsi bodu X v roviné.

18



Ukazme si, jak soufadnice bodu v roviné najdeme. Pro vétsi prehlednost
nyni pracujme s bodem A. Soutadnicemi libovolného bodu A v roviné je pak

usporadand dvojice redlnych ¢isel [ag; as|, které ziskame nésledujicim zpusobem.
e Bodem A vedeme rovnobézku s osou y.
e Prusecik osy z s touto rovnobézkou oznac¢ime a;.
e Analogicky vedeme rovnobézku s osou .

e Prusecik osy y a rovnobézky oznacime as.

y A
L ,A=[al;a2]
I
T |
| | : | | .
T 1 1 T T =
0 a; X

Obrazek 4.1: Souradnice bodu v roviné

Kartézska soustava souradnic, ktera bodum z roviny pritadi timto zpusobem
usporadanou dvojici ¢isel, je zobrazeni roviny do mnoziny vSech uspoiddanych
dvojic realnych cisel.

Pro vzdalenost dvou bodu v roving X = [x1;11] a Y = [29; ys] ziskdvame opét

ve smyslu eukleidovské metriky pro n = 2 vztah:

XY = /(22 = 21)* + (32 — )2

Pro uplnost si spocitejme jednoduchy piiklad a demonstrujme feseni na obrazku

4.2.

19



Piiklad 3 Vypocitejme vzdalenosti bodu: X=[1; 2], Y=[5; 5]

XY = /(22— 21)> + (2 — 11)?

XY =/(5-1)2+ (5 - 2)2
XY =25
IXY] =5.

Obrazek 4.2: Vzdalenost bodu X,Y v roviné

4.1.1. Transformace

Definice v kapitole jsou prevzaty z [1], [3].
Geometricka transformace predstavuje funkci, jejiz definiéni obor a obor hodnot

je mnozina bodu. Jde o zobrazeni Z, které bodu X jednoznac¢né prifadi bod X'
Z: XX,

a soufadnicim z,y bodu X jednoznacéné prifadi nové souradnice z’, y':
Z :R* > R%

Pokud vztah mezi X = [z;y] a X' = [2;¢/] 1ze popsat pomoci soustavy linedrnich

rovnic, mluvime o linearni transformaci. Tento vztah popiSeme rovnicemi:

20



!

T = z11% + 212,
/

Y = 291% + 2oy,

kde z11, 212, 221, 200 € R nazveme koeficienty soustavy rovnic. Transformace v sou-

fadnych systémech muzeme tedy popsat pomoci maticovych rovnic:

x - 211 212 X
/ - )
Y 221 222 )
X' =7Z- X
Matici Z nazveme transformacni matici. Transformacéni matice jsou nenulové

¢tvercové matice typu 3 x 3, jsou ortogondlni a regularni.

Definice 5 (Ortogondlni matice)

Ortogondlni matici rozumime ctvercovou matici A, pro kterou plati:
AT . A=T1
kde AT je transponovand matice k matici A a I je jednotkovd matice.

Definice 6 (Inverzni matice)
Necht matice A,B jsou ctvercové matice stupné n. Rekneme, Ze B je inverzni

matice k matict A nebo Ze A je inverzni matice k matici B, jestliZe:
BA=AB=1,
kde I je jednotkovd matice.

Definice 7 (Regularni matice)

Ctvercovd matice A, k niZ existuje inverzni matice, se nazyvd requldrni a plati,

Ze det(A) # 0.

Matice jsou pro ruzné typy transformaci specifické. V této praci predstavime
transformaci posunuti a otoc¢eni. Transformace muzeme skladat a slozenou trans-
formaci popsat jedinou matici, ktera vznikla ndsobenim matic jednotlivych trans-

formaci. Pro toto skladani a vznik jediné transformacni matice musime kartézské

21



soutadnice upravit. Kartézské souradnice bodu X = [z;y] se pfevadi na tak-
zvané homogenni soufadnice. Skutecnost, ze se jednd o homogenni soutadnici,

vyjadiime dolnim indexem :

[z y] = [@h; yn; w).

Definice 8 (Homogenni soufadnice)
Usporadanou trojici ¢isel [xp; yp;wy], wn, # 0, nazgvame homogenni souradnice

bodu X € R?, jestlize plati:

Th Yo
— =, — =Y,
Wp, Wh

kde x,vy jsou kartézské souradnice bodu X € R2.

Souradnici wy, € R se nejcastéji voli w = 1 a na tento piipad se taky omezime
v této préaci. Proto muzeme index j, vynechavat. Pro homogenni soutadnice bodu

X = [zp; yn; wp| tedy plati:
[n; yns wn] = [2,,1].

4.1.2. Posunuti kartézské soustavy souradnic

V dalsi ¢asti si ukdzeme, jaké jsou vztahy mezi souradnicemi bodu v kar-
tézskych systémech, které jsou od sebe vzajemné posunuté. K ivaham budeme
potiebovat znalosti z analytické geometrie. Posunutim kartézské soustavy soutrad-
nic Ozy v roviné o vekor 4 = (uy;ug) ziskdvame opét kartézskou soustavu
soutadnic O'z"y’.

Bod A mé& v takto vzniklé soustavé soutadnice [a]; ab)], které jsou taky souradni-
cemi vektoru d@ v soustavé O'z’y’. Vektor @ je uréen body O" a A. Soutanice bodu
A v Ozxy jsou rovny soufadnicim vektoru, ktery vznikne souc¢tem vektoru o a @,

coz nam ukazuje obrazek 4.3.
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Obréazek 4.3: Posunuti kartézské soustavy

Veéta 2 Jsou-li [a1;as] souradnice bodu A v soustavé souradnic Ozxy a [a);ab)
souradnice bodu A v soustavé souradnic O'z'y', kterd vznikla ze soustavy Oxy

posunutim o vektor @ = (uy;us), pak plati:
/
ayp = a, + u
!/
Ao = Qg + Usg.

Piiklad 4 Méjme kartézskou soustavu souradnic Ozy a v ni bod A=[3; 3|. Po-
sunutim této soustavy o vektor @ = (2;1) ziskdme soustavu O’z'y’. Vypocitejte

soufadnice bodu A’ v takto vzniklé soustaveé.

a; = a; —uy
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Obrazek 4.4: Reseni piikladu

Ukazme si, jak se transformace posunutim da provést pomoci maticového
vypoctu. Méjme bod A = [ay; as]. Posunutim o vektor @ = (uq;uy) ziskdvame
A" = [a}; dy)]. Kartézské souradnice bodu A a A’ pFevedeme na homogenni sourad-

nice a vztah mezi A a A’ 1ze popsat maticovou rovnici:

A =T-A,

kde T (translation) je transformaéni matice posunuti:

10—U1
T=[(01—u |,
00 1

a A, A’ jsou sloupcové vektory homogennich soufadnic bodu A, A’

/

— y /
A=|a |, A=|d
1 1

Piiklad 5 Resme piedchozi pitklad pomoci matic. Zndme soufadnice bodu
A=([3;3] v kartézské soustave soufadnic Ozy. Posunutim soustavy o vektor
@ = (2;1) ziskdme soustavu O'z'y’. Chceme ziskat soufadnice bodu A’ v nové

vzniklé soustave O'z'y’.
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A'=T-A,

10 -2 3
T=101-1}|, A=]3
00 1 1
Pak:
10 -2 3 3—2 1
A’=101-11]1-|3]=1[|3-1]=1]2
00 1 1 1 1

Ze sloupcového vektoru homogennich soufadnic bodu A’ snadno ziskdvame

i jeho kartézské soutadnice:

A = [a;a5) = [1;2].

4.1.3. Otoceni kartézské soustavy souradnic

Nejen posunutim se méni souradnice bodu. Muzeme si ukazat, jak se souradni-
ce budou ménit v pripadé, ze kartézskou soustavou oto¢ime kolem jejiho pocatku.
Otoceni kolem pocatku je nejjednodussi moznost rotace. Je urceno stredem ro-
tace, v tomto ptipadé pocatkem soustavy, a orientovanym thlem . Uhel je ori-

entovany po smeéru hodinovych rucicek.

Obrazek 4.5: Otoceni kartézské soustavy kolem pocatku

25



Nové souradnice prepoc¢itame pomoci goniometrickych funkei sin ¢, cos ¢. Plati:
2’ = xcosp — ysinp,

y' = xsinp + ycos o,

pro stied otéceni [0;0].
Toto otoceni muzeme popsat pomoci matice rotace R:
cosp —sinp 0
R= | sinyp cos 0
0 0 1

Pak maticovy vztah pro transformaci souradnic [x;y] na [2/; ] zapiSeme:

X’ = RX,

8
8

X=|y| xX=|vy
1

—_ <

Pokud za stfed otaceni zvolime libovolny bod S = [s1; s3] # [0;0], pak transfor-

mované souradnice pocitame jako:

7' = (z —s1)cosp — (y — s2)sinp,

/

Yy = (x —s1)sing + (y — s2) cos .

Tato situace reprezentuje sklddani transformaci. Jedna se o transformaci sloze-
nou z transformace otoceni a posunuti, kde souradnice bodu S predstavuji hod-
notu posunuti ze sttedu [0; 0] do bodu [s; s9]. Celou tuto operaci muzeme popsat
jedinou transformacni matici Z, kterd vznikne vynasobenim jednotlivych trans-

formacnich matic R a T:

Z =RT,
cose —sing 0 10 —s; COS@ —SIiny  —S81C0S P+ SaSIn @
Z = | sinyp cos 0 01 —s5 | = | singp cos —81 SN — S9.€OS
0 0 1 00 1 0 0 1
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X’ = ZX,

COSp —sSInp  —S8;COoS P + SSin P x
X’=| sing cos ¢ —S518inp — Sy cos y | =
0 0 1 1
2 COS Y — Yy sin p — 81 €OS @ + So 8in (x —s1)cosp — (y — sg)sing
rsing +ycosp —s1sing + spcosp | = | (x—s1)sinp + (y — s2) cos g
1 1

Piiklad 6 Méjme bod X = [3;1] v soustavé Ozy. Vypocitejme soufadnice bodu
v soustave Oz'y', kterd vznikla otocenim soustavy Ozy o ¢ a posunutim pocatku

do bodu S = [1; —1].

1

:L":(3—1)008%—(1—(—1))8111%:2-\/75—25
1

y/:(3—1)81n%+(1—(—1))€08%:2-5—1-2-\/75

2 =3-1=0,732

Y =1-+V3=2732

4.2. Polarni soustava souradnic

Tato soustava je dalsi dvoudimenzionalni typ soustavy soutradnic. V kapitole
o polarnich soufadnicich je ¢erpano ze zdroju [2], [3], [7].

V nékterych pripadech neni pouziti kartézské soustavy idedlni. Napftiklad
u popisu obloukovitych kfivek, muze byt vyjadreni v kartézskych souradnicich
slozitéjsi. Jde naptiklad o ¢asti kruhu nebo spiraly. Jednoduchou transformaci

do polarnich souradnic si tak muzeme vyrazné usnadnit vypocty.
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Definice 9 (Polarni soustava souiadnic)
Necht X = [x;y] je bod z roviny. Necht p je vzddlenost bodu X od pocdtku soustavy
sourdnic O a ¢ znaci orientovany uhel, ktery svira isecka OX s kladnym smeérem

osy x. Pak usporddanou dvogici [p, ¢| nazgvdme poldrnimi sourdnicemi bodu X.

AS)

Obrazek 4.6: Polarni souradnice bodu X v kartézské soustavé

Cislo p znaéi vzdélenost, tudiz nabyva nezdpornych hodnot (0, 00). Soufadnice
p = 0 mé pouze pocatek polarni soustavy soufadnic. Cislo ¢ pak nabyva hod-
not z intervalu (0, 27). Z podstaty véci vsak stejny bod bude urcen jak dvojici

soutadnic [p, ], tak [p, ¢ + 2k7], pro k € Z

4.2.1. Transformace kartézskych a polarnich souradnic
Kartézské souradnice muzeme pomoci vzorcu prevést na souradnice polarni

anaopak. Vztahy pro pfevod souradnic predstavuji jednoduchou aplikaci Pythago-

rovy véty a goniometrickych funkci. Ukézeme si je v nasledujicich podkapitolach.

Pievod polarnich souradnic na kartézské

Véta 3 Necht bod X z roviny R? md v poldrni soustavé souradnice [p; ], pak

pro kartézské souradnice [x;y| plati vztahy:
T = pcos p,

y = psing,
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p2 =x2+y2.

Takto definované souradnice jsou zakladni souradnice. Muzeme mit jesté zobecnéné

polarni souradnice:

T = To + pCOSs,

Y =1Yo+ psing.

[xo; yol

Obrazek 4.7: Zobecnéné polarni souradnice bodu

Pievod kartézskych souradnic na polarni
K tomuto prevodu vyuzijeme znalosti Pythagorovy véty a vlastnosti goniomet-

rickych funkei. Vztah pro vypocet p vyjadiime z rovnice p? = 2%+ y? nasledovné:
p=Vrt+y?
Pro x = 0 pak plati:
e p=0 pro y=0,
e =5 pro y>0,
3

e o= pro y<0.

Jde o body, které lezi na souradnicovych osach.
Prox #0,tjp>0,ap# 3,0 # 37” vyjadiime ¢ pomoci funkce tan :
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= = arctan Q'
T

Pro z > 0 pak plati:
e p=arctan? pro y>0, tj.bodz ]l kvadrantu.

o p=arctan? +27  pro y <0, tj. bodze4. kvadrantu.

Pro z < 0 pak plati:
e p=arctan? +7 pro y >0, tj. bodz?2. kvadrantu.

e p=arctan? +7 pro y <0, tj.bodze3. kvadrantu.

Priklad 7 Prevedme poldrni soufadnice bodu X = [2;45°] do kartézskych souradnic.
xr=p-cosp=2-cosdb®
2
r=2. £ =2
2
y=p-sinp =2 -sin45°
2
y=2- £ =2
2
X =[V2;v2]



Priklad 8 Vysledek predchoziho piikladu pouzijme jako vychozi situaci pro opaény
postup. Tedy kartézské soufadnice bod X = [v/2;/2] pfevedme na polarni

soufadnice.

p=at+y?

t NG,
anyp = —
L)

tanp =1
o = 45°

X = [2;45°
UJ

Piiklad 9 Pievedme kartézské souradnice bodu X = [—1;v/3] do polarnich

soufadnic.
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4.2.2. Vyuziti polarnich souradnic

Ukazali jsme si zpusob, jak kartézské souradnice a polarni souradnice vzajemneé

transformovat. Ted si ukdZeme, k ¢emu se tato transformace da vyuzit.
Vyjadreni krivek a popis oblasti

Mame-li kiivku, kterd je v kartézské soustavé popséna grafem funkce f(x), muzeme
ji pfevést na novou funkei g(p), kterd muze mit v nékterych pripadech mnohem

jednodussi vyjadreni. Ukazme si na kruznici.
Piiklad 10 Méjme kruznici se stfedem v bodé [0; 0] a polomérem r.

Y

~

A

Obrazek 4.8: Kruznice v kartézské soustavée

Plati:
S N =]
V prvnim a druhém kvadrantu je popséana kruznice vyrazem y = /12 — x?
a ve tretim a ¢tvrtém kvadrantu vyrazem y = —+/r2 — 2. Ukazme si, Ze exi-

stuje jednodussi vyjadieni. Pfevedeme rovnici kruznice do polarnich souradnic:

p* cos® o + p*sin? p = r?
p*(cos? ¢ +sin? p) = r?

pPP=r* = p=r
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Uhel ¢ nabyva hodnot z celého intervalu (0, 27) a tak kruznici muzeme vyjadrit

jednoduse:

p=r pro @€ {0,2m).

S

Obrazek 4.9: Kruznice v polarni soustave

Vypocet dvojné limity

Studium limit funkci dvou proménnych neni predmétem této prace. Ukazme
si vSak, jak muzeme znalost polarnich souradnic aplikovat ve vypoctech limit.
V piikladech, kdy hleddme vlastni limitu, at uz ve vlastnim bodé X, = [z, 30|
nebo v bodech nevlastnich, nemusi nékteré zpusoby vypoctu limit stacit. V nékte-
rych pripadech se ukazuje vhodné prevést puvodni vyraz do polarnich souradnic.

Cerpédno z [0].

Véta 4 Necht bod [xg, o] je hromadnygm bodem definiéniho oboru funkce f(x,vy)
a tato funkce je definovand na néjakém redukovaném okoli bodu [xq,yo]. Necht
existuji funkce jedné proménné g a h a éislo L € R. Necht ddle funkci f(x,y) lze
v poldrnich souradnicich zapsat ve tvaru f(p,¢) = L+ g(p) - h(p), kde L € R
a plati:
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1. lim,0+ g(p) =0,

2. h(p) je omezend funkce na intervalu (0, 2m)

pak plati Bm g ) (z0,40) [ (@, y) = L.

Ukazme si na prikladu.

2,2

Yy
x2 +y2 .

Priklad 11 Vypocitejme limitu lim, 4)—(0,0)
Dosazenim xyp = 0 a yo = 0 do vyrazu dostavame neurcity vyraz %. Zkusime
limitu fesit pomoci polarnich soutfadnic.

Vztahy pro prevod do polarnich soutradnic:
T =g+ pCcosy, Y=yt psing,

kde p > 0 znaci vzdélenost Xy = [zo, 0] a X = [z, y].

Protoze zop = 0 a yg = 0, dostavame:

T =pcosy, y=psing,

preos’ - prsin®p p* cos? psin? o

lim = = lim p*cos® psin? .
p—0t p2cos? o + p2sinp  p=0t p? (cos® p +sin® ) po0t P 7 7

1

V tuto chvili aplikujeme Vétu 4. Funkei f(z,y) si rozepiSme ve tvaru

f(p,0) =L+ g(p)-h(p)

h(p) = cos? psin? ¢

Protoze lim,_, g+) p? = 0 a funkce h(p) = cos? ¢ sin® ¢ je funkce omezend na (0; 27) ,

plati:

x2y2

im ——=7L=0.
(z,y)—(0,0) 22 4 y2
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Dikaz neexistence limity funkci dvou proménngjch

Spoéitat limitu nemusi byt vzdy mozné. Muzeme se ale snazit dokazat, ze limita
neexistuje. K dispozici mame opét vice moznosti, jak toto dokazat. My se podivejme,
jak vyuzit polarnich souradnic. Opét prevedeme vyraz do polarnich souradnic.
Pokud vyjde limita L zavisla na parametru ¢, pak limita neexistuje.

Ukazme si na prikladu.
Priklad 12 Dokazme, Ze limita lim, ) (0,0) % neexistuje.
Protoze zog = 0 a yg = 0, dostavame:

T =pcosy, y=psing,

p? cos psin @

lim PP psin‘ g02 = lim 5 —5— = lim cosysinp.
p—0+ p2cos? p + p?sin® @ p=0t p? (cos® p +sin ) p0t

1

Dostavame se do situce, kdy méme limitu funkce g(¢) zavislou na parametru
©. Existuji alesponi dvé hodnoty ¢ € (0,2m), pro které by vysla limita ruzna.
Protoze vime, ze funkce ma v kazdém bodé nejvyse jednu limitu, dokézali jsme,

Ze limita neexistuje.

Vypocet dvojného integrdlu

V této casti prace predpokladame znalost pojmu jako integral, integra¢ni obor
a znalost vypoctu primitivnich funkei. V kapitole je ¢erpéno z [1].

Transformaci kartézskych souradnic do soutradnic polarnich vyuzijeme napiiklad
v geometrickych aplikacich dvojného integralu. Dvojny integral na zakladé znalosti
Fubiniovy véty prevadime na dvojnasobny integral. Integral funkce jedné proménné
pocitame pomoci substituce a metody per partes. Analogicky poc¢itame i integraly
dvojné. Néekdy je vsak ve vypoctech vyhodnéjsi pouzit vyjadieni v polarnich
soutadnicich.
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Véta 5 (Fubiniova véta pro dvojny integral)

Necht je ddna spojitd funkce f definovdna na mnoZiné:

M = {(x7y) ER*:ze(ab) A fi(z) <y < f2(x)}’

kde fi(x) a fao(z) jsou funkce definované a spojité na intervalu (a;b). Jestlize
pro kazdé x € (a;b) je funkcey — f(x,y) integrovatelnd na intervalu (f1(x); f2(x)),
pak:

(z)

/ /M f(z, ) dudy = /b fZ/f(x,y)dy dz.

a 1(z)

Ukazme si na obrazku 4.10, kdy je vhodné integra¢ni obor upravit. Integrujeme
pfes uzavienou mnozinu M € R2?, jejiz hranice tvoif kiivka, kterou muzeme
rozdélit na koneény pocet ¢asti, které jsou tvoreny grafem hladké funkce jedné
proménné. Tato mnozina vSak nemusi byt vzdy vhodna jako integracni obor,

a proto se pouziva transformovand mnozina.

h

¥

M

Obrazek 4.10: Integracni obor

At si u mnoziny M z obrazku 4.10 zvolime jakékoli potradi integrace, budeme
muset mnozinu délit na tfi ¢asti a pocitat tak integral jako soucet tii integralu.
Diky znalosti polarnich souradnic muzeme vsak mnozinu transformovat. Vysec
mezikruzi z obréazku 4.10 prevedeme do polarnich souradnic a tim mnozinu trans-

formujeme na obdelnik. Integrovat ptfes obdelnik uz neni problém. Bod je urcen
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dvéma parametry, a to vzdalenosti od pocatku soustavy a orientovanym thlem,
ktery svird pruvodi¢ bodu s kladnou ¢asti osy x. Mnozinu transformujeme na ob-
delnik (p1;p2) X {(p1;902), p >0, ¢ € (0;27). V polarnich soufadnicich ma

tedy mnozina M’ nésledujici predpis:

M,:{(p,@)i Plﬁpﬁpg/\golggpgg@}

BS)

Mn"

S

)

0 1 P2 f

Obréazek 4.11: Upraveny integracni obor

Pii vypoctu integralu pomoci transformace do polarnich soufadnic musime
transformovat integraéni obor M, integrovanou funkci f a také dx a dy. Trans-
formovat funkci f umime z kapitoly 4.2.1. Transformaci dr a dy na dp a dp
provedeme pomoci absolutni hodnoty jakobidnu transformace z kartézskych do po-

larnich souradnic. Plati tedy:
dxdy = |detJ| dpde,

kde J je Jacobiho matice vytvorend z parcialnich derivaci transformaé¢nich vztahi

podle proménnych p a ¢. Konkrétné pocitame determinant z matice:

d(pcosp) O(pcos )

_ dp )
T=1 dpsing) dpsiny)
dp dp
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Tedy:

COs Y —psin

det(J) = siny pcosp

’ = p0082<,0 + psin2gp =

p(cos® ¢ + sin? p) = p.
Vice o Jakobiho matici v [1]
Integrél tedy upravime nasledujicim zptsobem:

P2 P2

//M J(z.y) dxd?/://f(pcow,psinso)pd@dp.

P11
Piiklad 13 Vypocitejme dvojny integrél [[, (z + y) dazdy, pro

M= {(z,y) eR*: 2> +y* <9Ay > 0}.

Integracnim oborem je ¢ast kruhu se stfedem v [0; 0] a polomérem 3. Podminka

y > 0 udava, ze pujde o ¢ast kruhu v prvnim a druhém kvadrantu.

Obréazek 4.12: Integracni obor M = {(x,y) e R : 2* + 4> <9 Ay > 0}

Pro proménné x a y ziskavame meze:
3 <x<3

0<y<v9—2a2

Po dosazeni mezi do integralu ziskame vyraz, ktery bude zbytecné slozity na vypocet.

3 V9—a2
/ / (x +y)dydz.
300
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Proto pristoupime k transformaci do polarnich souradnic a tuto oblast si trans-

formujeme na obdelnik. Pro nové proménné p a ¢ mame meze:

0<p<3

0<ep<m
Podivejme se, jak se nam zméni ptiklad po transformaci:

™

3
//(pcosgo—i—psingp)pd(pdp.
0 0

Vypocet je uz snadny:

3 3 3
/ Plsin p—cos @] dp = / L0 (—1)—(0-1)]dp = / 202 =
0 0 0
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Zaver

Cilem této préace bylo vytvorit prehled znamych a bézné pouzivanych souiradni-
covych systému, ktery muze poslouzit jako podpurny materidl studenttim nasi
katedry.

V préci jsme popsali soustavu soufadnic na piimce a jeji mozné transfor-
mace, a to posunuti pocatku a zménu jednotky. Dale se prace vénuje souradnym
systémum v roviné R?. Konkrétné kartézské soustavé soufadnic a poldrni soustave
soufadnic.

Nedilnou soucasti prace bylo vytvorit fesené piiklady, které by predstavily
mozné transformace soutfadnych systému. V kapitole o polarnich souradnicich
jsme ukazali, ze transformace mezi kartézskymi a poldrnimi soufadnicemi ma
vyuziti v praktickych vypoctech.

Velkym piinosem pro mé byla tvorba prace jako takové, protoze jsem se zdokon-
alila v préaci s programem IXTEX 2¢. Kvili rozdilnosti znaceni a riznosti pouzitych
symbolu bylo témetf nemozné vyuzit obrazku ze zdroju, ze kterych bylo v praci
cerpano. Proto bylo nejrozumnéjsi variantou vytvorit si vlastni obrazky. Diky

tomu jsem se také naucila vytvaret obrazky a nakresy v grafickém editoru Inkscape.
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