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matiky pro středńı školy
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BIBLIOGRAFICKÁ IDENTIFIKACE

Autor: Bc. David Dohnal
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Počet stran: 63
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2.1 Pseudokomplementárńı svaz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.2 p-algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3 Stoneova algebra 16
3.1 Stone̊uv svaz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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Úvod

Stoneovy algebry byly poprvé popsány v roce 1957 matematiky G. Grätzerem

a E.T Schmidtem jako odpověd’ na otázku
”
Jaký je nejobecněǰśı pseudokomple-

mentárńı svaz, ve kterém plat́ı x∗∨x∗∗ = 1?“ Stoneovy algebry byly pojmenovány

po americkém matematikovi M. H. Stoneovi. C. C. Chen a G. Grätzer se poté

zaob́ırali otázkou, jak tuto Stoneovu algebru vytvořit, aniž by to nebyl řetězec,

Booleova algebra nebo jejich direktńı součin. V roce 1969 vydali článek [7], ve

kterém popisuj́ı metodu konstrukce Stoneovy algebry. Základńı idea konstrukce

spoč́ıvá v asociováńı dvou jednodušš́ıch struktur spolu se zobrazeńım mezi nimi

(vytvořeńı trojice) a poté dokázali, že existuje vzájemně jednoznačné zobrazeńı

mezi Stoneovými algebrami a jejich trojicemi. Poté G. Grätzer položil otázku

”
Lze naj́ıt př́ımý (méně výpočetně náročný) d̊ukaz, jak z trojice vytvořit Stoneovu

algebru? “ V roce 1973 T. Katriňák odpověděl na tuto otázku svým d̊ukazem [9].

Ćılem této diplomové práce je shrnout základńı poznatky o pseudokomple-

mentárńıch polosvazech a svazech a Stoneových algebrách, včetně tzv.
”
triple“

konstrukce.

Prvńı kapitola je věnována základńım vlastnostem pseudokomplementárńıho

poslovazu. Ve druhé kapitole jsou popsány základńı vlastnosti pseudokomple-

mentárńı algebry (zkráceně p-algebra). Ve třet́ı kapitole jsou shrnuty základńı

vlastnosti Stoneovy algebry.

Hlavńı část́ı diplomové práce jsou pak kapitoly čtyři a pět. Ve čtvrté kapitole

jsou popsány konstrukce Stoneových algeber z abstraktńıch trojic. V posledńı

kapitole jsou pak popsány vztahy mezi jednotlivými Stoneovými algebrami se-

strojenými v kapitole předešlé.
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Kapitola 1

Pseudokomplementarńı polosvaz

V této kapitole jsou shrnuty základńı vlastnosti pseudokomplementárńıch po-

losvaz̊u. Byly použity zdroje [3], [10].

1.1. Pseudokomplementarńı polosvaz

Definice 1.1.1. Necht’ (P,∧, 0) je dolńı polosvaz s nejmenš́ım prvkem 0. Prvek

y ∈ P nazveme pseudokomplement prvku x ∈ P , právě když plat́ı:

(i) x ∧ y = 0,

(ii) jestliže existuje z ∈ P takové, že x ∧ z = 0, pak z ≤ y.

V daľśım textu budeme pseudokomplement prvku x označovat jako x∗.

Definice 1.1.2. Polosvaz (P,∧, 0), kde ke každému prvku x ∈ P existuje pseu-

dokomplement x∗, nazveme pseudokomplementárńı polosvaz.

Pod́ıváme-li se zpět na definici, tak z existence nejmenš́ıho prvku 0 v pseu-

dokomplementárńım polosvazu P ihned plyne, že tento polosvaz muśı nutně ob-

sahovat i největš́ı prvek 0∗ (dále v textu budeme tento prvek označovat jako 1).

V daľśım textu budeme dolńı polosvaz (nebude-li řečeno jinak) nazývat pouze

polosvaz.

Věta 1.1.1. Necht’ P je pseudokomplementárńı polosvaz. Pro každé x, y ∈ P

plat́ı:

(1) x ≤ y ⇒ y∗ ≤ x∗,
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(2) x ≤ x∗∗,

(3) x∗ = x∗∗∗,

(4) x∗ ∧ x∗∗ = 0.

D̊ukaz. (1) Z x ≤ y plyne, že x = x ∧ y. Dále x ∧ y∗ = (x ∧ y) ∧ y∗ = x ∧ 0 = 0,

avšak z definice pseudokomplementu plyne, že y∗ ≤ x∗.

(2) Plyne př́ımo z definice pseudokomplementu.

(3) Nejdř́ıve zavedeme substituci x∗ = y. Pomoćı této substituce a bodu (2)

dostáváme y ≤ y∗∗, dosad́ıme zpět do substituce a máme: x∗ ≤ x∗∗∗. Dále z bod̊u

(1) a (2) plyne : x∗∗∗ ≤ x∗. Konečně tedy x∗ ≤ x∗∗∗ a x∗∗∗ ≤ x∗, což znamená, že

x∗ = x∗∗∗.

(4) Plyne z definice pseudokomplementu a ze substituce x∗∗ = y a x∗ = x.

1.2. Skeleton

Definice 1.2.1. Necht’ P je pseudokomplementárńı polosvaz. Pak množinu

S(P ) = {a∗ | a ∈ P}

nazveme skeleton. Prvek x ∈ S(P ) nazveme skeletárńı.

Věta 1.2.1. Necht’ P je pseudokomplementárńı polosvaz. Pak pro S(P ) plat́ı:

(1) S(P ) je ohraničená,

(2) pro všechna a ∈ S(P ) plat́ı a∗∗ ∈ S(P ),

(3) jestlǐze a, b ∈ S(P ), pak a ∧ b ∈ S(P ).

D̊ukaz. (1) plyne z definice pseudokomplementu.

(2) Pokud a ∈ S(P ), pak plat́ı, že a = b∗ pro nějaké b ∈ P . Z vlastnosti

pseudokompelemntu v́ıme, že a∗ = a∗∗∗ pro všechna a ∈ P , tedy a∗∗ = b∗∗∗ =

b∗ = a to tedy znamená, že a∗∗ = a. Obráceně necht’ a = a∗∗, pak a = b∗, tedy

a ∈ S(P ).

(3) Necht’ a, b ∈ S(P ). Pak ovšem a = a∗∗ a zároveň b = b∗∗. Avšak z a∧b ≤ a

plyne (a∧ b)∗∗ ≤ a∗∗. Z předchoźıho bodu však v́ıme, že a∗∗ = a. Dostáváme tedy

(a∧b)∗∗ ≤ a. Podobně z a∧b ≤ b plyne (a∧b)∗∗ ≤ b∗∗, tedy (a∧b)∗∗ ≤ b. Celkově
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dostáváme (a∧ b)∗∗ ≤ a∧ b. Avšak také plat́ı a∧ b ≤ (a∧ b)∗∗. Dohromady máme

a ∧ b = (a ∧ b)∗∗, což dokazuje, že a ∧ b ∈ S(P ).

Z předchoźı věty plyne, že (S(P ),∧, 0, 1) je ohraničený dolńı podpolosvaz po-

losvazu P . Ukážeme, že S(P ) je Booleova algebra. Jako prvńı si v tomto polosvazu

definujeme operaci spojeńı následovně:

x t y = (x∗ ∧ y∗)∗. (1.1)

Věta 1.2.2. Necht’ P je pseudokomplementárńı polosvaz. Pak (S(P ),t,∧, 0, 1)

je ohraničený distributivńı svaz.

D̊ukaz. Necht’ x, y, z ∈ S(P ). Dokážeme, že S(P ) spolu s operaćı t definovanou

jako (1.1) tvoř́ı polosvaz. Triviálně je operace t komutativńı, dále:

x t (y t z) = (x∗ ∧ (y∗ ∧ z∗)∗∗)∗ = (x∗ ∧ y∗ ∧ z∗)

= ((x∗ ∧ y∗)∗∗ ∧ z∗)∗ = (x t y) t z,

x t x = (x∗ ∧ x∗)∗ = x.

S(P ) s operaćı t je tedy polosvaz. Dále ukážeme, že (S(P ),t,∧, 0, 1) je svaz.

Stač́ı ukázat, že operace t a ∧ jsou svázány zákony absorpce. Tedy

x t (x ∧ y) = (x∗ ∧ (x ∧ y)∗)∗ = x∗∗ = x,

protože x ∧ y ≤ x, z čehož plyne, že x∗ ≤ (x ∧ y)∗. Dále

x ∧ (x t y) = x ∧ (x∗ ∧ y∗)∗ = x∗∗ = x,

protože x∗ ∧ y∗ ≤ x∗, z čehož plyne, že x∗∗ ≤ (x∗ ∧ y∗)∗.

Zbývá dokázat, že (S(P ),t,∧) je distributivńı, tedy

z ∧ (x t y) ≤ (z ∧ x) t (z ∧ y),

protože obrácená nerovnost jistě plat́ı. Dále necht’ t = (z ∧ x) t (z ∧ y). Pak ale

z ∧ x ≤ t = t∗∗, tedy z ∧ x∧ t∗ = 0, celkově z ∧ t∗ ≤ x∗. Podobně pro z ∧ t∗ ≤ y∗.

Dohromady z∧t∗ ≤ x∗∧y∗ = (x∗∧y∗)∗∗, z tohoto však plyne z∧t∗∧(x∗∧y∗)∗ = 0,

tud́ıž

11



z ∧ (x t y) = z ∧ (x∗ ∧ y∗)∗ ≤ t∗∗ = t = (z ∧ x) t (z ∧ y).

Věta 1.2.3. Necht’ P je pseudokomplementárńı polosvaz. Pak (S(P ),t,∧,∗ , 0, 1)

je Booleova algebra, kde ∗ je unárńı operace pseudokomplementace.

D̊ukaz. Všimněme si, že 1∗ = 0 ∈ S(P ) a 0∗ = 1 ∈ S(P ). Nav́ıc pro každé

x ∈ S(P ) plat́ı x ∧ x∗ = 0 a x t x∗ = (x∗ ∧ x∗∗)∗ = 0∗ = 1. Dohromady každému

prvku x ∈ S(P ) existuje prvek x∗. Budeme-li uvažovat ∗ jako unárńı operaci, pak

je S(P ) Booleova algebra.
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Kapitola 2

p-algebra

V této kapitole jsou shrnuty základńı vlastnosti pseudokomplementárńıho

svazu a pseudokomplementárńı algebry. Byly použity zdroje [2], [3], [2], [8].

2.1. Pseudokomplementárńı svaz

V minulé kapitole jsme si definovali pseudokomplementárńı polosvazy jako

polosvazy, kde ke každému prvku existuje jeho pseudokomplement. Obdobně bu-

deme postupovat i nyńı.

Definice 2.1.1. Svaz L s nejmenš́ım prvkem 0, kde ke každému prvku x ∈ L

existuje pseudokompelemt x∗, nazveme pseudokomplementárńı svaz.

Všechny vlastnosti, které platily u pseudokomplementárńıho polosvazu budou

analogicky platit i zde. Jelikož máme nav́ıc (oproti dolńımu polosvazu) definova-

nou operaci spojeńı, můžeme popsat daľśı vlastnosti tohoto svazu.

Věta 2.1.1. Necht’ L je pseudokomplementárńı svaz. Pro každé x, y ∈ L plat́ı:

(1) (x ∨ y)∗ = x∗ ∧ y∗,

(2) x∗ ∨ y∗ ≤ (x ∧ y)∗.

D̊ukaz. (1) Vı́me, že plat́ı x ≤ x ∨ y, tedy (x ∨ y)∗ ≤ x∗, podobně (x ∨ y)∗ ≤ y∗.

Celkově (x ∨ y)∗ ≤ x∗ ∧ y∗. Obráceně x ≤ x∗∗ ≤ (x∗ ∧ y∗)∗, podobně y ≤ y∗∗ ≤

(x∗ ∧ y∗)∗. Dále (x∗ ∧ y∗)∗∗ ≤ (x ∨ y)∗ z čehož plyne, že x∗ ∧ y∗ ≤ (x ∨ y∗).

(2) Protože x ∧ y ≤ x, x ∧ y ≤ y, pak plat́ı, že x∗ ≤ (x ∧ y)∗ a y∗ ≤ (x ∧ y)∗.

Dohromady x∗ ∨ y∗ ≤ (x ∧ y)∗.
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Poznamenejme, že ve vlastnosti (2) v předchoźı větě obecně nemůžeme na-

hradit nerovnost za rovnost (viz následuj́ıćı př́ıklad).

Př́ıklad 1. Necht’ L je 5-prvkový Stone̊uv svaz z obrázku 2.1.

0 = 1∗ = c∗

a = b∗ b = a∗

c

1 = 0∗

Obrázek 2.1: Pseudokomplementárńı svaz L.

Všimněme si, že např́ıklad pro prvky a, b ∈ L neplat́ı rovnost ve vlastnosti (2)

předchoźı věty, tedy

a∗ ∨ b∗ = b ∨ a = c 6= 1 = 0∗ = (a ∧ b)∗.
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2.2. p-algebra

Definice 2.2.1. Pseudokomplementárńı algebra (zkráceně p-algebra) je algebra

(L,∨,∧,∗ , 0, 1) typu (2, 2, 1, 0, 0), kde:

(i) (L,∨,∧) je pseudokomplementárńı svaz,

(ii) 0 resp. 1 je nejmenš́ı resp. největš́ı prvek tohoto svazu,

(iii) symbol ∗ označuje operaci pseudokomplementace, tj. pro každé x ∈ L je x∗

pseudokomplement prvku x ve svazu (L,∨,∧).

Věta 2.2.1. Ohraničený svaz L je p−algebra, právě když existuje unárńı operace

x 7→ x∗ v L taková, že plat́ı

(1) x ∧ (x ∧ y)∗ = x ∧ y∗,

(2) x ∧ 0∗ = x,

(3) 0∗∗ = 0.

D̊ukaz. Pokud je (L;∨,∧,∗ , 0, 1) p−algebra, pak (1) plat́ı, jelikož x∧y∧(x∧)∗ = 0,

z čehož plyne, že x∧ (x∧ y)∗ ≤ y∗, tedy x∧ (x∧ y∗)∗ ≤ y∗∧. Obráceně x∧ y ≤ y,

z čehož plyne y∗ ≤ (x∧ y)∗, dohromady x∧ (x∧ y∗)∗ = x∧ y∗. Dále kv̊uli definici

pseudokomplementu plat́ı 0∗ = 1 a 1∗ = 0, takže je splněno i (2) a (3).

Obráceně nech plat́ı (1) - (3). Pak ovšem

x ∧ x∗ = x ∧ (x ∧ 0∗)∗ = x ∧ 0∗∗ = x ∧ 0 = 0.

Dále pokud x ∧ y = 0, pak

y ∧ x∗ = y ∧ (y ∧ x)∗ = y ∧ 0∗ = y,

z čehož plyne y ≤ x∗. Celkově jsme dokázali, že operace x 7→ x∗ je pseudokom-

plementace.

15



Kapitola 3

Stoneova algebra

V této kapitole jsou shrnuty základńı vlastnosti Stoneových svaz̊u, množin

hustých prvk̊u a Stoneových algeber. Byly užity zdroje [2], [4], [5], [8].

3.1. Stone̊uv svaz

Definice 3.1.1. Distributivńı pseudokomplementárńı svaz L nazveme Stone̊uv

svaz, jestliže pro každý prvek x ∈ L plat́ı:

x∗ ∨ x∗∗ = 1.

Věta 3.1.1. Necht’ L je Stone̊uv svaz. Pak pro všechna x, y ∈ L jsou následuj́ıćı

výroky ekvivalentńı.

(1) x∗ ∨ x∗∗ = 1,

(2) x∗ ∨ y∗ = (x ∧ y)∗.

D̊ukaz. (1) ⇒ (2) : Předpokládejme tedy, že plat́ı x∗ ∨ y∗ = (x ∧ y)∗. Dále

x∗ ∨ x∗∗ = (x ∧ x∗)∗ = 0∗ = 1.

(2)⇒ (1) : Předpokládejme, že x∗ ∨ x∗∗ = 1. Ukážeme, že x∗ ∨ y∗ je pseudo-

komplement x∧y. Pomoćı distributivity a komutativity vid́ıme, že plat́ı: (x∧y)∧

(x∗∨y∗) = (x∗∧x∧y)∨ (y∗∧x∧y) = (0∧y)∨ (0∧x) = 0. Dále předpokládejme,

že (x ∧ y) ∧ z = 0. Potom tedy (y ∧ z) ≤ x∗ tud́ıž (y ∧ z) ∧ x∗∗ ≤ x∗ ∧ x∗∗ = 0

(s využit́ım vlastnosti x∗∧x∗∗ = 0). Odsud tedy z∧x∗∗ ≤ y∗. Nakonec dostáváme

z = z ∧ 1 = z ∧ (x∗ ∨ x∗∗) = (z ∧ x∗) ∨ (z ∧ x∗∗) ≤ x∗ ∨ y∗
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Věta 3.1.2. Distributivńı pseudokomplementárńı svaz L je Stone̊uv svaz, právě

když plat́ı pro všechna x, y ∈ L:

(x ∨ y)∗∗ = x∗∗ ∨ y∗∗.

D̊ukaz. Necht’ L je Stone̊uv svaz. Pak (x ∧ y)∗ = x∗ ∨ y∗ pro všechna x, y ∈ L.

Z De Morganova zákona tedy vyplývá, že (x ∨ y)∗∗ = (x∗ ∧ y∗)∗. Nakonec tedy

(x∗ ∧ y∗)∗ = x∗∗ ∨ y∗∗.

Obráceně, necht’ plat́ı (x ∨ y)∗∗ = x∗∗ ∨ y∗∗ pro všechna x, y ∈ L. Vı́me, že

L je distributivńı pseudokomplementárńı svaz, tedy pro všechna x ∈ L plat́ı, že

x∧x∗ = 0. Z tohoto však plyne (x∧x∗)∗∗ = 0∗∗, z čehož vyplývá, že x∗∗∧x∗∗∗ = 0.

Avšak z vlastnost́ı pseudokomplementu v́ıme, že x∗∗∗ = x∗. Můžeme tedy psát

x∗∗ ∧ x∗ = 0. Následně z (x ∨ x∗)∗ = x∗ ∧ x∗∗ = 0 plyne, že (x ∨ x∗)∗∗ = 0∗,

z předchoźıho však dále plyne x∗∗ ∨ x∗∗∗ = 1. Použijeme opět vlastnost x∗∗∗ = x∗

a dostáváme nakonec x∗∗ ∨ x∗ = 1, což je Stoneova identita. Svaz L je tedy

Stone̊uv.

Věta 3.1.3. Každý Booleovský svaz je Stone̊uv svaz.

D̊ukaz. Necht’ L je Booleovský svaz. Pak pro každý prvek x ∈ L plat́ı x∗ ∨ x∗∗ =

x′ ∨ x′′ = x′ ∨ x = 1. Booleovský svaz je tedy i Stone̊uv.

Poznamenejme, že obrácena věta k předchoźı neplat́ı. Vezměme si např́ıklad

3 prvkový řetězec L = {0, a, 1}, kde 0 ≤ a ≤ 1. Tento řetězec jistě tvoř́ı Stone̊uv

svaz, protože a∗ ∨ a∗∗ = 0 ∨ 0∗ = 0 ∨ 1 = 1. Avšak s jistotou můžeme ř́ıct, že

Booleovský neńı, protože prvek a nemá komplement.

3.2. Množina hustých prvk̊u

Definice 3.2.1. Necht’ L je Stone̊uv svaz. Pak množinu

D(L) = {x | x ∈ L, x∗ = 0}

nazveme množinou hustých prvk̊u. Prvek x ∈ D(L) nazveme hustý prvek.
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Věta 3.2.1. Necht’ L je Stone̊uv svaz, pak pro D(L) plat́ı:

(1) 1 ∈ D(L),

(2) jestlǐze a, b ∈ D(L), pak a ∧ b ∈ D(L),

(3) jestlǐze a ∈ D(L) a a ≤ b, pak b ∈ D(L).

D̊ukaz. (1) plyne z definice.

(2) Necht’ a, b ∈ D(L), tedy a∗ = 0 a b∗ = 0. Z tohoto vyplývá, že a∗∗ = b∗∗ =

0∗ = 1. Dále (a ∧ b)∗∗ = a∗∗ ∧ b∗∗ = 1 ∧ 1 = 1. Nyńı pomoćı vlastnosti a∗ = a∗∗∗

dostáváme (a ∧ b)∗ = (a ∧ b)∗∗∗ = ((a ∧ b)∗∗)∗ = 1∗ = 0, to avšak znamená, že

a ∧ b ∈ D(L).

(3) Pokud a ∈ D(L), pak a∗ = 0. Dále podle vlastnosti x ≤ y ⇒ y∗ ≤ x∗

z a ≤ b vyplývá b∗ ≤ a∗ avšak a∗ = 0. Dostáváme tedy b∗ ≤ 0 z čehož vyplývá

b∗ = 0 a t́ım konečně b ∈ D(L).

Z předchoźı věty plyne, ze (D(L),∨,∧, 1) je distributivńı svaz s největš́ım

prvkem.
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3.3. Stoneova algebra

Definice 3.3.1. Stoneova algebra je algebra (L,∨,∧,∗ , 0, 1) typu (2, 2, 1, 0, 0),

kde:

(i) (L,∨,∧) je Stone̊uv svaz,

(ii) 0 resp. 1 je nejmenš́ı resp. největš́ı prvek tohoto svazu,

(iii) symbol ∗ označuje operaci pseudokomplementace, tj. pro každé x ∈ L je x∗

pseudokomplement prvku x ve Stoneově svazu (L,∨,∧).

Věta 3.3.1. Pro distributivńı pseudokomplementárńı svaz je následuj́ıćı ekviva-

lentńı:

(1) L je Stoneova algebra,

(2) (a ∧ b)∗ = a∗ ∨ b∗ pro všechna a, b ∈ L,

(3) pokud a, b ∈ S(L), pak a ∨ b ∈ S(L),

(4) S(L) je podalgebra L.

D̊ukaz. (1) ⇒ (2) jsme již dokázali.

(2) ⇒ (3) Necht’ a, b ∈ S(L), pak a = a∗∗, b = b∗∗. Tedy a ∨ b = a∗∗ ∨ b∗∗ =

(a∗ ∧ b∗)∗ = (a ∨ b)∗∗ z čehož plyne a ∨ b ∈ S(L).

(3) ⇒ (4) Necht’ a, b ∈ S(L) a a ∧ b ∈ S(L). Pak ale a = a∗∗ a b = b∗∗. Dále

a t b = (a∗ ∧ b∗)∗ = (a ∨ b)∗∗ = a∗∗ ∨ b∗∗ = a ∨ b. To tedy znamená, že S(L) je

podalgebra L.

(4) ⇒ (1) Necht’ S(L) je podalgebra L. Pak pro každé x ∈ L plat́ı x∗ ∨ x∗∗ =

x∗ t x∗∗ = (x∗∗ ∧ x∗∗∗)∗ = (x∗∗ ∧ x∗)∗ = 0∗ = 1, L je tedy Stoneova algebra.
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Kapitola 4

Triple konstrukce

V prvńı části této kapitoly si poṕı̌seme, jak ze Stoneovy algebry L = (L,∨,∧,∗ ,

0, 1) vytvoř́ıme trojici. V druhé části si poṕı̌seme, jak zle vytvořit z abstraktńı

trojice Stoneovu algebru jej́ıž asociovaná trojice je izomorfńı s trojićı p̊uvodńı.

Ve třet́ı části si poṕı̌seme metodu konstrukce Stoneovy algebry podle T. Ka-

triňáka. V posledńı části si ukážeme, jak lze tyto konstrukce zjednodušit, budeme-

li uvažovat, že množina D je ohraničená. Byly použity zdroje [1], [5], [6], [7], [9].

4.1. Vytvořeńı trojice ze Stoneovy algebry

Než přejdeme k samotné konstrukci trojice, uvedeme si zde několik ústředńıch

pojmů, které budeme nadále použ́ıvat. Nejdř́ıv si však připomeňme zavedená

značeńı z minulé kapitoly. Podalgebru S(L) Stoneovy algebry L jsme nazvali

skeleton ((S(L),∨,∧,′ , 0, 1) je Booleova algebra). D(L) znač́ı množinu hustých

prvk̊u (tato množina obsahuje 1), která spolu s operacemi pr̊usek a spojeńı tvoř́ı

distributivńı svaz.

Necht’ D je distributivńı svaz s největš́ım prvkem 1. Filtry ve svazu D tvoř́ı

distributivńı svaz F (D), kde

J ∧K = J ∩K,

J ∨K = {x ∧ y | x ∈ J, y ∈ K},

pro J,K ∈ F (D).

D̊ukaz. Nejprve si ukážeme, že je operace spojeńı dobře definovaná. Očividně
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J ∨K = {z ∈ D | z ≥ x ∧ y pro některé x ∈ J, y ∈ K}.

Uvědomme si, že toto plat́ı v libovolném svazu (i nedistributivńım), avšak D je

distributivńı, takže když z ≥ x∧y, pak z = z∨(x∧y) = (z∨x)∧(z∨y) = x1∧y1,

kde x1 = z ∨ x ∈ J a y1 = z ∨ y ∈ K. Dokázali jsme tedy, že operace spojeńı je

dobře definovaná.

Nyńı dokážeme, že F (D) je distributivńı svaz. Necht’ I, J,K ∈ F (D). Stač́ı

ověřit, že

(I ∨ J) ∩K ⊆ (I ∩K) ∨ (J ∩K),

protože opačná nerovnost očividně plat́ı. Necht’ tedy z ∈ (I ∨ J) ∩ K, tj. z =

x ∧ y ∈ K pro některé x ∈ I, y ∈ J . Pak ale x ∈ I ∩ K a y ∈ J ∩ K, protože

z ≤ x a z ≤ y. To ale znamená, že

z = x ∧ y ∈ (I ∩K) ∨ (J ∩K).

Dále definujme zobrazeńı h : L→ S(L) následovně:

h(x) = x∗∗.

Ukážeme si, že je toto zobrazeńı surjektivńı homomorfismus algeber L a S(L).

D̊ukaz. Připomeňme, že S(L) = {x | x ∈ L, x = x∗∗}, z čehož plyne, že zobrazeńı

h je surjektivńı. Zbývá nám tedy dokázat, že h je homomorfismus. Tedy

h(x ∨ y) = (x ∨ y)∗∗ = x∗∗ ∨ y∗∗ = h(x) ∨ h(y),

h(x ∧ y) = (x ∧ y)∗∗ = x∗∗ ∧ y∗∗ = h(x) ∧ h(y),

h(x∗) = (x∗)∗∗ = (x∗∗)∗ = h(x)∗,

h(0) = 0∗∗ = 0,

h(1) = 1∗∗ = 1.

Zobrazeńı h je surjektivńı homomorfismus algeber L a S(L).
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Pak ovšem z věty o homomorfismu plyne, že relace ∼ definovaná jako

x ∼ y, právě když h(x) = h(y) pro x, y ∈ L,

je kongruence na L a plat́ı L/∼ ∼= S(L). Zaměřme se nyńı na tř́ıdy algebry L/∼.

Pro libovolné x ∈ L plat́ı x ≤ x∗∗, z čehož pro každé a ∈ S(L) plyne

[a]∼ = {x | x ∈ L, x∗∗ = a}.

V daľśım textu budeme tyto tř́ıdy značit Fa (v souladu s literaturou). Všimněme

si, že F1 = {x | x ∈ L, x∗∗ = 1} = D(L) a F0 = {x | x ∈ L, x∗∗ = 0} = {0}.

Nav́ıc (Fa,∨,∧, a) tvoř́ı svaz s největš́ım prvkem a pro každé a ∈ S(L). Ovšem

svaz (Fa,∨,∧, a) je podsvazem svazu (L,∨,∧, 0, 1), který je distributivńı, tedy i

svaz (Fa,∨,∧, a) je distributivńı.

0

a b

1

F0

Fa Fb

F1

Obrázek 4.1: Tř́ıdy rozkladu Stoneovy algebry L

Nyńı necht’ a ∈ S(L). Pak

ψ : x 7→ x ∨ a∗, pro x ∈ Fa

je vnořeńı Fa do F1.
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D̊ukaz. Předpokládejme, že pro x, y ∈ Fa plat́ı ψ(x) = ψ(y). Můžeme tedy psát

x ∨ a∗ = y ∨ a∗

(x ∨ a∗) ∧ a = (y ∨ a∗) ∧ a

(x ∧ a) ∨ (a∗ ∧ a) = (y ∧ a) ∨ (a∗ ∧ a)

x = y,

protože x ≤ x∗∗ a y ≤ y∗∗. Zobrazeńı ψ je tedy injektivńı.

Dále

ψ(x ∨ y) = (x ∨ y) ∨ a∗ = (x ∨ a∗) ∨ (y ∨ a∗) = ψ(x) ∨ ψ(y),

ψ(x ∧ y) = (x ∧ y) ∨ a∗ = (x ∨ a∗) ∧ (y ∨ a∗) = ψ(x) ∧ ψ(y).

Dokázali jsme, že zobrazeńı ψ je vnořeńı (injektivńı homomorfismus).

Opět necht’ a ∈ S(L). Definujme si zobrazeńı ϕ : S(L)→ F (D(L)) následovně

ϕ : a 7→ ϕ(a) = {x | x ∈ D(L), x ≥ a∗}.

Ukážeme, že je toto zobrazeńı homomorfismus, tedy

ϕ(a ∧ b) = [(a ∧ b)∗) ∩D(L) = [a∗ ∨ b∗) ∩D(L)

= ([a∗) ∩D(L)) ∩ ([b∗) ∩D(L))

= ϕ(a) ∩ ϕ(b),

ϕ(a ∨ b) = [(a ∨ b)∗) ∩D(L) = [a∗ ∧ b∗) ∩D(L)

= ([a∗) ∩D(L)) ∨ ([b∗) ∩D(L))

= ϕ(a) ∨ ϕ(b).

Nav́ıc plat́ı

ϕ(a) ∩ ϕ(a∗) = ϕ(0) = {1},

ϕ(a) ∨ ϕ(a∗) = ϕ(1) = D(L).

Zobrazeńı ϕ je tedy homomorfismus ohraničených svaz̊u (v daľśım textu budeme

zkráceně psát {0, 1}−homomorfismus). Všimněme si, že je tento homomorfismus
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jednoznačně určen Stoneovou algebrou L, budeme tedy tento homomorfismus

zapisovat jako ϕL. Nav́ıc (ϕ(a),∨,∧, 1) je podsvaz svazu D(L) pro každé a ∈

S(L).

D̊ukaz. Necht’ x, y ∈ ϕ(a), tedy x = x ∨ a∗ a y = y ∨ a∗. Dokažme, že množina

ϕ(a) je uzavřená na pr̊usek a spojeńı následovně:

ϕ(x ∨ y) = (x ∨ a∗) ∨ (y ∨ a∗) = (x ∨ y) ∨ a∗ ⇒ x ∨ y ∈ ϕ(a),

ϕ(x ∧ y) = (x ∨ a∗) ∧ (y ∨ a∗) = (x ∧ y) ∨ a∗ ⇒ x ∨ y ∈ ϕ(a),

Vı́me, že D(L) je distributivńı, tedy i (ϕ(a),∨,∧, 1) je distributivńı.

Vrat’me se nyńı k zobrazeńı ψ (vnořeńı Fa do D(L)). Budeme-li uvažovat

restrikci (zúžeńı) tohoto zobrazeńı danou následovně

ψ : Fa → ϕ(a),

tak zjist́ıme, že je toto zobrazeńı izomorfismus svaz̊u (Fa,∨,∧, a) a (ϕ(a),∨,∧, 1).

D̊ukaz. Stač́ı nám dokázat, že je toto zobrazeńı surjektivńı. Necht’ z ∈ ϕ(a). Je

jasné, že každý prvek z je ve tvaru x ∨ a∗ pro nějaké x ∈ Fa.

Věta 4.1.1. Necht’ L je Stoneova algebra. Pak je ekvivalentńı:

(1) D(L) má nejmenš́ı prvek,

(2) pro všechna a ∈ S(L), ϕ(a) má nejmenš́ı prvek,

(3) pro všechna a ∈ S(L), Fa má nejmenš́ı prvek.

D̊ukaz. (3) ⇒ (1): Je triviálńı, protože F1 = D(L).

(2)⇒ (3): Zobrazeńı ψ(a) je izomorfismus mezi Fa a ϕ(a) pro každé a ∈ S(L).

Pokud ϕ(a) má nejmenš́ı prvek, pak má nejmenš́ı prvek i Fa.

(1) ⇒ (2): Necht’ d0 je nejmenš́ı prvek v D(L) a x ∈ ϕ(a) je libovolné. Evi-

dentně d0 ≤ x a a∗ ≤ x. Tud́ıž d0∨a∗ ≤ x, d0∨a∗ ∈ ϕ(a), tedy d0∨a∗ je nejmenš́ı

prvek v ϕ(a).

Definice 4.1.1. Necht’ L je Stoneova algebra. Pak 〈S(L), D(L), ϕL〉 je trojice

asociovaná se Stoneovou algebrou L.
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Věta 4.1.2 (o jednoznačnosti). Každá Stoneova algebra L je (až na izomorfis-

mus) jednoznačně určená trojićı 〈S(L), D(L), ϕL〉.

Než přistouṕıme k d̊ukazu předchoźı věty, muśıme vysvětlit jak z dané trojice

vytvořit Stoneovu algebru. Tomuto postupu jsou věnovány kapitoly 4.2 a 4.3.

Důkaz věty 4.1.2 bude vysvětlen v kapitole 5.1.

Necht’ 〈S,D, ϕ〉 je trojice, kde S je Booleova algebra, D je distributivńı svaz s

1 a ϕ : S → F (D) je {0, 1}-homomorfismus ohraničených svaz̊u. Pro každé a ∈ S

plat́ı:

ϕ(a) ∩ ϕ(a∗) = ϕ(0) = 1,

ϕ(a) ∨ ϕ(a∗) = D.

Dále pro každé a ∈ S, x ∈ D je ϕ(a) ∩ [x) hlavńı filtr. Tedy

[%a(x)) = ϕ(a) ∩ [x) (4.1)

D̊ukaz. Protože ϕ(a)∨ϕ(a′) = D, můžeme x zapsat jako x = x1∧x2, pro některé

x1 ∈ ϕ(a) a x2 ∈ ϕ(a∗). Potom

ϕ(a) ∩ [x) = ϕ(a) ∩ [x1 ∧ x2) = ϕ(a) ∩ ([x1) ∨ [x2))

= (ϕ(a) ∩ [x1)) ∨ (ϕ(a) ∩ [x2)),

protože svaz F (D) je distributivńı. Ale z x1 ∈ ϕ(a) plyne, že ϕ(a) ∩ [x1) = [x1)

a z x ∈ ϕ(a′) plyne

ϕ(a) ∩ [x2) ⊆ ϕ(a) ∩ ϕ(a′) = {1},

takže ϕ(a) ∩ [x) = [x1), tzn. %a(x) = x1.

Vztah 4.1 tedy definuje zobrazeńı %a : D → D pro každé a ∈ S. Ukážeme, že

je toto zobrazeńı endomorfismus.

D̊ukaz. Necht’ x, y ∈ D. Potom

[%a(x ∨ y)) = ϕ(a) ∩ [x ∨ y) = ϕ(a) ∩ ([x) ∩ [y))

= ϕ(a) ∩ [x) ∩ ϕ(a) ∩ [y)

= [%a(x)) ∩ [%a(y)) = [%a(x) ∨ %a(y)),
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a tedy %a(x ∨ y) = %a(x) ∨ %a(y). Podobně, protože F (D) je distributivńı,

[%a(x ∧ y)) = ϕa ∩ [x ∧ y) = ϕ(a) ∩ ([x) ∨ [y))

= (ϕ(a) ∩ [x)) ∨ (ϕ(a) ∩ [y))

= [%a(x)) ∨ [%a(y)) = [%a(x) ∧ %a(y)),

a tedy %a(x ∧ y) = %a(x) ∧ %a(y).

Zobrazeńı (endomorfismus) %a(x) nav́ıc splňuje: x ≤ %a(x) a %a(%a(x)) =

%a(x), je to tedy tzv. uzávěrový operátor. Shrňme si tedy základńı vlastnosti

endomorfismu %a:

(i) pro a ∈ S, x ∈ ϕ(a) plat́ı: %a(x) = x,

(ii) x ∈ ϕ(a), právě když %a(x) = x,

(iii) pro x ∈ D, a ∈ S plat́ı: x ≤ %a(x),

(iv) pro x ∈ D, a ∈ S plat́ı: %a(x) ∧ %a′(x) = x,

(v) pro a, b ∈ S, x ∈ D plat́ı: %a(%b(x)) = %a∧b(x),

(vi) pro a, b ∈ S, x ∈ D plat́ı: %a(x) ∧ %b(x) = %a∨b(x),

(vii) pro a, b ∈ S, x ∈ D plat́ı: %a∧b(x) = %a(x) ∨ %b(x).

D̊ukaz. (i)-(iii) plyne př́ımo z definice.

(iv):

[%a(x) ∧ %a′(x)) = [%a(x)) ∨ [%a′(x)) = (ϕ(a) ∩ [x)) ∨ (ϕ(a′) ∩ [x))

= [x) ∩ (ϕ(a) ∨ ϕ(a′)) = [x) ∩ ϕ(a ∨ a′)

= [x) ∩D = [x).

(v):

[%a(%b(x))) = ϕ(a) ∩ [%b(x)) = ϕ(a) ∩ ϕ(b) ∩ [x)

= ϕ(a ∧ b) ∩ [x) = [%a∧b(x)).

(vi):

[%a(x) ∧ %b(x)) = [%a(x)) ∨ [%b(x)) = (ϕ(a) ∩ [x)) ∨ (ϕ(b) ∩ [x))

= [x) ∩ (ϕ(a) ∨ ϕ(b)) = [x) ∩ ϕ(a ∨ b)

= [%a∨b(x)).

26



(vii):

[%a∧b(x)) = ϕ(a ∧ b) ∩ [x) = (ϕ(a) ∩ [x)) ∩ (ϕ(b) ∩ [x))

= [%a(x)) ∩ [%b(x)) = [%a(x)) ∨ [%b(x)).
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4.2. Konstrukce podle C. C. Chena a G. Grätzera

Ćılem této kapitoly bude popsat, jak lze vytvořit Stoneovu algebru z abs-

traktńı trojice 〈S,D, ϕ〉, kde S je Booleova algebra, D je distributivńı svaz s 1 a

ϕ : S → F (D) je homomorfismus ohraničených svaz̊u.

Věta 4.2.1 (o konstrukci). Necht’ S je libovolná Booleova algebra, D je libovolný

distributivńı svaz s 1 a ϕ : S → F (D) je homomorfismus ohraničených svaz̊u.

Pak lze z trojice 〈S,D, ϕ〉 sestrojit Stoneovu algebru L, pro kterou plat́ı:

〈S(L), D(L), ϕL〉 ∼= 〈S,D, ϕ〉.

D̊ukaz. Necht’

L = {〈a, x〉 | x ∈ ϕ(a), a ∈ S} (4.2)

a

〈a, x〉 ≤ 〈b, y〉 ⇐⇒ a ≤ b, x ≤ %a(y), (4.3)

kde zobrazeńı ρa je definováno takto:

[%a(x)) = ϕ(a) ∩ [x), a ∈ S, x ∈ D.

Našim ćılem bude ukázat, ze L je Stoneova algebra. Všimněme si, že z vlast-

nost́ı zobrazeńı %a plyne, že ≤ je reflexivńı, anti-symetrická a tranzitivńı.

Nyńı si nadefinujeme pr̊usek a spojeńı na L následovně:

〈a, x〉 ∧ 〈b, y〉 = 〈a ∧ b, %b(x) ∧ %a(y)〉, (4.4)

〈a, x〉 ∨ 〈b, y〉 = 〈a ∨ b, (%b′(x) ∧ y) ∨ (x ∧ %a′(y))〉. (4.5)

Nejprve si dokážeme 4.4. Z definice v́ıme, že %b(x) ∈ ϕ(b) a %a(y) ∈ ϕ(a).

Tud́ıž %b(x) ∈ ϕ(b) ∩ ϕ(a), podobně %a(y) ∈ ϕ(a) ∩ ϕ(b). Dohromady dostáváme

%b(x) ∧ %a(y) ∈ ϕ(a) ∩ ϕ(b) = ϕ(a ∧ b). Zjistili jsme, že pravá strana rovnice 4.4

nálež́ı L. Zbývá nám dokázat, že je pravá strana největš́ı dolńı zavorou. Snadno

se přesvědč́ıme, že 〈a ∧ b, %b(x) ∧ %a(y)〉 je dolńı závora.

Např́ıklad 〈a ∧ b, %b(x) ∧ %a(y)〉 ≤ 〈a, x〉 ⇐⇒ a ∧ b ≤ a, %b(x) ∧ %a(y) ≤ %a∧b(x).

Vid́ıme, že prvńı podmı́nka je splněna triviálně. Druhou podmı́nku si rozeṕı̌seme
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pomoćı vlastnost́ı zobrazeńı %a takto, %b(x)∧%a(y) ≤ %a∧b(x) = %a(x)∨%b(x). Došli

jsme tedy k závěru, že 〈a∧b, %b(x)∧%a(y)〉 je dolńı závora, muśıme však zjistit, že

je největš́ı. Necht’ 〈c, z〉 je nějaká dolńı závora 〈a, x〉 a 〈b, y〉. Pak plat́ı, že c ≤ a

a c ≤ b, tedy c ≤ a ∧ b a zároveň z ≤ %c(x) a z ≤ %c(y), tedy z ≤ %c(x) ∧ %c(y).

%c(%b(y) ∧ %a(y)) = %b(%c(x)) ∧ %a(%c(y)) = %b∧c(x) ∧ %a∧c(y).

Avšak v́ıme, že b ∧ c = c a a ∧ c = c, můžeme tedy psát:

%b∧c(x) ∧ %a∧c(y) = %c(x) ∧ %c(y).

Jenže z ≤ %c(x)∧ %c(y), což ovšem vede k tomu, že 〈c, z〉 ≤ 〈a∧ b, %b(x)∧ %a(y)〉,

tedy 〈a ∧ b, %b(x) ∧ %a(y)〉 je největš́ı dolńı závora.

Než si dokážeme 4.5, všimněme si, že stačilo dokázat, že je pravá strana 4.4

invariantńı v̊uči %a∧b (t́ımto postupem zjist́ıme, že pravá strana 4.4 nálež́ı L).

Tedy:

pokud %a∧b(%b(x) ∧ %a(y)) = %b(x) ∧ %a(y), pak %b(x) ∧ %a(y) ∈ ϕ(a ∧ b).

To tedy znamená, že 〈a∧b, %b(x)∧%a(y)〉 jistě patř́ı do L. Postupujme následovně:

%a∧b(%b(x) ∧ %a(y)) = %a∧b(%b(x)) ∧ %a∧b(%a(y))

= %a∧b(x) ∧ %a∧b(y)

= %b(x) ∧ %a(y).

V d̊ukazu jsme využili toho, že %a(x) = x a %b(y) = y. Zjistili jsme tedy, že pravá

strana je invariantńı v̊uči %a∧b.

Zbývá nám dokázat 4.5. Nejdř́ıve opět dokážeme, že pravá strana nálež́ı L.

Postupujme následovně:

%a∨b((%b′(x) ∧ y) ∨ (x∧%a′(y)) =

= (%a∨b(%b′(x)) ∧ %a∨b(y)) ∨ (%a∨b(x) ∧ %a∨b(%a′(y)))

= (%b′∧(a∨b)(x) ∧ %a∨b(y)) ∨ (%a∨b(x) ∧ %a′∧(a∨b)(y))

= (%b′∧a(x) ∧ %a∨b(y)) ∨ (%a∨b(x) ∧ %a′∧b(y)).
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Vı́me, že %a(x) = x a %b(y) = y. Odtud dostáváme, že %b′∨a(x) = %b′(%a(x)) =

%b′(x) a obdobně %a′∧b(y) = %a′(%b(y)) = %a′(y). Pokusme se ještě upravit členy

%a∨b(y) a %a∨b(x). Úpravu provedeme s využit́ım absorpčńıho zákona:

%a∨b(y) = %a∨b(%b(y)) = %(a∨b)∧b(y) = %b(y) = y,

%a∨b(x) = %a∨b(%a(x)) = %(a∨b)∧a(x) = %a(x) = x.

Celkově dostáváme:

%a∨b[(%b′(x) ∧ y) ∨ (x ∧ %a′(y))] = (%b′(x) ∨ y) ∧ (x ∧ %a′(y)),

a tud́ıž 〈a ∨ b, (%b′(x) ∧ y) ∨ (x ∧ %a′(y))〉 ∈ L. Zbývá dokázat, že pravá strana je

nejmenš́ı horńı závora. Tedy

〈a, x〉 ≤ 〈a ∨ b, (%b′(x) ∧ y) ∨ (x ∧ %a′(y))〉 ⇐⇒

⇐⇒ a ≤ a ∨ b, x ≤ %a((%b′(x) ∧ y) ∨ (x ∧ %a′(y))),

kde a ≤ a ∨ b je splněno triviálně. Pohlédněme bĺıže na druhou podmı́nku:

%a((%b′(x) ∧ y) ∨ (x ∧ %a′(y))) = (%a(%b′(x)) ∧ %a(y)) ∨ (%a(x) ∧ %a(%a′(y)))

= (%a∧b′(x) ∧ %a(y)) ∨ (x ∧ %a∧a′(y))

= (%b′(x) ∧ %a(y)) ∨ (x ∧ 1)

= (%b′(x) ∧ %a(y)) ∨ x.

Avšak (%b′(x)∧ %a(y))∨ x ≥ x. Z toho tedy vyplývá, že pravá strana je větš́ı než

prvek 〈a, x〉. Podobně pro prvek 〈b, y〉, tedy i y ∨ (%b(x) ∧ %a′(y)) ≥ y. Celkově

pravá strana tvoř́ı horńı závoru. Ukážeme si, že je i nejmenš́ı. Necht’ 〈c, z〉 je také

horńı závora. Plat́ı, že c ≥ a ∨ b, %a(z) ≥ x a %b(z) ≥ y. Můžeme psát:

%a∨b(z) = %(a∧b′)∨b(z) = %a∧b′(z) ∧ %b(z).

Avšak %a(z) ≥ x a %b(z) ≥ y, dohromady dostáváme:

%a∧b′(z) ∧ %b(z) ≥ %b′(x) ∧ y.

Podobně:

%a∨b(z) = %(a′∧b)∨a(z) = %a′∨b(z) ∧ %a(z) ≥ %a′(y) ∧ x.
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Celkově dostáváme:

%a∨b(z) ≥ (%b′(x) ∧ y) ∨ (x ∧ %a′(y)).

Což ovšem znamená, že 〈c, z〉 ≥ 〈a ∨ b, (%b′(x) ∧ y) ∨ (x ∧ %a′(y))〉, tedy 〈a ∨

b, (%b′(x) ∧ y) ∨ (x ∧ %a′(y))〉 je nejmenš́ı horńı závora. Z předchoźıho vyplývá, že

naše množina L tvoř́ı vzhledem k uspořádáńı svaz.

Nyńı si dokážeme, že L je distributivńı. Zavedeme si následuj́ıćı označeńı:

A = (〈a, x〉 ∧ 〈b, y〉) ∨ 〈c, z〉,

B = (〈a, x〉 ∨ 〈c, z〉) ∧ (〈b, y〉 ∨ 〈c, z〉).

Jistě plat́ı, že A ≤ B. Potřebujeme tedy dokázat, že plat́ı: A ≥ B, z čehož pak

plyne rovnost A = B. Pro A s využit́ım 4.4 a 4.5 tedy dostáváme:

(〈a, x〉 ∧ 〈b, y〉) ∨ 〈c, z〉 = 〈a ∧ b, %b(x) ∧ %a(y)〉 ∨ 〈c, z〉

= 〈(a ∧ b) ∨ c, [%c′(%b(x) ∧ %a(y)) ∧ z] ∨ [%b(x) ∧ %a(y) ∧ %(a∧b)′(z)]〉.

Podobně pro B:

(〈a, x〉 ∨ 〈c, z〉) ∧ (〈b, y〉 ∨ 〈c, z〉) =

= 〈a ∨ c, (%c′(x) ∧ z) ∨ (x ∧ %a′(z))〉 ∧ 〈b ∨ c, (%c′(y) ∧ z) ∨ (y ∧ %b′(z))〉

= 〈(a ∨ c) ∧ (b ∨ c), %b∨c((%c′(x) ∧ z) ∨ (x ∧ %a′(z)))

∧ ρa∨c((%c′(y) ∧ z) ∨ (y ∧ %b′(z)))〉

= 〈(a ∨ c) ∧ (b ∨ c), [(%b∨c(%c′(x)) ∧ %b∨c(z)) ∨ (%b∨c(x) ∧ %b∨c(%a′(z)))]

∧ [(%a∨c(%c′(y)) ∧ %a∨c(z)) ∨ (%a∨c(y) ∧ %a∨c(%b′(z)))].

Položme:

d = [(%b∨c(%c′(x)) ∧ %b∨c(z)) ∨ (%b∨c(x) ∧ %b∨c(%a′(z)))]

∧ [(%a∨c(%c′(y)) ∧ %a∨c(z)) ∨ (%a∨c(y) ∧ %a∨c(%b′(z)))],

dále označme

a0 = %b∨c(%c′(x) ∧ %b∨c(z) a1 = %b∨c(x) ∧ %b∨c(%a′(z))

a2 = %a∨c(%c′(y)) ∧ %a∨c(z) a3 = %a∨c(y) ∧ %a∨c(%b′(z)).
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Dále označme:

d0 = a0 ∧ a2 = %b∨c(%c′(x)) ∧ %b∨c(z) ∧ %a∨c(%c′(y)) ∧ %a∨c(z),

d1 = a0 ∧ a3 = %b∨c(%c′(x)) ∧ %b∨c(z) ∧ %a∨c(y) ∧ %a∨c(%b′(z)),

d2 = a1 ∧ a2 = %b∨c(x) ∧ %b∨c(%a′(z)) ∧ %a∨c(%c′(y)) ∧ %a∨c(z),

d3 = a1 ∧ a3 = %b∨c(x) ∧ %b∨c(%a′(z)) ∧ %a∨c(y) ∧ %a∨c(%b′(z)).

Vid́ıme tedy, že:

d = (a0 ∨ a1) ∧ (a2 ∨ a3)

= (a0 ∧ a2) ∨ (a0 ∧ a3) ∨ (a1 ∧ a2) ∨ (a1 ∧ a3)

= d0 ∨ d1 ∨ d2 ∨ d3.

Upravme nyńı nejdř́ıve d0:

d0 = %b∨c(%c′(x)) ∧ %b∨c(z) ∧ %a∨c(%c′(y)) ∧ %a∨c(z)

= %(b∨c)∧c′(x) ∧ %b∨c(z) ∧ %(a∨c)∧c′(y) ∧ %a∨c(z)

= %b∧c′(x) ∧ z ∧ %a∧c′(y) ∧ z

= %b∧c′(x) ∧ z ∧ %a∧c′(y),

protože %c(z) = z, %b∨c(z) = %b∨c(%c(z)) = %c∨(c∧b)(z) = %c(z), podobně pro

%a∨c(z) = z plyne z absorpčńıho zákona.

Podobně pro ostatńı členy d1, d2, d3:

d1 = %b∨c(%c′(x)) ∧ %b∨c(z) ∧ %a∨c(y) ∧ %a∨c(%b′(z))

= %b∧c′(x) ∧ z ∧ %a∨c(y) ∧ %c∧b′(z)

= %b∧c′(x) ∧ %a∨c(y) ∧ z,

d2 = %b∨c(x) ∧ %b∨c(%a′(z)) ∧ %a∨c(%c′(y)) ∧ %a∨c(z)

= %b∨c(x) ∧ %a′(z) ∧ %a∧c′(y) ∧ z

= %b∨c(x) ∧ %a∧c′(y) ∧ z,

d3 = %b∨c(x) ∧ %b∨c(%a′(z)) ∧ %a∨c(y) ∧ %a∨c(%b′(z))

= %b∨c(x) ∧ %a′(z) ∧ %a∨c(y) ∧ %b′(z)

= %b∨c(x) ∧ %a∨c(y) ∧ %a′∨b′(z).
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Všimněme si nyńı, že:

%c′∧a(y) = %c′(y) ∨ %a(y) ≥ %a(y) ≥ %a(y) ∧ %c(y) = %a∨c(y).

Odtud je však patrné, že d0 ≥ d1.

Nav́ıc:

%c′∧b(x) = %c′(x) ∨ %b(x) ≥ %b(x) ≥ %b(x) ∧ %c(x) = %b∨c(x),

z čehož plyne, že d0 ≥ d2. Dohromady d = d0 ∨ d3. Dále

%(a∨c)∧(b∨c)[((%c′(%b(x) ∧ %a(y)) ∧ z) ∨ (%b(x) ∧ %a(y) ∧ %(a∧b)′(z))] =

[(%(a∨c)∧(b∨c)(%c′(%b(x))) ∧ %(a∨c)∧(b∨c)(%c′(%a(y)))) ∧ %(a∨c)∧(b∨c)(z)]

∨ [%(a∨c)∧(b∨c)(%b(x)) ∧ %(a∨c)∧(b∨c)(%a(y)) ∧ %(a∨c)∧(b∨c)(%(a∧b)′(z))].

Upravme si jednotlivé členy:

%(a∧c)∨(b∨c)(%c′(%b(x))) = %(a∨c)∧(b∨c)∧c′∧b(x) = %a∧c′∧b(x) = %b∧c′(x),

%(a∨c)∧(b∨c)(%c′(%a(y))) = %(a∨c)∧(b∨c)∧c′∧a(y) = %b∧a∧c′(y) = %a∧c′(y),

%(a∨c)∧(b∨c)(z) = %b∨c(%a∨c(z)) = z,

%(a∨c)∧(b∨c)(%b(x)) = %(a∨c)∧(b∨c)∧b(x) = %b∧(a∨c)(x) = %b(x),

%(a∨c)∧(b∨c)(%a(y)) = %(a∨c)∧(b∨c)∧a(y) = %a∧(b∨c)(y) = %a(y),

%(a∨c)∧(b∨c)(%(a∧b)′(z)) = %a∨c(%b∨c(%a′∨b′(z))) = %a′∨b′(z).

Dohromady dostáváme:

(%b∧c(x) ∧ %a∧c′(y) ∧ z) ∨ (%b(x) ∧ %a(y) ∧ %a′∨b′(z)).

Avšak levá závorka je rovna d0. Celkově tedy d0∨ (%b(x)∧ %a(y)∧ %a′∨b′(z)). Dále

v́ıme jistě, že plat́ı: (a ∧ b) ∨ c ≥ (a ∨ c) ∧ (b ∨ c). Konečně podle 4.2 plat́ı, že

A ≥ B, protože %b(x) ∧ %a(y) ∧ %a′∨b′(z) ≥ d3 a tedy:

d0 ∨ (%b(x) ∧ %a(y) ∧ %a′∨b′(z)) ≥ d0 ∨ d3 = d.

T́ımto máme dokázáno, že L je distributivńı svaz.

Nejmenš́ı prvek: Každý prvek L je ve tvaru 〈a, x〉, kde a ∈ S a x ∈ ϕ(a),

Vı́me, že S je Booleova algebra, má tedy nejmenš́ı prvek 0. To znamená, že na 1.
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pozici v uspořádané dvojici 〈a, x〉 muśı být 0. Avšak ϕ(0) = {1}. Nejmenš́ı prvek

L je tedy ve tvaru 〈0, 1〉.

Největš́ı prvek: V př́ıpadě největš́ıho prvku L je situace jednodušš́ı, protože

S je Booleova algebra a D je shora omezený distributivńı svaz. Největš́ı prvek je

tedy ve tvaru 〈1, 1〉.

Pseudokomplement:

〈a, x〉∗ = 〈a′, 1〉, (4.6)

〈a, x〉 ∧ 〈a′, 1〉 = 〈a ∧ a′, %a′(x) ∧ %a(1)〉

= 〈0, %a′(x) ∧ 1〉 = 〈0, %a′∧a(x) ∧ 1〉

= 〈0, 1〉.

Pokud 〈a, x〉 ∧ 〈b, y〉 = 〈0, 1〉, pak ale b ≤ a′ a y ≤ %b(1) = 1 z čehož plyne, že

〈b, y〉 ≤ 〈a′, 1〉.

Stoneova identita:

〈a, x〉∗ ∨ 〈a, x〉∗∗ = 〈1, 1〉, (4.7)

〈a, x〉∗ ∨ 〈a, x〉∗∗ = 〈a′, 1〉 ∨ 〈a, 1〉 = 〈a′, 1〉 ∨ 〈a, 1〉

= 〈a′ ∨ a, (%a′(1) ∧ 1) ∨ (1 ∧ %a(1))〉

= 〈1, 1〉.

Skeleton:

S(L) = {〈a, 1〉 | a ∈ S }. (4.8)

Množina hustých prvk̊u:

D(L) = {〈1, d〉 | d ∈ D}. (4.9)

Zobrazeńı ϕL:

ϕL(〈a, 1〉) = {〈1, d〉 | d ∈ ϕ(a)}.

L je tedy Stoneova algebra. Trojice asociovaná se Stoneovou algebrou L je

〈S(L), D(L), ϕL〉.
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S F (D)

S(L) F (D(L))

f

ϕ

ϕL

g̃

Obrázek 4.2: Diagram izomorfńıch trojic

Trojice 〈S,D, ϕ〉 a 〈S(L), D(L), ϕL〉 jsou izomorfńı, právě když existuj́ı izo-

morfismy f : S → S(L) a g : D → D(L) takové, že diagram

komutuje.

V diagramu 4.2 zobrazeńı g̃ znač́ı izomorfismus svaz̊u F (D) a F (D(L)) indu-

kovaný zobrazeńım g.

Definujme zobrazeńı f : S → S(L) předpisem

f(a) = 〈a, 1〉.

f je surjekce, nebot’ každý prvek 〈a, 1〉 ∈ L je jednoznačně určen prvkem a ∈ S.

Zobrazeńı f je izotonńı tedy:

a ≤ b ⇒ 〈a, 1〉 ≤ 〈b, 1〉. (4.10)

Předpokládejme, že plat́ı levá strana 4.10. Dále

〈a, 1〉 ≤ 〈b, 1〉 ⇐⇒ a ≤ b a 1 ≤ %a(1),

avšak %a(1) = 1. Pak z a ≤ b plyne 〈a, 1〉 ≤ 〈b, 1〉.

Zobrazeńı f−1 je izotonńı tedy:

〈a, 1〉 ≤ 〈b, 1〉 ⇒ a ≤ b. (4.11)

Předpokládejme, že plat́ı levá strana, tzn.:

〈a, 1〉 ≤ 〈b, 1〉 ⇐⇒ a ≤ b a 1 ≤ %a(1),

z čehož je okamžitě vidět, že a ≤ b.

Ukážeme, že zobrazeńı f zachovává komplement:
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f(a′) = 〈a′, 1〉 = f(a)′.

Nejmenš́ı resp. největš́ı prvek:

f(0) = 〈0, 1〉,

f(1) = 〈1, 1〉.

Zobrazeńı f je tedy izomorfismus.

Dále definujme zobrazeńı g : D → D(L) předpisem

g(d) = 〈1, d〉.

g je surjekce, nebot’ množina D(L) je definována jako D(L) = {〈1, d〉 | d ∈ D}.

g je izotonńı, nebot’ pro d1, d2 ∈ D, kde d1 ≤ d2, okamžitě plyne 〈1, d1〉 ≤

〈1, d2〉,protože %1(d2) = d2.

Zobrazeńı g−1 je izotonńı, protože z 〈1, d1〉 ≤ 〈1, d2〉 ihned plyne d1 ≤ d2. Jako

posledńı ukážeme, že zobrazeńı g zachovává nejmenš́ı prvek, tedy

g(1) = 〈1, 1〉.

Zobrazeńı g je tedy také izomorfismus.

Zbývá dokázat, ze diagram 4.2 komutuje. Necht’ a ∈ S. Pak

a
ϕ7−→ ϕ(a)

g̃7−→ g(ϕ(a)) = {〈1, x〉 | x ∈ ϕ(a)},

a
f7−→ 〈a, 1〉 ϕL

7−→ {〈1, x〉 | 〈1, x〉 ≥ 〈a, 1〉∗} = {〈1, x〉 | x ∈ ϕ(a)}.

Plat́ı tedy, že 〈S,D, ϕ〉 ∼= 〈S(L), D(L), ϕL〉.
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Př́ıklad 2. Necht’ S je čtyřprvková Booleova algebra a D je distributivńı svaz s

1 (viz obrázek ńıže).

0

a b

1

S

0D

c d

1

D

Definujme zobrazeńı ϕ : S → F (D) předpisem

ϕ(0) = {1}, ϕ(b) = [c),

ϕ(a) = [d), ϕ(1) = D.

Množinu L jsme v d̊ukazu věty 4.2.1 měli definovanou následovně:

L = {〈a, x〉 | a ∈ S, x ∈ ϕ(a)}.

V našem konkrétńım př́ıkladu je množina L ve tvaru:

L = {〈0, 1〉, 〈a, d〉, 〈a, 1〉, 〈b, c〉, 〈b, 1〉, 〈1, 0D〉, 〈1, c〉, 〈1, d〉, 〈1, 1〉}.

Podle d̊ukazu věty 4.2.1 je L Stoneova algebra (viz obr. 4.3), kde

〈0, 1〉∗ = 〈1, 1〉,

〈a, d〉∗ = 〈a, 1〉∗ = 〈b, 1〉,

〈b, c〉∗ = 〈b, 1〉∗ = 〈a, 1〉,

〈1, 0D〉∗ = 〈1, c〉∗ = 〈1, d〉∗ = 〈1, 1〉∗ = 〈0, 1〉.

Všimněme si, že

S(L) = {〈0, 1〉, 〈a, 1〉, 〈b, 1〉, 〈1, 1〉} = {〈x, 1〉 | x ∈ S},

D(L) = {〈1, 0D〉, 〈1, c〉, 〈1, d〉, 〈1, 1〉} = {〈1, y〉 | y ∈ D},

ϕL(〈x, 1〉) = {〈1, y〉 | y ∈ ϕ(a)}.
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〈0, 1〉

〈a, d〉 〈b, c〉

〈a, 1〉 〈1, 0D〉 〈b, 1〉

〈1, c〉 〈1, d〉

〈1, 1〉

Obrázek 4.3: Stoneova algebra L.

Zbývá dokázat, ze diagram 4.2 komutuje, tedy:

0
ϕ7−→ {1} g̃7−→ {〈1, 1〉}, a

ϕ7−→ [d)
g̃7−→ {〈1, d〉, 〈1, 1〉},

0
f7−→ 〈0, 1〉 ϕL

7−→ {〈1, 1〉}, a
f7−→ 〈a, 1〉 ϕL

7−→ {〈1, d〉, 〈1, 1〉},

1
ϕ7−→ D

g̃7−→ {〈1, 0D〉, 〈1, c〉, 〈1, d〉, 〈1, 1〉}, b
ϕ7−→ [c)

g̃7−→ {〈1, c〉, 〈1, 1〉},

1
f7−→ 〈1, 1〉 ϕL

7−→ {〈1, 0D〉, 〈1, c〉, 〈1, d〉, 〈1, 1〉}, b
f7−→ 〈b, 1〉 ϕL

7−→ {〈1, c〉, 〈1, 1〉}.

Ukázali jsme, že jsou trojice 〈S,D, ϕ〉 a 〈S(L), D(L), ϕ〉 izomorfńı.
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4.3. Konstrukce podle T. Katriňáka

Při konstrukci podle Katriňáka budeme vycházet (stejně jako při minulé kon-

strukci) z abstraktńı trojice 〈S,D, ϕ〉, kde S je Booleova algebra, D je distribu-

tivńı svaz s 1 a ϕ : S → F (D) je homomorfismus ohraničených svaz̊u. Dále si

zavedeme duálńı svaz ke svazu F (D), tedy svaz, kde zaměńıme spojeńı za pr̊usek

a obráceně. Tento duálńı svaz budeme značit Fd(D). Nyńı přejdeme k samotné

konstrukci Stoneovy algebry L.

Jako prvńı si definujme nosnou množinu L následovně:

L = {〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉 | a ∈ S, x ∈ D}.

L je podmnožina direktńıho součinu S×F (D). Jelikož S i F (D) jsou svazy, pak i

S×F (D) je svaz. Muśıme tedy dokázat, že množina L spolu s operacemi pr̊usek

a spojeńı je podsvaz svazu S × Fd(D).

Tedy:

〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉 ∧ 〈b, ϕ(b′) ∨ [y)〉 = 〈a ∧ b, (ϕ(a′) ∨ [x)) ∨ (ϕ(b′) ∨ [y))〉

= 〈a ∧ b, ϕ(a′) ∨ ϕ(b′) ∨ [x) ∨ [y)〉

= 〈a ∧ b, ϕ((a ∧ b)′) ∨ [x ∧ y)〉.

Prvek 〈a∧ b, ϕ((a∧ b)′)∨ [x∧ y)〉 jistě patř́ı do L, nebot’ (a∧ b) ∈ S a x∧ y ∈ D.

〈a, ϕ(a′)∨[x)〉 ∨ 〈b, ϕ(b′) ∨ [y)〉 = 〈a ∨ b, (ϕ(a′) ∨ [x)) ∩ (ϕ(b′) ∨ [y))〉

= 〈a ∨ b, ((ϕ(a′) ∩ ϕ(b′)) ∨ (ϕ(b′) ∩ [x)) ∨ ((ϕ(a′) ∩ [y)) ∨ ([x) ∩ [y)))〉

= 〈a ∨ b, ((ϕ(a′ ∧ b′) ∨ (ϕ(b′) ∩ [x))) ∨ ((ϕ(a′) ∩ [y)) ∨ [x ∨ y)))〉

= 〈a ∨ b, ϕ((a ∨ b)′) ∨ (ϕ(b′) ∩ [x)) ∨ (ϕ(a′) ∩ [y)) ∨ [x ∨ y)〉

= 〈a ∨ b, ϕ((a ∨ b)′) ∨ [%b′(x) ∧ %a′(y) ∧ (x ∨ y))〉.

Prvek 〈a ∨ b, ϕ((a ∨ b)′) ∨ [%b′(x) ∧ %a′(y) ∧ (x ∨ y))〉 jistě také patř́ı do L, nebot’

a ∨ b ∈ S a %b′(x) ∧ %a′(y) ∧ (x ∨ y) ∈ D.

Množina L s operacemi pr̊usek a spojeńı tvoř́ı svaz. Jenže S je Booleova

algebra a D je distributivńı svaz, takže L ⊆ S × Fd(D) je distributivńı. Nyńı se
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bĺıže pod́ıváme, co plyne z předchoźıho pro relaci uspořádáńı.

〈a, ϕ(a′)∨ [x)〉 ≤ 〈b, ϕ(b′)∨ [y)〉 ⇐⇒ 〈a, ϕ(a′)∨ [x)〉∧〈b, ϕ(b′)∨ [y)〉 = 〈a, ϕ(a′)∨

[x)〉, což je splněno, právě když a = a ∧ b a 〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉 ∨ 〈b, ϕ(b′) ∨ [y)〉 =

〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉, tedy ϕ(b′) ∨ [y) ⊆ ϕ(a′) ∨ [x).

Celkově:

〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉 ≤ 〈b, ϕ(b′) ∨ [y)〉 ⇐⇒ a ≤ b a ϕ(b′) ∨ [y) ⊆ ϕ(a′) ∨ [x).

Nejmenš́ı prvek: Každý prvek L je ve tvaru 〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉, kde a ∈ S a

ϕ(a′) ∨ [x) ∈ F (D). S je Booleova algebra, tedy na prvńı pozici nejmenš́ıho

prvku z L bude jistě nejmenš́ı prvek z S. Na druhé pozici bude největš́ı prvek

z F (D), ten však také známe. Celkově tedy dostáváme, že nejmenš́ı prvek v L je

〈0, D〉.

Největš́ı prvek: V tomto př́ıpadě budeme postupovat obdobně jako při hledáńı

nejmenš́ıho prvku. Největš́ı prvek je tedy 〈1, {1}〉.

Pseudokomplement ve svazu (L;∨,∧):

〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉∗ = 〈a′, ϕ(a)〉,

protože

〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉 ∧ 〈a′, ϕ(a)〉 = 〈a ∧ a′, ϕ(a′) ∨ ϕ(a) ∨ [x)〉

= 〈0, ϕ(a′ ∨ a) ∨ [x)〉

= 〈0, ϕ(0) ∨ [x)〉

= 〈0, D ∨ [x)〉 = 〈0, D〉.

Necht’ plat́ı, že

〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉 ∧ 〈b, ϕ(b′) ∨ [y)〉 = 〈0, D〉.

Pak ovšem b ≤ a′, z čehož plyne ϕ(a) ⊆ ϕ(b′).

Stoneova identita:

〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉∗ ∨ 〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉∗∗ = 〈1, {1}〉,
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protože

〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉∗ ∨ 〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉∗∗ = 〈a′, ϕ(a)〉 ∨ 〈a, ϕ(a′)〉

= 〈a ∨ a′, ϕ(a) ∩ ϕ(a′)〉

= 〈1, ϕ(a ∧ a′)〉

= 〈1, ϕ(0)〉 = 〈1, {1}〉.

Skeleton:

S(L) = {〈a, ϕ(a′)〉 | a ∈ S}.

Množina hustých prvku:

D(L) = {〈1, [x)〉 | x ∈ D}.

Zobrazeńı ϕL:

ϕL(〈a, ϕ(a′)〉) = {〈1, [d)〉 | d ∈ ϕ(a)}.

L je tedy Stoneova algebra. Trojice asociovaná se Stoneovou algebrou L je 〈S(L),

D(L), ϕL〉. Ukážeme, že je tato trojice izomorfńı s abstraktńı trojićı 〈S,D, ϕ〉.

Trojice 〈S,D, ϕ〉 a 〈S(L), D(L), ϕL〉 jsou izomorfńı, právě když existuj́ı izo-

morfismy f : S → S(L) a g : D → D(L) takové, že diagram 4.2 komutuje.

V diagramu 4.2 zobrazeńı g̃ znač́ı izomorfismus svaz̊u F (D) a F (D(L)) indu-

kovaný zobrazeńım g.

D̊ukaz. Definujme zobrazeńı f : S → S(L) předpisem

f(a) = 〈a, ϕ(a′)〉 pro a ∈ S.

f je surjekce. Necht’ 〈a, ϕ(a′)〉 ∈ S(L) pro libovolné a ∈ S. Pak

ϕ(a′) ∩ [a) = [a),

jenže a ∈ S a f(a) = 〈a, ϕ(a′)〉 ∈ S(L). Zobrazeńı f je tedy surjektivńı.

Dále dokážeme, že je zobrazeńı f izotonńı, tedy:

a ≤ b ⇒ 〈a, ϕ(a′)〉 ≤ 〈b, ϕ(b′)〉. (4.12)
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Předpokládejme, že plat́ı levá strana 4.12. Z a ≤ b okamžitě plyne ϕ(b′) ⊆ ϕ(a′).

Celkově 〈a, ϕ(a′)〉 ≤ 〈b, ϕ(b′)〉.

Nyńı dokážeme, že f−1 je izotonńı, tedy:

〈a, ϕ(a′)〉 ≤ 〈b, ϕ(b′)〉 ⇒ a ≤ b. (4.13)

Předpokládejme, že plat́ı levá strana 4.13, z toho však okamžitě plyne, že a ≤ b.

Z 4.12 a 4.13 plyne, že:

a ≤ b ⇐⇒ 〈a, ϕ(a′)〉 ≤ 〈b, ϕ(b′)〉.

Dále ukážeme, že zobrazeńı f zachovává pseudokomplement (v Booleově algebře

S pojem komplement a pseudokomplement znač́ı totéž).

Necht’ a ∈ S. Pak

f(a′) = 〈a′, ϕ(a)〉 = f(a)∗.

Největš́ı resp. nejmenš́ı prvek:

f(1) = 〈1, ϕ(1′)〉 = 〈1, {1}〉,

f(0) = 〈0, ϕ(0′)〉 = 〈0, D〉.

Dokázali jsme, že f je izomorfismus.

Dále definujme zobrazeńı g : D → D(L) předpisem

g(d) = 〈1, [d)〉 pro d ∈ D.

Z předpisu zobrazeńı g ihned plyne, že je surjekce (hlavńı filtr [d) je jednoznačně

určen prvkem d). Zobrazeńı g a g−1 je izotonńı nebot’ pro libovolné d1, d2 ∈ D

plat́ı d1 ≤ d2, právě když [d2) ⊆ [d1).

Jako posledńı zbývá dokázat, že zobrazeńı g zachovává největš́ı prvek. Tedy

g(1) = 〈1, {1}〉.

Dokázali jsme tedy, že zobrazeńı g : D → D(L) je izomorfismus.

Zbývá dokázat, ze diagram 4.2 komutuje. Necht’ a ∈ S. Pak

a
ϕ7−→ ϕ(a)

g̃7−→ g(ϕ(a)) = {〈1, [x)〉 | x ∈ ϕ(a)},

a
f7−→ 〈a, ϕ(a′)〉 ϕL

7−→ {〈1, [x)〉 | 〈1, [x)〉 ≥ 〈a, ϕ(a′)〉∗} = {〈1, [x)〉 | x ∈ ϕ(a)}.
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Plat́ı tedy, že 〈S,D, ϕ〉 ∼= 〈S(L), D(L), ϕL〉.

Př́ıklad 3. Necht’ S je čtyřprvková Booleova algebra a D je distributivńı svaz s

1 (viz obrázek ńıže).

0

a b

1

S

0D

c d

1

D

Definujme zobrazeńı ϕ : S → F (D) předpisem

ϕ(0) = {1}, ϕ(b) = [c),

ϕ(a) = [d), ϕ(1) = D.

Množinu L jsme v prvńı konstrukci podle T. Katriňáka měli definovanou jako:

L = {〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉 | a ∈ S, x ∈ D}.

V našem konkrétńı př́ıpadě bude množina L ve tvaru:

L = {〈0, D〉, 〈a,D〉, 〈a, [c)〉, 〈b,D〉, 〈b, [d)〉, 〈a, [c)〉, 〈1, {1}〉, 〈1, [c)〉, 〈1, [d)〉, 〈1, D〉}.

Podle kapitoly 4.3 je L Stoneova algebra (viz obr. 4.4), kde:

〈0, D〉∗ = 〈1, {1}〉, 〈a,D〉∗ = 〈b, [d)〉,

〈a, [c)〉∗ = 〈b, [d)〉, 〈b,D〉∗ = 〈a, [c)〉〉,

〈b, [d)〉∗ = 〈a, [c)〉,

〈0, {1}〉∗ = 〈1, [c)〉∗ = 〈1, [d)〉∗ = 〈1, D〉∗ = 〈0, D〉.

Všimněme si, že

S(L) = {〈0, D〉, 〈a, [c)〉, 〈b, [d)〉, 〈1, {1}〉} = {〈a, ϕ(a′)〉 | a ∈ S},

D(L) = {〈1, D〉, 〈1, [c)〉, 〈1, [d)〉, 〈1, {1}〉} = {〈1, [x)〉 | x ∈ D},

ϕL(〈a, ϕ(a′)〉) = {〈1, [x)〉 | x ∈ ϕ(a)}.
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〈0, D〉

〈a,D〉 〈b,D〉

〈a, [c)〉 〈1, D〉 〈b, [d)〉

〈1, [c)〉 〈1, [d)〉

〈1, {1}〉

Obrázek 4.4: Stoneova algebra L

Trojice 〈S,D, ϕ〉 a 〈S(L), D(L), ϕL〉 jsou izomorfńı, právě když existuj́ı izomor-

fismy f : S → S(L) a g : D → D(L), takové, že diagram 4.2 komutuje. Definujme

tedy zobrazeńı f : S → S(L) předpisem

f(a) = 〈a, ϕ(a′)〉.

Toto zobrazeńı je jistě izomorfismus. Dále definujme zobrazeńı g : D → D(L)

předpisem

g(d) = 〈1, d〉.

Toto zobrazeńı je jistě také izomorfismus. Zbývá dokázat, ze diagram 4.2 komu-

tuje, tedy:

0
ϕ7−→ {1} g̃7−→ {〈1, {1}〉},

0
f7−→ 〈0, D〉 ϕL

7−→ {〈1, {1}〉},

a
ϕ7−→ [d)

g̃7−→ {〈1, [d)〉, 〈1, {1}〉},

a
f7−→ 〈a, [c)〉 ϕL

7−→ {〈1, [d)〉, 〈1, {1}〉},
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b
ϕ7−→ [c)

g̃7−→ {〈1, [c)〉, 〈1, {1}〉},

b
f7−→ 〈b, [d)〉 ϕL

7−→ {〈1, [c)〉, 〈1, {1}〉},

1
ϕ7−→ D

g̃7−→ {〈1, D〉, 〈1, [c)〉, 〈1, [d)〉, 〈1, {1}〉},

1
f7−→ 〈1, {1}〉 ϕL

7−→ {〈1, D〉, 〈1, [c)〉, 〈1, [d)〉, 〈1, {1}〉}.

Zjistili jsme, že jsou trojice 〈S,D, ϕ〉 a 〈S(L), D(L), ϕ〉 izomorfńı.
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4.4. Ohraničený svaz D

V této kapitole si poṕı̌seme, jak vytvořit Stoneovu algebru L z abstraktńı

trojice 〈S,D, ϕ〉, kde S je Booleova algebra, D je ohraničený distributivńı svaz

a ϕ : S → F (D) je {0, 1}−homomorfismus. Označme 0D nejmenš́ı prvek D.

ϕ(a) je hlavńı filtr pro každé a ∈ S, nebot’ ϕ(a) = ϕ(a) ∩ [0D) = [%a(0D)).

Podobně ϕ(a′) = [%a′(0D)). Připomeňme, že v minulé kapitole jsme měli množinu

L definovanou následovně:

L = {〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉 | a ∈ S, x ∈ D}.

Pokud je však D ohraničený distributivńı svaz, pak ϕ(a′) ∨ [x) = [%a′(0D) ∧ x).

Označme %a′(0D) = da, pak da ∧ x = y. Můžeme tedy zkonstruovat množinu LD,

která je ve tvaru:

LD = {〈a, y〉 | a ∈ S, y ∈ D, y ≤ da}.

Dokážeme, ze jsou množiny L a LD izomorfńı. Definujme zobrazeńı f : L→ LD

předpisem

f(〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉 = 〈a, da ∧ x〉.

Necht’ f(〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉 = 〈a, da ∧ x〉 = 〈b, db ∧ y〉 = f(〈b, ϕ(b′) ∨ [y)〉). Avšak

[da ∧ x) = [db ∧ y)

[da) ∨ [x) = [db) ∨ [y)

ϕ(a′) ∨ [x) = ϕ(b′) ∨ [y).

Nav́ıc a = b, celkově je tedy zobrazeńı f injektivńı.

Necht’ 〈a, y〉 ∈ LD, pro nějaké a ∈ S, y ∈ D, y ≤ da. Avšak y = da ∧ x,

kde x ∈ D. Pak [da ∧ x) = [da) ∧ [x) = ϕ(a′) ∨ [x), z čehož triviálně plyne, že

je zobrazeńı f surjekce. Dokázali jsme, že je zobrazeńı f izomorfismus (bijekce)

množin L a LD.

Jelikož jsou množiny L a LD izomorfńı, pak operace pr̊usek a spojeńı odvod́ıme

z operaćı pr̊useku a spojeńı v minulé kapitole, celkově:

〈a, y〉 ∧ 〈b, z〉 = 〈a ∧ b, y ∧ z〉,

〈a, y〉 ∨ 〈b, z〉 = 〈a ∨ b, y ∨ z〉.
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LD s takto definovanými operacemi tvoř́ı svaz, který je podsvazem S×D. Jelikož

S i D jsou distributivńı. Pak i LD je distributivńı.

Z předchoźıho pro relaci uspořádáńı plyne následuj́ıćı:

〈a, y〉 ≤ 〈b, z〉 ⇐⇒ a ≤ b a y ≤ z.

Nav́ıc:

〈0, 0D〉 ≤ 〈a, y〉 ≤ 〈1, 1〉

Pseudokomplement ve svazu LD je:

〈a, y〉∗ = 〈a′, da′〉.

Necht’ existuje prvek 〈b, z〉 ∈ LD, takový, že 〈a, y〉 ∧ 〈b, z〉 = 〈0, 0D〉. Pak ale

b ≤ a′, z čehož plyne z ≤ db ≤ da′ , tedy 〈b, z〉 ≤ 〈a′, da′〉.

Stoneova identita:

〈a, y〉∗ ∨ 〈a, y〉∗∗ = 〈a′, da′〉 ∨ 〈a, da〉 = 〈a′ ∨ a, da′ ∨ da〉 = 〈1, 1〉,

pro každé 〈a, y〉 ∈ LD.

Skeleton:

S(LD) = {〈a, da〉 | a ∈ S}.

Množina hustých prvk̊u:

D(LD) = {〈1, d〉 | d ∈ D}.

Zobrazeńı ϕLD :

ϕLD(〈a, x〉) = {〈1, d〉 | d ∈ ϕ(a)}.

LD je tedy Stoneova algebra. Trojice asociovaná se Stoneovou algebrou LD je

〈S(LD), D(LD), ϕLD〉. Ukážeme, že je tato trojice izomorfńı s abstraktńı trojićı

〈S,D, ϕ〉.

Trojice 〈S,D, ϕ〉 a 〈S(LD), D(LD), ϕLD〉 jsou izomorfńı, právě když existuj́ı

izomorfismy f : S → S(LD) a g : D → D(LD) takové, že diagram 4.2 komutuje.

V diagramu 4.2 zobrazeńı g̃ znač́ı izomorfismus svaz̊u F (D) a F (D(LD)) in-

dukovaný zobrazeńım g.
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D̊ukaz. Definujme zobrazeńı f : S → S(LD) předpisem

f(a) = 〈a, da〉,

a zobrazeńı g : D → D(LD) předpisem

g(d) = 〈1, d〉.

Zobrazeńı f a g jsou jistě izomorfismy. Zbývá tedy dokázat, že diagram 4.2 ko-

mutuje. Necht’ a ∈ S. Pak

a
ϕ7−→ ϕ(a)

g̃7−→ g(ϕ(a)) = {〈1, x〉 | x ∈ ϕ(a)},

a
f7−→ 〈a, da〉

ϕLB7−−→ {〈1, x〉 | 〈1, x〉 ≥ 〈a′, da′〉} = {〈1, x〉 | x ∈ ϕ(a)}.

Plat́ı tedy, že 〈S,D, ϕ〉 ∼= 〈S(LD), D(LD), ϕLD〉.

Př́ıklad 4. Necht’ S je čtyřprvková Booleova algebra a D je ohraničený distri-

butivńı svaz (viz obrázek ńıže).

0

a b

1

S

0D

c d

1

D

Definujme zobrazeńı ϕ : S → F (D) předpisem

ϕ(0) = {1}, ϕ(b) = [c),

ϕ(a) = [d), ϕ(1) = D.

Množinu LD jsme v d̊ukazu konstrukce podle T. Katriňáka měli definovanou

následovně:

LD = {〈a, y〉 | a ∈ S, y ∈ D, y ≤ da}.

V našem př́ıpadě je množina LD ve tvaru:

LD = {〈0, 0D〉, 〈a, 0D〉, 〈a, c〉, 〈b, 0D〉, 〈b, d〉, 〈1, 0D〉, 〈1, c〉, 〈1, d〉, 〈1, 1〉}.
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LD je podle kapitoly 4.4 Stoneova algebra (viz obr. 4.5 ), kde:

〈0, 0D〉∗ = 〈1, 1〉,

〈a, 0D〉∗ = 〈a, c〉∗ = 〈b, d〉,

〈b, 0D〉∗ = 〈b, d〉∗ = 〈a, c〉,

〈1, 0D〉∗ = 〈1, c〉∗ = 〈1, d〉∗ = 〈1, 1〉∗ = 〈0, 0D〉.

Všimněme si, že

S(LD) = {〈0, 0D〉, 〈a, c〉, 〈b, d〉, 〈1, 1〉} = {〈a, da〉 | a ∈ S},

D(LD) = {〈1, 0D〉, 〈1, c〉, 〈1, d〉, 〈1, 1〉} = {〈1, y〉 | y ∈ D},

ϕLD(〈a, da〉) = {〈1, y〉 | y ∈ ϕ}.

〈0, 0D〉

〈a, 0D〉 〈b, 0D〉

〈a, c〉 〈1, 0D〉 〈b, d〉

〈1, c〉 〈1, d〉

〈1, 1〉

Obrázek 4.5: Stoneova algebra LD

Trojice 〈S,D, ϕ〉 a 〈S(LD), D(LD), ϕLD〉 jsou izomorfńı, právě když existuj́ı

izomorfismy f : S → S(LD) a g : D → D(LD), takové, že diagram 4.2 komutuje.

Definujme tedy zobrazeńı f : S → S(LD) předpisem

f(a) = 〈a, da〉.

Toto zobrazeńı je jistě izomorfismus. Dále definujme zobrazeńı g : D → D(LD)

předpisem

g(d) = 〈1, d〉.
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Toto zobrazeńı je jistě také izomorfismus.

Zbývá dokázat, ze diagram 4.2 komutuje.

0
ϕ7−→ {1} g̃7−→ {〈1, 1〉}, a

ϕ7−→ [d)
g̃7−→ {〈1, d〉, 〈1, 1〉},

0
f7−→ 〈0, 0D〉

ϕLD7−−→ {〈1, 1〉}, a
f7−→ 〈a, c〉 ϕLD7−−→ {〈1, d〉, 〈1, 1〉},

1
ϕ7−→ D

g̃7−→ {〈1, 0D〉, 〈1, c〉, 〈1, d〉, 〈1, 1〉}, b
ϕ7−→ [c)

g̃7−→ {〈1, c〉, 〈1, 1〉},

1
f7−→ 〈1, 1〉 ϕLD7−−→ {〈1, 0D〉, 〈1, c〉, 〈1, d〉, 〈1, 1〉}, b

f7−→ 〈b, d〉 ϕLD7−−→ {〈1, c〉, 〈1, 1〉}.

Trojice 〈S,D, ϕ〉 a 〈S(LD), D(LD), ϕLD〉 jsou tedy izomorfńı.
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Kapitola 5

Izomorfismy Stoneových algeber

Obsahem této kapitoly je dokázáńı vztah̊u mezi Stoneovými algebrami sestro-

jenými v předešlé kapitole.

5.1. Izomorfismus p̊uvodńı a Grätzerovy algebry

V kapitole 4.1 jsme si ukázali, jak ze Stoneovy algebry L vytvořit trojici

〈S(L), D(L), ϕL〉, následně jsme si v kapitole 4.2 ukázali, jak z abstraktńı trojice

〈S,D, ϕ〉 vytvořit Stoneovu algebru L1. Nyńı z těchto tvou poznatk̊u dokážeme

větu 4.1.2. Idea d̊ukazu bude dokázat, že je Stoneova algebra L izomorfńı se Sto-

neovou algebrou L1 sestrojenou podle 4.2. V tomto d̊ukazu budeme však vycházet

z toho, že jsme algebru L1 sestrojili z trojice 〈S(L), D(L), ϕL〉.

Grätzerova algebra je tedy dána takto :

L1 = {〈a, x〉 | a ∈ S(L), x ∈ ϕL(a)},

〈a, x〉 ≤ 〈b, y〉 ⇐⇒ a ≤ b, x ≤ %a(y),

〈a, x〉∗ = 〈a′, 1〉, kde a′ je komplement prvku a ∈ S,

[%a(x)) = ϕ(a) ∩ [x), kde a ∈ S(L), x ∈ D(L).

Definujme zobrazeńı f : L1 → L předpisem:

f(〈a, x〉) = a ∧ x.

D̊ukaz. Nejdř́ıve dokážeme, že je toto zobrazeńı izomorfismus.

f je surjektivńı zobrazeńı. Necht’ z ∈ L, pak z∗∗ ∈ S(L) a z ∨ z∗ ∈ D(L), protože

(z ∨ z∗)∗ = z∗ ∧ z∗∗ = 0. Nav́ıc z ∨ z∗ ≥ z∗ tzn. 〈z∗∗, z ∨ z∗〉 ∈ L1. Dále
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f(〈z∗∗, z ∨ z∗〉) = z∗∗ ∧ (z ∨ z∗) = (z∗∗ ∧ z) ∨ (z∗∗ ∧ z∗) = z.

T́ımto jsme dokázali, že je zobrazeńı f surjektivńı.

Dále f je injektivńı. Označme f(〈a, x〉) = c a f(〈b, y〉) = d. Předpokládejme,

že c = d. Avšak

c∗∗ = (a ∧ x)∗∗ = a∗∗ ∧ x∗∗ = a,

c ∨ c∗ = (a ∧ x) ∨ (a∗ ∨ x∗) = x ∨ a∗ = x,

podobně pro d∗∗ = b a d∨d∗ = y. Jenže c = d, tedy i c∗∗ = d∗∗ a c∗ = d∗. Celkově

〈a, x〉 = 〈b, y〉.

Jako daľśı dokážeme, že je zobrazeńı f izotonńı, tedy:

〈a, x〉 ≤ 〈b, y〉 ⇒ f(〈a, x〉) ≤ f(〈b, y〉).

Předpokládejme, že 〈a, x〉 ≤ 〈b, y〉, to tedy znamená, že:

a ≤ b a x ≤ %a(y).

Označme opět f(〈a, x〉) = c a f(〈b, y〉) = d. Pak ovšem

c ∨ c∗∗ ≤ d ∨ c∗∗ a c ∨ c∗ ≤ d ∨ c∗,

tedy

(c ∨ c∗∗) ∧ (c ∨ c∗) ≤ (d ∨ c∗∗) ∧ (d ∨ c∗)

c ∨ (c∗∗ ∧ c∗) ≤ d ∨ (c∗∗ ∧ c∗)

c ≤ d.

T́ımto jsme dokázali, že je zobrazeńı f izotonńı.

Dále dokážeme, že je zobrazeńı f−1 izotonńı:

f(〈a, x〉) ≤ f(〈b, y〉)⇒ 〈a, x〉 ≤ 〈b, y〉.

Předpokládejme, že f(〈a, x〉) ≤ f(〈b, y〉). Označme f(〈a, x〉) = c a f(〈b, y〉) = d,

tedy c ≤ d. Dále:

d∗ ≤ c∗, c∗∗ ≤ d∗∗ ⇒ a ≤ b.
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Nav́ıc c ∨ c∗ ≤ d ∨ c∗, což je ekvivalentńı s x ≤ %a(y). Celkově tedy dostáváme,

že 〈a, x〉 ≤ 〈b, y〉.

Zbývá nám dokázat f(〈a, x〉∗) = f(〈a, x〉)∗. Pseudokomplement prvku 〈a, x〉 je

ve tvaru 〈a′, 1〉. Plat́ı tedy:

f(〈a, x〉∗) = f(〈a′, 1)〉 = a′ ∧ 1 = a′ = a′ ∨ 0

= a′ ∨ x∗ = (a ∧ x)∗ = f(〈a, x〉)∗.

T́ımto jsme dokázali, že je zobrazeńı f : L1 → L izomorfismus.
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5.2. Izomorfismus Katriňákovy a Grätzerovy al-

gebry

V prvńı části této kapitoly si poṕı̌seme vztah mezi Stoneovou algebrou sestro-

jenou z abstraktńı trojice 〈S,D, ϕ〉 podle Grätzera (4.2) a podle Katriňáka (4.3).

Grätzerova algebra je dána takto:

L1 = {〈a, x〉 | a ∈ S, x ∈ ϕ(a)},

〈a, x〉 ≤ 〈b, y〉 ⇐⇒ a ≤ b a x ≤ %a(y),

〈0, 1〉 ≤ 〈a, x〉 ≤ 〈1, 1〉,

〈a, x〉∗ = 〈a′, 1〉.

Katriňákova algebra je dána takto:

L2 = {〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉 | a ∈ S, x ∈ D},

〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉 ≤ 〈b, ϕ(b′) ∨ [y)〉 ⇐⇒ a ≤ b a ϕ(b′) ∨ [y) ⊆ ϕ(a′) ∨ [x),

〈0, D〉 ≤ 〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉 ≤ 〈1, {1}〉,

〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉∗ = 〈a′, ϕ(a)〉.

Definujme si zobrazeńı f : L1 → L2 předpisem

f(〈a, x〉) = 〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉.

Nyńı dokážeme, že je toto zobrazeńı izomorfismus.

D̊ukaz. f je injektivńı zobrazeńı. Označme f(〈a, x〉) = 〈a, ϕ(a′)∨[x)〉 a f(〈b, y〉) =

〈b, ϕ(b′) ∨ [y)〉. Předpokládejme, že 〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉 = 〈b, ϕ(b′) ∨ [y)〉, tzn.

a = b a ϕ(a′) ∨ [x) = ϕ(b′) ∨ [y).

Pokračujme takto

(ϕ(a′) ∨ [x)) ∩ ϕ(a) = (ϕ(b′) ∨ [y)) ∩ ϕ(a)

ϕ(a ∧ a′) ∨ [%a(x)) = ϕ(a ∧ a′) ∨ [%a(y))

[%a(x)) = [%a(y)),

jenže x, y ∈ ϕ(a), celkově x = y. T́ımto jsme dokázali, že je zobrazeńı f injektivńı.
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f je surjekce. Necht’ 〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉 ∈ L2 pro nějaké a ∈ S, x ∈ D. Dále

(ϕ(a′) ∨ [x)) ∩ ϕ(a) = (ϕ(a′) ∩ ϕ(a)) ∨ (ϕ(a) ∩ [x))

= ϕ(a′ ∧ a) ∨ [%a(x))

= {1} ∨ [%a(x)) = [%a(x)).

Vı́me, že %a(x) ∈ ϕ(a), tedy 〈a, %a(x)〉 ∈ L1.

Zbývá nám dokázat, že f(〈a, %a(x)〉) = 〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉.

f(〈a, %a(x)〉) = 〈a, ϕ(a′) ∨ [%a(x))

= 〈a, ϕ(a′) ∨ (ϕ(a) ∩ [x))〉

= 〈a, ϕ(a′ ∨ a) ∩ (ϕ(a′) ∨ [x))〉

= 〈a,D ∩ (ϕ(a′) ∨ [x))〉

= 〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉.

Avšak a ∈ S a x ∈ D, celkově 〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉 ∈ L2. T́ımto jsme dokázali, že

zobrazeńı f je surjekce.

Jako daľśı dokážeme, že je zobrazeńı f izotonńı, tedy:

〈a, x〉 ≤ 〈b, y〉 ⇒ 〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉 ≤ 〈b, ϕ(b′) ∨ [y)〉. (5.1)

Předpokládejme, že plat́ı levá strana, tzn. 〈a, x〉 ≤ 〈b, y〉. Z tohoto plyne:

a ≤ b a x ≤ %a(y),

neboli

ϕ(a) ∩ [y) ⊆ [x).

Pokračujme následovně:

(ϕ(a) ∩ [y)) ∨ ϕ(a′) ⊆ ϕ(a′) ∨ [x)

ϕ(a′ ∨ a) ∩ (ϕ(a′) ∨ [y)) ⊆ ϕ(a′) ∨ [x)

ϕ(a′) ∨ [y) ⊆ ϕ(a′) ∨ [x).

Jenže z a ≤ b plyne b′ ≤ a′, dále ϕ(b′) ⊆ ϕ(a′), tedy
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ϕ(b′) ∨ [y) ⊆ ϕ(a′) ∨ [y) ⊆ ϕ(a′) ∨ [x).

T́ımto jsem dokázali platnost (5.1).

Nyńı dokážeme, že f−1 je izotonńı, tedy:

〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉 ≤ 〈b, ϕ(b′) ∨ [y)〉 ⇒ 〈a, x〉 ≤ 〈b, y〉. (5.2)

Předpokládejme, že plat́ı levá strana, tzn. 〈a, ϕ(a′) ∨ [x)〉 ≤ 〈b, ϕ(b′) ∨ [y)〉. Z

tohoto plyne:

a ≤ b a ϕ(b′) ∨ [y) ⊆ ϕ(a′) ∨ [x).

Pokračujme tedy takto:

(ϕ(b′) ∨ [y)) ∩ ϕ(a) ⊆ (ϕ(a′) ∨ [x)) ∩ ϕ(a)

ϕ(b′ ∧ a) ∨ (ϕ(a) ∩ [y)) ⊆ ϕ(a′ ∧ a) ∨ (ϕ(a) ∩ [x)),

avšak z a ≤ b plyne b′ ≤ a′. Nav́ıc b′ ∧ a ≤ a′ ∧ a = 0, celkově b′ ∧ a = 0, tedy

ϕ(b′) ∩ ϕ(a) = ϕ(0) = {1}. Dále

{1} ∨ (ϕ(a) ∩ [y)) ⊆ {1} ∨ (ϕ(a) ∩ [x))

(ϕ(a) ∩ [y)) ⊆ (ϕ(a) ∩ [x))

[%a(y)) ⊆ [%a(x))

%a(x) ≤ %a(y),

nav́ıc %a(x) ≥ x, dohromady

x ≤ %a(x) ≤ %a(y).

T́ımto jsme dokázali platnost (5.2).

Dále dokážeme, že zobrazeńı f zachovává pseudokomplement. Necht’ 〈a, x〉 ∈

L1, pro libovolné a ∈ S, x ∈ ϕ(a).

f(〈a, x〉∗) = f(〈a′, 1〉) = 〈a′, ϕ(a) ∨ [x)〉 = 〈a′, ϕ(a)〉.

Nejmenš́ı prvek

f(〈0, 1〉) = 〈0, ϕ(0) ∨ {1}〉 = 〈0, D〉.

Největš́ı prvek
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f(〈1, 1〉) = 〈1, ϕ(1) ∨ {1}〉 = 〈1, {1}〉.

T́ımto jsme dokázali, že je zobrazeńı f izomorfismus.

Předpokládejme nyńı, že máme dánu abstraktńı trojici 〈S,D, ϕ〉, kde D je

ohraničený distributivńı svaz. Dokážeme, že Stoneova algebra sestrojená v kapi-

tole 4.2 je izomorfńı se Stoneovou algebrou sestrojenou v kapitole 4.4. Připomeňme,

že Stoneova algebra v 4.2 je dána takto:

L = {〈a, x〉 | a ∈ S, x ∈ ϕ(a)},

〈a, x〉 ≤ 〈b, y〉 ⇐⇒ a ≤ b a x ≤ %a(y),

〈a, x〉∗ = 〈a′, 1〉, kde a′ je komplement a,

〈0, 1〉 ≤ 〈a, x〉 ≤ 〈1, 1〉.

Vı́me, že D je ohraničený distributivńı svaz, tedy ϕ(a) = [%a(0D)), z čehož plyne

x ∈ [%a(0D)), celkově x ≥ %a(0D) = da′ .

Stoneova algebra v kapitole 4.4 je dána takto:

LD = {〈a, y〉 | a ∈ S, y ∈ D, y ≤ da},

〈a, y〉 ≤ 〈b, z〉 ⇐⇒ a ≤ b a y ≤ z,

〈a, y〉∗ = 〈a′, da′〉, kde a′ je komplement a,

〈0, 0D〉 ≤ 〈a, y〉 ≤ 〈1, 1〉.

Připomeňme, že y = da ∧ x, kde x ∈ D.

Definujme zobrazeńı h : L→ LD předpisem:

h(〈a, x〉) = 〈a, da ∧ x〉.

Dokážeme, že je toto zobrazeńı izomorfismus.

D̊ukaz. Necht’ h(〈a, x〉) = 〈a, da ∧ x〉 = 〈b, db ∧ x〉 = h(〈b, y〉), tzn. a = b a

da ∧ x = db ∧ y. Dále

(da ∧ x) ∨ da′ = (da ∧ y) ∨ da′

(da ∨ da′) ∧ (x ∨ da′) = (da ∨ da′) ∧ (da′ ∨ y)

da′ ∨ x = da′ ∨ y,
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avšak x ≥ da′ , podobně y ≥ da′ , celkově x = y. T́ımto je dokázáno, že je zobrazeńı

h injektivńı.

Předpokládejme, že 〈a, y〉 ∈ LD pro nějaké a ∈ S a y ∈ D, y ≤ da. Avšak

y = da ∧ x. Dále (da ∧ x) ∨ da′ = da′ ∨ x, tedy 〈a, da′ ∨ x〉 ∈ L. Zbývá dokázat,

že h(〈a, da′ ∨ x〉) = 〈a, da ∧ x〉. To je ovšem triviálńı nebot’ (da′ ∨ x) ∧ da =

(da′ ∧ da′) ∨ (x ∧ da) = x ∧ da. T́ımto je dokázáno, že je zobrazeni h surjektivńı.

Jako daľśı dokážeme, že je zobrazeńı h izotonńı, tedy:

〈a, x〉 ≤ 〈b, y〉 ⇒ 〈a, da ∧ x〉 ≤ 〈b, db ∧ y〉. (5.3)

Předpokládejme, že plat́ı levá strana, tzn. a ≤ b a x ≤ %a(y). Pokračujme takto:

x ∧ da ≤ (da′ ∨ y) ∧ da

x ∧ da ≤ (da′ ∧ da) ∨ (y ∧ da)

x ∧ da ≤ y ∧ da,

jenže a ≤ b, tedy b′ ≤ a, tzn. da ≤ db, dohromady x ∧ da ≤ db ∧ y. T́ımto jsme

dokázali platnost (5.3).

Dále ukážeme, že je zobrazeńı h−1 izotonńı, tedy:

〈a, da ∧ x〉 ≤ 〈b, db ∧ y〉 ⇒ 〈a, x〉 ≤ 〈b, y〉. (5.4)

Předpokládejme, že plat́ı levá strana, tzn. a ≤ b a da ∧ x ≤ db ∧ y. Pokračujme

následovně:

(da ∧ x) ∨ (da′ ≤ ((db ∧ y) ∨ (da′

(da ∨ da′) ∧ (x ∨ da′) ≤ (db ∨ da′) ∧ (da′ ∨ y),

jenže z a ≤ b plyne b′ ≤ a′. Dále b′ ∧ a ≤ a′ ∧ a = 0, celkově b′ ∧ a, z čehož

plyne, že db ∧ da′ = 1. Dále tedy x∨ da′ ≤ da′ ∨ y. Avšak x ≤ x∨ da′ , dohromady

x ≤ ϕa(y). T́ımto jsme platnost (5.4).

Zbývá dokázat, že zobrazeńı h zachovává pseudokomplement, nejmenš́ı prvek
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a prvek největš́ı.

h(〈a, x〉∗) = h(〈a′, 1〉) = 〈a′, da′〉 = h(〈a, x〉)∗,

h(〈0, 1〉) = 〈0, 0D〉,

h(〈1, 1〉) = 〈1, 1〉.

T́ımto jsme dokázali, že je zobrazeńı h izomorfismus.

Zkombinujeme-li větu o jednoznačnosti (4.1.2) s větou o konstrukci (4.2.1),

dostaneme zaj́ımavý d̊usledek:

Důsledek 5.2.1. Dvě Stoneovy algebry jsou izomorfńı, právě když jsou jejich

asociované trojice izomorfńı. Každá trojice je izomorfńı s trojićı asociovanou se

Stoneovou algebrou.

L L1

〈S(L), D(L), ϕL〉 〈S(L1), D(L1), ϕ
L1〉

∼=

∼=

Obrázek 5.1: Důsledek věty o jednoznačnosti a věty o konstrukci
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Závěr

Ćılem této diplomové práce bylo shrnout základńı poznatky o pseudokomple-

mentárńıch polosvazech a svazech a Stoneových algebrách, včetně tzv.
”
triple“

konstrukce.

Prvńı kapitola je věnována pseudokomplementárńım polosvaz̊um. Byla zde

uvedena definice a základńı vlastnosti. Následně byla zavedena množina skeleton,

jakožto množina všech pseudokomplement̊u pseudokomplementárńıho polosvazu.

Následně je dokázáno, že skeleton tvoř́ı Booleovu algebru.

Ve druhé kapitole je zaveden pojem pseudokomplementárńı svaz a pseudo-

komplementárńı algebra (zkráceně p-algebra). Jsou zde popsány vlastnosti těchto

struktur.

Třet́ı kapitola je věnována Stoneovým svaz̊um a Stoneovým algebrám. Je zde

zkonstruována množina hustých prvk̊u, která spolu se skeletonem hraje kĺıčovou

roli v daľśıch kapitolách.

Čtvrtá kapitola je rozdělena do čtyř část́ı. V prvńı část́ı je popsáno, jak vy-

tvořit trojici ze Stoneovy algebry. Dále je zde vyslovena věta, která ř́ıká, že každá

Stoneova algebra je jednoznačně určena touto trojićı. Důkaz této věty je uveden v

páté kapitole. Ve druhé a třet́ı části jsou popsány konstrukce Stoneových algeber

z abstraktńı trojice, jejichž vztah je popsán v posledńı kapitole. Posledńı část se

zabývá konstrukćı Stoneovy algebry z abstraktńı trojice, kde je množina hustých

prvk̊u ohraničená. Ukazuje se, že tato změna radikálně zlehčuje konstrukci Sto-

neovy algebry.

Páta kapitola je rozdělena na dvě části. V prvńı části je dokázána věta o

jednoznačnosti, ve druhé je dokázáno, že Stoneovy algebry sestrojené v prvńı a
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druhé části čtvrté kapitoly jsou izomorfńı. Zkombinujeme-li větu o jednoznačnosti

s větou o konstrukci, pak źıskáme d̊usledek, že dvě algebry jsou izomorfńı, právě

když jsou izomorfńı jejich trojice a že každá trojice je izomorfńı s trojićı asocio-

vanou se Stoneovou algebrou.
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