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Uvod

Stoneovy algebry byly poprvé popsany v roce 1957 matematiky G. Gratzerem
a E.T Schmidtem jako odpovéd na otazku ,Jaky je nejobecnéjsi pseudokomple-
mentdrni svaz, ve kterém plati x*Vx** = 17 Stoneovy algebry byly pojmenovany
po americkém matematikovi M. H. Stoneovi. C. C. Chen a G. Grétzer se poté
zaobirali otdazkou, jak tuto Stoneovu algebru vytvorit, aniz by to nebyl fetézec,
Booleova algebra nebo jejich direktni soucin. V roce 1969 vydali ¢lanek [7], ve
kterém popisuji metodu konstrukce Stoneovy algebry. Zakladni idea konstrukce
spocivéa v asociovani dvou jednodussich struktur spolu se zobrazenim mezi nimi
(vytvoreni trojice) a poté dokézali, Ze existuje vzajemné jednoznacéné zobrazeni
mezi Stoneovymi algebrami a jejich trojicemi. Poté G. Gratzer polozil otazku
wLze najit primyj (méné vipocetné ndrocny) dikaz, jak z trojice vytvorit Stoneovu
algebru? “ V roce 1973 T. Katrindk odpovédél na tuto otdzku svym dikazem [9].

Cilem této diplomové préace je shrnout zdkladni poznatky o pseudokomple-
mentarnich polosvazech a svazech a Stoneovych algebrach, véetné tzv. ,triple“
konstrukece.

Prvni kapitola je vénovana zakladnim vlastnostem pseudokomplementarniho
poslovazu. Ve druhé kapitole jsou popsany zakladni vlastnosti pseudokomple-
mentarni algebry (zkrdcené p-algebra). Ve tieti kapitole jsou shrnuty zékladni
vlastnosti Stoneovy algebry.

Hlavni ¢éasti diplomové préace jsou pak kapitoly ¢tyti a pét. Ve c¢tvrté kapitole
jsou popsany konstrukce Stoneovych algeber z abstraktnich trojic. V posledni
kapitole jsou pak popsany vztahy mezi jednotlivymi Stoneovymi algebrami se-

strojenymi v kapitole predeslé.



Kapitola 1

Pseudokomplementarni polosvaz

V této kapitole jsou shrnuty zédkladni vlastnosti pseudokomplementérnich po-

losvazu. Byly pouzity zdroje [3], [10].

1.1. Pseudokomplementarni polosvaz

Definice 1.1.1. Necht (P, A,0) je dolni polosvaz s nejmensim prvkem 0. Prvek
y € P nazveme pseudokomplement prvku x € P, pravé kdyz plati:

(i) z Ay =0,

(i) jestlize existuje z € P takové, ze x Az =0, pak z < y.

V dalsim textu budeme pseudokomplement prvku x oznacovat jako x*.

Definice 1.1.2. Polosvaz (P, A,0), kde ke kazdému prvku = € P existuje pseu-

dokomplement z*, nazveme pseudokomplementarni polosvaz.
b

Podivame-li se zpét na definici, tak z existence nejmensiho prvku 0 v pseu-
dokomplementdarnim polosvazu P ihned plyne, ze tento polosvaz musi nutné ob-
sahovat i nejvétsi prvek 0* (déle v textu budeme tento prvek oznacovat jako 1).
V dalsim textu budeme dolni polosvaz (nebude-li Feceno jinak) nazyvat pouze

polosvaz.

Véta 1.1.1. Necht P je pseudokomplementdrni polosvaz. Pro kazdé x,y € P
plati:
(Dz<y=y <a",



Dikaz. (1) Z x <yplyne,zex =xAy.Ddlez Ay* = (x Ay) ANy* =2 AN0=0,
avsak z definice pseudokomplementu plyne, ze y* < z*.

(2) Plyne piimo z definice pseudokomplementu.

(3) Nejdiive zavedeme substituci z* = y. Pomoci této substituce a bodu (2)
dostavame y < y**, dosadime zpét do substituce a mame: x* < z***. Déle z bodu
(1) a (2) plyne : *** < z*. Konecné tedy x* < z** a x™* < x*, coz znamena, ze
e

(4) Plyne z definice pseudokomplementu a ze substituce z** =y axz* =z. [

1.2. Skeleton

Definice 1.2.1. Nechtf P je pseudokomplementarni polosvaz. Pak mnozinu
S(P)={a*|a€ P}
nazveme skeleton. Prvek = € S(P) nazveme skeletarni.

Véta 1.2.1. Necht P je pseudokomplementdrni polosvaz. Pak pro S(P) plati:
(1) S(P) je ohranicend,

(2) pro viechna a € S(P) plati a*™* € S(P),

(3) jestlize a,b € S(P), pak aNb e S(P).

Dukaz. (1) plyne z definice pseudokomplementu.

(2) Pokud a € S(P), pak plati, ze a = b* pro néjaké b € P. Z vlastnosti
pseudokompelemntu vime, ze a* = a*** pro vSechna a € P, tedy a** = 0™ =
b* = a to tedy znamend, Ze a** = a. Obrdcené necht a = a**, pak a = b*, tedy
a€ S(P).

(3) Necht a,b € S(P). Pak ovSem a = a** a zdroven b = b**. Avsak z aAb < a
plyne (a Ab)*™* < a**. Z predchoziho bodu vsak vime, ze a** = a. Dostavame tedy

(aAb)** < a. Podobné z aAb < bplyne (aAb)™ < b**, tedy (aAD)** < b. Celkové
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dostavame (a Ab)** < aAb. Avsak také plati a Ab < (a Ab)**. Dohromady mame
aNb=(aAb)*™, coz dokazuje, ze a A b € S(P). O

Z predchozi véty plyne, ze (S(P), A, 0, 1) je ohraniceny dolni podpolosvaz po-
losvazu P. Ukézeme, ze S(P) je Booleova algebra. Jako prvni si v tomto polosvazu

definujeme operaci spojeni nasledovneé:
rUy=(x"ANy")". (1.1)

Véta 1.2.2. Necht P je pseudokomplementdrni polosvaz. Pak (S(P),U, A,0,1)

je ohraniceny distributioni svaz.
Diikaz. Necht x,y,z € S(P). Dokézeme, ze S(P) spolu s operaci L definovanou
jako (1.1) tvorii polosvaz. Trividlné je operace LI komutativni, dale:
rU(yUz)=@" AW AZ)")" = (" ANy"Az")
= (" ANy A" = (zUy) Uz,
rUz = (2" Nz")" ==z
S(P) s operaci U je tedy polosvaz. Déle ukdzeme, ze (S(P),U,A,0,1) je svaz.

Staci ukazat, ze operace LI a A jsou svazany zakony absorpce. Tedy

zU(xAy)=(@" AN(zAy)") =" =z,

protoze x Ay < x, z ¢ehoz plyne, ze z* < (x A y)*. Déle

s A(xUy)=x A (@ ANy ) =2 =z,

protoze z* A y* < x*, z ¢ehoz plyne, ze x** < (x* A y*)*.
Zbyva dokéazat, ze (S(P),U, A) je distributivni, tedy
A (zUy) < (zAz)U(z2AYy),
protoze obrdcend nerovnost jisté plati. Dale necht ¢t = (2 A z) U (2 A y). Pak ale
AN <t=t" tedy z Az At* =0, celkové z At* < x*. Podobné pro z A t* < y*.
Dohromady zAt* < z*Ay* = (2" Ay*)*™, z tohoto vsak plyne 2 At*A(z*Ay*)* = 0,
tudiz

11



A (zUy) =2z A (@ Ay ) <t™=t=(zAz)U(zAy).
[

Véta 1.2.3. Necht P je pseudokomplementdrni polosvaz. Pak (S(P),U, A*,0,1)

je Booleova algebra, kde * je undrni operace pseudokomplementace.

Dukaz. Vsimnéme si, ze 1* = 0 € S(P) a 0* = 1 € S(P). Navic pro kazdé
x € S(P)plati x Ax* =0 azUa* = (x* Az™)* = 0* = 1. Dohromady kazdému
prvku z € S(P) existuje prvek z*. Budeme-li uvazovat * jako unarni operaci, pak

je S(P) Booleova algebra. O

12



Kapitola 2

p-algebra

V této kapitole jsou shrnuty zakladni vlastnosti pseudokomplementarniho

svazu a pseudokomplementdrni algebry. Byly pouzity zdroje [2], [3], [2], [3]-

2.1. Pseudokomplementarni svaz

V minulé kapitole jsme si definovali pseudokomplementérni polosvazy jako
polosvazy, kde ke kazdému prvku existuje jeho pseudokomplement. Obdobné bu-

deme postupovat i nyni.

Definice 2.1.1. Svaz L s nejmensim prvkem 0, kde ke kazdému prvku z € L

existuje pseudokompelemt z*, nazveme pseudokomplementarni svaz.

Vsechny vlastnosti, které platily u pseudokomplementarniho polosvazu budou
analogicky platit i zde. Jelikoz mame navic (oproti dolnimu polosvazu) definova-

nou operaci spojeni, muzeme popsat dalsi vlastnosti tohoto svazu.

Véta 2.1.1. Necht L je pseudokomplementdrni svaz. Pro kaZdé x,y € L plati:
(1) (zVy) =" Ay,
(2) 2" Vy < (zAy)"
Diikaz. (1) Vime, ze plati x < x V y, tedy (z V y)* < z*, podobné (z V y)* < y*.
Celkove (z Vy)* < a* Ay*. Obracené z < x* < (z* A y*)*, podobné y < y** <
(x* Ay*)*. Déle (z* A y*)™ < (z V y)* z ¢ehoz plyne, ze z* A y* < (x V y*).

(2) Protoze z ANy <z, x Ay <y, pak plati, ze z* < (z Ay)* ay* < (z Ay)*
Dohromady z* V y* < (x A y)*. O

13



Poznamenejme, ze ve vlastnosti (2) v predchozi vété obecné nemuzeme na-

hradit nerovnost za rovnost (viz nésledujici priklad).

Piiklad 1. Necht L je 5-prvkovy Stoneuv svaz z obrdzku 2.1.

1=0*
c

a=b* b=a*
0=1*=c*

Obrazek 2.1: Pseudokomplementarni svaz L.

Vsimnéme si, ze napiiklad pro prvky a, b € L neplati rovnost ve vlastnosti (2)

predchozi véty, tedy

a*Vb*=bVa=c#1=0"= (aND)"

14



2.2. p-algebra

Definice 2.2.1. Pseudokomplementarni algebra (zkracené p-algebra) je algebra
(L,V,A*,0,1) typu (2,2, 1,0,0), kde:

(i) (L,V,A) je pseudokomplementarni svaz,

(ii) O resp. 1 je nejmensi resp. nejvétsi prvek tohoto svazu,

(iii) symbol * ozna¢uje operaci pseudokomplementace, tj. pro kazdé x € L je x*

pseudokomplement prvku z ve svazu (L, V, A).

Véta 2.2.1. Ohraniceny svaz L je p—algebra, pravé kdyz existuje undrni operace
r+— x* v L takovad, Ze plati

1) zA(zAy) =z Ay,

(2) x AO* =z,

(3) 0** = 0.

Diikaz. Pokud je (L; V,A,*,0,1) p—algebra, pak (1) plati, jelikoz zAyA(zA)* = 0,
z ¢ehoz plyne, ze z A (x Ay)* < y*, tedy x A (x Ay*)* < y*A. Obrédcené z Ay <y,
z ¢ehoz plyne y* < (z Ay)*, dohromady = A (x Ay*)* = x Ay*. Déale kvuli definici
pseudokomplementu plati 0* =1 a 1* = 0, takze je splnéno i (2) a (3).
Obréacené nech plati (1) - (3). Pak ovsem

s AN*=cAN(@ A0 =2 A0 =2A0=0.
Déle pokud = Ay = 0, pak
yANz* =yAyAhz) =yAN0* =y,

z ¢ehoz plyne y < x*. Celkové jsme dokazali, Ze operace x — z* je pseudokom-

plementace. O]
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Kapitola 3

Stoneova algebra

V této kapitole jsou shrnuty zakladni vlastnosti Stoneovych svazii, mnozin

hustych prvki a Stoneovych algeber. Byly uzity zdroje [2], [1], [5], [3].

3.1. Stoneuv svaz

Definice 3.1.1. Distributivni pseudokomplementarni svaz L nazveme Stoneuv

svaz, jestlize pro kazdy prvek x € L plati:
Vot =1.

Véta 3.1.1. Necht L je Stoneiv svaz. Pak pro viechna x,y € L jsou ndsledujict
vyroky ekvivalentni.

(1) a* va* =1,

(2) 2" Vy = (xAy)"

Diikaz. (1) = (2) : Predpokladdejme tedy, ze plati z* V y* = (z A y)*. Déle
VvVt =(x ANzr*) =0*=1.

(2) = (1) : Predpokladejme, ze x* V ** = 1. Ukazeme, ze z* V y* je pseudo-
komplement z Ay. Pomoci distributivity a komutativity vidime, ze plati: (z Ay) A
(*Vy*) = (x* ANz Ay)V(y* ANz Ay) = (0Ay)V (0Az) = 0. Déle pfedpokladejme,
ze (x ANy) Az = 0. Potom tedy (y A z) <z* tudiz (y A z) ANa*™ < a*ANa™ =0
(s vyuzitim vlastnosti z* Az** = 0). Odsud tedy z Axz** < y*. Nakonec dostavame

z=zANl=z N(a*Va*)=(z Na*)V (z Na™) <z*Vy* O
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Veéta 3.1.2. Distributivni pseudokomplementdrni svaz L je Stoneuv svaz, prdvé

kdyz plati pro vSechna x,y € L:

Diikaz. Necht L je Stoneuv svaz. Pak (x A y)* = x* V y* pro vsechna z,y € L.
Z De Morganova zékona tedy vyplyva, ze (x V y)*™ = («* A y*)*. Nakonec tedy
(2 Ay*)* = 2 V ™.

Obréceng, necht plati (z V y)™ = 2** V y** pro vSechna z,y € L. Vime, ze
L je distributivni pseudokomplementéarni svaz, tedy pro vsechna x € L plati, ze
xAx* = 0. Z tohoto v8ak plyne (z Az*)** = 0™, z ¢ehoz vyplyvd, ze z** Ax™* = 0.
Avsak z vlastnosti pseudokomplementu vime, ze z*** = z*. Muzeme tedy psat
** A x* = 0. Nésledné z (z V 2*)* = 2* A ™ = 0 plyne, ze (x V z*)* = 07,
z predchoziho vsak dale plyne x** V x*** = 1. Pouzijeme opét vlastnost z*** = z*
a dostdavame nakonec x™* V x* = 1, coz je Stoneova identita. Svaz L je tedy

Stoneuv. n
Véta 3.1.3. Kazdy Booleovsky svaz je Stoneuv svaz.

Diikaz. Necht L je Booleovsky svaz. Pak pro kazdy prvek x € L plati a* V 2** =

' Vo' =1V ar=1. Booleovsky svaz je tedy i Stoneuv. ]

Poznamenejme, ze obracena véta k predchozi neplati. Vezméme si napriklad
3 prvkovy fetézec L = {0,a,1}, kde 0 < a < 1. Tento fetézec jisté tvoii Stoneuv
svaz, protoze a* V a*™* = 0V 0* =0V 1 = 1. Avsak s jistotou muzeme fict, Ze

Booleovsky neni, protoze prvek a nema komplement.

3.2. Mnozina hustych prvku

Definice 3.2.1. Necht L je Stonetv svaz. Pak mnoZinu
D(L)={x|x € L,z* =0}

nazveme mnozinou hustych prvka. Prvek x € D(L) nazveme husty prvek.

17



Véta 3.2.1. Necht L je Stonetiv svaz, pak pro D(L) plati:
(1) 1€ D(L),

(2) jestlize a,b € D(L), pak a Nb € D(L),

(3) jestlize a € D(L) aa <b, pakbe D(L).

Dikaz. (1) plyne z definice.

(2) Necht a,b € D(L), tedy a* = 0 a b* = 0. Z tohoto vyplyva, ze a** = b** =
0* = 1. Déle (a A b)™ = a™ ANb™ = 1A 1= 1. Nyni pomoci vlastnosti a* = a***
dostavame (a A b)* = (a A b)*™™ = ((a A b)™)* = 1* = 0, to avSak znamena, ze
aANbe D(L).

(3) Pokud a € D(L), pak a* = 0. Déale podle vlastnosti z < y = y* < z*
z a < b vyplyva b* < a* avSak a* = 0. Dostavame tedy 0* < 0 z ¢ehoz vyplyva
b* =0 a tim konecéné b € D(L). O

Z predchozi vety plyne, ze (D(L),V, A, 1) je distributivni svaz s nejvétsim

prvkem.

18



3.3. Stoneova algebra

Definice 3.3.1. Stoneova algebra je algebra (L,V,A,*,0,1) typu (2,2,1,0,0),
kde:

(i) (L,V,A) je Stoneuv svaz,

(ii) O resp. 1 je nejmensi resp. nejvétsi prvek tohoto svazu,

(iii) symbol * ozna¢uje operaci pseudokomplementace, tj. pro kazdé x € L je x*

pseudokomplement prvku z ve Stoneové svazu (L, V, A).

Véta 3.3.1. Pro distributivni pseudokomplementdrni svaz je ndsledujici ekviva-
lentni:

(1) L je Stoneova algebra,

(2) (a ANb)* =a* V b* pro vsechna a,b € L,

(3) pokud a,b € S(L), pak aVbe S(L),
(4)

4) S(L) je podalgebra L.

Diikaz. (1) = (2) jsme jiz dokézali.
(2) = (3) Necht a,b € S(L), pak a = a*™*,b = b**. Tedy a Vb= a** V b** =
(a* Nb*)* = (a Vv b)*™ z ¢ehoz plyne a Vb € S(L).

(3) = (4) Necht a,b € S(L) aaAbe S(L). Pak ale a = a** a b = b**. Déle
alb=(a* ANb*)" = (aVb)*™ =a* Vb* =aVb To tedy znamend, ze S(L) je
podalgebra L.

(4) = (1) Necht S(L) je podalgebra L. Pak pro kazdé x € L plati z* V x** =
*Ux™ = (™ Ax™)" = (e ANa*)* = 0" =1, L je tedy Stoneova algebra. [

19



Kapitola 4

Triple konstrukce

V prvni ¢asti této kapitoly si popiseme, jak ze Stoneovy algebry L = (L, V, A",
0,1) vytvoiime trojici. V druhé ¢ésti si popiSeme, jak zle vytvorit z abstraktni
trojice Stoneovu algebru jejiz asociovand trojice je izomorfni s trojici puvodni.
Ve tieti ¢asti si popiSeme metodu konstrukce Stoneovy algebry podle T. Ka-
trinaka. V posledni ¢éasti si ukazeme, jak lze tyto konstrukce zjednodusit, budeme-

li uvazovat, ze mnozina D je ohrani¢ena. Byly pouzity zdroje [1], [5], [0], [7], [9]-

4.1. Vytvoreni trojice ze Stoneovy algebry

Nez prejdeme k samotné konstrukci trojice, uvedeme si zde nékolik tstiednich
pojmu, které budeme nadéle pouzivat. Nejdriv si vSak pfipomenme zavedena
znaceni z minulé kapitoly. Podalgebru S(L) Stoneovy algebry L jsme nazvali
skeleton ((S(L),V,A,,0,1) je Booleova algebra). D(L) zna¢i mnozinu hustych
prvku (tato mnozina obsahuje 1), kterd spolu s operacemi prusek a spojeni tvori
distributivni svaz.

Necht D je distributivni svaz s nejvétsim prvkem 1. Filtry ve svazu D tvoii
distributivni svaz F(D), kde

JANK =JNK,

JVK={zNy|zeJye K},
pro J, K € F(D).

Dikaz. Nejprve si ukazeme, ze je operace spojeni dobre definovand. Oc¢ividné
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JVK={2€D|z>axzANypronékteréz € J,y € K}.

Uvédomme si, ze toto plati v libovolném svazu (i nedistributivnim), avsak D je
distributivni, takze kdyz z > z Ay, pak z = 2V (zAy) = (2Vz)A(2Vy) = 1Ay,
kde x1 =zVzx e Jay = 2zVy e K. Dokazali jsme tedy, ze operace spojeni je

dobre definovan4.

Nyn{ dokdzeme, ze F(D) je distributivn{ svaz. Necht I,J, K € F(D). Staci
ovérit, ze
IVJ)INKC(INK)V(JNK),

protoze opa¢né nerovnost ocividné plati. Necht tedy z € (I V J)N K, tj. 2 =
x ANy € K pro nékteré x € I,y € J. Pakalex € INK ay € JN K, protoze

z <z az<y. To ale znamen4, ze

z=zANye(INK)V(JNK).

Déle definujme zobrazeni h : L — S(L) nasledovné:
h(x) = z**.
Ukéazeme si, ze je toto zobrazeni surjektivni homomorfismus algeber L a S(L).

Diikaz. Pripomenme, ze S(L) = {x | © € L,x = 2**}, z ¢ehoz plyne, ze zobrazeni

h je surjektivni. Zbyva nam tedy dokéazat, ze h je homomorfismus. Tedy

WMz Vy) = (xVy)™ =" Vy™ = h(z) vV hy),
hMaNy) = (x Ay)™ =2 Ay™ = h(z) A h(y),
h(z®) = (7)™ = (&™)" = h(z)",
h(0) = 0" =0,
h(l) = 1% =1
Zobrazeni h je surjektivni homomorfismus algeber L a S(L). O
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Pak ovsem z véty o homomorfismu plyne, ze relace ~ definovana jako
x ~y, pravé kdyz h(z) = h(y) prox,y € L,

je kongruence na L a plati L/~ = S(L). Zaméime se nyni na t¥idy algebry L/~.
Pro libovolné = € L plati x < 2**, z ¢ehoz pro kazdé a € S(L) plyne

lal. ={z |z € L,a* =a}.

V dalsim textu budeme tyto tiidy znacit F, (v souladu s literaturou). Vsimnéme
si,ze Iy ={z |z € Lya™ =1} = D(L) a [y, = {z | z € L,z™ = 0} = {0}.
Navic (Fy, V, A, a) tvoii svaz s nejvétsim prvkem a pro kazdé a € S(L). Ovsem
svaz (F,,V, A\, a) je podsvazem svazu (L, V, A, 0,1), ktery je distributivni, tedy i
svaz (F,,V, A, a) je distributivni.

Obrazek 4.1: Tiidy rozkladu Stoneovy algebry L

Nynf necht a € S(L). Pak
Y:ix—=axVa*, prox € F,

je vnoreni F, do F}.
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Diikaz. Predpokladejme, ze pro x,y € F, plati ¢(x) = ¢ (y). MuZeme tedy psat
rVa*=yVa*
(xVva')Na=(yVa)Aa
(xANa)V(a"Na)=(yANa)V (a"Na)
r =Y,

protoze x < x** a y < y**. Zobrazeni ¢ je tedy injektivni.

Dale

Dokézali jsme, ze zobrazeni ¢ je vnoreni (injektivni homomorfismus).

O]
Opét necht a € S(L). Definujme si zobrazeni ¢ : S(L) — F(D(L)) néasledovné
p:a—@la)={z|zeD(L),xz>a}.

Ukazeme, ze je toto zobrazeni homomorfismus, tedy
planb)=[(anb)*)ND(L) =[a"Vb)ND(L)
= ([a") N D(L)) N ([b") N D(L))

= p(a) Ne(b),

elaVvb)=[(avb)*)ND(L)=[a"ANb)ND(L)
= ([e") N D(L)) Vv ([b") N D(L))

Navic plati

Zobrazeni ¢ je tedy homomorfismus ohrani¢enych svazu (v dalsim textu budeme

zkrécené psat {0, 1} —homomorfismus). Vsimnéme si, ze je tento homomorfismus
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jednozna¢né urcen Stoneovou algebrou L, budeme tedy tento homomorfismus
zapisovat jako pl. Navic (¢(a),V, A, 1) je podsvaz svazu D(L) pro kazdé a €
S(L).

Diikaz. Necht x,y € p(a), tedy x = x V a* ay = y V a*. Dokazme, Ze mnozina
©(a) je uzaviend na prusek a spojeni nasledovné:
pxVy)=(xVa)V(yVva)=(xVy)Vva =xVyep(a),

pleNy)=(xVa)A(yVa)=(rAy)Va =zVyep(a),
Vime, ze D(L) je distributivni, tedy i (¢(a), V, A, 1) je distributivni. O

Vratme se nyni k zobrazen{ ¢ (vnofeni F, do D(L)). Budeme-li uvazovat

restrikci (zizeni) tohoto zobrazeni danou nasledovné

v Fy — (a),
tak zjistime, Ze je toto zobrazeni izomorfismus svazu (Fy, V, A, a) a (p(a),V, A, 1).

Diikaz. Staci ndm dokézat, ze je toto zobrazeni surjektivni. Necht z € ¢(a). Je

jasné, ze kazdy prvek z je ve tvaru x V a* pro n¢jaké x € F,. O]

Véta 4.1.1. Necht L je Stoneova algebra. Pak je ekvivalentni:
(1) D(L) mad nejmensi proek,
(2) pro vsechna a € S(L), ¢p(a) md nejmensi proek,

(3) pro vsechna a € S(L), F, md nejmenst prvek.

Diikaz. (3) = (1): Je trividlni, protoze Fy = D(L).

(2) = (3): Zobrazeni 1)(a) je izomorfismus mezi F, a p(a) pro kazdé a € S(L).
Pokud ¢(a) ma nejmensi prvek, pak mé nejmensi prvek i Fy,.

(1) = (2): Necht dy je nejmens{ prvek v D(L) a x € ¢(a) je libovolné. Evi-
dentné dy < x a a* < z. Tudiz dyVa* < z,dyVa* € p(a), tedy doV a* je nejmensi
prvek v p(a). O

Definice 4.1.1. Necht L je Stoneova algebra. Pak (S(L), D(L), %) je trojice

asociovana se Stoneovou algebrou L.
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Véta 4.1.2 (o jednoznacnosti). KaZda Stoneova algebra L je (aZ na izomorfis-

mus) jednoznacné uréend trojici (S(L), D(L), ¢").

Nez pristoupime k dukazu predchozi véty, musime vysvétlit jak z dané trojice
vytvorit Stoneovu algebru. Tomuto postupu jsou vénovany kapitoly 4.2 a 4.3.
Dukaz véty 4.1.2 bude vysvétlen v kapitole 5.1.

Necht (S, D, ¢) je trojice, kde S je Booleova algebra, D je distributivni svaz s
lag:S — F(D) je{0,1}-homomorfismus ohrani¢enych svazu. Pro kazdé a € S
plati:

Déle pro kazdé a € S,z € D je p(a) N [z) hlavni filtr. Tedy

[0a(z)) = ¢(a) N [z) (4.1)
Diikaz. Protoze p(a)Vp(a') = D, muzeme x zapsat jako x = x1 Az, pro nékteré
x1 € p(a) a xg € p(a*). Potom
p(a) N]x) = @(a) N[z Azs) = p(a) N ([x1) V [22))
= (p(a) N[21)) V (p(a) N [z2)),
protoze svaz F'(D) je distributivni. Ale z z; € p(a) plyne, ze p(a) N [z1) = [z1)
azx € p(a) plyne
pla) N laz) € pla) Npld) = {1},
takze p(a) N [z) = [x1), tzn. 0.(z) = z1. O
Vztah 4.1 tedy definuje zobrazeni g, : D — D pro kazdé a € S. Ukazeme, ze
je toto zobrazeni endomorfismus.
Diikaz. Necht x,y € D. Potom
[a(z Vy)) = pla) N[z Vy) = pla) N ([x) N [y))
= ¢la) N fz) Npla) Ny)
= [0a(2)) N [0a(y)) = [0a(2) V 0a(y)),
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a tedy 0q(x Vy) = 04(z) V 04(y). Podobné, protoze F'(D) je distributivni,
[oa(z A y)) = pa N[z AY) =p(a) N ([2) V [y))
= (p(a) N [z)) V (¢(a) N [y))
= [0a(%)) V [0a(y)) = [0a(2) A 0a(y)),

a tedy 0q.(x Ay) = 0a(T) N 04(y). O]

Zobrazeni (endomorfismus) g,(x) navic spliuje: * < 9,(x) a 0,(04(z)) =
0a(x), je to tedy tzv. uzdvérovy operator. Shrime si tedy zakladni vlastnosti
endomorfismu g,:

i) proa € S,z € p(a) plati: g,(z) = z,
ii) z € p(a), prave kdyz g,(z) = =,
iii) pro z € D,a € S plati: = < g,(z),

v) pro a,b € S,x € D plati: 0,(0p()) = gans(),

(

(

(

(iv) pro z € D,a € S plati: g,(z) A o (z) = x,

(

(vi) pro a,b € S,z € D plati: g,(x) A 0p(x) = 0avs(2),
(

vii) pro a,b € S,x € D plati: guap() = 04(z) V 0().

Diikaz. (i)-(iii) plyne piimo z definice.

(iv):
[0a(2) A 0w (2)) = [0a(2)) V [0w(2)) = (¢(a) N[z)) V (¢(a’) N [z))
= [z) N (p(a) v @(d) = [x) Np(aV d)
D =)
(v):
[0a(0b(2))) = ¢(a) N [op(x)) = ¢(a) N ¢(b) N [z)
= p(aAb) N [z) = [gars()).
(vi):
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(vii):
[2ans(2)) = p(a AD) N [x) = (p(a) N [x)) N (p(b) N [2))
= [0a(®)) N [06(7)) = [0a()) V [06(2))-
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4.2. Konstrukce podle C. C. Chena a G. Gratzera

Cilem této kapitoly bude popsat, jak lze vytvorit Stoneovu algebru z abs-
traktni trojice (S, D, @), kde S je Booleova algebra, D je distributivni svaz s 1 a

¢S — F(D) je homomorfismus ohranic¢enych svazu.

Véta 4.2.1 (o konstrukei). Necht S je libovolnd Booleova algebra, D je libovolnyj
distributivni svaz s 1 a ¢ : S — F(D) je homomorfismus ohranic¢enych svazi.

Pak lze z trojice (S, D, ) sestrojit Stoneovu algebru L, pro kterou plati:
(S(L),D(L),¢") = (S,D,¢).

Diikaz. Necht
L={{a,z) |z €pa),a S} (4.2)

(a,2) < (b,y) < a<b < 0ay), (4.3)
kde zobrazeni p, je definovano takto:
[0a(7)) = @p(a) N [z),a € S,z € D.

Nasim cilem bude ukéazat, ze L je Stoneova algebra. VSimnéme si, Ze z vlast-
nosti zobrazeni g, plyne, ze < je reflexivni, anti-symetricka a tranzitivni.

Nyni si nadefinujeme prusek a spojeni na L nésledovneé:

{a,2) A (b, y) = (a Ab, oo(2) N 0a(y)), (4.4)
(a,2) Vv (b,y) = (a Vb, (ov () Ay) V (x A 0w (y)))- (4.5)

Nejprve si dokézeme 4.4. 7 definice vime, ze gp(x) € ¢(b) a 0.(y) € (a).
Tudiz op(x) € p(b) Np(a), podobné o,(y) € ¢(a) N @(b). Dohromady dostdvame
ob(x) A 0a(y) € pla) Np(b) = p(a A D). Zjistili jsme, ze pravé strana rovnice 4.4
nalezi L. Zbyva nam dokéazat, ze je prava strana nejvétsi dolni zavorou. Snadno
se presvedcéime, ze (a A b, op(x) A 04(y)) je dolni zavora.

Napiiklad (@ A b, 0p(2) A 04(y)) < {(a,z) <= aAb<a,00(x) A 0a(y) < 0an().

Vidime, ze prvni podminka je splnéna trividlné. Druhou podminku si rozepiSeme
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pomoci vlastnosti zobrazeni g, takto, 0p(2)A0a(y) < Gars(x) = 0a(x)Vop(x). Dosli
jsme tedy k zaveru, ze (aAb, op() A pa(y)) je dolni zavora, musime vsak zjistit, ze
je nejvetsi. Necht (¢, 2) je néjakd dolni zdvora {(a,z) a (b,y). Pak plati, Ze ¢ < a
ac<b, tedy c <aAbazdroven z < p.(z) a z < p.(y), tedy z < 0.(x) A 0:(y).

0c(06(Y) N 0a(y)) = 05(0c(7)) A 0a(0c(y)) = Gonc(T) A Qanc(y)-

Avsak vime, ze bA c=c a a A c = c, muzeme tedy psat:

Qb/\c(x) N Qa/\c(y) = Qc(m) A Qc(y)

Jenze z < o.(x) A 0.(y), coz oviem vede k tomu, ze (¢, z) < (a Ab, 0p(x) A 04(y)),
tedy (a A b, 0p(x) A 04(y)) je nejvétsi dolni zavora.
Nez si dokazeme 4.5, vSimnéme si, ze stacilo dokazat, ze je prava strana 4.4
invariantni vaéi g,y (timto postupem zjistime, ze pravé strana 4.4 nélezi L).
Tedy:

pokud gans(6(2) A 0a(y)) = 00(x) A 0a(y), Pak 05(2) A 0aly) € la A D).

To tedy znamend, ze (aAb, gp(x) A 04 (y)) jisté patii do L. Postupujme nésledovneé:

0arns(06() N 0a(Y)) = 0ans(06(2)) A Gans(0a(y))
= Qa/\b@) A Qa/\b(y)

= 0p(®) A 0a(y)-

V dukazu jsme vyuzili toho, ze g,(x) = = a g,(y) = y. Zjistili jsme tedy, ze prava
strana je invariantni vuci g,pp.

Zbyva nam dokazat 4.5. Nejdiive opét dokazeme, Ze prava strana nalezi L.
Postupujme nasledovné:

Cavo((0v () Ay) V (2N (y)) =

= (Cavb (v (%)) A 0avt(y)) V (avs(2) A 0ave(0w (¥)))

= (0 ntav) () N ave(y)) V (Qavs () A Qantave) (1))
= (

Qb’/\a( ) A Qavb(y)) \ (Qa\/b(x) A Qa’/\b(y))-
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Vime, 7e 0,(z) = = a 0,(y) = y. Odtud dostavame, ze opva(z) = op(04(7)) =
o (z) a obdobné gua(y) = 0w (06(y)) = 0u(y). Pokusme se jesté upravit ¢leny
Oavb(Y) & 0avp(T). Upravu provedeme s vyuzitim absorpéniho zakona:

avs(y) = avb(06(y)) = 2@viynn(y) = 2v(y) = ¥,

Qa\/b(x) = Qa\/b(nQa(x)) = Q(avb)/\a(x) = Qa<x> =Z.

Celkoveé dostavame:

Cavs[ (v () Ay) V (& A e (y))] = (0w (2) V y) A (2 A 0w (y)),
atudiz (a Vb, (oy(z) Ny)V (z A ow(y))) € L. Zbyva dokdzat, ze pravd strana je
nejmensi horni zavora. Tedy
(a,2) <(a Vb, (ev(x) Ay) V(2 Aow(y)))

— a<aVbr<oa((ow(x) Ny)V(xA ow(y))),

kde a < a V b je splnéno trivialné. Pohlédnéme blize na druhou podminku:

= (Qa(@b’(z)) N Qa(y)) \% (Qa($) A Qa(@a’(y)))
= (Gare () N 0a(y)) V (2 A Qanar (1))

= (ov (%) N eay)) V (z A1)
= ( /

o (2) N 0a(y)) V .

0a((ow () Ny) V (2 A 0ar (y)))

Avsak (op () A 04(y)) V& > z. Z toho tedy vyplyva, ze prava strana je vétsi nez
prvek (a,z). Podobné pro prvek (b,y), tedy i y V (0s(z) A 0w (y)) > y. Celkove
pravé strana tvorf horn{ zdvoru. Ukézeme si, Ze je i nejmensi. Necht (c, z) je také

horni zavora. Plati, ze ¢ > a V b, 0,(2) > = a gp(2) > y. Muzeme psat:
0avb(2) = 0@ant)vb(2) = Cantr (2) A 06(2).
Avsak g,(z) > x a gy(2) > y, dohromady dostavame:
Qary (2) A 0b(2) > oy (T) N y.
Podobneé:
0avb(2) = 0@ rbyval(2) = 0arv(2) A 0a(2) > 0a(y) A .
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Celkové dostavame:

2ave(2) = (v () Ay) V (2 A o (y))-
Coz ovsem znamend, ze {(c,z) > (a Vb, (oy(z) Ay) V (z A 04(y))), tedy (a V
b, (v (x) Ny) V (x A oy (y))) je nejmensi horni zavora. Z predchoziho vyplyva, ze
nase mnozina L tvoii vzhledem k usporadani svaz.
Nyni si dokazeme, ze L je distributivni. Zavedeme si nasledujici oznaceni:
A= ((a,2) A (b)) V (e, 2),

B = ({a,2) V (¢, 2)) A ((b,y) V (¢, 2))-

Jisté plati, ze A < B. Potiebujeme tedy dokézat, ze plati: A > B, z ¢ehoz pak
plyne rovnost A = B. Pro A s vyuzitim 4.4 a 4.5 tedy dostavame:
((a,z) A(b,y)) V (e, 2) = (a A b, ou(x) A ga(y)) V (c, 2)

= <(CL A b) \ C, [Qc’(@b(x) A Qa(y)) A Z} \% [Qb(x) A Qa(y) A Q(a/\b)’(z)]>'

Podobné pro B:
({a,z) V (e, 2)) A ((b,y) V (e, 2)) =
= (a Ve (0(x) N2) V(T Aow(2)) Ab Ve (00(y) A2) V(YA ow(2)))
bV c), opve((00(2) A 2) V (T A 0u(2)))
N2)V (y Aoy(2))))
= ((@Ve) AV o), (el () A obve(2)) V (Gove(T) A Opvelow (2)))]

N [(Qa\/c(@c’(y)) N Qa\/c(z)) \% (Qa\/c(y) A QaVc<Qb’(Z)))]'

v
A
—((aVe) A
A pave( (00 (y

(
(
)
(

Polozme:

d= [(Qb\/c(@c’ (I)) A Qb\/c(z)) V (Qb\/c(x) A Qch(Qa’(Z)))]

A (Gave(0e (y) A Gave(2)) V (Cave(y) A Gavelow (2)))],
dale oznacme
ag = Ovve(0c () A Opve(?) a1 = ouve(®) A Obve(0a (2))
ay = Qave(2e (¥)) A Cave(2) as = Gave(y) N Cavelow (2)).
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Daéle oznac¢me:

() A 0bve(2) A ave(0e (1)) A Cave(2),
() A bve(2) A Qave(
A 0bve(0a(2)) N Qave(0e(Y)) A Qave(2),
A ) (

Qb\/c(ga’(z) A Qave y) A Qa\/c(Qb’( ) .

do = ap A az = opve(0
di = ag N\ az = gpve(00
dy = a1 A ay = opve(T)

(z)

)
y) N QaVc(Qb’( ))7
)
)

ds = a1 N az = opve(

Vidime tedy, ze:
d = (apVay) A (ay V as)
= (ag ANag) V (ag N az) V (a1 Aag) V (a1 A as)

:do\/dl\/dQ\/dg.

Upravme nyni nejdtive dy:
do = opve(0e (7)) A Opve(2) A Cave(0e(Y)) A ave(2)
= O@bve)rd () A opve(2) A Q(a\/c)/\c/<y) A Qave(2)
= ObAe! (1’) N Z N Qane (y) Nz

= 0ore (T) A 2 A Qane (Y),

protoze Qc(z) = % Qb\/c(z) = QbVC(Qc<Z>> = Qc\/(c/\b)(z) = IQC(Z>7 podobné pro
Oave(z) = z plyne z absorpéniho zdkona.

Podobné pro ostatn{ éleny dy, d, ds:
di = opve(0e (7)) A Ove(2) A Qave(y) A Cave(ow(2))
= 0ne (T) A 2 A Qave(Y) A Oenr (2)
= oor () A Qave(y) A 2,
(@) A ovve(0ar(2)) A Qave(0e () A Qave(2)
bve(T) A Qar(2) A ane (y) N 2
ve() A Ganer (Y) A 2,
d3 = opve() N Obve(0a(2)) A Gave(y) A Gavelow (2))
vel@) A 0ar (2) A Qave(y) N 0w (2)
bve(@) A Gave(y) A O (2).
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Vsimnéme si nyni, ze:
ocna(y) = 00(y) V 0a(y) = 0a(y) = 0a(y) N 0c(y) = Cave(y).

Odtud je vsak patrné, ze dy > d;.

Navic:
0onb(T) = 00 () V 0p(x) > 0p(x) > 0b() A 0c(7) = Opve(T),

z ¢ehoz plyne, ze dy > dy. Dohromady d = dy V d3. Déle

O(aveyniove) [((0e (a6(T) A 0a(y)) A 2) V (06() A 0a(y) N Oansy (2))] =
[(0@@vernve) (00 (06(T))) A 0avernve) (0 (0a(Y)))) A Oave)niive) (2)]
V [0aveynove) (06(2)) A 0aveynive) (0a(y)) A 0aveinpve) (Qansy (2))]-
Upravme si jednotlivé cleny:

Q(a/\c)\/(ch)( ( (-1')) O(ave)A(bVe)A /\b(fl?) = Qa/\c’/\b(x) = Qb/\c/(x)a

Q(aVc)/\(b\/c ( O¢' ( (y)) a\/c (bve)ne /\a(y) = Qb/\a/\c’(y) - Qa/\c’<y>7

Q(aVc (bve) (Qb(x) a\/c (bve)A b(I) = Qb/\(aVc) (l’) = Qb(x)y

Oave)A( va)(Qa(y) O(ave /\(b\/c)/\a(y> = Oan(bVe) (y) = @a(y),

) =
)
Qavein(ve) (2) = Ovve(ave(2)) = 2,
)
) =
) =

Q(aVc) (bve) ( a/\b ’(Z) QaVc(Qch(Qa Vb’( ))) = Qa’vb’(z)-

Dohromady dostavame:

(Qb/\c('x) A Oanc’ (y) A Z) Vv (Qb(x) A Qa(y) A Qa’\/b’(z))-

Avsak leva zdvorka je rovna dy. Celkoveé tedy dy V (0p(2) A 04a(y) A 0arvir (2)). Déle

vime jisté, ze plati: (a Ab) Ve > (aVe)A(bV ). Konetné podle 4.2 plati, ze

A > B, protoze 0p(x) A 0a(y) N 0arvir (2) > d3 a tedy:

do V (06(2) N 0a(y) A 0arvi (2)) > do V ds = d.

Timto mame dokazano, ze L je distributivni svaz.

Nejmensi prvek: Kazdy prvek L je ve tvaru (a,z), kde a € S a x € ¢(a),

Vime, ze S je Booleova algebra, ma tedy nejmensi prvek 0. To znamen4, ze na 1.
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pozici v usporddané dvojici (a, x) musi byt 0. Avsak ¢(0) = {1}. Nejmensi prvek
L je tedy ve tvaru (0, 1).

Nejvétsi prvek: V piipadé nejvétsiho prvku L je situace jednodussi, protoze
S je Booleova algebra a D je shora omezeny distributivni svaz. Nejvétsi prvek je
tedy ve tvaru (1, 1).

Pseudokomplement:

(a,2)" = (d',1), (4.6)

(a,z) A(d', 1) = (a N, 0w (7) A 0a(1))
= (0, 00 (z) A1) = (0, 0wrna(z) A 1)
— (0,1).

Pokud (a,z) A (b,y) = (0,1), pak ale b < @’ ay < gy(1) = 1 z ¢ehoz plyne, ze
{b;y) < (d’,1).

Stoneova identita:

{a,z)" V {a,z)"" = (1,1), (4.7)

{(a,z)" V{a,z)"" = (d’,1) V (a,1) = (d/,1) V (a, 1)

= (d'Va, (e (1) A1) V (1A 0a(1)))

=(1,1).
Skeleton:
S(L) ={{a,1) |a€ S }. (4.8)
Mnozina hustych prvku:
D(L) ={(1,d) | d € D}. (4.9)

Zobrazeni o’

P ((a, 1)) = {(L,d) | d € p(a)}.

L je tedy Stoneova algebra. Trojice asociovand se Stoneovou algebrou L je

(S(L), D(L), ¢").
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S F(D)
/ g
S(L) ————— F(D(L))

'Z

Obrazek 4.2: Diagram izomorfnich trojic

Trojice (S, D, ) a (S(L), D(L), ") jsou izomorfni, pravé kdyz existuji izo-

morfismy f: S — S(L) ag: D — D(L) takové, ze diagram

komutuje.

V diagramu 4.2 zobrazeni § znaé¢i izomorfismus svazu F(D) a F(D(L)) indu-

kovany zobrazenim g.

Definujme zobrazeni f : S — S(L) predpisem

fla) = (a,1).

f je surjekce, nebot kazdy prvek (a,1) € L je jednoznacéné urcen prvkem a € S.

Zobrazeni f je izotonni tedy:
a<b =(a,1)<(b1).

Predpokladejme, ze plati leva strana 4.10. Déle

(a,1) < (b,1) <= a<b a 1<p,.(1),
avsak g,(1) = 1. Pak z a < b plyne (a,1) < (b, 1).
Zobrazeni f~! je izotonni tedy:

(a,1) < (b,1) = a <b.

Predpokladejme, ze plati leva strana, tzn.:
(a,1) <(b,1) <= a<b a 1<04(1),
z ¢ehoz je okamzité videt, ze a < b.
Ukazeme, ze zobrazeni f zachovava komplement:
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Zobrazeni f je tedy izomorfismus.

Déle definujme zobrazeni g : D — D(L) predpisem

g(d) = (1,d).
g je surjekce, nebot mnozina D(L) je definovéna jako D(L) = {(1,d) | d € D}.
g je izotonni, nebot pro di,ds € D, kde d; < do, okamzité plyne (1,d;) <
(1,dy),protoze p1(dy) = ds.
Zobrazen{ g~! je izotonni, protoze z (1, d;) < (1,ds) ihned plyne d; < dy. Jako

posledni ukazeme, ze zobrazeni g zachovava nejmensi prvek, tedy

g(1) = (1,1).
Zobrazeni g je tedy také izomorfismus.

Zbyvé dokédzat, ze diagram 4.2 komutuje. Necht a € S. Pak

0 p(a) % g(p(a) = {(1,2) | = € p(a)},

ads (1) &5 {(La) | (L2) > (a,1)) = {(L2) | 2 € pla)}.

Plati tedy, ze (S, D, ¢) = (S(L), D(L), o*).
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Piiklad 2. Necht S je ¢tyiprvkovd Booleova algebra a D je distributivni svaz s

1 (viz obrazek nize).

1 1

a b c d
Op
S D

Definujme zobrazeni ¢ : S — F(D) predpisem

©(0) = {1}, ©(b) = [c),
pla) =[d), »(1)=D.

Mnozinu L jsme v dukazu véty 4.2.1 méli definovanou nasledovneé:
L={{a,z)|ae S xep)}
V nasem konkrétnim piikladu je mnozina L ve tvaru:
L ={(0,1),{a,d),{a,1),({b,c), (b, 1),(1,0p), (1,¢), (1,d), (1,1)}.

Podle diikazu véty 4.2.1 je L Stoneova algebra (viz obr. 4.3), kde

(0,1)" = (1, 1),
(@, d)" = (a, 1)" = (b, 1),
(b;c)" = (b, 1)" = (a, 1),
(1,0p)" = (1,0" = (1,d)" = (1, 1)" = {0, 1).

Vsimnéme si, ze
S(L) ={(0,1),(a, 1), (b, 1), (1, )} = {(z,1) [ x € S},
D(L) = {<170D>7 <176>7 <17d>7 <1> 1>} = {(17y> | /RS D}7
(2, 1) = {{Ly) | y € p(a)}.
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Obrazek 4.3: Stoneova algebra L.

Zbyvé dokazat, ze diagram 4.2 komutuje, tedy:

0% (135 {(1,1)}, a [d) % {(1,d), (1, 1)},
0 (0,1) 5 {1, 1), ads (0, 1) (1, d), (1, 1)),
1% D& {(1,0p), (1,¢), (1,d), (1, 1)}, bE o) {(1,0), (1, 1)},

L

1 (1,1) 5 {01,00), (1,6), (1,d), (1, 1)}, b (b, 1) &5 {(1,6), (1, 1)}

Ukazali jsme, zZe jsou trojice (S, D, ) a (S(L), D(L), y) izomorfni.
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4.3. Konstrukce podle T. Katrinaka

P1i konstrukei podle Katrindka budeme vychazet (stejné jako pii minulé kon-
strukci) z abstraktni trojice (S, D, ), kde S je Booleova algebra, D je distribu-
tivni svaz s 1 a ¢ : S — F(D) je homomorfismus ohrani¢enych svazu. Déle si
zavedeme dudlni svaz ke svazu F'(D), tedy svaz, kde zaménime spojeni za prusek
a obrécené. Tento duélni svaz budeme znacit Fy(D). Nyni prejdeme k samotné
konstrukei Stoneovy algebry L.

Jako prvni si definujme nosnou mnozinu L néasledovné:
L={{a,p(d)V[x))|a €S zeD}

L je podmnozina direktniho souc¢inu S x F(D). Jelikoz S i F(D) jsou svazy, pak i
S x F(D) je svaz. Musime tedy dokézat, ze mnozina L spolu s operacemi prusek
a spojeni je podsvaz svazu S x Fy(D).
Tedy:
(a, p(a’) V [)) A (b, o(V) V [y)) = {a A b, (0(d) V [z)) V
= (aAbp(a’) Vo) VIz)Vy)
={aNb,p((aNb))VI]xAy)).

Prvek (a A b, p((a AD)')V [z Ay)) jisté patif do L, nebot (a Ab) € SaxzAy € D.
(a,p(a")V]x)) v (b, (V) V [y)) = (a Vb, (p(a’) V [2)) N (V) V [y)))

= (a Vb, ((pla’) V) V() N [2)) V (ela) N [y) v ([z) N y)))
= (a Vb, ((pla’ AV)V (b)) N [2) V ((pla) N ]y)) V [z Vy))))

= (aVbe((aVb))V(e®)N[z)V (pla)Ny)VIzVy))

= (( (

aVb,o((aVbd))Vloy(z) A ow(y) A

(
(

Prvek (a Vb, o((aV b))V [oy(z) A 0w (y) A (x V y))) jisté také patii do L, nebot
aVbeSaoy()Aow(y) A(zVy)eD.
Mnozina L s operacemi prusek a spojeni tvoii svaz. Jenze S je Booleova

algebra a D je distributivni svaz, takze L C S x Fy(D) je distributivni. Nyni se
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blize podivame, co plyne z predchoziho pro relaci usporadani.

(a,0(a)V[z)) < (b, p(t)V]y)) < (a,p(a’)V[z)) A, 0(b)V]y)) = (a, p(d)V
[x)), coz je splnéno, pravé kdyz a = a A b a {(a,p(d’) V [x)) V (b, () V |y)) =

(a,p(a’) V [z)), tedy @(V) V [y) C p(a’) V [z).
Celkoveé:

(a,0(a) Vz)) < (b,e(t)V[y) <= a<b a o)V]y) < eld)Vz)

Nejmensi prvek: Kazdy prvek L je ve tvaru (a,¢(a’) V [z)), kde a € S a
p(a') vV [z) € F(D). S je Booleova algebra, tedy na prvni pozici nejmensiho
prvku z L bude jisté nejmensi prvek z S. Na druhé pozici bude nejvétsi prvek
z F(D), ten vsak také zname. Celkové tedy dostavame, Ze nejmensi prvek v L je
(0, D).

Nejvétsi prvek: V tomto pripadé budeme postupovat obdobné jako pri hledani
nejmensiho prvku. Nejvétsi prvek je tedy (1, {1}).

Pseudokomplement ve svazu (L; V, A):

protoze

Necht plati, Ze

(a, p(a') V [x)) A (b, o(b) V [y)) = (0, D).

Pak ovsem b < ', z ¢ehoz plyne ¢(a) C p(b').

Stoneova identita:

(@, 0(a) V [2))" V{a, o(a) V [2))™ = (1,{1}),

40



protoze

Skeleton:

Zobrazeni ¢r:

P ((a,9(a))) = {(L,[d)) | d € p(a)}.

L je tedy Stoneova algebra. Trojice asociovana se Stoneovou algebrou L je (S(L),
D(L), ¢*). Ukdzeme, Ze je tato trojice izomorfni s abstraktni trojici (S, D, ).
Trojice (S, D, ) a (S(L), D(L), ") jsou izomorfni, pravé kdyz existuji izo-
morfismy f: S — S(L) ag: D — D(L) takové, ze diagram 4.2 komutuje.
V diagramu 4.2 zobrazeni § zna¢i izomorfismus svazu F(D) a F(D(L)) indu-

kovany zobrazenim g.

Dikaz. Definujme zobrazeni f : S — S(L) predpisem
f@) = (@, 0(@)) proacs.
f je surjekce. Necht (a, ¢(a’)) € S(L) pro libovolné a € S. Pak

p(a’) Nla) = [a),
jenze a € S a f(a) = (a,p(d’)) € S(L). Zobrazeni f je tedy surjektivni.

Déle dokézeme, ze je zobrazeni f izotonni, tedy:

a<h = lapd) < (b o). (4.12)
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Predpoklddejme, ze plati leva strana 4.12. Z a < b okamzité plyne ¢(b') C ¢(a’).
Celkove (a, p(a’)) < (b, p()).

Nyni dokdzeme, Ze f~! je izotonni, tedy:
(a,0(a")) < (b, () = a<b (4.13)

Predpokladejme, ze plati leva strana 4.13, z toho vSak okamzité plyne, ze a < b.
7 4.12 a 4.13 plyne, ze:
a<b <= (a,p(a)) < (b pd)).

Déle ukazeme, ze zobrazeni f zachovavé pseudokomplement (v Booleové algebie

S pojem komplement a pseudokomplement zna¢i totéz).

Necht a € S. Pak

Nejveétsi resp. nejmensi prvek:
FQ) = (L e(1)) = (1,{1}),
f(O) = <O’ 90(0,)) = <07 D>

Dokézali jsme, ze f je izomorfismus.

Déle definujme zobrazeni g : D — D(L) predpisem
g(d) =(L,[d)) prodeD.

Z predpisu zobrazeni g ihned plyne, Ze je surjekce (hlavni filtr [d) je jednoznaéné
urcen prvkem d). Zobrazeni g a ¢g~! je izotonni nebot pro libovolné dy,d, € D
platl' d1 S dg, pI'EiVé kdyZ [dQ) Q [dl)

Jako posledni zbyva dokazat, Ze zobrazeni g zachovava nejvétsi prvek. Tedy
9(1) = (L,{1}).
Dokézali jsme tedy, ze zobrazeni g : D — D(L) je izomorfismus.

Zbyva dokazat, ze diagram 4.2 komutuje. Necht a € S. Pak

a® p(a) % g(p(a)) = {(1,[2)) | © € p(a)},

ads (a,p(a)) = {1 [0)) | (1L [2) > (0, 0(a))'} = {(L[2)) | 2 € p(a)}.
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Plati tedy, ze (S, D, o) = (S(L), D(L), o*). O

Piiklad 3. Necht S je ¢tyiprvkovd Booleova algebra a D je distributivni svaz s

1 (viz obrézek nize).

1 1

a b c d
Op
S D

Definujme zobrazeni ¢ : S — F(D) predpisem

(0) = {1}, «(0) =),
(a) =[d), »(1)=D.

2
2
Mnozinu L jsme v prvni konstrukci podle T. Katrinaka méli definovanou jako:

L= {{a,o(d)V]z))|aecS ze D}

V nasem konkrétni ptipadé bude mnozina L ve tvaru:

L ={(0,D),(a, D), {a, [c)), (b, D), (b, [d)), {a, [c)), (1,{1}), (1,[¢)), (1, [d)), (1, D) }.
Podle kapitoly 4.3 je L Stoneova algebra (viz obr. 4.4), kde:

(0,0)" = ({1, {1}), (a,D)" = (b, [d)),
(a,))" = (b, [d)), (b, D)" = {a,[c))),
(b, [d))" = (a, [c)),
0,{1})" = (L [e)" = (1, [d))" = (1, D)" = (0, D).

D), (a, [e)), (b, [d)), (1, {1})} = {(a, p(a)) | a € S},
D), (L, [e)), (1, [d)), (1, {1}1)} = {(L, [»)) | = € D},

=2
=
I
~—
=
S S



(L {1})

Obrazek 4.4: Stoneova algebra L

Trojice (S, D, ) a (S(L), D(L), o) jsou izomorfni, pravé kdyz existuji izomor-
fismy f: S — S(L)ag: D — D(L), takové, ze diagram 4.2 komutuje. Definujme
tedy zobrazeni f : S — S(L) predpisem

fla) = (a,¢(a’)).

Toto zobrazeni je jisté izomorfismus. Déle definujme zobrazeni g : D — D(L)

predpisem

g(d) = (1,d).

Toto zobrazeni je jisté také izomorfismus. Zbyva dokazat, ze diagram 4.2 komu-

tuje, tedy:
0% {11 {(1, {11},

04 (0, D) 5 (1, {111,

o [d) & {(1, (@), (1, {1})},
ads (0, [0)) 5 {(1, (@), (1, {1})},
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15 D & {(1,D), (L,[e)), (L [d), (1, {1})},
1 (1 {1)) 5 {1, D), (L [0), (L, [), (1. {1)}.

Zjistili jsme, zZe jsou trojice (S, D, ) a (S(L), D(L), ) izomorfni.
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4.4. Ohraniceny svaz D

V této kapitole si popiSeme, jak vytvorit Stoneovu algebru L z abstraktni
trojice (S, D, ), kde S je Booleova algebra, D je ohranic¢eny distributivni svaz
a@ S — F(D) je {0,1}—homomorfismus. Oznaé¢me 0p nejmensi prvek D.
¢(a) je hlavni filtr pro kazdé a € S, nebot p(a) = ¢(a) N [0p) = [0a(0p)).
Podobneé ¢(a’) = [go(0p)). Piipomenme, ze v minulé kapitole jsme méli mnozinu
L definovanou nésledovné:

L={{a,p(d)V]r))|aecS xe D}
Pokud je v8ak D ohraniceny distributivni svaz, pak ¢(a') V [z) = [0w(0p) A ).
Oznacéme g, (0p) = d,, pak d, A x = y. Muzeme tedy zkonstruovat mnozinu Lp,
ktera je ve tvaru:

Lp={{a,y) |a€ S,ye D,y <d,}.

Dokazeme, ze jsou mnoziny L a Lp izomorfni. Definujme zobrazeni f : L — Lp
predpisem
fa,p(a) v [z)) = (a,da A ).
Necht f((a, p(a') V [2)) = {a,da A ) = (b,dy A) = F({b,p(b) V [y))- Avsak
[do AN x) = [dy A\ y)
[da) V [2) = |db) V [y)
p(a’) V[z) = o(t) V [y).

Navic a = b, celkové je tedy zobrazeni f injektivni.

Necht (a,y) € Lp, pro ngjaké a € S,y € D,y < d,. Aviak y = d, A z,
kde x € D. Pak [d, A x) = [d,) N [z) = p(d’) V [z), z ¢ehoz trividlné plyne, Ze
je zobrazeni f surjekce. Dokézali jsme, Ze je zobrazeni f izomorfismus (bijekce)
mnozin L a Lp.

Jelikoz jsou mnoziny L a Lp izomorfni, pak operace prusek a spojeni odvodime
z operaci pruseku a spojeni v minulé kapitole, celkové:

(a,y) N(b,z) = (a Nb,y A z),

{(a,y) V (b,z) = {(aVbyV z).
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Lp s takto definovanymi operacemi tvorii svaz, ktery je podsvazem S x D. Jelikoz
S'1i D jsou distributivni. Pak i Lp je distributivni.
Z predchoziho pro relaci usporadani plyne nasledujici:
(a,y) < (b,z) <= a<b a y<z
Navic:
<O)0D> S <a’y> S <]-’ 1>

Pseudokomplement ve svazu Lp je:

<CL, y>* = <a/a da’>'
Necht existuje prvek (b,z) € Lp, takovy, ze (a,y) A (b,z) = (0,0p). Pak ale
b < d,z cehoz plyne z < dy < dy, tedy (b, z) < (d’,d,).
Stoneova identita:
<a7 y>* \4 <CL, y>** - <CL/, da’> \ <CL, da> = <(l, Va, da’ \ da> = <]-’ 1>7

pro kazdé (a,y) € Lp.
Skeleton:

S(Lp) ={{a,d,) | a € S}.
Mnozina hustych prvku:

D(Lp) ={(1,d) | d € D}.
Zobrazeni olp:

et ((a,z)) = {(L,d) | d € p(a)}.

Lp je tedy Stoneova algebra. Trojice asociovand se Stoneovou algebrou Lp je
(S(Lp), D(Lp), *?). Ukazeme, Ze je tato trojice izomorfni s abstraktni trojict
(S, D, ).
Trojice (S, D,¢) a (S(Lp),D(Lp), p"P) jsou izomorfni, pravé kdyz existuji
izomorfismy f: S — S(Lp) a g: D — D(Lp) takové, ze diagram 4.2 komutuje.
V diagramu 4.2 zobrazeni § znaci izomorfismus svazu F(D) a F(D(Lp)) in-

dukovany zobrazenim g.
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Diikaz. Definujme zobrazeni f : S — S(Lp) predpisem

fla) = (a,da),
a zobrazeni g : D — D(Lp) predpisem
g(d) = (1,d).

Zobrazeni f a g jsou jisté izomorfismy. Zbyva tedy dokazat, ze diagram 4.2 ko-

mutuje. Nechf a € S. Pak
% p(a) % g(p(a) = {(1,2) | = € p(a)},
as (a,d) &5 {(1L,2) | (La) > (@, du)} = {(1,2) | 2 € pla)}.
Plati tedy, ze (S, D, @) = (S(Lp), D(Lp), p»). O

Piiklad 4. Necht S je ¢tyfprvkova Booleova algebra a D je ohraniceny distri-

butivni svaz (viz obrézek nize).

1 1

a b & d
Op
S D

Definujme zobrazeni ¢ : S — F(D) predpisem

p(0) ={1},  »(b) = o),
p(a) =[d), ¢(1)=D.

Mnozinu Lp jsme v dukazu konstrukce podle T. Katrindka méli definovanou

nasledovné:
Lp={{a,y)|a€ S y€Dy<d}
V nasem piipadé je mnozina Lp ve tvaru:

LD = {<Oa OD>7 <CL, 0D>a <CL, C>’ <b, OD>7 <b7 d), <17 OD>> <1a C)? <1v d>> <1’ 1>}
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Lp je podle kapitoly 4.4 Stoneova algebra (viz obr. 4.5 ), kde:

(0,0p)" = (1,1),

{@,0p)" = (a,¢)" = (b,d),

(b,0p)" = (b, d)" = (a, ),

(1,0p)* = (1,¢)* = (1,d)* = (1,1)* = (0,0p).

Vsimnéme si, ze
S(Lp) ={(0,0p), (a,c), (b,d), (1,1)} = {{a,da) | a € 5},

D(LD) = {<170D>7 <1,C>, <17d>7 <17 1>} = {<17y> | (/S D}7

¢ ((a, da))

Il
—
—
\_}—‘
NS
S~
<

m
hS)
—

<07 0D>

Obréazek 4.5: Stoneova algebra Lp

Trojice (S, D,¢) a (S(Lp),D(Lp), p"P) jsou izomorfni, pravé kdyz existuji
izomorfismy f:S — S(Lp) ag: D — D(Lp), takové, ze diagram 4.2 komutuje.
Definujme tedy zobrazeni f : S — S(Lp) predpisem

fla) = (a,d,).

Toto zobrazeni je jisté izomorfismus. Déle definujme zobrazeni g : D — D(Lp)

predpisem
g(d) = (1,d).
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Toto zobrazeni je jisté také izomorfismus.

Zbyvéa dokazat, ze diagram 4.2 komutuje.

0% {135 {(1,1)}, a s [d) S {(1,d), (1,1)},
04 (0,00) £25 (1,1}, ads (a,0) &2 {(1,d), (1, 1))},
1% D {(1,0p), (1,¢), (1,d), (1, 1)}, bE o) {(1,0), (1, 1)},

1 (1,10 5% 01,00, (1,6), (1,d), (1,10}, b (b,d) &5 {(1,6), (1, 1)}

Trojice (S, D, ) a (S(Lp), D(Lp), P} jsou tedy izomorfn.
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Kapitola 5

Izomorfismy Stoneovych algeber

Obsahem této kapitoly je dokazani vztahu mezi Stoneovymi algebrami sestro-

jenymi v predeslé kapitole.

5.1. Izomorfismus puvodni a Gratzerovy algebry

V kapitole 4.1 jsme si ukézali, jak ze Stoneovy algebry L vytvofit trojici
(S(L), D(L), pl), nésledné jsme si v kapitole 4.2 ukdzali, jak z abstraktn{ trojice
(S, D, ) vytvorit Stoneovu algebru L;. Nyni z téchto tvou poznatku dokazeme
vétu 4.1.2. Idea dukazu bude dokazat, ze je Stoneova algebra L izomorfni se Sto-
neovou algebrou L; sestrojenou podle 4.2. V tomto dukazu budeme vsak vychazet
7 toho, Ze jsme algebru L, sestrojili z trojice (S(L), D(L), o*).

Gratzerova algebra je tedy dana takto :
Ly ={{a,z) |a € S(L),z € p*(a)},
(a,2) < (b,y) <= a <bx<y)
(a,z)* = (a’,1), kde a je komplement prvku a € 5,
[0a(7)) = @(a) N [z), kde a € S(L),x € D(L).

Definujme zobrazeni f : L; — L predpisem:

f({a,2)) =anu.
Diikaz. Nejdiive dokazeme, Ze je toto zobrazeni izomorfismus.

f je surjektivni zobrazeni. Necht z € L, pak z** € S(L) a zV z* € D(L), protoze
(zVz*)" =2* Az =0. Navic z V z* > 2* tzn. (2,2 V z*) € Ly. Déle
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f(z2V2)) =2"A(zV ") = (2" Az) V(2 A =z,

Timto jsme dokazali, Ze je zobrazeni f surjektivni.
Déle f je injektivni. Ozna¢me f({(a,z)) = c a f((b,y)) = d. Predpoklddejme,

ze ¢ = d. Avsak
eV =(aNz)V(a"Vz*)=xVa =z,

podobneé pro d** =ba dVd* =y. Jenze c = d, tedy i ¢ = d** a ¢* = d*. Celkové
(a,x) = (b,y).

Jako dalsi dokdzeme, zZe je zobrazeni f izotonni, tedy:

(a,2) < (by) = f({a,2)) < f((b,y))-

Predpokladejme, ze (a,x) < (b,y), to tedy znamensd, ze:
a<b a < 04(y)

Oznacme opét f({(a,x)) = c a f((b,y)) = d. Pak ovsem

cvV*r<dve™ a cVcE<dVc,
tedy

(cVe™)N(eve) < (dVe™)A(dV )

cV(c™"NAC)<dV (™ NC)
c <d.

Timto jsme dokazali, Ze je zobrazeni f izotonni.

Déle dokéZeme, Ze je zobrazeni f~! izotonni:

fa,2)) < f((b,y)) = (a,7) < (b,y).

Predpokladejme, ze f({(a,z)) < f({(b,y)). Oznacme f({(a,z)) =c a f((b,y)) = d,
tedy ¢ < d. Dale:

d*<c*,c*<d*=a<hb.
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Navic ¢V ¢* < d V ¢*, coz je ekvivalentni s z < g,(y). Celkové tedy dostavame,
ze (a,z) < (b,y).

Zbyva nam dokézat f((a,z)*) = f((a,z))*. Pseudokomplement prvku (a,zx) je
ve tvaru (da’,1). Plati tedy:

fla,z)*) = f({d', 1)) =d' ANl =d =d VO

=d V= (aNx) = f({a,z))".

Timto jsme dokazali, ze je zobrazeni f : L; — L izomorfismus. m
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5.2. Izomorfismus Katrinakovy a Gratzerovy al-
gebry

V prvni ¢ésti této kapitoly si popiSeme vztah mezi Stoneovou algebrou sestro-
jenou z abstraktni trojice (S, D, ) podle Grétzera (4.2) a podle Katrindka (4.3).

Gratzerova algebra je dana takto:

(a,z) < (byy) <= a<b a z<.y),

(a,x)* = (d',1).
Katrinakova algebra je dédna takto:

Ly ={(a,¢(d") V[z))|a€ S xe D},
(a,0(d) V) < (b, o) V]y) <= a<b a ol)V]y) Celd)V ),
(0, D) < {a,p(a) v [2)) < (1,{1}),
(@, p(a) V [2))" = {d, p(a)).

Definujme si zobrazeni f : Ly — Lo pfedpisem

fa,z)) = (a,p(d') V [z)).
Nyni dokazeme, ze je toto zobrazeni izomorfismus.

Diikaz. f je injektivni zobrazeni. Oznacme f({a,x)) = (a, p(a’)V]z)) a f({b,y)) =
(b, (V') V [y)). Predpokladejme, ze (a, p(a’) V [z)) = (b, (b') V [y)), tzn.

Pokracujme takto
(ela’) v [2)) Npla) = () V [y) N pla)
plana)Ve(r)) =eland) Vo))
[0a(2)) = [2a(y)),

jenze x,y € p(a), celkové x = y. Timto jsme dokazali, ze je zobrazeni f injektivni.
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f je surjekce. Necht (a,¢(a’) V [2)) € Ly pro néjaké a € S,z € D. Déle
(e(a’) v [z)) Npla) = (p(a’) Np(a)) V (pla) N [x))
= p(a’ Aa) V [0a(2))
= {1} V[a(2)) = [0a(x))-

Vime, ze g4(z) € ¢(a), tedy (a, 0.(z)) € L.

N
SN
<
O\
=
N
=
(ol
o
2.
N\
E
N¢
@
=
)
)
IS
8
I
=
5
g\
<
5
=

Avsak a € S a x € D, celkové (a,p(a’) V [x)) € Ly. Timto jsme dokézali, ze
zobrazeni f je surjekce.

Jako dalsi dokazeme, Ze je zobrazeni f izotonni, tedy:

(a,2) < (by) = (a,0(a) VI]x)) < (b, o(t) V [y)). (5.1)

Predpokladejme, ze plati leva strana, tzn. (a,z) < (b,y). Z tohoto plyne:
a<b a < 0.y),

neboli

(p(a) N [y)) vV e(a) C eld)V[z)
p(a’ Va)N () Vy) Celd) V)
e(d) Vy) Cpd)V[2).

Jenze z a < b plyne v/ < d/, déle p(b') C p(d’), tedy
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p(t) V1Y) € p(d) Vy) € pld)V[z).
Timto jsem dokazali platnost (5.1).

Nyni dokdzeme, Ze f~! je izotonni, tedy:

(a,0(a) V[z)) < (b, o) VIy) = (az)<(by). (5.2)

Predpokladejme, ze plati leva strana, tzn. (a,p(a’) V [x)) < (b,o(t)) V [y)). Z
tohoto plyne:

Pokracujme tedy takto:
() V [y)) Np(a) € (p(d) V [2)) N p(a)
P Na)V(pla) Ny) Cpla Aa)V(pla)N2)),

avSak z a < b plyne v/ < da/. Navic &’ Aa < a’ ANa =0, celkove V' Aa = 0, tedy
(') Npla) = ¢(0) = {1}. Déle

navic g,(z) > x, dohromady

T < Qa(x) < Qa(y>‘

Timto jsme dokézali platnost (5.2).
Dale dokdzeme, Ze zobrazen{ f zachovdva pseudokomplement. Necht (a,z) €

Ly, pro libovolné a € S,z € ¢(a).
fa,z)7) = f({d', 1)) = (a',0(a) V [x)) = {d, p(a)).
Nejmensi prvek
F(0,1)) =0,9(0) v {1}) = (0, D).
Nejveétsi prvek
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FUL1) = (L) v A{1}) = (1,{1}).

Timto jsme dokazali, ze je zobrazeni f izomorfismus. O]

Predpokladejme nyni, ze méme dénu abstraktni trojici (S, D, ), kde D je
ohraniceny distributivni svaz. Dokazeme, ze Stoneova algebra sestrojena v kapi-
tole 4.2 je izomorfni se Stoneovou algebrou sestrojenou v kapitole 4.4. Pfipomenme,

ze Stoneova algebra v 4.2 je dana takto:

L={{a,z)aecS zecpa)}
(a,2) <(by) <= a<b a x=<04.y),
{(a,z)* = (d/,1), kde o’ je komplement a,

(0,1) < (a,z) < (1,1).

Vime, ze D je ohranic¢eny distributivni svaz, tedy ¢(a) = [04(0p)), z ¢ehoz plyne
r € [04(0p)), celkoveé x > 04,(0p) = do.

Stoneova algebra v kapitole 4.4 je dana takto:

Lp={{a,y) |a€ S,y €D,y <dd},
(a,y) < (b,z) <= a<b a y<z,
{a,y)* = (d’,dy), kde a’ je komplement a,
(0,0p) < (a,y) < (1, 1).

Pripomenme, ze y = d, A x, kde © € D.

Definujme zobrazeni h : L — Lp predpisem:
h({a,z)) = (a,d, A ).
Dokéazeme, ze je toto zobrazeni izomorfismus.

Diikaz. Necht h({(a,z)) = {(a,d, A z) = (b,dp A ) = h({b,y)), tzn. a = b a
d, N x = dy N\ y. Déle
(do Nx)Vdy = (do NYy) V dy
(da V da/) A ($ V da/) = (da V da/) A (da/ V y)

doy NV x =dy Vy,
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avSak x > d,, podobné y > d,/, celkové x = y. Timto je dokazano, ze je zobrazeni
h injektivni.

Predpoklddejme, ze (a,y) € Lp pro néjaké a € S ay € D, y < d,. Avsak
y =d, Nx. Déle (dy Nx)Vdy = dy V x, tedy (a,dy V x) € L. Zbyva dokézat,
ze h({a,dy V z)) = (a,d, A x). To je ovsem trividlni nebot (dy V x) A d, =
(do Ndor) V (z Ndy) = x A d,. Timto je dokazano, Ze je zobrazeni h surjektivni.

Jako dalsi dokazeme, Ze je zobrazeni h izotonni, tedy:
(a,z) < (byy) = (a,dy ANzx) < (b,dyNy). (5.3)

Predpokladejme, ze plati leva strana, tzn. a < b a x < g,(y). Pokracujme takto:
x/\da < (da/\/y)/\da
xANdy < (dg Ndy) V (y ANdy)

rANd, <yANd,g,

jenze a < b, tedy b < a, tzn. d, < dp, dohromady =z A d, < dy A y. Timto jsme
dokdzali platnost (5.3).

Déle ukdzeme, 7e je zobrazeni h™! izotonni, tedy:

(a,do Nx) < (b,dy Ny) = (a,x) < (b,y). (5.4)
Predpokladejme, ze plati leva strana, tzn. a < b a d, A x < d, A y. Pokracujme
nasledovné:

(do Nx) V (do < ((dpy Ay) V (dar

(da vV da/) N (:L‘ V da/) < (db V da/) VAN (da/ V y),
jenze z a < b plyne b/ < a'. Dale Y ANa < o' Na = 0, celkové V' A a, z ¢ehoz
plyne, ze dy ANd, = 1. Déle tedy x Vdy < dy Vy. Avsak x < xV d,, dohromady

r < @q(y). Timto jsme platnost (5.4).

Zbyva dokazat, ze zobrazeni h zachovava pseudokomplement, nejmensi prvek
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a prvek nejveétsi.

h((a,x>*) = h(<a,7 1>) = <a’/7da’> = h<<a7$>)*7
h({0,1)) = (0,0p),

h({1,1)) = (1,1).

Timto jsme dokazali, Ze je zobrazeni h izomorfismus.
Zkombinujeme-li vétu o jednoznacnosti (4.1.2) s vétou o konstrukei (4.2.1),

dostaneme zajimavy dusledek:

Diisledek 5.2.1. Dvé Stoneovy algebry jsou izomorfni, pravé kdyz jsou jejich
asociované trojice izomorfni. Kazda trojice je izomorfni s trojici asociovanou se

Stoneovou algebrou.

12

(S(L), D(L), ") (S(L1), D(L1), ™)

Obrazek 5.1: Dusledek véty o jednoznacnosti a véty o konstrukei
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Zaver

Cilem této diplomové préace bylo shrnout zakladni poznatky o pseudokomple-
mentarnich polosvazech a svazech a Stoneovych algebrach, véetné tzv. ,triple®
konstrukece.

Prvni kapitola je vénovana pseudokomplementarnim polosvazum. Byla zde
uvedena definice a zakladni vlastnosti. Nasledné byla zavedena mnozina skeleton,
jakozto mnozina vSech pseudokomplementu pseudokomplementarniho polosvazu.
Nésledné je dokazano, ze skeleton tvori Booleovu algebru.

Ve druhé kapitole je zaveden pojem pseudokomplementarni svaz a pseudo-
komplementérni algebra (zkracené p-algebra). Jsou zde popsany vlastnosti téchto
struktur.

Trteti kapitola je vénovana Stoneovym svazum a Stoneovym algebram. Je zde
zkonstruovana mnozina hustych prvku, kterd spolu se skeletonem hraje klicovou
roli v dalsich kapitolach.

Ctvrtd kapitola je rozdélena do ¢tyt ¢asti. V prvni éasti je popséno, jak vy-
tvorit trojici ze Stoneovy algebry. Dale je zde vyslovena véta, ktera iikd, ze kazda
Stoneova algebra je jednozna¢né urcena touto trojici. Dukaz této véty je uveden v
paté kapitole. Ve druhé a tteti ¢asti jsou popsany konstrukce Stoneovych algeber
z abstraktni trojice, jejichz vztah je popsan v posledni kapitole. Posledni ¢ést se
zabyva konstrukei Stoneovy algebry z abstraktni trojice, kde je mnozina hustych
prvku ohranic¢ena. Ukazuje se, ze tato zména radikalné zleh¢uje konstrukei Sto-
neovy algebry.

Péta kapitola je rozdélena na dvé ¢asti. V prvni ¢asti je dokazana véta o

jednoznacnosti, ve druhé je dokazano, ze Stoneovy algebry sestrojené v prvni a
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druhé casti ctvrté kapitoly jsou izomorfni. Zkombinujeme-li vétu o jednoznacnosti
s vétou o konstrukci, pak ziskame dusledek, ze dvé algebry jsou izomorfni, prave
kdyz jsou izomorfni jejich trojice a ze kazda trojice je izomorfni s trojici asocio-

vanou se Stoneovou algebrou.
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