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Abstrakt 

Bakalářská práce se zabývá numer ickými metodami řešení diferenciálních rovnic neceločí
selného řádu . Jsou uvedeny některé základní pojmy zlomkového kalkulu a výsledky teorie 
zlomkových diferenciálních rovnic, jako jsou existence a jednoznačnos t řešení počá teční 
úlohy s Caputovou derivací. Dále je uveden přehled vybraných numerických metod pro 
řešení takových počátečních úloh. Tyto metody jsou tes továny a porovnány na modelové 
úloze. 

Abstract 

This bachelor's thesis deals with numerical methods of solving fractional differential 
equations. Some fundamental notions of fractional calculus and basic results from the the
ory of fractional differential equations (such as existence and uniqueness of the solution to 
an ini t ial value problem with the Caputo derivative) are presented. Further, a summary 
of selected numerical methods for solving such init ial value problems is presented. These 
methods are tested and compared on a model problem. 
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Úvod 
Tato práce je zaměřena na numerické řešení úloh z oblasti matematiky zvané zlomkový 
kalkulus, tedy diferenciální a integrální počet s neceločíselnými řády. D á se říci, že proble
matika je zhruba stejně s t a rá jako klasický diferenciální a integrální počet , neboť zmínky 
o tomto odvě tv í matematiky pochází z konce 17. století , kdy G . W . Leibniz v dopise 
G . 1'Hospitalovi představi l symbol pro zapisování n - tých derivací: rf-zf- N a to 1'Hospital 
v dopise odpov ídá mimo j iné i dotazem, co tento symbol znamená , když n = | . To Leib
niz nedokázal zodpovědět a považoval to za paradox. Tento dopis je obecně považován 
jako prvn í zmínka o zlomkové derivaci kvůli n — | , dnes se již dobře ví, že není důvod 
omezovat se pouze na čísla racionální (dokonce se ukazuje, že i komplexní ř á d y maj í své 
opods t a tněn í ) , n icméně po jmenován í z historických důvodů zůsta lo stejné. 

Mnoho inženýrských i j iných aplikací vede na problémy s rovnicemi neceločíselného 
řádu . Např ík lad v mechanice modelování viskoelastických a viskoplastických látek, v che
mii modelování po lymerů a pro te inů , v e lektronickém inženýrs tví přenos u l t razvukových 
v ln a v neposlední ř adě i v medicíně modelování lidské t káně pod ex te rn ím napě t ím. 

Dnes existuje mnoho p ř í s tupů k zobecnění diferenciálního a integrálního poč tu na 
neceločíselné řády. Mez i nejznámější p ř í s tupy k t akovým zobecněním p a t ř í Riemannova-
Liouvilleova derivace a Caputova derivace. P r v n í ze zmíněných konceptů je historicky 
s tarš í a matematicky dobře ucelená teorie, avšak u prakt ických úloh velmi obt ížně apli
kovatelná. Zejména z toho důvodu , že diferenciální rovnice vyžaduj í počá tečn í p o d m í n k y 
neceločíselného řádu . Tento prob lém překonává C a p u t ů v p ř í s tup , k te rý je jistou modifi
kací Riemannova-Liouvilleova p ř í s tupu . 

Tato baka lářská práce se věnuje n ě k t e r ý m m o d e r n í m numer ickým m e t o d á m pro řešení 
počátečních úloh s Caputovou derivací, k teré využívají analyt ické vlastnosti pro ekviva
lentní převod na integrální rovnici. To se ukazuje bý t výhodnějš í z hlediska efektivnosti 
odvozených numerických metod. 

P ráce je rozčleněna do šesti kapitol. V prvn í kapitole uvedeme některé po t ř ebné pojmy 
nu tné pro dále uvedené definice a věty. V kapitole d ruhé jsou uvedeny konkré tn í př í s tupy 
k definování zlomkových derivací a integrálů. T ř e t í kapitola se věnuje diferenciálním rov
nicím s Caputovou derivací, je zde p o p s á n a existence a jednoznačnos t řešení těchto rovnic. 
Ve č tv r té kapitole jsou uvedeny numerické metody, jejich odvození a některé jejich vlast
nosti. Kapi to la p á t á popisuje stabilitu uvedených numerických metod a šestá se věnuje 
numer ickým expe r imen tům. 

P ráce čerpá převážně z monografií [1], [6] a č lánků [2], [3] a [5]. Veškeré důkazy k 
uvedeným tvrzen ím je možné v t é to l i te ra tuře dohledat. 
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1 Přehled pot řebných po jmů 
P ř e d s a m o t n ý m definováním neceločíselných derivací a integrálů uveďme prostory funkcí, 
k teré budeme využívat . 

Symbolem C((a,b)) označíme množinu všech spoj i tých funkcí definovaných na uzav
řeném intervalu (a, b). 

Vedle spojitosti budeme po t řebova t ješ tě silnější typ spojitosti na intervalu, uveďme 
proto její definici. 

Definice 1.1. Funkci / nazveme aboslutně spojitou na intervalu (a, b), jest l iže pro všechna 
e > 0 existuje ó > 0 takové, že pro každý sys tém intervalů (oi , 6 i ) , (02,62), • • •, (fln, bn). 
v němž a < a\ < b\ < a<i < 62 < • • • an < bn < b, a Xlľ=i( a * — bi) < S p la t í 

n 

£ |/(60 - / ( o i ) | < e . 
i=l 

Množinu všech absolu tně spoj i tých funkcí na uzavřeném intervalu budeme pak značit 
AC((a,b)). 

Nechť / je abso lu tně spoj i tá funkce na (a, b). Potom / m á derivaci skoro všude a p la t í 

f(x) = f(a)+ í f'(t)dt V x e ( a , 6 ) . 
J a 

Symbolem ACn({a, b)) pak označíme množinu funkcí, kde libovolná / m á spoji té de
rivace na (a, b) až do ř á d u (n — 1) a / ( n _ 1 ) G A C . 

Množinu Lebesgueovsky integrovatelných funkcí budeme značit Lp({a,b)). Tedy / je 
měř i te lná a norma | | / | | p = Jb \ f\pdx < 00. 

Nyní uveďme některé vyšší t r anscenden tn í funkce, k teré hraj í ve zlomkovém kalkulu 
v ý z n a m n o u roli . 

Definice 1.2 (Gama funkce). Zobrazení T : (0, 00) —> M, definované předpisem 

F(z) := / ť^e-'dt, Re(z) > 0, (1.1) 
Jo 

se nazývá Gama funkce. 

Důleži tou v las tnos t í t é to funkce je 

T(z+1) =T(z)z., 

odtud plyne spolu s T ( l ) = 1 faktoriálová vlastnost 

r(n) = (n-í)\ V n e N . 

Definice 1.3. Funkce definovaná předpisem 
00 j 

^ ) ; = E f ( - ^ i ) > « > ° ; 

se nazývá j ednopa rame t r i cká Mittag-Lefflerova funkce. Dále funkce definovaná 
CO j 

^ ) : = E f ( ^ ) ' « > o , / ^ > o , 

se nazývá Mittag-Lefflerova funkce dvou p a r a m e t r ů . 
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2 Derivace a integrály neceločíselného řádu 
Hlavní myšlenka zlomkového kalkulu je úzce spjata s klasickým diferenciálním a in
tegrá ln ím poč tem, jehož důlež i tým výsledkem je základní vě ta integrálního poč tu . Tato 
vě ta ukazuje vztah mezi derivacemi a integrály. 

V ě t a 2.1. (Základní vě ta integrálního poč tu) Nechť f : (a, b) —> M je spojitá a F : 
(a, b) —> M definovaná 

F(x) := / /( í)tZí. 
J a 

Potom F je diferencovatelná na (a, b) a platí zde 

F' = f. 

J e d n í m z cílů zlomkového kalkulu je v j i s t ém smyslu zachování t é to vlastnosti. Pro 
přehlednost zavedeme derivování a integrování funkcí v klasickém smyslu jako operá to ry 

D f := /', 

kde / je diferencovatelná funkce a 

rx 

Iaf(x) '•= / f(t)dt pro a < x < b, 
J a 

kde / je riemannovsky integrovatelná na (a,b). Násobné derivování a integrování potom 
označíme jako Dn a J™ pro n e N , tj. D1 := D, I\ := Ia, Dn := DDn~x a J™ := IJ™'1  

pro n > 2. 
Když vyjádř íme tvrzení věty 2.1 pomocí operá torové notace, dostaneme 

DIaf = f. 

To pro n G N implikuje 
DnInJ = f. 

V následujících podkapi to lách uvedeme př í s tupy pro p ř ípad n N. Nyní uveďme 
dvě lemmata, k t e rá hraj í důleži tou roli v těch to neceločíselných zobecněních. P r v n í m je 
Cauchyho vzorec pro opakované integrování . 

Lemma 2.2. Nechť f je riemannovsky integrovatelná na (a,b). Potom pro a < x < b a 
n EN platí 

i n

a m = j^-fy J\x - ť)n-lf{ť)dt. 

Další lemma je důs ledkem věty 2.1. 

Lemma 2.3. Nechť m,n E N jsou taková, že m > n. Dále nechť f je funkce se spojitou 
n-tou derivaci na (a, b). Potom platí 

jyn j jyra jm—n j 

Důkaz. Z věty 2.1 Dm~n J ™ _ n f = f. N a obě strany použi jeme operá to r Dn. Dos t áváme 
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2.1 Riemannovy—Liouvilleovy operá tory 
Výchozí vztah pro následující definici je Cauchyho vzorec pro opakované integrování . 
V tomto vztahu se však vyskytuje faktoriál , k te rý n e m á smysl pro n ^ N . Ten ale můžeme 
nahradit gamma funkcí, k t e rá je jeho zobecněním. 

Definice 2.4 (Riemannův-Liouvi l l eův in tegrá l ) . Nechť a G M + a a < x < b. Potom 
výraz 

Ia

afit) :=^~ í\x-tY-'f{ť)dt 
Ja 

nazveme Riemannovým-Liouvi l l eovým integrálem (dále jen R L integrál) ř á d u a. 

Poznamenejme, že J ° / m á smysl, jestl iže / G L1 ({a, b)). 

Výchozím vztahem pro následující definici je lemma 2.3. 

Definice 2.5 (Riemannova-Liouvilleova derivace). Nechť m = \a] a a G M. \ N . Potom 
výraz 

D:f(t):=DmI™-af(t), a<t<b 

nazveme Riemannovou-Liouvilleovou derivací (dále jen R L derivací) ř á d u a. Symbolem 
\a] zde rozumíme horn í celou část čísla a, tj. 

\a] = m in{n G Z | n > a}. 

Poznamenejme, že R L derivace existuje, jestliže / G ACm((a, b)). 

2.2 C a p u t ů v diferenciální operá tor 
Definice 2.6 (Caputova derivace). Nechť n = \a],a N a a G M . Potom Caputova 
derivace je definována 

cDaJ(t) := Da

a 

n—l 

fc=0 
k\ 

kde D% je ope rá to r R L derivace. 

V ě t a 2.7. Necht Re(a) > 0 a n = [a] . Jestliže f G A C m ( ( a , 6 ) ) , potom cD%f existuje 
skoro všude na (a,b). Za předpokladu a N, cD^f{t) může být zapsáno ve tvaru 

DaJ(t) 
F(n — a) 

(x - t)n-a-ly{n)dt TTi—a r->n Dnf(t). 

3 Diferenciální rovnice neceločíselného řádu s jednou 
Caputovou derivací 

Jak již bylo naznačeno v úvodu , budeme se věnovat pouze rovnicím, kde se vyskytuje Ca
p u t ů v diferenciální operá to r a to zejména kvůli jeho výhodě v předepisování počátečních 
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podmínek . Máme-l i rovnici s Caputovou derivací, k t e r á je cn-tého řádu , a N, její 
p o d m í n k y jsou ve tvaru 

Dkx(t0) = x(k), k = 0 , 1 , . . . ,m - 1, m = [a] . 

Naproti tomu diferenciální rovnice s R L derivací vyžaduj í p o d m í n k y v tvaru neceločíselném, 
což je z hlediska aplikovatelnosti v praxi problém. Kdybychom chtěli změři t hodnoty 
počátečních podmínek , větš inou bychom nevěděli jak zlomkovou derivaci interpretovat. 
Oproti tomu např . p rvn í nebo d r u h á derivace (např . polohy v čase: rychlost a zrychlení) 
jsou dobře měři te lné . 

3.1 Existence a jednoznačnost řešení 

Zabývejme se nyní o tázkou řeši telnosti diferenciálních rovnic obsahujících neceločíselnou 
derivaci (v našem př ípadě Caputovou). Uvažujme tedy následující počá tečn í úlohu (umís
t ěnou do t = 0) 

cD«x(t) = f(t,x(t)) (3.1) 

s podmínkami 

Dkx(0) =x(

0

k), k = 0 , 1 , . . . , m - 1; m = [a] . (3.2) 

V ě t a 3.1. Nechť a > 0 a m = \a~]. Dále nechť x ^ , . . . , x{™~l) G R, K > 0 a h* > 0. 
Definujeme G := {(t,x) : í e (0, h*), \x~Y^=o tkx{Q]/k\\ < K} a nechť funkce f : G -»• M 
je spojitá. Dále áefinujeme M := s u p ^ ^ ^ g | / ( í , x ) | a 

/ i := 
/ i * jestliže M = 0, 

min{/7*, (£T(T7 + l ) / M ) 1 / / n } jínafc. 

Potom existuje funkce x G C((0 , h)), která je řešením počáteční úlohy (3.1), (3.2). 

Lemma 3.2. Za přeápoklaáů věty 3.1 je funkce x G C((0,h)) řešením počáteční úlohy 
(3.1), (3.2) právě tehdy, když je řešením (obecně nelineární) Volterrovy integrální rovnice 
druhého druhu, která je tvaru 

fc=o fc- 1 [ a ) J o 

V ě t a 3.3. iVec/ií' a > 0 a m = \n\. Dále nechť xf,..., x{™ 1] G R, K > 0 a h* > 0. 
Definujme množinu G stejně jako ve větě 3.1, dále nechť funkce f : G —> R je spojitá 
a splňuje lipschitzovskou podmínku vzhledem k druhé proměnné, tj. 

\f{t,xi) - f(t,x2)\ < L\xi - x2\ 

s konstantou L > 0 nezávislou na t, x\ a x2. Nechť h je definováno stejně jako ve Větě 3.1. 
Pak existuje jediná funkce x G C((0 , h)), která je řešením počáteční úlohy (3.1), (3.2). 
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4 Numerické řešení 
V t é t o kapitole uvedeme konkré tn í numerické metody pro řešení počá tečn í úlohy (věnu
jeme se pouze ú lohám s jednou Caputovou derivací), včetně některých jejich vlas tnos t í 
a odvození. 

Numerickým řešením počá tečn í úlohy rozumíme určení přibl ižných funkčních hodnot 
hledané funkce x v uzlových bodech získaných dělením intervalu {a, b). Mějme tedy takové 
děleni intervalu a = 0 < í i < - - - < Í A r = 6. Body tn, n = 0,1,... ,N nazýváme uzlové 
body dělení a vzdálenost hn = tn —tn-\ mezi sousedícími body je délka kroku. Př ib l ižnou 
hodnotu (aproximaci) v uzlovém bodě tn pak označme jako xn. Zajímá-li nás př ibl ižná 
hodnota řešení pro body z intervalu (a, b) různé od uzlových, můžeme je urči t interpolací . 

Numerickou metodou rozumíme předpis , pomoc í k te rého získáme numerické řešení 
x\, X2, • • •, XN (%O je u rčena počá teční podmínkou) . Jestl iže předpis pro hodnotu xn+\ 
závisí na předchozích hodno tách xn,xn-\, • • • ,x n -fc+i řekneme, že se j e d n á o metodu k-
krokovou. 

Řekneme, že numer ická metoda je konvergentní, jestl iže n á m umožňuje získat libovolně 
přesné řešení (zmenšováním kroku). To jest \\xn — x(tn)\\ —> 0 pro h —> 0. 

Dalš ím důlež i tým pojmem je stabilita numerické metody. Zhruba řečeno, metoda je 
s tabi lní pokud dává kval i ta t ivně stejně se chovající řešení jako původn í diferenciální rov
nice. Tato problematika bude podrobněj i rozebrána v kapitole 5. 

Lokálni diskretizační chyba je chyba, k t e rá se dopouš t íme ve výpoč tu xn+\ za p ředpo
kladu x{tn) = xn- Použ ívá se pouze pro analýzu v las tnos t í metody. Značí se lten (z an
gličtiny local truncation error). Nechť je d á n a numer ická metoda 

Tato metoda m á lokální diskret izační chybu 

h) - x(tn+k). 

Další v las tnos t í numerických metod je konzistence. O m e t o d ě řekneme že je konzis
tentní, jestl iže 

l im í q i ± * = 0. 
h->0 h 

Konzistence je nutnou podmínkou konvergence, ale ne postačující . A b y metoda byla kon
vergentní musí bý t konzis tentní a stabilní . 

Lokální chyba je chyba, k te ré se skutečně dopus t íme v reá lném výpoč tu při jednom 
kroku. 

Globální chyba vyjadřuje kumulaci lokálních chyb na konci výpoč tu . Je-li tjq poslední 
uzel intervalu a XN numer ická aproximace v tomto bodě , pak globální chybu můžeme 
vyjádři t jako e„ = x(tn) — xn pro n = 0 , 1 , . . . , N. 

Asympto t ické chování funkcí se popisuje pomocí tzv. Landauvoa symbolu O (v an
gličtině čas to jako B i g O notation). Nechť funkce <f> je definována na (0, s*) a p je libovolné 
číslo. O funkci 0 řekneme, že je ř á d u 0(sp), jestl iže existuje k ladné číslo C (nezávislé na 
s), takové že pro všechna s G (0, s*) p la t í \4>(s)\ < Csp. P íšeme pak 0(s) = 0(sp). 

Obvykle chybu numerické metody můžeme vyjádři t pomoc í symbolu O. Jest l iže \en\ = 
\x(tn) — xn\ < Chp pak ř íkáme, že chyba metody je ř á d u 0{hp). Jestl iže e„ —> 0 pro 
h —> 0, pak numerické řešení získané konkré tn í metodou konverguje k p řesnému řešení. 
Číslo p nazveme řádem konvergence. 
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Numerické metody řešení zlomkových diferenciálních rovnic uváděné v t é t o práci 
používají jako výchozí vztah pro odvození ekvivalentní integrální rovnici. V t é t o integrální 
rovnici pak aproximují R L integrál různými způsoby. Některé historicky s tarš í metody 
aproximují p ř ímo člen se zlomkovou derivací v původn í rovnici. S t ručně a bez větších 
detai lů uvedeme jednu z takových metod. Tou je aproximace Grúnwaldovi-Letnikovovi 
derivace (dále G L derivace). Pro širokou skupinu funkcí je G L derivace ekvivalentní s R L 
derivací. Uveďme její definici 

ľ — 1 

^ / = & ^ ' «Kf(t)=J2{-iy(a\f(t-3h). 
3=0 X J 7 

Aproximace je d á n a 
aD?f*aAaJ. 

4.1 Zlomková metoda prediktor—korektor 
Tato metoda se dá považovat za zobecnění klasické Adamsovy-Bashforthovy-Moultonovy 
metody pro řešení počátečních úloh prvn ího řádu . Vyjdeme z toho, že počá teční ú loha 
(3.1), (3.2) je ekvivalentní Volterrově integrální rovnici d ruhého druhu ve smyslu, že funkce 
x je řešením počá tečn í úlohy tehdy a jenom tehdy, když je řešením Volterrovy integrální 
rovnice 

XV = E ^ + p ^ J l (t - TT-^MT))dT. 

Začneme t ím, že s t ručně uvedeme klasickou metodu pro O D R I a o b d o b n ý m způsobem 
odvodíme algoritmus pro zlomkový př ípad . Uvažujme tedy nejprve rovnici p rvn ího ř á d u 
s počá teční podmínkou 

x\t) = f{t)x{t))) 

x(0) = x0. 

Funkci / uvažujeme takovou, aby existovalo jediné řešení na intervalu (0 ,T) . P ř i rov
n o m ě r n é m dělení intervalu na TV dílků jsou uzlové body dány tn = nh, n = 0,1, 2 , . . . 
kde krok h = j^. Naš ím cílem je získat předpis pro numerické řešení xn+i, když známe 
xn ~ x(tn). Vyjdeme z integrace rovnice (4.1) přes interval (tn,tn+i): 

x(tn+1) = x(tn) + / f(t,x(t))dt (4.2) 

Integrál na pravé s t raně rovnosti (4.2) n a h r a d í m e lichoběžníkovou formulí pro výpočet 
integrálu. Získáme tak jeho aproximaci. Nyní můžeme nahradit x(tn) aproximací xn 

h 
Xn+1 = Xn + - [f(tn, X n ) + f(tn+l, Xn+l))] • (4.3) 

N a pravé s t raně (4.3) neznáme hodnotu aproximace xn+i, kterou se snažíme vypočí ta t . 
Proto tuto rovnici použi jeme v i t e ra t ivn ím smyslu, kdy do pravé strany dosadíme mís to 
xn+i p ředběžnou aproximaci xn+i - Tuto předběžnou aproximaci, neboli prediktor, z ískáme 
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opět z (4.2), ale s využ i t ím obdélníkové formule s levým uzlovým bodem mís to lichoběž
níkové. Obdrž íme 

x n + l = xn + hf(tn, xn), (4.4) 

což je explici tní Eulerova metoda. Kombinac í (4.3) a (4.4) dostaneme předpis 

h 
)]• (4-5) 

Dále je známo, že chyba t é t o metody je 

max \x(tn) — xn\ = 0(h2). 
l<n<N 

J e d n á se o metodu typu P E C E (z angličt iny Predict, Evaluate, Correct, Evaluate. To 
znamená: předpovědět , vyhodnotit, opravit, vyhodnotit.) a to z důvodu konkré tn í imple
mentace. Nejdříve bychom začali poč í ta t prediktor (4.4), potom vyčíslíme f(tn+i, xn+\), 
následně spoč teme korektor (4.5) a vyčíslíme f(tn+i, xn+i). Hodnota je uložena a dále se 
i terační krok opakuje. 

O b d o b n ý m způsobem odvodíme předpis pro neceločíselný ř ád rovnice. Výchozí rovnicí 
nyní bude (3.3). V b o d ě tn+i dos t áváme 

= E Í f * o f c ) + fTZy / ( W i - T)a~ V( r , x{T))dr. 
k=0 ^ ' J o 

Suma před integrálem je určena počá tečními podmínkami , tud íž zbývá aproximovat in
tegrál a to provedeme následovně 

Ptn+l 

( í n + i - z)a~lg(z)dz « / (tn+1 - z)a~lgn+1(z)dz, 
o Jo 

kde gn+\ je l ineární splajn aproximující funkci g. Použ i t ím s t anda r tn í ch metod lze integrál 
na pravé s t raně zapsat jako 

ři+i ľtn+l foa 

/ ( í n + i - z)a-lgn+l{z)dz = ———- 2.aj,n+ig{tj), 

kde koeficienty v sumě jsou dány 

Í
n a + 1 — (n — a)(n + l)a jestl iže j = 0, 

(n - j + 2)a+1 + (n - j ) a + 1 - 2(n - j + l)a+1 jestl iže 1 < j < n, 

1, jestl iže j = n + 1. 
Touto n á h r a d o u získáme předpis pro korektor zlomkového zobecnění 

m~1

 +k 
xn+l — 

k=0 
E kixo] + r ( a + 2 ) / ( í n + 1 ' Ž n + l ) ) 

k=o K ' 

+ p7^ _|_ 2) ^ - ^ aj,n+lf(tj, xj)-
3=0 
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Tento zápis jsme si mohli dovolit s p ř ih lédnu t ím k faktu, že a n + i i n + i = 1 a dvojnásobné 
aplikace vlastnosti Gamma funkce T(a)a = T (a + 1). 

Nyní se zaměř íme na zbývající část a tou je odvození prediktoru, podobně jako v celo
číselném př ípadě zvolíme jednodušš í n á h r a d u integrálu. Integrál aproximujeme obdél
níkovým pravidlem, tj. m á m e 

rtn+i 
/ (tn+1 - z)a~1:gn+1{z)dz « y^6j,n+i^(íj), 

J o 3=0 

kde koeficienty v sumě jsou dány 

Potom predikovaná hodnota xn+i je určena 

m—l ^fc 1 " 
Xn+1 = ^2 ~fc\X0 + Y(a) ^2 bj,n+lf{tj, Xj). 

k=0 ' ^ > j=0 

Numer ická ana lýza v l i te ra tuře říká, že chyba t é to metody na intervalu (0 ,T) , při TV 
krocích a délce kroku h = T/N je 

max \x(tj) — xA = 0(hp). 
l<j<N J J 

kde 
p = min{2,1 + a}. 

Lze ukáza t , že důvodem takto zadané mocniny p je fakt, že p musí bý t minimem ř á d u 
korektoru a metody prediktoru plus ř á d diferenciálního ope rá to ru a. V př ípadě a = 1 
je p = 2, to si odpov ídá s celočíselnou metodou uvedenou dříve. Tuto metodu budeme 
označovat jako o T E C E . 

4.2 Zlomkové l ineární vícekrokové metody 
J i n ý m p ř í s t u p e m k získání numerického řešení jsou zlomkové l ineární vícekrokové metody 
(anglicky fractional linear multistep methods, zkráceně F L M M ) , k teré vychází z klasických 
l ineárních vícekrokových metod. U těchto metod problematika spočívá v aproximaci R L 
integrálu v (3.3) pomocí konvoluční kvadratury 

n s 

ŕhg{tn) = hř^u)n-jgitj) + hř^w^gitj). (4.6) 
3=0 3=0 

Koeficienty wnj slouží v t é t o aproximaci pro překonání možné singularity integrandu 
(číslo s je popsáno níže). Konvoluční koeficienty un jsou hlavní komponentou metody 
a charakter izuj í metodu. Získáme je z konkré tn í l ineární vícekrokové metody pro O D R . 
Uveďme tedy obecnou l ineární vícekrokovou metodu 

k k 

3=0 3=0 
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S rovnicí (4.7) jsou asociovány charakter is t ické polynomy 

p(z) = p0zk + pxzk~x H V pk_xz + pk. 

a(z) = a0zk + a1zk~1 H h (Tk-i* + ak. 

Každé m e t o d ě je př i řazena tzv. generující funkce OJ. Určíme j i pomocí charakter is t ických 
po lynomů následujícím způsobem 

Klasické l ineární vícekrokové metody mohou bý t přeformulovány jako (4.6) s /3 — 1 
(př ípad O D R ) . Koeficienty ojn potom získáme jako koeficienty mocn inné řady 

co 

UJ(0 = J^OJnC-

n=0 

V př ípadě zlomkových l ineárních vícekrokových metod se generující funkce změní násled
ujícím způsobem 

^ ( o = E ^ n ' MZ) = -ěÁs> (4-8) 
n=0 P U ' 

kde /3 je ř á d integrálu. 
Nyní věnujme pozornost koeficientům wnj. Odvozují se z (4.6) pro g = ť, kde v e 

Av-\ U {p — 1}. Zde je p ř ád konvergence metody a množ ina Ai je d á n a jako 

A = { m 6 R | m = i + j f t j, i G N , m < /}. 

J e d n í m z výsledků zlomkového kalkulu je vzorec pro výpočet R L integrálu mocn inné 
funkce ř á d u a 6 R , k te rý je dán 

1 [a + v + 1) 

Tento výsledek použijeme v (4.6), spolu s p = 2 (jelikož námi diskutované metody jsou 
ř á d u 2) dos t áváme 

E -v -v , +1) + 

^ = - I > _ ^ + r ( a + i / + 1 ) " + , 
i=o i=o v ' 

kde z/ G v4 . iU{ l} a s je počet p rvků množiny A\. Koeficienty wnj obdrž íme, když v 
každém kroku , řešíme soustavu n + 1 l ineárních rovnic. 

Po aplikaci metody tohoto typu na (3.1) a (3.2) dos t áváme 
s n 

Xn = T m _ i ( í n ) + w „ , 3 / 3 + ^ E Wn-jfj, (4-9) 

kde /j = (tj,Xj) a T m _ ! je Taylorův rozvoj funkce x se s t ředem v t0 (počátek intervalu) 

m—l 

Tm—l(tn) ^ ^ 
(*n ~ h) (fc) 

fc! ~° ' 
fc=0 

Následující vě ta říká, za jakých podmínek je metoda konvergentní . 
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V ě t a 4.1. Nechť implicitní lineární vícekroková metoda s charakteristickými polynomy p, 
a je stabilní, konzistentní a řádu p, s kořeny polynomu a mající absolutní hodnoty < 1. 
Potom zlomková lineární vícekroková metoda (4.9) je konvergentní řádu p. 

Efektivní vyčíslení koeficientů un jako koeficientů mocn inné ř a d y je nejtěžsí překážkou. 
I když pro některé metody tohoto typu existují algoritmy pro pohodlnějš í manipulaci 
s mocninou řadou , pro větš inu je nejefektivnějším nás t ro j em Millerův vzorec, k te rý je 
uveden v následující větě . 

V ě t a 4.2. Nechť <f>(£) = 1 + J2^=i a"£™ Je mocninná řada. Potom pro libovolné (3 G C , 

oo 

(0(O) / 3 = E ^ 

kde koeficienty Vn^ jsou určeny rekurentně 

n=0 

Tento vzorec tedy umožňuje určení prvních TV koeficientů ř a d y s p o č t e m operací 
ú m ě r n ý m TV 2. Pro m n o h é p ř ípady je výpoč tová náročnos t ve skutečnost i menší . Např ík lad 
v situaci, kdy generující funkce m á tvar (1 ± £) / 3 , potom a\ = ± 1 a a 2 = a 3 = • • • = 0. 
Aplikací věty 4.2 v tomto p ř ípadě dostaneme 

co, ^ i í — ( 4 - 1 0 ) 
n 

kde počet operací zahrnuje N sčí tání a 2 A násobení . 
Nyní uvedeme jednot l ivé metody. 

Z l o m k o v é l i c h o b ě ž n í k o v é pravidlo 

Nejprve vezměme v úvahu lichoběžníkové pravidlo pro O D R 

Dn+l — V n — ^ {fn + fn+l)-

Charakter i s t ické polynomy t é t o metody maj í tvar 

p{z) = z - l a a(z) = ^ y ^ . 

T y dávaj í generující funkci ve tvaru 

Generující funkce pro neceločíselný ř ád a m á podle (4.8) tvar 
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Pro vyčíslení prvních TV členů mocninné ř a d y odpovídaj ící u)a(£) je výpoče tně vý
hodnější použí t j iný způsob než p ř ímou aplikaci Millerova vzorce (počet operací je zde 
ú m ě r n ý TV 2). J e d n í m z těch to z p ů s o b u j e využi t í algoritmu rychlé Fourierovy transformace 
(anglicky Fast Fourier Transform, zkratka F F T ) . 

Generující funkci lichoběžníkového pravidla rozděl íme na činitele ( l + £ ) a a 2a(l — £ ) ~ 7 
T í m docílíme toho, že aplikace věty 4.2 povede na p ř ípad (4.10). Následně vyhodno t íme 
koeficienty jejich součinu pomocí F F T algoritmu. T í m t o se výpoče tn í náročnost redukuje 
na 3 i V l o g 2 47V, kde TV je mocnina 2. V M A T L A B u lze toto efektivně provést pomoc í pá r 
ř ádků kódu. 

x = fft([omegal,zeros(size(omegal))]); 

y = fft( [omega2 ,zeros(size (omega2))] ) ; 
omega = i f f t ( x . * y ) ; 

omega = omega(l:N); 

kde omegal a omega2 jsou řádkové vektory s koeficienty funkcí (1 + £ ) a a 2 Q(1 — £ ) ~ 7 
které spoč í táme snadno pomoc í (4.10). Označení pro tuto metodu je F T (z anglického 
fractional trapezoidal rule). 

Newtonova—Gregoryho formule 

Lichoběžníkové pravidlo p a t ř í do skupiny /c-krokových Adamsových-Moul tonových metod 

k 
Vn+1 -Vn = / i J ^ T i V V n + l , 

i=0 

kde V V n + i předs tavuje zpě tnou diferenci, tj. V ° / n + i = fn+1 a V l + 1 / n + i = V ! / n + i - V 7 n -
Koeficienty 7$ zde předs tavuj í prvních k + 1 koeficientů mocn inné řady 

G(0 = io + n ( i - 0 + --- + ik(i-Ok + ---

funkce G(£) — To lze zkráceně zapsat jako 

[G(0]k = 7o + 7i(1 - 0 + """ + 7fc(l - 0k-

Výsledná generující funkce je 

"(0 
Zvolíme-li k — 1 dostaneme 70 = 1 a 71 = — \. To vede na předpis pro klasické l i 
choběžníkové pravdilo. Dále umocníme-l i generující funkci ř á d e m a, dostaneme zlomkovou 
variantu lichoběžníkového pravidla uvedenou dříve. 

Ukázalo se, že záměnou operací [•]& a umocněn í na a (nejprve umocn íme G(£) na 
a a potom vezmeme prvních (k+1) členů) dostaneme j inou skupinu metod, k teré jsou 
známy jako Newtonovy-Gregoryho formule (dále budeme používat zkratku N G ) . Pro 
přehlednost označme r = 1 — £, 

( 1/1 \\ ~a / 0 0 n \ ~a 0 0 

' ' ^ n=l ' n=0 
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Koeficienty 7° můžeme vyčíslit pomoc í věty 4.2. 

Generující funcke těchto metod m á tvar 

«(ť) - l ( G ( í , ) 

Ol 

Pro 1-krokovou Adamsovu metodu je 7Q = 1, 7° = | a generující funkce je 

M o = i ^ y ) = ( i - o - a ( i - f ( i - o ) . 

Po úpravách je výpočet prvních TV koeficientů funcke u)a(£) d á n 

w 0 = 1 - g > w « = l 1 - 2 M + 2 W ™- 1 ' 

kde cul ^ jsou koeficienty funkce (1 — £ ) a u rčené pomoc í (4.10). Výpoče tn í náročnos t pro 
určení těch to koeficientů je N. 

Z l o m k o v á metoda z p ě t n é h o d e r i v o v á n í 

Pro O D R je metoda zpě tného derivování d ruhého ř á d u d á n a 

4 1 _2h 
Vn+2 — -yn+l + ~yn — -^-Jn+2 

s charakter is t ickými polynomy p(z) = (z2 — 4/3z + 1/3), cr(z) = 2/3z2 a generující funkcí 

.(« - ^ } - 2 

p(|) 3(1-4^/3+ e/3)' 

Tato metoda disponuje ř á d e m konvergence 2 a velmi dobrou stabilitou, později ověříme, 
zda si zachová tyto vlastnosti i její neceločíselná varianta. 

Koeficienty generující funkce ooa{!;) opět vyčíslíme pomoc í Millerova vzorce (věta 4.2). 

Nejprve jej aplikujeme na (1 — 4£/3 + £ 2/3)~ a, to dá 

4 4 / a — l \ 4/2(1 — 0;) 
Ú0 = 1, ô)i = "OA), ô)n = - H ô) n_i + 1 \ůN-2-

3 4\ n I 3 \ n 

a potom un = 2aůn/3
a. Celkový počet operací jde zde opět ú m ě r n ý N. Tato metoda se 

označuje jako F B D F (z anglického fractional backward differentiation formula). 

5 Stabilita 
Jak už bylo naznačeno dříve, vágně řečeno, stabilitou metody rozumíme vlastnost, kdy 
se numerické řešení chová kval i ta t ivně stejně jako příslušné přesné řešení. Zejména pak, 
je-li nulové řešení O D R (soustavy O D R ) asymptoticky stabi lní v Ljapunovově smyslu, 
pak trajektorie, k te ré začínají „blízko" počá tku , zůstávaj í s tále „blízko" a pro t —> oc 
jsou k p o č á t k u př i tahovány. Pokud je toto chování zachováno i v p ř ípadě numerického 
řešení získaného nějakou metodou, pak takovou metodu považujeme za stabi lní . Přesněji , 
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tato myšlenka je podstatou pojmu A-stabi lní numerické metody, k te rý je v teorii stability 
numerických metod základním. 

V př ípadě O D R celočíselného ř á d u se stabilita testuje na l ineární rovnici 

x'(t) = \x(t), A G C . (5.1) 

Takovou rovnici lze chápa t jako linearizaci a u t o n o m n í nel ineární rovnice 

x'(t) = g(x(t)) 

v okolí hyperbol ického bodu rovnováhy x* (v t akovém př ípadě je A = g'(x*) G M ) . Je 
známo, že nulové řešení rovnice (5.1) je asymptoticky stabi lní p rávě tehdy, když A leží 
v levé polorovině komplexní roviny (tj. R e ( A ) < 0 ) . Aplikujeme-li numerickou metodu 
(s p e v n ý m krokem h) na rovnici (5.1) a označíme S oblast asymptot ické stability (v nu-
merice nazývané oblast absolu tn í nebo lineární stability), tj. množiny hodnot hX G C , pro 
které numerické řešení xn konverguje k nule pro n —> oo, pak metodu nazveme A-stabilní 
jestliže S je nadmnož inou levé komplexní poloroviny, tj. 

S D C " = { A G C : Re (A) < 0 } . 

V opačném př ípadě , kdy S C C ~ (S ^ 0), hovoříme o podmíněně stabilní me todě . Proto
typem A-stabi lní metody je zpě tná (implicitní) Eulerova metoda, prototypem podmíněně 
s tabi lní metody je dopředná (explicitní) Eulerova metoda. 

Analogický p ř í s tup lze aplikovat i v p ř ípadě O D R zlomkového řádu . Testovací rovnicí 
nyní bude rovnice 

cD*x(t) = Xx(t), A G C , 0 < a < 2 , ( 5 .2 ) 

k te rá m á opět us tá lený stav x = 0 . Zobecnění výsledku o asympto t ické s tabi l i tě tohoto 
řešení je uvedeno v následující větě . 

V ě t a 5.1 ( [7]) . .Nechí a > 0 . Nulové řešení rovnice ( 5 . 2 ) je asymptoticky stabilní tehdy 
a jenom tehdy, když A G £ A , kde E a = {z G C : | arg(z)| > air/2}. 

Jestl iže aplikujeme zlomkovou metodu prediktor-korektor, nebo zlomkovou l ineární 
vícekrokovou metodu na ( 5 . 2 ) , numerické řešení t é to rovnice {xn}n6pj z ískáme vyčíslením 
konvoluční kvadratury 

n 

Xn = gn + h a \ ^ Un-jXj, • ( 5 . 3 ) 
3=0 

Následující vě ta popisuje oblast stability 5 T T C C tak, že xn —> 0 , když h a \ G Sa. 

V ě t a 5.2. Nechť a > 0 . Předpokládejme, že posloupnost {gn} je konvergentní a že koefi
cienty kvadratury un splňují 

a-l 0 0 

r ( a + l) ^-J 
v ' n=0 

Potom oblast absolutní stability konvoluční kvadratury ( 5 . 3 ) je 

Sa = C \ \ - ^ : | £ | < l ) , u;a(0 = f > „ C . 
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V l i te ra tuře lze dohledat, že F L M M splňují p ředpok lady věty 5.2. Pro metody zlom
kových diferenciálních rovnic je výhodné zavést pojem A(^ I ) - s tab i l i ty , kdy požadujeme, 
aby E Q C Sa. Prototypem A ( ^ E ) - s t a b i l n í metody je zlomkové lichoběžníkové pravidlo F T . 
Uhel ^ je zde mezi reálnou osou a hranic í oblasti. N a následujících obrázcích je množina 
Sa vyznačena šedou oblast í . U metod N G a F B D F je naznačena hranice A(^ I ) - s t ab i l i t y 
tenkou čarou. Pro zlomkovou variantu metody prediktor-korektor generující funkce w Q ( ( ) 
nelze analyticky vyjádři t , proto není uveden obrázek s oblas t í stability. 

-1 0 1 2 3 4 5 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 

Obrázek 1: F T pro a = 0.7 Obrázek 2: F T pro a = 1.3 

0 2 4 6 8 -8 -6 -4 -2 0 

Obrázek 3: N G pro a = 0.7 Obrázek 4: N G pro a = 1.3 

Pro 0 < a < 1 lze pozorovat, že se oblast Sa s ros toucím a zmenšuje, ale všechny uve
dené metody jsou A ( ^ I ) - s t a b i l n í . V tomto rozsahu a m á nej větš í oblast stability (oproti 
F T ) metoda F B D F , po ní metoda N G . Pro 1 < a < 2 je situace j iná . Pouze F T a B D F 
si zachovávají A(^)-stabilitu, kdež to metodya N G j i ztrácí . 

6 Numerické experimenty 
Uvedené numerické metody byly s rovnány na testovací úloze (5.2) s hodnotou A = — 1 
pro ř ády rovnic a = 0.7 a a = 1.7 

J e d n í m z výsledků zlomkového kalkulu je přesné řešení testovací úlohy (5.2), to je 
dáno 

x(t) = EaA(\ta), 
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při podmínce x(0) = 1 pro í > 0 a A 6 I . 
Zkratky použi tých metod: 
• a P E C E - Zlomková metoda prediktor-korektor 
• F T - Zlomkové lichoběžníkové pravidlo (Fractional Trapezoidal rule) 
• N G - Newtonovy-Gregoryho formule 
• F B D F - Zlomkové metody zpě tného derivování (Fractional Backwards Differenti

ation Formula) 
Chyba je spoč í tána jako 

eN = \x(tN) - xN\. 

Hodnota X(ČAT) je u rčena pomocí [4] numericky s chybou přibližně 10~ 1 5 . Odhad ř á d u 
konvergence E O C (anglicky Estimated Order of Convergence) je spočí tán pomocí 

E O C = l o g 2 — . 
e2N 

V tabulce je použi t zkrácený zápis čísel, např . 1.23(—4) zde předs tavuje 1.23 • 10~ 4 . 

a = 0.7 
N a P E C E F T R N G F B D F 
- eN E O C eN E O C eN E O C eN E O C 
25 1.88( - 4 ) 2.16( -7 ) 1.17( -6 ) 9.55(- 6) 
50 5.62( - 5 ) 1.748 5.55( -7 ) 1.361 1.11( -6 ) 0.074 4.38(- 6) 1.128 
100 1.70( - 5 ) 1.722 2.77( -7 ) 1.002 4.65( -7 ) 1.261 1.54(- 6) 1.506 
200 5.21( - 6 ) 1.707 9.88( -8 ) 1.490 1.55( -7 ) 1.580 4.79(- 7) 1.685 
400 1.60( - 6 ) 1.701 3.06( -8 ) 1.688 4.68( -8 ) 1.732 1.38(- 7) 1.788 
800 4.94( - 7 ) 1.697 8.84( -9 ) 1.794 1.32( -8 ) 1.819 3.84(- 8) 1.852 
1600 1.52( - 7 ) 1.695 2.43( -9 ) 1.858 3.62( -9 ) 1.873 1.03(- 8) 1.895 

Tabulka 1: Chyby a odhady ř á d u konvergence E O C pro t—1, a=0.7 a A = —1. 

Pro metodu a P E C E výsledky výpoč tů v tabulce 1 potvrzuj í teoret ický výsledek, že 
metoda konverguje s ř á d e m 1 + a pro a < 1. Z hlediska velikosti chyby je pro ř á d a < 1 
nejpřesnější metoda F T . Pro ř ády 1 < a < 2 m á nejmenší chybu metoda N G a odhad 
ř á d u všech metod přibližně odpovídá 2. 
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a = 1.7 
N a P E C E F T R N G F B D F 
- eN E O C eN E O C eN E O C eN E O C 
25 7.68(-5) 1.17( - 4 ) 9.35( -7 ) 4.39(- 4) 
50 1.88(-5) 2.031 2.99( - 5 ) 1.971 4.57( -7 ) 1.032 1.15(-•4) 1.928 
100 4.64(-6) 2.020 7.56( - 6 ) 1.983 2.20( -7 ) 1.057 2.97(- 5) 1.960 
200 1.15(-6) 2.012 1.91( - 6 ) 1.989 7.10( -8 ) 1.629 7.53(- 6) 1.977 
400 2.86(-7) 2.008 4.79 ( - 7 ) 1.994 2.02( -8 ) 1.813 1.90(- 6) 1.987 
800 7.12(-8) 2.005 1.20( - 7 ) 1.996 5.43( -9 ) 1.897 4.78(- 7) 1.992 
1600 1.78(-8) 2.003 3.00( - 8 ) 1.998 1.41( -9 ) 1.940 1.20(- 7) 1.995 

Tabulka 2: Chyby a odhady ř á d u konvergence E O C pro t—1, a—1.7 a A = —1. 

Závěr 
V té to práci bylo cílem uvést základy zlomkového kalkulu a několik metod řešení di
ferenciálních rovnic neceločíselného řádu . V prvn í části (kapitoly 1-3) byla pozornost 
zaměřena na teorii zlomkového kalkulu. B y l y definovány derivace a integrály neceločísel
ného ř á d u a řečeny p o d m í n k y jejich existence. Dále je uvedeno za jakých podmínek exis
tuje jednoznačné řešení diferenciální rovnice neceločíselného ř á d u a důležité vlastnosti, 
k terých je využi to při odvození numerických metod. 

D r u h á část (kapitoly 4-6) je věnována odvození a t es tování numerických metod. Mez i 
uvedené metody p a t ř í zlomková metoda prediktor-korektor a některé metody ze skupiny 
zlomkových l ineárních vícekrokových metod ( F T , N G , F B D F ) . Tyto metody jsou dále 
porovnány z hlediska stability v závislosti na neceločíselném ř á d u rovnice a. Pro řády 
0 < o. < 1 jsou všechny uvedené metody nezávislé na velikosti kroku. Pro ř ády 1 < 
01 < 2 touto v las tnos t í disponují pouze metody F T a F B D F , metody N G a a P E C E jsou 
proto nevhodné pro řešení t uhých sys témů v tomto rozsahu řádu . V poslední kapitole 
jsou porovnány výsledky zmíněných metod z hlediska přesnost i a odhadovaného ř á d u 
konvergence. 
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Apendix 
Implementace metody o P E C E v programovac ím jazyce M A T L A B . Řeší počá tečn í úlohu 
zlomkové diferenciální rovnice s j edn ím C a p u t o v ý m ope rá to r em ř á d u a. 

fdefun - funkce pravé strany, tO - začá tek intervalu, t _ f i n a l - konec intervalu, 
i c - vektor s počá tečními podmínkami , alpha - ř ád rovnice, h - délka kroku. 

function [ t , x ] = fde_pece( fdefun, tO , t _ f i n a l , i c , alpha, h ) 

N=floor((t_final-tO)/h); 

t=tO:h:N*h; 

m=ceil(alpha); 

A=zeros(l,N);B=A; 

problemSize=max(size(ic(: ,1))) ; 
fMat=zeros(problemSize,N); 

for k=l:N 

B(k)=k~alpha-(k-l)"alpha; %koeficienty korektoru 

A(k)=(k+l)"(alpha+l)-2*k"(alpha+l)+(k-l)"(alpha+l); %koef. prediktoru 

end 

x(: , l ) = i c ( : , 1 ) ; 
u=zeros(l ,m) ; 

for j=l:N 

for k=l:m 

u ( k ) = ( j * h ) " ( k - l ) / ( f a c t o r i a l ( k - l ) ) ; 

end 

icSum = i c * u ' ; 

fMat(:,j) = f e v a l ( f d e f u n , t O + ( j - l ) * h , x ( : ; 

predictSum = f M a t ( : , 1 : j ) * f l i p ( B ( l : j ) ) ' ; 

xPredict = icSum+(h~alpha/gamma(alpha+l))*predictSum; 

p = [ 0 , f l i p ( A ( l : j - l ) ) ] ' ; 

correctorSum = f M a t ( : , 1 : j ) * p ; 

x(:,j+l)=icSum+h~alpha/gamma(alpha+2)*(feval(fdefun,j*h,xPredict)+... 

((j-1)~(alpha+1)-(j-1-alpha)*j"alpha)*fMat(:,1)+correctorSum); 

end 

end 
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