VYSOKE UCENI TECHNICKE V BRNE

BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY

FAKULTA STROJNIHO INZENYRSTVI

FACULTY OF MECHANICAL ENGINEERING

USTAV MATEMATIKY

INSTITUTE OF MATHEMATICS

NUMERICKE METODY RESENI DIFERENCIALNICH
ROVNIC NECELOCISELNEHO RADU

NUMERICAL METHODS OF SOLVING FRACTIONAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

BAKALARSKA PRACE
BACHELOR'S THESIS

AUTOR PRACE Adam Kyjovsky

AUTHOR

VEDOUCI PRACE doc. Ing. Ludék Nechvatal, Ph.D.
SUPERVISOR

BRNO 2018






VYSOKE UCENI FAKULTA
I TECHNICKE STROJNIHO

V BRNE INZENYRSTVI

Zadani bakalarské prace

Ustav: Ustav matematiky

Student: Adam Kyjovsky

Studijni program: Aplikované védy v inzenyrstvi
Studijni obor: Matematické inzenyrstvi

Vedouci prace: doc. Ing. Ludék Nechvatal, Ph.D.
Akademicky rok: 2017/18

Reditel dstavu Vam v souladu se zakonem &.111/1998 o vysokych $kolach a se Studijnim
a zkuSebnim fadem VUT v Brné urCuje nasledujici t¢ma bakalarské prace:

Numerické metody feseni diferencialnich rovnic necelo€iselného fadu

Stru¢na charakteristika problematiky ukolu:

Teorie diferencialnich rovnic necelogiselného fadu se v priibéhu poslednich desetileti stala dobie
etablovanou matematickou disciplinou. Tento stav je do znacné miry podporien technickou praxi,
nebot se ukazalo, ze mnohé realné ulohy Ize rovnicemi obsahujicimi neceloCiselné derivace
modelovat Iépe. Na druhé strané vSak Ize oCekavat, ze analytické feSeni takovych rovnic bude obecné

numerické metody.

Cile bakalaiské prace:

Teoreticka (reSerdni ¢ast):

1) Zaklady teorie diferencialnich rovnic necelogiselného fadu (existence a jednoznacnost feSeni
pocatecni tlohy s Caputovou derivaci);

2) Prehled numerickych metod pro rfeSeni pocatecnich tloh s Caputovou derivaci.

Prakticka ¢ast:
1) Implementace vybranych metod v prostfedi MATLAB;
2) Testovani na modelovych ulohach.

Seznam doporucené literatury:

DEITHELM, K. The Analysis of Fractional Differential Equations, An Application-Oriented Exposition
Using Differential Operators of Caputo Type. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2010. ISBN 978--
-642-14574-2.

Fakulta strojniho inZenyrstvi, Vysoké uceni technické v Brné / Technicka 2896/2 / 616 69 / Brno



GARRAPPA, R. Trapezoidal methods for fractional differential equations: Theoretical and
computational aspects. Math. Comput. Simul. 2015, 110, 96-112.

LUBICH, C. Discretized fractional calculus. SIAM J. Math. Anal. 1986, 17, 704-719.

PODLUBNY, |. Fractional Differential Equations. Academic Press Inc., San Diego, CA, 1999. ISBN
978-0125588409.

Termin odevzdani bakalarské prace je stanoven ¢asovym planem akademického roku 2017/18

V Brné, dne

L.S.

prof. RNDr. Josef Slapal, CSc. doc. Ing. Jaroslav Katolicky, Ph.D.
feditel ustavu dékan fakulty

Fakulta strojniho inzenyrstvi, Vysoké uceni technické v Brné / Technicka 2896/2 /616 69 / Brno



Abstrakt

Bakalarska préace se zabyva numerickymi metodami feseni diferencidlnich rovnic neceloci-
selného tadu. Jsou uvedeny nékteré zakladni pojmy zlomkového kalkulu a vysledky teorie
zlomkovych diferencidlnich rovnic, jako jsou existence a jednoznacnost feseni pocatecéni
ulohy s Caputovou derivaci. Déle je uveden piehled vybranych numerickych metod pro
feSeni takovych pocatecnich tloh. Tyto metody jsou testovany a porovnany na modelové
uloze.

Abstract

This bachelor’s thesis deals with numerical methods of solving fractional differential
equations. Some fundamental notions of fractional calculus and basic results from the the-
ory of fractional differential equations (such as existence and uniqueness of the solution to
an initial value problem with the Caputo derivative) are presented. Further, a summary
of selected numerical methods for solving such initial value problems is presented. These
methods are tested and compared on a model problem.
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Uvod

Tato préace je zamérena na numerické feSeni tloh z oblasti matematiky zvané zlomkovy
kalkulus, tedy diferencialni a integrélni pocet s necelociselnymi fady. D4 se Tici, ze proble-
matika je zhruba stejné stard jako klasicky diferencialni a integrdlni pocet, nebot zminky
o tomto odvétvi matematiky pochazi z konce 17. stoleti, kdy G. W. Leibniz v dopise
G. I'Hospitalovi predstavil symbol pro zapisovani n-tych derivaci: ;;—nn f. Na to 'Hospital
v dopise odpovidda mimo jiné i dotazem, co tento symbol znamena, kdyz n = % To Leib-
niz nedokézal zodpovédét a povazoval to za paradox. Tento dopis je obecné povazovan
jako prvni zminka o zlomkové derivaci kvuli n = %, dnes se jiz dobre vi, ze neni duvod
omezovat se pouze na Cisla racionalni (dokonce se ukazuje, ze i komplexni fady maji své
opodstatnéni), nicméné pojmenovéni z historickych duvodu zustalo stejné.

Mnoho inzenyrskych i jinych aplikaci vede na problémy s rovnicemi neceloc¢iselného
radu. Naptiklad v mechanice modelovani viskoelastickych a viskoplastickych latek, v che-
mii modelovani polymeru a proteiniu, v elektronickém inzenyrstvi prenos ultrazvukovych
vln a v neposledni fadé i v mediciné modelovani lidské tkané pod externim napétim.

Dnes existuje mnoho pristupu k zobecnéni diferencidlniho a integralniho poc¢tu na
necelociselné rady. Mezi nejznaméjsi pristupy k takovym zobecnénim patii Riemannova—
Liouvilleova derivace a Caputova derivace. Prvni ze zminénych konceptu je historicky
starsi a matematicky dobte ucelena teorie, avsak u praktickych tloh velmi obtizné apli-
kovatelna. Zejména z toho duvodu, ze diferencidlni rovnice vyzaduji poc¢atecni podminky
necelociselného tadu. Tento problém prekonava Caputuv pristup, ktery je jistou modifi-
kaci Riemannova—Liouvilleova ptistupu.

Tato bakalarska prace se vénuje nékterym modernim numerickym metodam pro feseni
pocatecnich tloh s Caputovou derivaci, které vyuzivaji analytické vlastnosti pro ekviva-
lentni pfevod na integralni rovnici. To se ukazuje byt vyhodnéjsi z hlediska efektivnosti
odvozenych numerickych metod.

Préce je rozélenéna do Sesti kapitol. V prvni kapitole uvedeme nékteré potifebné pojmy
nutné pro dale uvedené definice a véty. V kapitole druhé jsou uvedeny konkrétni piistupy
k definovani zlomkovych derivaci a integralu. Tteti kapitola se vénuje diferencialnim rov-
nicim s Caputovou derivaci, je zde popsana existence a jednoznacnost feseni téchto rovnic.
Ve ¢tvrté kapitole jsou uvedeny numerické metody, jejich odvozeni a nékteré jejich vlast-
nosti. Kapitola patd popisuje stabilitu uvedenych numerickych metod a Sesta se vénuje
numerickym experimentum.

Price ¢erpa prevazné z monografii [1], [6] a ¢lanku [2], [3] a [5]. Veskeré dukazy k
uvedenym tvrzenim je mozné v této literature dohledat.
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1 Prehled potrebnych pojmiu

Pfed samotnym definovdnim neceloéiselnych derivaci a integrélit uvedme prostory funkef,
které budeme vyuzivat.

Symbolem C({a, b)) ozna¢ime mnozinu vsech spojitych funkei definovanych na uzav-
feném intervalu (a, b).

Vedle spojitosti budeme potiebovat jesté silnéjsi typ spojitosti na intervalu, uvedme
proto jeji definici.

Definice 1.1. Funkci f nazveme aboslutné spojitou na intervalu (a, b), jestlize pro vSechna
e >0 existuje d >0 takové, ze pro kazdy systém intervalu (ay,by), (as,bs), ..., (an,bys),
vonemz a <a; <by <ay<by<...a,<b, <b,ad  (a —b;) <5 plati

Z|f flag)] <e.

Mnozinu vSech absolutné spojitych funkeci na uzavieném intervalu budeme pak znacit
AC({a,b)).

Necht f je absolutné spojitd funkce na (a, b). Potom f mé derivaci skoro vsude a plati

f(a:):f(a)+/ f'(tydt Vz € (a,b).

Symbolem AC™({a, b)) pak oznac¢ime mnozinu funkci, kde libovolnd f ma spojité de-
rivace na {(a,b) az do fadu (n — 1) a f*~1) € AC.
Mnozinu Lebesgueovsky integrovatelnych funkci budeme znacit LP({a,b)). Tedy f je

o , b
mefitelnd a norma ||f|, = ["|f[Pdz < co.

Nyni uvedme nékteré vyssi transcendentni funkce, které hraji ve zlomkovém kalkulu
vyznamnou roli.

Definice 1.2 (Gama funkce). Zobrazeni I : (0,00) — R, definované predpisem

[(z):= /000 t*"te7tdt, Re(z) >0, (1.1)

se nazyva Gama funkce.
Dulezitou vlastnosti této funkce je
L(z+1) =T(2)z,
odtud plyne spolu s I'(1) = 1 faktoridlova vlastnost
I(n) =(n-1)! Vn € N.

Definice 1.3. Funkce definovana predpisem

e e}

7
Ea(z) =Y =———— a>0,
=) ; Tja+1) ©

se nazyva jednoparametricka Mittag-Lefflerova funkce. Déale funkce definovana

= —, a>0,8>0,
)= 2 TGat B
se nazyva Mittag-Lefflerova funkce dvou parametru.
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2 Derivace a integraly neceloc¢iselného radu

Hlavni myslenka zlomkového kalkulu je tzce spjata s klasickym diferencidlnim a in-
tegralnim poctem, jehoz dulezitym vysledkem je zakladni véta integralniho poctu. Tato
véta ukazuje vztah mezi derivacemi a integrély.

Véta 2.1. (Zdkladni véta integrdlnitho poctu) Necht f : {(a,b) — R je spojitd a F :
(a,b) = R definovand

F(x):= /mf(t)dt.

Potom F je diferencovatelnd na (a,b) a plati zde
F =

Jednim z cilu zlomkového kalkulu je v jistém smyslu zachovani této vlastnosti. Pro
prehlednost zavedeme derivovani a integrovani funkei v klasickém smyslu jako operatory

Df:=f,

kde f je diferencovatelna funkce a

I.f(x):= /mf(t)dt proa < x < b,

kde f je riemannovsky integrovatelnd na (a, b). Ndsobné derivovani a integrovani potom
oznacime jako D™ a I" pron € N, tj. D' := D, Il .= I,, D" := DD"! a I" := [, 1"}
pro n > 2.

Kdyz vyjadiime tvrzeni véty 2.1 pomoci operatorové notace, dostaneme

DI.f=F.

To pro n € N implikuje
D"I'f=f.
V nésledujicich podkapitoldch uvedeme piistupy pro piipad n ¢ N. Nyni{ uvedme
dvé lemmata, ktera hraji dulezitou roli v téchto neceloc¢iselnych zobecnénich. Prvnim je
Cauchyho vzorec pro opakované integrovani.

Lemma 2.2. Necht f je riemannovsky integrovatelnd na {a,b). Potom pro a <z < b a

n € N plati
1

f0) = oy [ @0 o

Dalsi lemma je dusledkem véty 2.1.

Lemma 2.3. Necht m,n € N jsou takovd, e m > n. Ddlé necht f je funkce se spojitou
n-tou derivaci na {a,b). Potom plati

D"f = D[,

Dikaz. 7 véty 2.1 D™ """ f = f. Na obé strany pouzijeme operator D". Dostdvame
Drpmnmn f = D" f kde D"D™" = D™, O
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2.1 Riemannovy—-Liouvilleovy operatory

Vychozi vztah pro nésledujici definici je Cauchyho vzorec pro opakované integrovani.
V tomto vztahu se vSak vyskytuje faktoridl, ktery nema smysl pro n ¢ N. Ten ale muzeme
nahradit gamma funkci, kterd je jeho zobecnénim.

Definice 2.4 (Riemannuv-Liouvilleuv integral). Necht o € RT a a < x < b. Potom
vyraz

194(t) = ﬁ / o — 0P (o)t

nazveme Riemannovym-Liouvilleovym integrdlem (déle jen RL integral) fadu a.

Poznamenejme, ze I®f md smysl, jestlize f € L*((a,b)).

Vychozim vztahem pro nésledujici definici je lemma 2.3.

Definice 2.5 (Riemannova-Liouvilleova derivace). Necht m = [a] a a € R\ N. Potom
vyraz

DOf(t) == D™ I™°f(t), a<t<b

nazveme Riemannovou—Liouvilleovou derivaci (déle jen RL derivaci) tddu a. Symbolem
[a] zde rozumime horni celou ¢ést ¢isla a, tj.

[a] =min{n € Z | n > a}.

Poznamenejme, ze RL derivace existuje, jestlize f € AC™({a,b)).

2.2 Caputuv diferencialni operator

Definice 2.6 (Caputova derivace). Necht n = [a],a ¢ N a a € R. Potom Caputova
derivace je definovana

D)= 0z |10 - X L e - ]
kde D¢ je operator RL derivace.

Véta 2.7. Necht Re(a) > 0 an = [a]. Jestlize f € AC™((a,b)), potom “D2f eristuje
skoro vsude na {a,b). Za predpokladu o ¢ N, D2 f(t) miize byt zapsdino ve tvaru

DL = g [ (o= 0 = D" ()

I'n—a

3 Diferencialni rovnice neceloc¢iselného radu s jednou
Caputovou derivaci

Jak jiz bylo naznaceno v ivodu, budeme se vénovat pouze rovnicim, kde se vyskytuje Ca-
putuv diferencidlni operator a to zejména kvuli jeho vyhodé v predepisovani poc¢atecnich
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podminek. Mame-li rovnici s Caputovou derivaci, kterd je a-tého tfadu, a ¢ N, jeji
podminky jsou ve tvaru

Dkx(t(]):xgk)> k:071>"'7m_17 m:’VOé—‘

Naproti tomu diferencialni rovnice s RL derivaci vyzaduji podminky v tvaru necelo¢iselném,
coz je z hlediska aplikovatelnosti v praxi problém. Kdybychom chtéli zmérit hodnoty
pocateénich podminek, vétsinou bychom nevédéli jak zlomkovou derivaci interpretovat.
Oproti tomu napf. prvni nebo druhd derivace (napt. polohy v ¢ase: rychlost a zrychleni)
jsou dobte mértitelné.

3.1 Existence a jednoznacnost reseni

Zabyvejme se nyni otazkou fesitelnosti diferencialnich rovnic obsahujicich necelo¢iselnou
derivaci (v nasem piipadé Caputovou). Uvazujme tedy nésledujici poc¢ateéni ilohu (umis-
ténou do t = 0)

Dga(t) = f(t,x(1)) 51)

s podminkami
DFz(0) =2, k=0,1,....m—1; m=al]. (3.2)
Véta 3.1. Nechf o > 0 am = [a]. Ddle nechf z{”,...,27"™ e R,K >0 a h* > 0.

Definujeme G := {(t,x) : t € (0,h*) | |z —Y1") th(()k)/kﬂ < K} a necht funkce f : G — R

je spojitd. Ddle definujeme M := supy e |f(t,7)] a

b h* jestlize M = 0,
"\ min{h*, (KT(n + 1)/M)"/*}  jinak.

Potom ezistuje funkce x € C({0,h)), kterd je Tesenim pocdtecni ilohy (3.1), (3.2).
Lemma 3.2. Za predpokladu véty 3.1 je funkce x € C({0,h)) reSenim pocdtecni lohy

(3.1), (3.2) prdveé tehdy, kdyz je Tesenim (obecné nelinedrni) Volterrovy integrdlni rovnice
druhého druhu, kterd je tvaru

2(t) = ; %xg’” T ﬁ /0 (t — )" (1, 2(7))dr. (3.3)

Véta 3.3. Necht o > 0 am = [n]. Ddle necht 2, ... 2" e R, K > 0 a h* > 0.
Definugme mnozinu G stejné jako ve vété 3.1, ddle necht funkce f : G — R je spojitd
a splnuje lipschitzovskou podminku vzhledem k druhé promeénné, tj.

|f(t,l’1) - f(t,l’g)| < L|£I,’1 - l’g|

s konstantou L > 0 nezdvislou na t, 1 a xo. Necht h je definovdno stejné jako ve Veété 3.1.
Pak existuje jedind funkce x € C({0,h)), kterd je Tesenim pocdtecni ulohy (3.1), (3.2).
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4 Numerické reSeni

V této kapitole uvedeme konkrétni numerické metody pro feseni pocatecéni lohy (vénu-
jeme se pouze tlohdam s jednou Caputovou derivaci), véetné nékterych jejich vlastnosti
a odvozeni.

Numerickym resenim pocatecni ilohy rozumime urceni pribliznych funkénich hodnot
hledané funkce z v uzlovych bodech ziskanych délenim intervalu (a, b). Méjme tedy takové
délent intervalu a = 0 < t; < --- <ty =b. Body t,, n = 0,1,..., N nazyvame uzlové
body déleni a vzdalenost h,, = t, —t,,_1 mezi sousedicimi body je délka kroku. Ptibliznou
hodnotu (aproximaci) v uzlovém bodé t,, pak oznacme jako z,. Zajima-li nds priblizna
hodnota feseni pro body z intervalu (a, b) ruzné od uzlovych, muzeme je ur¢it interpolaci.

Numerickou metodou rozumime predpis, pomoci kterého ziskdme numerické reseni

T1,Ta,..., TN (o je urtena pocateéni podminkou). Jestlize predpis pro hodnotu ;1
zavisi na predchozich hodnotach x,,x,_1,..., T, k1 Tekneme, Ze se jedna o metodu k-
krokovou.

Rekneme, Ze numerickd metoda je konvergentni, jestlize ndm umoznuje ziskat libovolné
presné feseni (zmensovanim kroku). To jest ||z, — z(¢,)|| — 0 pro h — 0.

Dalsim dulezitym pojmem je stabilita numerické metody. Zhruba feceno, metoda je
stabilni pokud dava kvalitativné stejné se chovajici feseni jako puvodni diferencidlni rov-
nice. Tato problematika bude podrobnéji rozebrana v kapitole 5.

Lokalni diskretizacni chyba je chyba, kterd se dopoustime ve vypoctu x, 1 za predpo-
kladu z(t,) = z,. Pouziva se pouze pro analyzu vlastnosti metody. Znaci se lte, (z an-
glictiny local truncation error). Necht je ddna numerickd metoda

Tpt+k = llj(tn-f—lm LTns Tp41y -+ -y Tntk—1, h)

Tato metoda ma lokalni diskretizacni chybu

lteZ—f—k = lIJ(tTH—/% Ty Tn+1y -+ y Tntk—1, h) - $(tn+k)

Dalsi vlastnosti numerickych metod je konzistence. O metodé fekneme ze je konzis-
tentni, jestlize

ltel, .

lim =0.

h—0 h
Konzistence je nutnou podminkou konvergence, ale ne postacujici. Aby metoda byla kon-
vergentni musi byt konzistentni a stabilni.

Lokdlni chyba je chyba, které se skutec¢né dopustime v realném vypoctu pii jednom
kroku.

Globdlni chyba vyjadiuje kumulaci lokalnich chyb na konci vypoctu. Je-li ¢y posledni
uzel intervalu a xy numerickd aproximace v tomto bodé, pak globalni chybu muzeme
vyjadrit jako e, = z(t,) — x, pron=0,1,..., N.

Asymptotické chovani funkei se popisuje pomoci tzv. Landauvoa symbolu O (v an-
glicting casto jako Big O notation). Necht funkce ¢ je definovana na (0, s*) a p je libovolné
¢islo. O funkci ¢ fekneme, ze je fadu O(sP), jestlize existuje kladné ¢islo C' (nezdvislé na
s), takové Ze pro vSechna s € (0, s*) plati |p(s)| < C'sP. Piseme pak ¢(s) = O(sP).

Obvykle chybu numerické metody muzeme vyjddrit pomoci symbolu O. Jestlize |e,| =
|x(t,) — x,| < ChP pak fikdme, ze chyba metody je tddu O(hP). Jestlize e, — 0 pro
h — 0, pak numerické TeSeni ziskané konkrétni metodou konverguje k presnému feSeni.
Cislo p nazveme 7ddem konvergence.
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Numerické metody feseni zlomkovych diferencialnich rovnic uvadéné v této praci
pouzivaji jako vychozi vztah pro odvozeni ekvivalentni integralni rovnici. V této integralni
rovnici pak aproximuji RL integral ruznymi zpusoby. Nékteré historicky starsi metody
aproximuji piimo ¢len se zlomkovou derivaci v puvodni rovnici. Struc¢né a bez vétsich
detailu uvedeme jednu z takovych metod. Tou je aproximace Griinwaldovi-Letnikovovi
derivace (dale GL derivace). Pro sirokou skupinu funkei je GL derivace ekvivalentni s RL
derivaci. Uved'me jeji definici

oA : .
D = tim L agr = 3 (19 (%) e - ),

Jj=0

Aproximace je ddna
ap o «
oD tJ ~a hf :

4.1 Zlomkova metoda prediktor—korektor

Tato metoda se da povazovat za zobecnéni klasické Adamsovy—Bashforthovy—Moultonovy
metody pro feseni pocatecnich tloh prvniho fadu. Vyjdeme z toho, Zze pocatecni tloha
(3.1), (3.2) je ekvivalentni Volterrové integralni rovnici druhého druhu ve smyslu, ze funkce
x je feSenim pocatecni tlohy tehdy a jenom tehdy, kdyz je fesenim Volterrovy integralni
rovnice

m—1 tk * 1 t
x(t) = —xy + = t— 1) (r,2(7))dr.
=3 ol + gy [ -7
Zacneme tim, ze strucné uvedeme klasickou metodu pro ODR1 a obdobnym zpusobem
odvodime algoritmus pro zlomkovy pripad. Uvazujme tedy nejprve rovnici prvniho fadu
s pocatecni podminkou

(4.1)

Funkci f uvazujeme takovou, aby existovalo jediné feSeni na intervalu (0,7). Pii rov-
nomérném déleni intervalu na N dilku jsou uzlové body dény ¢, = nh, n = 0,1,2,...
kde krok h = % Nasim cilem je ziskat pfedpis pro numerické teseni x, 1, kdyz zname
Tn, &~ z(t,). Vyjdeme z integrace rovnice (4.1) pres interval (t,,t,41):

2(tn1) = z(t) + /t "t () dt (4.2)

Integral na pravé strané rovnosti (4.2) nahrddime lichobéznikovou formuli pro vypocet
integralu. Ziskdme tak jeho aproximaci. Nyni muzeme nahradit x(¢,) aproximaci x,,

Tp41 = Tp + g [f(tm xn) + f(tn—f—b xn—i—l))}- (4-3)

Na pravé strané (4.3) nezndme hodnotu aproximace z,1, kterou se snazime vypocitat.
Proto tuto rovnici pouzijeme v iterativnim smyslu, kdy do pravé strany dosadime misto
Zpy1 predbéznou aproximaci Z,,1. Tuto predbéznou aproximaci, neboli prediktor, ziskdme
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opét z (4.2), ale s vyuzitim obdélnikové formule s levym uzlovym bodem misto lichobéz-
nikové. Obdrzime
jn—i—l =T, + h.f(tn> xn)a (44)

coz je explicitni Eulerova metoda. Kombinaci (4.3) a (4.4) dostaneme ptedpis

Puer = T+ 3 [Flt 20) + FlbnensFun)] (4.5

Déle je znamo, ze chyba této metody je

_ 2
ax, |z (t,) — zn| = O(h%).

Jedna se o metodu typu PECE (z angli¢tiny Predict, Evaluate, Correct, Evaluate. To
znamend: predpovédét, vyhodnotit, opravit, vyhodnotit.) a to z duvodu konkrétni imple-
mentace. Nejdiive bychom zacali pocitat prediktor (4.4), potom vyéislime f (¢, 1, Tni1),
nasledné spocteme korektor (4.5) a vycislime f(¢,,1,%,.1). Hodnota je ulozena a dale se
iteracni krok opakuje.

Obdobnym zpusobem odvodime piedpis pro necelociselny fad rovnice. Vychozi rovnici
nyni bude (3.3). V bodé t,,11 dostavame

1

m—1 t

tn n+1 o

2(tni1) = Y kj;ltgk) +m/0 (tnsr = 7)* 7 f (7, 2(7))dr.
k=0

Suma pred integralem je urcena pocatecnimi podminkami, tudiz zbyva aproximovat in-
tegrdl a to provedeme nésledovné

tni1 L tnt1
/ (toss — 2)* " g(2)dz ~ / (bt — 2)° G (2)d2,
0 0

kde g, 11 je linearni splajn aproximujici funkci g. Pouzitim standartnich metod lze integral
na pravé strané zapsat jako

tnt1 he n+1
thi1 — 2) Yo, (2)dz = —— Qin t:),
| =) 1) 2

kde koeficienty v sumé jsou dany

nott — (n —a)(n+ 1)« jestlize j = 0,
Ujny1 = (R =7 +2)*T + (n— )T —2(n—j +1)*" Jestlize 1 < j < n,

1, jestlize j =n + 1.

Touto ndhradou ziskame predpis pro korektor zlomkového zobecnéni

m—1 o
I AN () h .
Tpy1 = ; ECBO + mf(tn+1>$n+1))

he -
+ m ; ajni1f(tj, ;).
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Tento zapis jsme si mohli dovolit s piihlédnutim k faktu, Ze a, 41,41 = 1 a dvojndsobné
aplikace vlastnosti Gamma funkce I'(a)a = I'(ae + 1).

Nyni se zaméfime na zbyvajici ¢ast a tou je odvozeni prediktoru, podobné jako v celo-
¢iselném piipadé zvolime jednodussi nahradu integralu. Integral aproximujeme obdél-
nikovym pravidlem, tj. mame

tn+1 n
[ e =2 ) & 3 sl
0 =
kde koeficienty v sumé jsou dany

bir = (419 = (= 3)7).

Potom predikovana hodnota z,.1 je urcena

m—1 n
—_— " k) 1 -
Tpy1 = ; Hzo + m ; b%n+1f(tj>xj)-

Numericka analyza v literatuie ¥ikd, ze chyba této metody na intervalu (0,7, pii N
krocich a délce kroku h = T'/N je

N il = O(hP
max |z(t;) — ;] = O(h?),
kde
p =min{2,1+ a}.

Lze ukézat, ze duvodem takto zadané mocniny p je fakt, ze p musi byt minimem fadu
korektoru a metody prediktoru plus tad diferencialniho operatoru a. V piipadé a = 1
je p = 2, to si odpovida s celoc¢iselnou metodou uvedenou diive. Tuto metodu budeme
oznacovat jako aPECE.

4.2 Zlomkové linearni vicekrokové metody

Jinym piistupem k ziskani numerického feseni jsou zlomkové linearni vicekrokové metody
(anglicky fractional linear multistep methods, zkracené FLMM), které vychazi z klasickych
linedarnich vicekrokovych metod. U téchto metod problematika spo¢iva v aproximaci RL
integralu v (3.3) pomoci konvoluéni kvadratury

Ii?g(tn) = hﬁ an—jg(tj) + hﬁ an,jg(tj)' (46)
Jj=0 7=0

Koeficienty w, ; slouzi v této aproximaci pro prekondni mozné singularity integrandu
(¢islo s je popsano nize). Konvoluéni koeficienty w, jsou hlavni komponentou metody
a charakterizuji metodu. Ziskame je z konkrétni linedrni vicekrokové metody pro ODR.
Uvedme tedy obecnou linedrn{ vicekrokovou metodu

k k
Z PiYn—j = Z Ujf(tn—j> yn—j)' (47)
=0 =0
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S rovnici (4.7) jsou asociovany charakteristické polynomy
p(2) = po* + p12" "+ + pe1z + pr,

0(2) = 002" + 02 4 F o2+ oy

Kazdé metodé je prifazena tzv. generujici funkce w. Uréime ji pomoci charakteristickych
polynomu nésledujicim zpusobem

Klasické linearni vicekrokové metody mohou byt preformulovany jako (4.6) s § =1
(ptipad ODR). Koeficienty w,, potom ziskdme jako koeficienty mocninné rady

oo
e
n=0

V pripadé zlomkovych linearnich vicekrokovych metod se generujici funkce zméni nasled-
ujicim zpusobem

= an€n> Wﬁ(f) = (48)

kde § je rad integralu.
Nyni vénujme pozornost koeficientum w,, ;. Odvozuji se z (4.6) pro g = t”, kde v €
A,_1 U{p —1}. Zde je p Tad konvergence metody a mnozina A; je ddna jako

Ai={meR|m=1i+jp, jieNm<I}.

Jednim z vysledku zlomkového kalkulu je vzorec pro vypocet RL integralu mocninné
funkce fadu a € R, ktery je dan

(e v F(V+1) (6% i %
Ito(t_to) :m(t_to) + 5 pl"Ol/>—1,t2t0.

Tento vysledek pouzijeme v (4.6), spolu s p = 2 (jelikoz nami diskutované metody jsou
fadu 2) dostdvame

- 2 (V + 1) v+a
Z::wnJJ ZWn JJ + a+y+1)n N

kde v € A; U {1} a s je pocet prvki mnoziny A;. Koeficienty w, ; obdrzime, kdyz v
kazdém kroku , feSime soustavu n + 1 linearnich rovnic.
Po aplikaci metody tohoto typu na (3.1) a (3.2) dostavame

Ty — Tm—l(tn) —+ ha wafj —+ ha an_jfj, (49)

Jj=0 j7=0

kde f; = (tj,z;) a T}, je Taylortv rozvoj funkce z se stfedem v ¢, (pocatek intervalu)

m—1
(tn — t0)*
k=0 )

Nasledujici véta tika, za jakych podminek je metoda konvergentni.
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Véta 4.1. Necht implicitni linedrni vicekrokovd metoda s charakteristickijmi polynomy p,
o je stabilni, konzistentni a rddu p, s koreny polynomu o majici absolutni hodnoty < 1.
Potom zlomkovd linedrni vicekrokovd metoda (4.9) je konvergentni rddu p.

Efektivni vycisleni koeficientu w,, jako koeficienttu mocninné fady je nejtézsi prekazkou.
I kdyz pro nékteré metody tohoto typu existuji algoritmy pro pohodlnéjsi manipulaci
s mocninou fadou, pro vétsinu je nejefektivnéjsim ndastrojem Milleruv vzorec, ktery je
uveden v nasledujici véte.

Véta 4.2. Necht ¢(&) =1+ >_07 an™ je mocninnd Fada. Potom pro libovolné B € C,

(9()" =D vem,

kde koeficienty e jsou urcéeny rekurentné
) _ @ _ N\~ ((B+1) L
vy =1, v, —Z;( - —1)ajv,~;.
J:

Tento vzorec tedy umoziuje uréenf prvnich N koeficienti fady (¢(€))? s poctem operaci
timérnym N2. Pro mnohé piipady je vypoctova ndroénost ve skutecnosti mensi. Napiiklad

v situaci, kdy generujici funkce m4 tvar (1 £ ¢)”, potom a; = +£1 a ay = a3 = --- = 0.
Aplikaci véty 4.2 v tomto pripadé dostaneme
1
w(()ﬁ) =1, W= i(ﬁ L 1>wn—1> (4.10)
n

kde pocet operaci zahrnuje N s¢itani a 2N nasobeni.
Nyni uvedeme jednotlivé metody.
Zlomkové lichobéznikové pravidlo

Nejprve vezméme v ivahu lichobéznikové pravidlo pro ODR

h
Yn+1 — Yn = E(fn + fn—f—l)'

Charakteristické polynomy této metody maji tvar

z+1

p(z)=2z—1 a o(z2)= 5

Ty davaji generujici funkci ve tvaru
) (1+¢ 1 ( >

= =—(1+2 g").
) 201-¢) 2 ;
Generujici funkce pro neceloéiselny fad o ma podle (4.8) tvar
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Pro vy¢isleni prvnich N ¢élentt mocninné tady odpovidajici w,(§) je vypocetné vy-
hodnégjsi pouzit jiny zpusob nez piimou aplikaci Millerova vzorce (pocet operaci je zde
timérny N?). Jednim z téchto zptsobi je vyuzit{ algoritmu rychlé Fourierovy transformace
(anglicky Fast Fourier Transform, zkratka FFT).

Generujici funkei lichobéznikového pravidla rozdélime na ¢initele (14&)* a 2*(1—¢&)~°.
Tim docilime toho, ze aplikace véty 4.2 povede na ptipad (4.10). Nésledné vyhodnotime
koeficienty jejich souc¢inu pomoci FFT algoritmu. Timto se vypocetni narocnost redukuje
na 3N log, 4N, kde N je mocnina 2. V MATLABu lze toto efektivné provést pomoci par
radku kodu.

x = fft([omegal,zeros(size(omegal))]);
y = fft([omega2,zeros(size(omega2))]);
omega = ifft(x.*y);
omega = omega(1l:N);

kde omegal a omega2 jsou fadkové vektory s koeficienty funkei (1 + &)* a 2%(1 — &)™,
které spocitdme snadno pomoci (4.10). Oznaceni pro tuto metodu je FT (z anglického
fractional trapezoidal rule).

Newtonova—Gregoryho formule

Lichobéznikové pravidlo patii do skupiny k-krokovych Adamsovych—Moultonovych metod
k
Ynt1 —Yn=h Z ViV fats
i=0

kde V' f, 1 predstavuje zpétnou diferenci, tj. V' f, 11 = fap1 a Vi foy = Vif 1 —Vif,.
Koeficienty ~; zde predstavuji prvnich k£ + 1 koeficientii mocninné rady

GE =+ =8+ +7m0 -8 +...

funkce G (&) = €= To lze zkracend zapsat jako
In¢

GOy =r+n(1 =&+ +m(l—-9"

Vysledna generujici funkce je

Zvolime-li k = 1 dostaneme v = 1 a v, = —%. To vede na ptedpis pro klasické li-
chobéznikové pravdilo. Dale umocnime-li generujici funkci fadem «, dostaneme zlomkovou
variantu lichobéznikového pravidla uvedenou diive.

Ukazalo se, ze zdménou operaci [-], a umocnéni na a (nejprve umocnime G(§) na
a a potom vezmeme prvnich (k+1) ¢lent) dostaneme jinou skupinu metod, které jsou
znamy jako Newtonovy—Gregoryho formule (ddle budeme pouzivat zkratku NG). Pro
prehlednost oznacme 7 =1 — &,

oy = G-y = (- ) - (e ) =
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Koeficienty 7% muzeme vycislit pomoci véty 4.2.
Generujici funcke téchto metod ma tvar

_ (G(€)"];,
Y=g
Pro 1-krokovou Adamsovu metodu je 4§ = 1, A7 = § a generujici funkce je
_1-301-¢) Y a
wa(§) = (12_—5)(1 =(1-9™(1- 5 (1 —)).

Po upravach je vypocet prvnich N koeficientu funcke w,(§) dén

_a)

1 - g)wr(z_a) + %wr(z—l ’

wozl—%, wn:( 5

kde wi ™ jsou koeficienty funkce (1 — &) uréené pomoci (4.10). Vypocetni nédrocnost pro
urceni téchto koeficientu je N.

Zlomkova metoda zpétného derivovani

Pro ODR je metoda zpétného derivovani druhého fadu dana

LIS S
Yn+2 3yn+1 3yn— 3 n+2

s charakteristickymi polynomy p(z) = (22 —4/3z +1/3), o(z) = 2/32* a generujici funkcf

o(g) 2
1) " 30— 431 /3)
Tato metoda disponuje fadem konvergence 2 a velmi dobrou stabilitou, pozdéji ovérime,
zda si zachova tyto vlastnosti i jeji necelociselna varianta.

Koeficienty generujici funkce w® (&) opét vyé¢islime pomoci Millerova vzorce (véta 4.2).
Nejprve jej aplikujeme na (1 —4£/3 + £%/3)7%, to da

4 4 1 4201 -
G =1, & = zad, wn=1<1+o‘ )wn_ﬁg(Mq)@n_g,

n n

a potom w,, = 2%w, /3. Celkovy pocet operaci jde zde opét umérny N. Tato metoda se
oznacuje jako FBDF (z anglického fractional backward differentiation formula).

5 Stabilita

Jak uz bylo naznaceno diive, vagné feceno, stabilitou metody rozumime vlastnost, kdy
se numerické feseni chova kvalitativné stejné jako ptislusné presné reseni. Zejména pak,
je-li nulové feseni ODR (soustavy ODR) asymptoticky stabilni v Ljapunovové smyslu,
pak trajektorie, které zacinaji ,blizko“ pocatku, zustavaji stale ,blizko“ a pro t — oo
jsou k pocatku pritahovany. Pokud je toto chovani zachovano i v pripadé numerického
feSeni ziskaného néjakou metodou, pak takovou metodu povazujeme za stabilni. Presnéji,
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tato myslenka je podstatou pojmu A-stabilni numerické metody, ktery je v teorii stability
numerickych metod zdkladnim.
V pripadé ODR celociselného fadu se stabilita testuje na linedarni rovnici

2(t) = \x(t), MNeC. (5.1)
Takovou rovnici lze chapat jako linearizaci autonomni nelinedrni rovnice

z'(t) = g(=(t))

v okoli hyperbolického bodu rovnovéhy z* (v takovém piipadé je A = ¢'(z*) € R). Je
zndmo, ze nulové reseni rovnice (5.1) je asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz A lezi
v levé poloroviné komplexni roviny (tj. Re(A) < 0). Aplikujeme-li numerickou metodu
(s pevnym krokem h) na rovnici (5.1) a oznac¢ime S oblast asymptotické stability (v nu-
merice nazyvané oblast absolutni nebo linearni stability), tj. mnoziny hodnot hA € C, pro
které numerické feseni z,, konverguje k nule pro n — oo, pak metodu nazveme A-stabilni,
jestlize S je nadmnozinou levé komplexni poloroviny, tj.

SOC ={AeC:Re()N) <0}.

V opacném piipadé, kdy S € C~ (S # ), hovoiime o podminéné stabilni metodé. Proto-
typem A-stabilni metody je zpétnéd (implicitni) Eulerova metoda, prototypem podminéné
stabilni metody je dopfedna (explicitni) Eulerova metoda.
Analogicky pristup lze aplikovat i v pripadé ODR zlomkového tadu. Testovaci rovnici
nyni bude rovnice
“Dgx(t) = dx(t), A€C, 0<a<?2 (5.2)
0 ’ ’ ’ .
ktera ma opét ustaleny stav x = 0. Zobecnéni vysledku o asymptotické stabilité tohoto

feSeni je uvedeno v nasledujici véte.

Véta 5.1 ([7]). .Necht a > 0. Nulové Feseni rovnice (5.2) je asymptoticky stabilni tehdy
a jenom tehdy, kdyz X\ € 3, kde X, = {z € C : |arg(z)| > an/2}.

Jestlize aplikujeme zlomkovou metodu prediktor—korektor, nebo zlomkovou linedrni
vicekrokovou metodu na (5.2), numerické feseni této rovnice {z, },en ziskdme vycislenim
konvoluc¢ni kvadratury

Tp = Gn + RN an_jxj, ) (5.3)
§=0
Nasledujici véta popisuje oblast stability S, C C tak, ze x,, — 0, kdyz h*\ € S,.

Véta 5.2. Necht o > 0. Predpoklddejme, Ze posloupnost {g,} je konvergentni a Ze koefi-
ctenty kvadratury w, splnuji

na—l 0
Wy = = + Up, Un| < 0.
I(a+1) ; e

Potom oblast absolutni stability konvolucni kvadratury (5.3) je

SaZC\{ﬁ(Q [ 1}, wa(£) =§%€"-
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V literatute lze dohledat, ze FLMM spliuji pfedpoklady véty 5.2. Pro metody zlom-
kovych diferencidlnich rovnic je vyhodné zavést pojem A(%")-stability, kdy pozadujeme,
aby Xo C So. Prototypem A(F)-stabilni metody je zlomkové lichobéznikové pravidlo FT.

Uhel % je zde mezi redlnou osou a hranici oblasti. Na ndsledujicich obrazcich je mnozina
S, vyznacena Sedou oblasti. U metod NG a FBDF je naznacena hranice A(%F)-stability
tenkou ¢arou. Pro zlomkovou variantu metody prediktor—korektor generujici funkce w,(§)

nelze analyticky vyjadrit, proto neni uveden obrazek s oblasti stability.

2 2

1 1

0 0

1 1

2 2

-1 0 1 2 3 4 5 -5 -4 -3 2 -1 0 1
Obréazek 1: FT pro a = 0.7 Obréazek 2: FT pro a = 1.3

4 4

3 3

2 2

1 1

0 0

1 1

2 2

3 3

-4 . . . -4 . . - -
0 2 4 6 8 -8 -6 -4 2 0
Obréazek 3: NG pro a = 0.7 Obréazek 4: NG pro a = 1.3

Pro 0 < a < 1 lze pozorovat, ze se oblast S, s rostoucim « zmensuje, ale vSechny uve-
dené metody jsou A(%F)-stabilni. V tomto rozsahu a ma nejvétsi oblast stability (oproti
FT) metoda FBDF, po ni metoda NG. Pro 1 < a < 2 je situace jind. Pouze FT a BDF
si zachovavaji A(%")-stabilitu, kdezto metodya NG ji ztraci.

6 Numerické experimenty

Uvedené numerické metody byly srovndny na testovaci tloze (5.2) s hodnotou A = —1
pro tady rovnic « = 0.7 a o« = 1.7
Jednim z vysledku zlomkového kalkulu je presné feseni testovaci tlohy (5.2), to je
dano
{L’(t) = Ea,l()‘ta)>
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4 4
2 2
0 0
2 -2
-4 4
-2 0 2 4 6 2 0 2 4 6
Obréazek 5: FBDF pro a = 0.7 Obréazek 6: FBDF pro a = 1.3

pfi podmince z(0) =1 prot > 0a A € R.
Zkratky pouzitych metod:
aPECE — Zlomkova metoda prediktor—korektor
e F'T — Zlomkové lichobéznikové pravidlo (Fractional Trapezoidal rule)
e NG — Newtonovy—Gregoryho formule
e FBDF — Zlomkové metody zpétného derivovani (Fractional Backwards Differenti-
ation Formula)
Chyba ey je spocitana jako

EN = |{L’(tN) — {L’N|.
Hodnota z(ty) je urc¢ena pomoci [4] numericky s chybou piiblizné 107'°. Odhad fddu
konvergence EOC (anglicky Estimated Order of Convergence) je spo¢itdn pomoci

EOC = log, .
€N

V tabulce je pouZit zkrdceny zapis ¢isel, napi. 1.23(—4) zde predstavuje 1.23 - 1074

a=0."7

N a PECE FTR NG FBDF

- EN EOC EN EOC EeN EOC EN EOC
25 1.88(—4) 2.16(—7) 1.17(—6) 9.55(—6)

50 5.62(—5) 1.748 | 5.55(—7) 1.361 | 1.11(—6) 0.074 | 4.38(—6) 1.128
100 1.70(=5) 1.722 | 2.77(=7) 1.002 | 4.65(—=7) 1.261 | 1.54(—6) 1.506
200 5.21(—6) 1.707 | 9.88(—8) 1.490 | 1.55(=7) 1.580 |4.79(—=7) 1.685
400 1.60(—6) 1.701 | 3.06(—8) 1.688 | 4.68(—8) 1.732 | 1.38(—7) 1.788
800 | 4.94(=7) 1.697 |8.84(—9) 1.794 | 1.32(—8) 1.819 | 3.84(—8) 1.852
1600 | 1.52(=7) 1.695 | 2.43(—9) 1.858 | 3.62(—9) 1.873 | 1.03(—8) 1.895

Tabulka 1: Chyby ey a odhady fadu konvergence EOC pro t=1, a=0.7 a A = —1.

Pro metodu aPECE vysledky vypoctu v tabulce 1 potvrzuji teoreticky vysledek, ze
metoda konverguje s fadem 1 + o pro o < 1. Z hlediska velikosti chyby je pro fad a < 1
nejpresnéjsi metoda FT. Pro tady 1 < a < 2 ma nejmensi chybu metoda NG a odhad
fadu vSech metod ptiblizné odpovida 2.
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a=1.7

N a PECE FTR NG FBDF

- EN EOC EN EOC EN EOC EN EOC
25 7.68(—5) 1.17(—4) 9.35(—7) 4.39(—4)

50 1.88(—5) 2.031 | 2.99(=5) 1.971 |4.57(=7) 1.032 | 1.15(—4) 1.928
100 || 4.64(—6) 2.020 | 7.56(—6) 1.983 | 2.20(=7) 1.057 |2.97(=5) 1.960
200 || 1.15(—6) 2.012 | 1.91(—6) 1.989 | 7.10(—8) 1.629 | 7.53(—6) 1.977
400 2.86(—7) 2.008 |4.79(—=7) 1.994 |2.02(-8) 1.813 |1.90(—6) 1.987
800 7.12(-8) 2.005 | 1.20(-=7) 1.996 | 5.43(—9) 1.897 | 4.78(-7) 1.992
1600 || 1.78(—8) 2.003 | 3.00(—8) 1.998 | 1.41(—9) 1.940 | 1.20(=7) 1.995

Tabulka 2: Chyby ey a odhady fadu konvergence EOC pro t=1, a=1.7 a A = —1.
Zaveér

V této praci bylo cilem uvést zaklady zlomkového kalkulu a nékolik metod fesSeni di-
ferencidlnich rovnic necelo¢iselného fadu. V prvni ¢asti (kapitoly 1-3) byla pozornost
zameérena na teorii zlomkového kalkulu. Byly definovany derivace a integraly necelocisel-
ného tadu a feceny podminky jejich existence. Déle je uvedeno za jakych podminek exis-
tuje jednoznacné reseni diferencidlni rovnice neceloéiselného radu a dulezité vlastnosti,
kterych je vyuzito pfi odvozeni numerickych metod.

Druhé cast (kapitoly 4-6) je vénovéna odvozeni a testovani numerickych metod. Mezi
uvedené metody patii zlomkova metoda prediktor—korektor a nékteré metody ze skupiny
zlomkovych linedrnich vicekrokovych metod (FT, NG, FBDF). Tyto metody jsou dale
porovnany z hlediska stability v zavislosti na necelo¢iselném tadu rovnice a. Pro tady
0 < a < 1 jsou vSechny uvedené metody nezavislé na velikosti kroku. Pro fady 1 <
a < 2 touto vlastnosti disponuji pouze metody FT a FBDF, metody NG a aPECE jsou
proto nevhodné pro feseni tuhych systému v tomto rozsahu fadu. V posledni kapitole
jsou porovnany vysledky zminénych metod z hlediska presnosti a odhadovaného radu
konvergence.
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Apendix

Implementace metody aPECE v programovacim jazyce MATLAB. Resi pocdtecni tilohu
zlomkové diferencidlni rovnice s jednim Caputovym operatorem radu a.

fdefun — funkce pravé strany, tO — zacatek intervalu, t_final — konec intervalu,
ic — vektor s poc¢atecnimi podminkami, alpha - fad rovnice, h — délka kroku.

function [ t, x ] = fde_pece( fdefun, tO , t_final, ic, alpha, h )

N=floor((t_final-t0)/h);
t=t0:h:Nx*h;

m=ceil (alpha);

A=zeros(1,N) ;B=A;
problemSize=max(size(ic(:,1)));
fMat=zeros(problemSize,N);

for k=1:N

B(k)=k"alpha-(k-1) "alpha; %koeficienty korektoru

A(k)=(k+1) "~ (alpha+1)-2*k~ (alpha+1)+(k-1) "~ (alpha+1); %koef. prediktoru
end

x(:,1)=ic(:,1);
u=zeros(1,m);

for j=1:N
for k=1:m
u(k)=(j*h) "~ (k-1)/(factorial (k-1));
end
icSum = ic*u’;

fMat(:,j) = feval(fdefun,tO0+(j-1)*h,x(:,j));
predictSum = fMat(:,1:j)*f1lip(B(1:3))’;
xPredict = icSum+(h”alpha/gamma(alpha+1))*predictSum;

p=[0,flip(A(L1:j-1))]17;
correctorSum = fMat(:,1:j)*p;

x(:,j+1)=icSum+h~alpha/gamma(alpha+2) *(feval (fdefun, j*h,xPredict)+...
((j-1)~(alpha+1)-(j-1-alpha)*j~alpha)*fMat(:,1)+correctorSum) ;
end
end
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