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Abstrakt 
Tato p r á c e se zabývá popisem vývoje n á s t r o j e pro v ý p o č e t Nashova ekvi l ibr ia v nekoope-
ra t ivn ích h r á c h s n e n u l o v ý m s o u č t e m . Definuje zák l adn í pojmy v teorii n e k o o p e r a t i v n í c h 
her. Popisuje v h o d n é algori tmy pro v ý p o č e t ryz ího a smíšeného Nashova ekvi l ibr ia podle 
p o č t u h r á č ů d a n é hry. P r á c e prezentuje implementaci výs ledné aplikace a experimenty na 
ní p rovedené . 

Abstract 
This thesis deals w i th development of tool for computing Nash equi l ibr ium i n non-zero-sum 
non-cooperative games. It defines basic terms i n non-cooperative game theory. It describes 
suitable algorithms for computat ion pure and mixed Nash equi l ibr ium according to num­
ber of players. Thesis presents implementat ion of resulting application and experiments 
conducted on it . 
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Kapitola 1 

Úvod 

V t é t o p rác i se budu z a b ý v a t teor i í her a h l avně její podkapi tolou n e k o o p e r a t i v n í hry v nor­
má ln í formě. P o m o c í teorie her lze m a t e m a t i c k ý m a p a r á t e m popsat rac ioná ln í chování lidí 
v situaci, kdy se n a v z á j e m ovlivňují svými r o z h o d n u t í m i . S a m o t n á teorie her je mult idisci-
p l iná rn í vědou, nejvíce ovlivňuje vědecké odvě tv í jako matematika, ekonomie, politologie a 
sociologie. V la s tn í teorie je ap l ikova te lná na k a ž d o d e n n í rozhodován í . 

Za p r v n í dílo, jež se věnuje popisu teorie her je p o v a ž o v á n a kniha Theory of games 
and economic behavior od Johna von Neumanna [19]. P r o tuto prác i je však důleži tějš í 
č lánek Johna Nashe Non-Cooperative Games [13]. Nash definoval hry n e k o o p e r a t i v n í pro 
více h r á č ů , z a t í m c o ve von N e u m a n n o v ě p rác i by la r o z e b r á n a pouze teorie d v o u h r á č o v ý c h 
her s n u l o v ý m s o u č t e m a v ícehráčové k o o p e r a t i v n í hry. Nash ve svém č l ánku řeší hry p o m o c í 
ekvi l ibr ia neboli rovnováhy ve h ř e . R o v n o v á h u si vysvě t lu jeme tak, že ž á d n ý h r á č hraj íc í hru 
nebude mí t tendenci m ě n i t svou strategii, a t í m m ě n i t i strategie p r o t i h r á č ů , p ro tože každý 
svou volbou o d p o v í d á na akce p r o t i v n í k ů . N a počes t Nashova objevu by la tato r o v n o v á h a 
n a z v á n a N a s h o v ý m ekvi l ibr iem (angl. Nash equil ibrium). 

Tato p r á c e se z a b ý v á vývo jem n á s t r o j e pro v ý p o č e t Nashova ekvi l ibr ia , k t e r ý m á na léz t 
v šechna ryzí Nashova ekvi l ibr ia , v šechna smí šená Nashova ekvi l ibr ia v d v o u h r á č o v ý c h h r á c h 
a a l e spoň jedno smíšené Nashovo ekv i l ib r ium ve h r á c h v ícehráčových . 

V kapitole Teorie her (2) bude p o p s á n a teorie her s ohledem na n e k o o p e r a t i v n í hry 
v rozsahu p o t ř e b n é m pro tuto prác i . K a p i t o l a Algoritmy pro výpočet Nashova ekvilibria (3) 
popisuje p o u ž i t é algoritmy pro nalezení tohoto rovnovážného bodu ve h ře . Následuj íc í kapi­
tola Implementace (4) n á m u m o ž n í p ř e d s t a v u o implementaci n á s t r o j e pro v ý p o č e t Nashova 
ekvi l ibr ia . Pos ledn í kapitola Experimenty (5) ukazuje použ i t í v y t v o ř e n é h o n á s t r o j e v praxi 
př i p o č í t a n í s hrami o r ů z n é n á r o č n o s t i a s rovnán í algori tmu s k o n k u r e n č n í m i p ros t ř edky . 

B a k a l á ř s k á p r á c e navazuje na výs ledky s emes t r á ln íh o projektu z p ř e d m ě t u ISP . V tomto 
projektu jsem splni l p r v n í dva body zadán í , tzn . nastudoval jsem teorii her se z a m ě ř e n í m 
na n e k o o p e r a t i v n í hry, provedl p r v n í n á v r h programu a stanovil algori tmy pro v ý p o č e t 
Nashova ekvi l ibr ia . 
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Kapitola 2 

Teorie her 

V následuj íc ích sekcích z a m ě ř e n ý c h na samotnou teorii jsem vycháze l p ř e d e v š í m z publ ikac í 
Doprovodné texty ke kurzu Teorie her od M a r t i n a H r u b é h o [ ], Course in game theory 
od a u t o r ů M a r t i n J . Osborne a A r i e l Rubins te in [ ] a Algorithmic game theory, kterou 
z editoval N o a m Nisan [ ]. Notace je p lně p ř e v z a t a z [6]. 

2.1 Nekoopera t ivní hra 

N e k o o p e r a t i v n í hru si lze p ř e d s t a v i t jako in t e r ak t i vn í strategickou situaci dvou a více pro­
t i h r á č ů , kdy k a ž d ý h r á č sleduje pouze své v las tn í cíle a projevuje tak tzv. i nd iv iduá ln í 
racionali tu. Teore t ický model u h r á č ů p ř e d p o k l á d á následuj íc í vlastnostif , str. 1]: 

• Jsou rac ioná ln í , tedy chovají se jen podle v las tn ích zá jmů . 

• Očekávaj í r ac ioná ln í hru svých p r o t i h r á č ů . 

Hráč i ma j í m o ž n o s t v y b í r a t z u rč i tých akcí nebo strategií a jsou si vědomi důs l edků , pokud 
budou h r á t tyto strategie. T y t o důs l edky jsou n a z ý v á n y užitky. P r á v ě vědomí si svých 
s t ra teg i í , s t r a teg i í p r o t i h r á č ů a všech u ž i t k ů je j e d n í m ze zák ladn ích k a m e n ů her a n a z ý v á 
se společná znalost (angl. common knowledge). 

H r a je po tom h r á n a jako jedna o jed ině lá a neopakuj íc í se udá los t . K a ž d ý h r á č se roz­
hodne pro u r č i t ou strategii bez znalosti zvolených s t ra teg i í o s t a t n í c h h r á č ů . Samozře jmě 
t a k o v ý h r á č očekává, že i o s t a t n í h ráč i jsou rac ioná ln í , a proto m ů ž e p ř e d p o k l á d a t akce 
p r o t i h r á č ů . H r á č ů m je sdělen výs ledek hry, a tedy i jejich už i tek . H r a t í m t o končí. 

Nyn í m ů ž e m e p ř i s t o u p i t k m a t e m a t i c k é definici n e k o o p e r a t i v n í hry a všeho , co je k ní 
p o t ř e b a . 

Definice 1. S t r a t eg ická n e k o o p e r a t i v n í hra iV h r á č ů je (2iV + l)- t ice 

ľ = (Q; Si, S2, • • •, SN; UI, U2, • • • UN) 

kde: 

• Q = l , 2 , . . . iV je konečná m n o ž i n a h r á č ů ve h ře . 

• Si, i £ Q jsou (konečné) m n o ž i n y ryzích s t ra teg i í h r á č ů i G Q. 

• Ui : Si x S2 x • • • x Sjy —> U jsou funkce u ž i t k u h r áčů . 
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Oborem hodnot už i tkových funkcí je obecně univerzum U . P rak t i cky se však vě t š inou 
za toto univerzum berou reá lné čísla U = M . 

K a r t é z s k ý součin m n o ž i n s t ra teg i í h r á č ů je n a z ý v á n množinou strategických profilů hry: 

S = S i x S2 x . . . x SN = Yl Si 

Tato m n o ž i n a je tedy m n o ž i n o u všech m o ž n ý c h v ý s t u p ů , k t e r é mohou hráč i h r á t . P r v k y 
se nazýva j í strategické profily s G S. 

M n o ž i n a sub-profi lů h r á č e i je ka r t éz ský součin všech m n o ž i n s t ra teg i í k r o m ě m n o ž i n y 
hráčovy: 

S-i = Si x S2 x . . . x Si-i x Si+i x ... x SN = Yl sj 

3&Q\{i} 

Složení strategie S j G Si a kontextu p r o t i h r á č ů S-i G S-i z n a č í m e nás leduj íc ím způso­
bem: (SJ, s-i) G S. 

P o č e t s t r a t eg i í h r áče i budeme znači t : 

nu = \Si\ 

P o č e t všech s t ra teg i í všech h r á č ů pak m ů ž e m e vy jádř i t pomoc í : 

m = rrii (2-1) 

2.1.1 Bes t response 

Nyní si definujeme pojem nejlepší odpověd i na p ro t ih ráčov i akce. P ř e d p o k l á d e j m e , že pro­
t ih ráč i zvolí s t r a t eg ický sub-profil s_j, po tom se h r á č i snaží vybrat ze svých s t ra teg i í akci, 
k t e r á bude pro n ě h o nej př ínosnějš í . M n o ž i n a s t ra teg i í , jejíž p rvky jsou nejlepší m o ž n o u 
odpověd í na akce p r o t i h r á č ů , se n a z ý v á best response. 

Definice 2. M ě j m e hru T = (Q; { 5 J } J £ Q ; {UÍ}ÍGQ), h r á č e i G Q a s t r a t eg ický subprofil 
S-i G S-i. Best response h r á č e i po tom je následuj íc í korespondence: 

BRÍ(S-Í) = argmax[Ui(si,S-i)] 

Z definice (2) plyne, že oborem hodnot BRÍ je 2Si \ {0}. 

Zde je dů lež i t é upozornit , že rac ioná ln í h r á č si v ž d y vybere strategii z m n o ž i n y BRÍ. TO 
je s a m o z ř e j m ě n u t n é b r á t v ú v a h u jako p r o t i h r á č . Zároveň je t a k é indi ferentn í mezi všemi 
strategiemi v m n o ž i n ě BRÍ. 

2.1.2 D o m i n a n c e m e z i s trateg iemi 

N a druhou stranu, pokud m á n ě k t e r á strategie v ž d y menš í už i t ek než o s t a t n í , nebude tuto 
strategii h r á č n ikdy h r á t a nemus í j i tedy ani uvažova t . P r o t i h r á č i jsou si vědomi toho, že 
tato strategie n ikdy h r á n a nebude, a proto j i t a k é neuvažuj í . Taková strategie je n a z ý v á n a 
d o m i n o v a n á (angl. dominated). 
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Definice 3 . M ě j m e hru T = (Q; {SÍ}Í<=Q; {Č7J}J 6 Q) , strategie sj G Si s t r i k t n ě dominuje 
nad s t r a t eg i í sf G Si, pokud: 

V s _ i G S-i : Ui{s\,s-i) > Ui(sj,s-i) 

Existuje j e š t ě d r u h ý koncept dominance mezi strategiemi, a to s l abá dominance. 

Definice 4 . M ě j m e hru T = (Q; {SÍ}ÍĚQ; {Č7J}J 6 Q) , strategie sj G Si s l a b ě dominuje nad 
s t ra teg i í sf G Si, pokud: 

Vs_j G S-i : ř 7 j ( s - , s _ i ) > Ui(s?,s-i) 

A současně 
3 S ' _ l G 5 _ l : f / l ( ^ 1 , S ' _ J > f / l ( S f , S ' _ J 

Pokud budeme dominanci strategie zkoumat oproti v š e m o s t a t n í m h r á č o v ý m s t r a t eg i ím , 
zj is t íme, zda je strategie celkově d o m i n u j í c í / d o m i n o v a n á . 

Definice 5. M ě j m e hru T = (Q; {SÍ}ÍĚQ; {Č7J}J 6 Q) . Strategie sj h r á č e i je ve h ř e s t r i k t n ě 
d o m i n o v a n á , pokud existuje jedna strategie sf G Si\ {sj} t aková , že sf s t r i k t n ě dominuje 
nad sj. 

Definice 6. M ě j m e hru F = (Q; {SÍ}Í&Q; {Č7J}J 6 Q) . Strategie sj h r á č e i je ve h ř e s t r i k t n ě 
dominuj íc í , pokud pro všechny strategie sf G Si \ {sj} p la t í , že sj s t r i k t n ě dominuje nad 
s2 

Pokud m á k a ž d ý h r á č ze hry mezi svými strategiemi jednu strategii s t r i k t n ě dominuj íc í 
nade všemi , z í skáváme p r v n í m o ž n é řešení n e k o o p e r a t i v n í c h her: řešení v dominuj íc ích stra­
tegi ích (angl. dominant s t r a t é g y solution [ , str. 10] / dominant s t r a t é g y equi l ibr ium [ , 
str. 181]). 

Definice 7. M ě j m e hru T = (Q; {SÍ}ÍĚQ; {UÍ}ÍĚQ). S t r a t eg i cký profil s* G £ je ř e šen ím 
ve s t r i k t n ě d o m i n a n t n í c h s t ra teg i ích , pokud p la t í : 

V i G Q, Si G Si \ {s*} : Ui(s*,s-i) > U~Í(SÍ, S-Í) 

Existuje j e š t ě pojem dominance smíšené strategie nad ryzí s t ra teg i í . Tuto však pro 
vysokou v ý p o č e t n í n á r o č n o s t nebudeme uvažova t . 

2.2 Ryzí Nashovo ekvilibrium 

E k v i l i b r i u m neboli r o v n o v á h a znač í ve h r á c h rovnovážný stav. Tento bod by mě l popiso­
vat situaci hry, k t e r á je ú n o s n á pro všechny h r á č e a p ř edevš ím , že rac ioná ln í h ráč i s v ý m 
u v a ž o v á n í m do tohoto bodu sami dospěj í . Tuto sku t ečnos t t a k é do j i s t é m í r y dokazuj í ex­
p e r i m e n t á l n í studie s chován ím lidí v r eá lných s i tuac ích jako n a p ř í k l a d chování t e n i s t ů na 
Wimbledonu od M a r k a Walkera [20] a chování fo tba l i s tů a b r a n k á ř ů př i kopán í penalty, jak 
vysledoval P i e r e - A n d r é Ch iappor i [ ]. 

Tato p r á c e se bude z a b ý v a t v ý h r a d n ě N a s h o v ý m ekvi l ibr iem. E k v i l i b r i u m m ů ž e m e po­
važova t za u r č i t é řešení hry. Je to informace, jejíž znalost m ů ž e bý t velmi dů lež i tá , ale na 
druhou stranu její z ískání p a t ř í mezi ob t í žné v ý p o č e t n í úkony, jak je p o p s á n o v č l ánku The 
Complexity of Computing a Nash Equilibrium [3]. 
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Definice 8. M ě j m e hru T = (Q; {SÍ}ÍĚQ; {UÍ}ÍĚQ). S t r a t eg ický profil s* G S je r y z í m 
N a s h o v ý m ekvil ibriem (angl. pure Nash equil ibrium), pokud p la t í : 

V i G Q, Vsj G Si : ř 7 j ( s * , s l j )>Ui(si,s*_i 

V l i t e r a t u ř e se tato definice interpretuje tak, že ž á d n ý z h r á č ů n e m ů ž e změn i t svoji ryzí 
strategii, a t í m si zvýši t už i t ek ze hry [17, 14]. Z definic (8) a (7) vyp lývá , že pokud m á 
hra řešení ve s t r i k t n ě d o m i n a n t n í c h s t r a teg i í ch je toto řešení zá roveň u n i k á t n í m N a s h o v ý m 
ekvil ibr iem. 

2.3 Nekoopera t ivní hra se smíšenými strategiemi 

Jak n á m ukazuj í hry Matching pennies ( A . l ) nebo Kámen-nůžky-papír (A.2) , ne všechny 
hry m a j í ryzí Nashovo ekvi l ib r ium. Z n a m e n á to, že hra n e m á ryzí Nashovo ekvi l ibr ium, 
ale že k a ž d ý h r á č hraje nedeterministicky, tedy s u r č i t ý m vl ivem p r a v d ě p o d o b n o s t i . Takové 
hráčovo chování se n a z ý v á smíšenou strategií. Existence smíšených s t ra teg i í u hry n a z ý v á m e 
smíšeným rozšířením [17, str. 32] n e k o o p e r a t i v n í hry. 

Definice 9. M ě j m e hru T = (Q; {SÍ}Í&Q; {UÍ}Í&Q). H r u F m = (Q; { A i } i e Q ; {KÍ}Í&Q) na­

zveme s m í š e n ý m rozš í řen ím hry T, pokud V i G Q: 

• A j je m n o ž i n a smíšených s t r a t eg i í h r á č e i s p rvky cij G A j . Číslo CTJ(,SJ) označuje 
p r a v d ě p o d o b n o s t p ř i ř a z e n o u ryzí strategii s j G Si ve smíšené strategii cij. M n o ž i n u 
všech m n o ž i n smíšených s t ra teg i í z n a č í m e A = Y\i A j . 

• V ý p l a t n í funkce h r á č ů / očekávaný už i t ek (angl. expected payoff) je v k a ž d é m smíše­
n é m profilu a G A : 

V d a l š í m textu budeme p o t ř e b o v a t složení ryzí strategie se s t ra teg i í smíšenou . To bu­
deme pro jednoduchost znač i t (sj,cr_j), kde i G Q, Sj G Si a cr_j G A _ j . Tento zápis 
z n a m e n á , že smí šená strategie se s k l á d á ze s t ra teg i í p r o t i h r á č ů a j e d n é ryzí strategie h r á č e i. 

2.3.1 S m í š e n é N a s h o v o e k v i l i b r i u m 

Ve s m í š e n é m rozšíření n e k o o p e r a t i v n í hry s a m o z ř e j m ě existuje t a k é koncept Nashova ekvi-
l ibr ia . Ukazuje n á m s tab i ln í rozložení p r a v d ě p o d o b n o s t i p řes h r áčovy strategie po d o s á h n u t í 
stavu, kdy ž á d n ý z h r á č ů n e m á z á j e m tuto smíšenou strategii m ě n i t . M u s í m e však s tá le m í t 
na p a m ě t i , že n e k o o p e r a t i v n í h ra je neopakovatelnou a neopakovanou udá los t í a celý proces 
h ledán í ekvi l ibr ia p r o b í h á p ř e d v l a s t n í m r o z h o d n u t í m o h r a n é strategii. Smíšené Nashovo 
ekvi l ib r ium je m o ž n o vysledovat na velkém vzorku nezávis lých p o k u s ů [2, 20]. 

Definice 10. M ě j m e hru Tm = (Q; { A J } J 6 Q ; { T T J } J 6 Q ) . Smíšeny profil a* £ A nazveme 
smíšené Nashovo ekv i l ib r ium ve h ř e Tm, pokud p la t í : 

V i G Q, Vcjj G A j : 7TJ(CJ*) > 7TJ(CJJ, a*_J 
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P o d o b n ě jako u ryz ího Nashova ekvi l ibr ia si tento vzorec m ů ž e m e vyloži t tak, že ž á d n ý 
h r á č n e m á tendenci změn i t svoji smí šenou strategii. 

Důlež i tý pojem, k t e r ý v y s t á v á u o t á z k y smíšeného Nashova ekvi l ibr ia a smíšených stra­
tegií obecně , je indiference. H r á č , k t e r ý hraje smíšenou strategii, mus í m í t s te jný už i tek 
z každé j edno t l ivé ryzí strategie v d o m é n ě (2.3.3) t é t o strategie, tedy z každé ryzí strategie 
h r a n é s nenulovou p r a v d ě p o d o b n o s t í [ , str. 33]. To je s amozře jmé , kdyby mě l z j e d n é 
strategie už i t ek větší než ze d r u h é , tak to je jeho best response a druhou strategii nebude 
v ů b e c h r á t . 

2.3.2 E x i s t e n c e s m í š e n é h o N a s h o v a e k v i l i b r i a 

John Nash ve svém č lánku Non-cooperative games [ ] vys lovi l následuj íc í vě tu : 

V ě t a 1. Každá konečná nekooperativní hra má Nashovo equilibrium. 

D ů k a z t é t o vě ty je m o ž n o na léz t v [13, str. 5]. V ě t a 1 n á m ukazuje, že v každé h ře , se 
kterou se budeme v t é t o p rác i z a b ý v a t , bude m i n i m á l n ě jedno Nashovo ekvi l ibr ium, ať už 
ryzí nebo smíšené . T í m m á m e vymezen t eo re t i cký zák lad pro h l edán í N a s h o v ý c h ekvil ibri í 
v n e k o o p e r a t i v n í c h h rách . 

Da l š ím za j ímavou v l a s tnos t í n e k o o p e r a t i v n í c h her je poče t ekvil ibri í . 

V ě t a 2. Každá konečná nedegenerovaná hra má vždy lichý počet ekvilibrií [ , str. 62]. 

2.3.3 D o m é n a s m í š e n é strategie 

Doména smíšené strategie (angl. support) je pojem, d íky k t e r é m u se n á m bude lépe pra­
covat se smíšenými strategiemi př i h l edán í smíšeného Nashova ekvi l ibr ia . Také je d íky ní 
def inována degenerovanost hry (kapitola 2.3.4). 

Definice 11. M ě j m e hru TM = (Q; {AÍ}ÍĚQ; {TTÍ}ÍĚQ) a smíšenou strategii Oi £ Aj h r á č e i. 
D o m é n u smíšené strategie h r á č e i definujeme takto: 

suppi(oi) = {SÍ e Si\(Ji{si) > 0} 

D o m é n a smíšené strategie obsahuje všechny ryzí strategie h r a n é s nenulovou p r a v d ě p o ­
d o b n o s t í ve smíšené strategii o i. 

2.3.4 D e g e n e r o v a n á h r a 

U her je zavedený i další pojem degenerovanost, k t e r ý n á m d á v á u r č i t o u informaci o smíše­
ných N a s h o v ý c h ekvil ibri ích. 

Definice 12. D v o u h r á č o v á hra je nedegenerovaná (angl. nondegenerate), pokud ž á d n á 
smíšená strategie s d o m é n o u velikosti k n e m á více než k ryzích best response s t ra teg i í . 

J e d n o d u c h ý m testem na degenerovanost hry je v ý p o č e t ryzích best-response na všechny 
ryzí strategie p r o t i h r á č e . P o k u d h r á č na jednu ryzí strategii p r o t i h r á č e nalezne více než 
jednu best response, je tato hra d e g e n e r o v a n á [ , str. 56]. Z t é t o n u t n é rovnosti p o č t u best 
response n á m vyp lývá následuj íc í vě ta : 

V ě t a 3. V jakémkoli Nashovu ekvilibriu nedegenerované dvouhráčové hry mají smíšené 
strategie toho ekvilibria domény stejné délky. [ , str. 56] 
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Důlež i tou v l a s tnos t í degene rovaných her je, že mohou mí t nekonečně mnoho řešení 
ve smíšených s t r a teg i í ch [ , str. 66]. 

Za p ř ík lad si m ů ž e m e vzí t degenerovanou hru z př í lohy (A.3) . Zde je v idě t , že na strategii 
0 ř ádkového h ráče m á s loupcový h r áč hned dvě ryzí best response: 0 a 1. T y t o strategie 
jsou zároveň d o m é n a m i ve s m í š e n é m Nashovu ekvi l ibr iu . Tedy ř á d k o v ý h r á č hraje strategii 
0 s p r a v d ě p o d o b n o s t í 1,0 a s loupcový h r á č m á l ibovolný v ý b ě r rozložení p r a v d ě p o d o b n o s t i 
p řes jeho j ed iné dvě strategie 0 a 1. 



Kapitola 3 

Algoritmy pro výpočet Nashova 
ekvilibria 

V t é t o kapitole si definujeme a p o p í š e m e algori tmy pro na lezení Nashova ekvi l ibr ia . Nej­
prve si p ř e d s t a v í m e algoritmus pro h l edán í ryzích N a s h o v ý c h ekvil ibri í hrubou silou, p o t é 
algoritmus pro na lezení smíšeného Nashova ekvi l ibr ia ve d v o u h r á č o v ý c h h r á c h a nakonec 
algoritmus pro nalezení smíšeného Nashova ekvi l ibr ia ve h r á c h v ícehráčových . 

P ř e h l e d j e d n o t l i v ý c h a lgo r i tmů a p ř í s t u p ů k řešení n e k o o p e r a t i v n í c h her lze na léz t 
v Computation of equilibria in finite games [11]. V t é t o p rác i jsou p o p s á n y algoritmy pro 
řešení d v o u h r á č o v ý c h a v ícehráčových her. Z a zák l adn í algoritmy se t u považuj í algorit­
mus Lemke-Howson [9] pro dvouh ráčové hry a S impl ica l subdivision pro hry v ícehráčové. 
Také je p ř e d s t a v e n a metoda minimalizace funce Lyapunovy funkce [10], k t e r á bude p o u ž i t a 
jako s těžejní algoritmus t é t o p r á c e spolu s metodou minimalizace funkce Covariance M a t r i x 
Adap ta t ion - Evo lu t ion S t r a t é g y [5]. 

3.1 Nalezení ryzího Nashova ekvilibria hrubou silou 

P o k u d si za úkol s t a n o v í m e na lezení pouze ryz ího Nashova ekvi l ibr ia v obecně n -h ráčové h ře , 
budeme vycháze t z definic best response (2) a ryz ího Nashova ekvi l ibr ia (8). P o ž a d a v k e m 
pro existenci Nashova ekvi l ibr ia je, aby ž á d n ý h r á č n e m ě l n u t k á n í m ě n i t svou ryzí strategii 
na strategii j inou. J i n ý m i slovy si k a ž d ý h r á č v y b í r á nejlepší m o ž n o u strategii s ohledem na 
akce soupe řů . To je v šak definice best response. M ů ž e m e tedy říci, že Nashovo ekvi l ib r ium 
je t a k o v ý m s t r a t e g i c k ý m profilem, kde všichni h ráč i h ra j í svoji best response [17, str. 15]. 
Z a p s á n o algoritmem: 

Algori tmus 1 Nalezení Nashova ekvi l ibr ia hrubou silou 
Input: T = (Q; {Si}ieQ; {Ui}i&Q) 

for all i G Q do 
for all S-i G S-i do 

BRpna <- (BRÍ(S-Í),S-Í) 
end for 

end for 
PNE <- f]ieQ BRpna 

Output: PNE > ryzí Nashova ekvi l ibr ia 
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Algor i tmus tedy zjistí best response všech h r á č ů na všechny m o ž n é sub-profily proti­
h r áčů . K a ž d ý h r á č m á po tom m n o ž i n u s t r a t eg ických profilů, kde jeho akce je jeho best 
response. V y t v o ř e n í m p r ů n i k u t ěch to m n o ž i n dostaneme m n o ž i n u profilů, k t e r é jsou ryz ími 
N a s h o v ý m i ekvi l ibr i i . 

3.2 I tera t ivní eliminace dominovaných strategií 

V sekci (2.1.2) jsme si p ředs tav i l i řešení v dominuj íc ích s t ra teg i ích . Tato řešení však jsou 
vzácná . C o ale př i řešení v ý p o č t u Nashova ekvi l ibr ia použ í t m ů ž e m e je znalost, že rac ioná ln í 
h ráč i nebudou n ikdy h r á t s t r i k t n ě d o m i n o v a n é strategie. P o k u d všechny t akové strategie ze 
hry v y ř a d í m e , hra bude ekv iva len tn í (všichni rac ioná ln í h ráč i pro jevuj í s te jné s t ra teg ické 
chování) a zá roveň z j ednoduš íme složi tost d a n é hry. Také je m o ž n o s t , že danou hru zjedno­
d u š í m e až na stav, kdy k a ž d ý h r á č m á jen jednu nedominovanou strategii a t í m nalezneme 
i u n i k á t n í Nashovo ekvi l ibr ium. 

Algor i tmus nejdř íve zjistí, zda hra obsahuje s t r i k t n ě d o m i n o v a n é strategie. P o k u d ano, 
eliminuje je ze hry. M ů ž e se s t á t , že o d s t r a n ě n í m strategie jednoho h r á č e se stane domi­
novanou s t r a t eg i í strategie h r á č e d r u h é h o , proto tento algoritmus s tá le testuje, zda hra 
neobsahuje s t r i k t n ě d o m i n o v a n é strategie, a pokud ano, tak je o d s t r a ň u j e . 

Algori tmus 2 I t e r a t i v n í eliminace d o m i n o v a n ý c h s t r a t eg i í 

Input: T = (Q; {Si}ieQ; {Ui}ieQ) 
dominatedStrategies <— getDominatedStrategies() 
while dominatedStrategies ^ 0 do 

Smaž d o m i n o v a n é strategie ze hry 
dominatedStrategies <— getDominatedStrategies() 

end while 
Output: T = (Q; {S^ C SÍ}ÍĚQ; {UÍ}ÍĚQ) > hra bez s t r i k t n ě d o m i n o v a n ý c h s t ra teg i í 

Funkce g e t D o m i n a t e d S t r a t e g i e s () vrací s t r i k t n ě d o m i n o v a n é strategie podle defi­
nice (5). 

Tento algoritmus vede k na lezení Nashova ekvi l ibr ia n a p ř í k l a d u hry Vězňovo dilema (A.4) . 

3.3 Algoritmus výpoč tu smíšeného Nashova ekvilibria ve dvou-
hráčových hrách 

P ř i h l edán í smíšeného Nashova ekvi l ibr ia už n e v y s t a č í m e s algori tmem (1). Zde je p o t ř e b a 
v y p o č í t a t rozložení p r a v d ě p o d o b n o s t i p řes h r á č o v y strategie. P ro hry o dvou hráč ích však 
m ů ž e m e použ í t algoritmus Vyčíslení domén (angl. Support enumeration [14, str. 56]). Tento 
algoritmus p o č í t á pouze s nedegene rovanými d v o u h r á č o v ý m i hrami. 

V algori tmu vyčíslení d o m é n se vycház í z následuj íc ích p ř e d p o k l a d ů : 

• V s t u p n í hra je nedegene rováná . 

• H l e d a n é Nashovo ekv i l ib r ium bude m í t d o m é n y s te jné dé lky (vě ta 3). 

• H r á č mus í bý t mezi všemi svými strategiemi v d o m é n ě indiferentní , tedy mus í z nich 
mí t s te jný už i tek . 
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K a ž d á smí šená strategie mus í bý t best response na smíšený sub-profil p ro t i vn íků . 
Pokud by toto neplatilo, mohlo by se s t á t , že nalezneme řešení , ale to bude plat i t jen 
pro p rávě p o č í t a n é strategie a ne pro celou hru. 

Algori tmus 3 Vyčís lení d o m é n 

Input: Fm = (Q; {Ai}isQ; {KÍ}Í£Q),N = \Q\ =2,rm= \Ř\ 
for k = 1 , m i n ( m i , 7 7 1 2 ) do 

for all (/, J ) : / C Su J C S2, \I\ = \ J\ = k do 
x i u i ( s i i sj) = v , for Í G J 

S i e / x « = 1 
E j e J VJUÁSÍI sj) = u í o v i e I 

T.^jVj = 1 

if x > 0 and y > 0 and x je best response pro y and y je best reponse pro x then 
MNE «— (x, y) > x a y je v kontextu o s t a t n í c h nu lových s t ra teg i í 

end if 
end for 

end for 
Output: MNE C A > smíšená Nashova ekvi l ibr ia 

V p ř í p a d ě , že l ineárn í rovnice v tomto algori tmu nema j í řešení , nen í h l e d a n é Nashovo 
ekvi l ib r ium v p o d m n o ž i n ě s t ra teg i í , a mus í se proto hledat dá l . V ý s t u p e m algori tmu jsou 
všechna Nashova ekvi l ibr ia t é t o hry. 

P ro odvození v ý p o č e t n í s loži tost i algori tmu Vyčís lení d o m é n (3) vyjdeme z č l ánku Com­
puting equilibria in bimatrix games by parallel support enumeration [21]. Z a p ř e d p o k l a d u , 
že mi > 771-2, tedy že p o č e t ryzích s t ra teg i í h r á č e p r v n í h o je větš í než p o č e t s t r a teg i í h r áče 
d r u h é h o , budeme muset v y p o č í t a t C™1^™2) — 1 soustav rovnic. V ý p o č e t n í s loži tost řešení 
s y s t é m u l ineárn ích rovnic je 0{{m\ + 7 7 J 2 ) 3 ) . V ý p o č e t n í s loži tost algori tmu Vyčís lení do­
m é n (3) je 

o ( ( m i + » 2 ) ' ( - + ; " 2 ) ) (3.1) 

3.4 Algoritmus pro nalezení N E ve vícehráčových hrách 

H l a v n í m a nej s loži tějš ím úko lem t é t o p r á c e je na léz t a lespoň jedno Nashovo ekvi l ib r ium 
ve v ícehráčových n e k o o p e r a t i v n í c h h r á c h (t.j. N > 2). Tady už nelze j e d n o d u š e použ í t 
algoritmus Vyčís lení d o m é n (3), p ro tože by bylo nutno p o č í t a t soustavy ne l ineárn ích rovnic 
a algoritmus by tak by l mnohem složitější než pro dvouh ráčové hry. 

Jak už bylo z m í n ě n o : za standard se př i v ý p o č t u N a s h o v ý c h ekvil ibri í ve v ícehráčových 
h r á c h považuje algoritmus Simplicial subdivision. V t é t o p rác i by la však p o u ž i t a více expe­
r imen tá ln í metoda, a to minimalizace Lyapunovy funkce (kapitola 3.4.1). P r o lepší kontrolu 
b ě h u programu a pro e x p e r i m e n t á l n í účely je tato funkce m i n i m a l i z o v á n a p o m o c í evoluč­
n ího algori tmu Adaptace kovarianční matice - evoluční strategie (angl. Covariance M a t r i x 
Adap ta t ion - Evo lu t ion Strategy, C M A - E S , kapitola 3.4.2). 

Pokud budeme b r á t p o č e t v ý p o č t ů Lyapunovy funkce za parametr rozhoduj íc í o ná­
ročnos t i algoritmu, pak byla metoda C M A - E S mezi da l š ími in te l igen tn ími metodami (op­
timalizace hejnem čás t i c - angl. particle swarm opt imizat ion, diferenciální evoluce - angl. 
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differential evolution) vyhodnocena jako nejšet rnějš í v testu v č l ánku Computing Nash equi­
libria through computational intelligence methods [ ]. V t é t o p rác i j i budeme p o r o v n á v a t 
s j i nými min ima l i začn ími metodami. 

N a C M A - E S t a k é s tá le p r o b í h á ak t ivn í vývoj a její autor, Nikolaus Hansen, j i s tá le 
zpřesňuje a p ř i d á v á nové vlastnosti . Je t a k é autorem přep i sů t é t o metody do mnoha pro­
gramovac ích j a z y k ů . M e t o d a C M A - E S se prokazuje bý t velice ú s p ě š n o u pro tzv. black-box 
optimalizaci , nav íc p řes svou re la t ivn í novost byla již m n o h o k r á t ap l ikována ve vědeckém 
v ý z k u m u [ ]. 

3.4.1 L y a p u n o v a funkce 

Lyapunova funkce se použ ívá pro p rokázán í s tabil i ty ekvi l ibr ia obyčejných diferenciálních 
rovnic. V t é t o p rác i j i použ i j eme jako ob jek t ivn í funkci, jejíž op t imal izac í z í skáme smíšené 
Nashovo ekvi l ibr ium. P ř i její definici budeme vycháze t z č l ánku A Laipunov Function for 
Nash Equilibria1 od Richarda D . M c K e l v e y h o [10]. 

Definice 13. M ě j m e hru TM = (Q; {AÍ}ÍĚQ; {TTÍ}ÍĚQ) a smíšenou strategii a G A . Lyapu­
nova funkce v : A —>• M je def inována jako: 

v(a) = Y , Y , í m a x P 7 * ^ * ' ~ Ui^MÝ (3-2) 
ieQ SÍĚSÍ 

Interpretovat tuto funkci lze takto: pokud existuje ně jaká ryzí strategie, kterou h r á č i 
d o s á h n e lepšího u ž i t k u než z v l a s tn ího s t r a t eg ického subprofilu a, je funkce nenulová . P o k u d 
pro všechny h r á č e ž á d n á t aková ryzí strategie neexistuje funkce se r o v n á nule. Lyapunovy 
funkce jsou t ř í d o u funkcí splňující u r č i t é p o d m í n k y . P ro účely z j ednodušen í budu n a d á l e 
v textu označova t jako Lyapunovu funkci pouze funkci v z definice (13). 

Lyapunova funkce není l ineární , ale pro účely numer i ckého v ý p o č t u je pos tačuj íc í . 

V ě t a 4. Mějme hru TM = (Q; {AÍ}Í£Q; { 7 T J } J 6 Q ) a smíšenou strategii a £ A . Pokud platí 
v(a) = 0, je a smíšeným Nashovým ekvilibriem [10, str. 2]. 

D ů k a z t é t o věty m ů ž e m e na j í t v M c K e l v e y h o č l ánku [ , str. 3]. 
Zde je t ř e b a upozornit , že o b e c n á Lyapunova funkce je def inována na W11. M y však 

h l e d á m e bod z prostoru A C M.m. M i m o tento prostor nejsou operace se hrou definovány, 
n a p ř í k l a d n e m ů ž e m e s p o č í t a t už i t ek ze hry h ráče i, pokud s t r a t eg ický profil obsahuje zá­
pornou p r a v d ě p o d o b n o s t h r a n í ryzí strategie CTÍ(SJ) < 0 pro a% G A j a Sj G Sj. 

Pro větš í explicitnost si tedy definujeme vektor p^ G M M I , pro každého h r á č e i, j ehož 
prvky m ů ž e m e zapsat jako P j = (pn,Pi2, • • • ,Pimi)- Vektor p je po tom definován takto 

P = (Pl,P2> • • • >Piv)-
A b y c h o m zajist i l i , že p bude p a t ř i t do A , o p a t ř í m e Lyapunovu funkci j e š t ě pena l izac í 

(rovnice 3.3), pro body, k t e r é jsou mimo prostor A . Tento p ř í s t u p je o s t a t n ě p o p s á n i 
v t u t o r i á l u pro metodu C M A - E S [5, str. 29]. 2 

w(p) = v(p) + ^2 ^2 { m m [ P ý ' ; °] + maxfpý-, 1] - l } 2 + ^ ( 1 - ^ p^ ] (3.3) 

1Všeobecně převládá název Lyapunov function namísto Laipunov function, proto budeme i my používat 
výrazu Lyapunova funkce. 

2 V článku A Laipunov Function for Nash Equilibria [10] je první člen roven 
pouze^ i 6 g 5D j 6 m .{min[(Tij,O]} 2 , není tedy udávána penalizace za číslo, které překročí 1,0, já jsem 
tuto penalizaci přidal pro větší explicitnost. 
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P r v n í člen po v las tn í L y a p u n o v ě funkci zajišťuje penalizaci b o d ů mimo interval (0,1). 
M ě j m e h r á č e i G Q a strategii s j G Si. P o k u d je pij menš í než 0 nebo větš í než 1, je k vý­
sledku Lyapunovy funkce p ř i d á n a tato odchylka u m o c n ě n á na druhou. D r u h ý člen penali­
zuje t akové body, k t e r é odpov ída j í ce lému p r a v d ě p o d o b n o s t n í m u rozložení p řes smíšenou 
strategii h r á č e i , k t e r é se ne rovna j í 1, tyto odchylky jsou potom seč teny a u m o c n ě n y na 
druhou. Touto ú p r a v o u za j i s t íme , že lokální m i n i m u m bude vždycky ležet jen v prostoru A 
a min ima l i začn í metoda nebude m í t tendenci tento prostor o p o u š t ě t . 

Jako a l t e r n a t i v n í řešení je ve č l ánku s t av íc ím na L y a p u n o v ě funkci Computing Nash 
equilibria through computational intelligence methods [18] p o u ž i t a jen Lyapunova funkce 
funkce v a pro za j i š tění rovnice (2.2) je p o u ž i t a normalizace (rovnice 3.4) p řes hodnoty 
z k o u m a n é h o bodu. 

VieQ :pp

ij= jmf (3.4) 

P ř i čemž normalizace p r o b í h á pouze pro v ý p o č e t hodnoty funkce, p ů v o d n í z k o u m a n ý 
s t r a t eg ický profil je zachován a nenahrazen o p r a v e n ý m profilem, j inak by byla p o u ž i t á 
metoda minimalizace v ý r a z n ě d e g r a d o v á n a [18, str. 123]. 

V m ý c h experimentech se normalizace bodu u k á z a l a bý t jako rychle jš ím a zároveň ro­
b u s t n ě j š í m ře šen ím než penalizace, proto bude v programu p o u ž i t a jako výchozí . Zároveň 
je však ve v ý s l e d n é m programu m o ž n o s t použ í t i metodu penalizace. 

3.4.2 C o v a r i a n c e M a t r i x A d a p t a t i o n - E v o l u t i o n Strategy 

C M A - E S je s tochas t i cká metoda pro opt imal izaci ne l ineárn ích , nekonvexních funkcí s reál­
n ý m i parametry (se spoji tou d o m é n o u ) . Pracuje na pr incipu adaptace kovar iančn í matice 
pro použ i t í s vícerozměrným normálním rozdělením (angl. mutl ivariate normal distr ibu­
tion), k t e r ý m se vzorkuj í nové h l e d a n é body. Tato metoda zde bude p o u ž i t a pro jednokri-
teteriální optimalizaci (angl. single-objective optimization) Lyapunovy funkce 13. Pracuje 
pouze s ob jek t ivn í funkcí, j e d n á se tedy o takzvanou black-box opt imalizaci . M e t o d a C M A -
E S zde bude p ř e d s t a v e n a jen v t akové mí ře , j a k á je dů lež i t á pro tuto p rác i tzn . p řeh ledově , 
pro h lubš í p o c h o p e n í souvis lost í je t ř e b a prostudovat c i tované mate r i á ly . V následuj íc ích 
sekcích budu vycháze t z CM A tutoriálu [5].3 Také bude p o u ž i t a notace z [ ], vektory tedy 
budu znač i t m a l ý m t u č n ý m p í s m e n e m , matice ve lkým t u č n ý m p í s m e n e m . 

V í c e r o z m ě r n é n o r m á l n í r o z l o ž e n í 

Více rozměrné n o r m á l n í rozdělení je z o b e c n ě n í m n o r m á l n í h o rozdělení pro v í ce rozměrnou 
n á h o d n o u veličinu. Je značeno A/"(m,C), kde m G W1 je s t ř edn í hodnota rozložení , C G 
K n x " je syme t r i cká poz i t i vně defini t ivní kovar iančn í matice, n je p o č e t p r o m ě n n ý c h objek­
t ivn í funkce, v p ř í p a d ě minimalizace Lyapunovy funkce je n = m, kde m je suma s t ra teg i í 
(2.1). 

Kova r i ančn í matice ma j í pro p o t ř e b y t é t o metody p ř í j e m n o u geometrickou interpre­
taci: mohou bý t považovány za hyperelipsoid {x G M n | x T C - 1 x = 1} ( O b r á z e k 3.1). Hlavn í 
osy tohoto elipsoidu odpov ída j í vlastním vektorům (angl. eigenvector) t é t o matice. O d ­
m o c n ě n é dé lky t ě c h t o os odpov ída j í vlastním číslům matice (angl. eigenvalue). Rozklad 
na vlastní čísla a vektory (angl. eigendecomposition) je m o ž n o zapsat jako C = B ( D ) 2 B T . 

3Některé vzorce odvozené v průběhu výkladu metody v C M A tutoriálu [5] nejsou shodné se vzorci 
uvedenými v závěrečném shrnutí, v této práci byly tyto vzorce opraveny podle závěrečného shrnutí, aby 
byla celá metoda konzistentní. 
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O b r á z e k 3.1: P ř e h l e d el ipsoidů, kde t l u s t á č á r a znač í stejnou hustotu d v o u r o z m ě r n é h o nor­
m á l n í h o rozložení . Vlevo je n o r m á l n í d v o u r o z m ě r n é rozložení M(0,a2I), kde a G M+ je 
velikost k roku nebo t a k é velikost p r o h l e d á v a n é oblasti, I je j e d n o t k o v á matice. U p r o s t ř e d 
je d v o u r o z m ě r n é n o r m á l n í rozložení JV(0, D 2 ) , kde D je d i agoná ln í matice s o d m o c n ě n ý m i 
v l a s t n í m i čísly matice C . Vpravo je d v o u r o z m ě r n é n o r m á l n í rozložení J\í{0, C) , kde C je sy­
me t r i cká poz i t i vně defini t ivní matice. Všechny pojmy budou vysvě t leny dá le v textu. Tenké 
l inky značí vrstevnice ob jek t ivn í funkce. [5, str. 6] 

K d e B G M.nxn je o r togoná ln í matice se sloupci odpov ída j í c ím v l a s t n í m v e k t o r ů m matice C . 
D G Wixn je d i agoná ln í matice, kde o d m o c n ě n é d iagoná ln í p rvky jsou v l a s t n í m i čísly matice 
C . 

V z o r k o v á n í d a l š í generace 

C M A - E S je metodou evoluční , budeme tedy pracovat s pojmy jako jedinec, generace, po­
pulace, rodič a potomek. Znalost t ě c h t o p o j m ů se p ř e d p o k l á d á . 

Nová generace je v C M A - E S v y t v o ř e n a p o m o c í vzorkování v í ce rozměrného n o r m á l n í h o 
rozložení. 

x ř + 1 ) ~ A T ( m ^ , ^ ) 2 C ^ ) , k = 1 , . . . , A 

kde: 

• ~ je s t e jná distribuce 

• g je číslo generace 

• J\í (jn(9\ a^2C^^j je v íce rozměrné n o r m á l n í rozložení 

• x [ s + 1 ^ G M™ je k - tý potomek nové generace 

• m(fl) G W1 je s t ř edn í hodnota n o r m á l n í h o rozložení 

• G M+ je velikost k roku 

• G M n x n je kovar iančn í matice 

• A > 2 je velikost populace, p o č e t p o t o m k ů 
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V okamžiku , kdy m á m e populaci vzo rků k = 1 , . . . , A, je k a ž d ý tento jedinec použ i t 
jako argument ob jek t ivn í funkce / . Výs ledek t é t o funkce bude o h o d n o c e n í každého jedince 
Xfc a jejich seřazení do x í : - \ , kde i : A značí i nej lepšího jedince. P o m o c í t é t o a dalš ích in ­
formací bude n a v z o r k o v á n a nová generace. Jejich odvozen í si u k á ž e m e v dalš ích kap i to lách . 
P o k u d n ě k t e r ý jedinec splňuje ukončovací k r i t é r i um, t j . jedince lze označ i t za m i n i m u m 
funkce s u r č i t ou p řesnos t í , algoritmus je ú s p ě š n ě dokončen . 

V ý p o č e t s t ř e d n í hodnoty n o v é generace 

K a ž d o u generaci se p ř e p o č í t á v á s t ř edn í hodnota v í ce rozměrného rozložení . Tento bod by 
se mě l každou generac í blížit k h l e d a n é m u min imu. Rovnice (3.5) vy jadřu je rekombinaci 
s t ř edn í hodnoty a zároveň je v ní provedena selekce nejlepších b o d ů . 

m t o + i ) = ^ u , i X ( f + 1 ) (3.5) 
i=l 

Jedno t l i vé váhy wi po tom ma j í následuj íc í vlastnosti: 

w\ > u>2 > • • • > uifj, > 0, ^~]WÍ = 1 (3-6) 

i = l 

kde: 

• A* < A je velikost populace rod ičů nové generace. 

• Wi=\mmmíl £ M+ jsou k l a d n é váhové koeficienty pro rekombinaci s t ř edn í hodnoty nor­
m á l n í h o rozdělení 

• x^ s

A

+ 1 ' ) je i nej lepší jedinec z ^ x f + 1 , . . . x A

s + 1 ^ . P ro index i : A p la t í / ( x ^ 1 ^ ) > 

/ ( x ^ ) > . . . > / ( x g A

+ 1 ) ) . 

• / je funkce u r č e n á k opt imalizaci , ob jek t ivn í funkce. 

Funkce / je v algori tmu C M A - E S p o u ž í v á n a pouze ve v ý p o č t u o h o d n o c e n í j e d i n c ů pro 
vektor v e k t o r ů X , : A . 

Koeficient kvality r o z l o ž e n í vah 

Koeficient kvality rozložení vah fieff G R+ (angl. variance effective selection mass). Tato 
m í r a bude pozděj i v y u ž í v á n a pro v ý p o č e t kovar iančn í matice. 

\i=l 

Ze znalosti rovnice 3.6 vyp lývá , že 1 < / i e / / < Dá le pak / / e / / = pokud Wi = 

1, . . . Podle CM A tutoriálu [ , str. 10] n a z n a č u j e / i e / / ~ j d o b r é rozdělení vah. 
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Vzorkování Selekce Nové rozložení 

O b r á z e k 3.2: U k á z k a p r ů b ě h u p r v n í h o kroku C M A - E S pro funkci s d v ě m a p r o m ě n n ý m i . M i ­
n imum funkce je v p r a v é m h o r n í m rohu. Vzorkování: na p o č á t k u jsou navzo rkovány body 
v í c e r o z m ě r n ý m n o r m á l n í m roz ložen ím s jednotkovou ma t i c í . Selekce: Je v y b r á n o \x rod ičů , 
k te ř í budou vzorkovat další generaci. Nové rozložení: kovar iančn í matice se p ř i způsob í vý­
s l e d k ů m m i n u l é h o vyh ledáván í (rovnice 3.8), s t ř edn í hodnota se rekombinuje z nej lepších 
rod ičů p o m o c í rovnice (3.5) [5, str. 12] 

E v o l u č n í cesta k o v a r i a n č n í matice 

Evoluční cesta (angl. evolution path) je p o u ž í v á n a pro zachování ú s p ě š n ě p rovedených 
k roků , a t í m zajišťuje rychlejší učení , a tedy rychlejší konvergenci metody. P o u ž i t í m kumu­
lace úspěšných k r o k ů n á m dovoluje sníži t populaci . Evo lučn í cesta slouží pro dá le zmiňovaný 
rank-one update. 

• Pc G M™ je evoluční cesta generace g 

• c c < 1 je m í r a učení (angl. learning rate) z p ředchoz í evoluční cesty, pokud c c = 1 
v y t v á ř í se nová evoluční cesta pouze z rozdí lu s t ř edn ích hodnot, pokud c c = 0 je nová 
evoluční cesta rovna ces tě z p ředchoz í generace 

pto+1> = (1 - C c) p(s) + h^cc(2-cc)Mf{y) IV (3.7) 

kde: 

• \/cc(2 — cc)fieff J e no rma l i začn í konstanta 

I 0 jinak 
viside step function) zpomalu j íc í r ů s t p c pokud je pa pří l iš velké. 

pokud 
j e d n o t k o v ý skok (angl. Hea-
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Adaptace k o v a r i a n č n í matice 

Kovar i ančn í matice urču je tvar v í ce rozměrného n o r m á l n í h o rozložení . Jak m ů ž e m e v idě t 
na O b r á z k u (3.2), matice měn í tvar podle rod ičů další populace. Dalo by se ř íct , že se 
"natahuje"po m í s t u , kde očekává lepší výsledek, po m í s t u s nejrychlejší z m ě n o u . P r o účely 
rychlejší konvergence k h l e d a n é m u opt imu jsou p ř e d s t a v e n y dvě techniky: rank-fi update a 
rank-one update. P o m o c í t ě ch to technik m o ž n o snížit velikost populace, a t í m zvětš i t p o č e t 
i terací , a tedy urychli t adaptaci kovar iančn í matice. Rank-/x update slouží pro zpřesněn í 
výs ledků m a l ý c h popu lac í . Rank-one update je p o u ž i t pro l imi tn í p ř í p a d , kdy je v y t v á ř e n 
pouze j ed iný potomek a p o m o c í něho a k t u a l i z o v á n a kovar iančn í matice. 

c ( s + i ) = ( 1 _ C l _ c^c(g) 

+ C l (p(s+i)p(s+i) T + 5(K)C) 
v ' 

rank-one update 

V v ' 
rank-/ i update 

kde: 

• c i « 2 / n 2 je m í r a učení pro rank-one update 

• c M « m i n {^W-, 1 — c i ) je m í r a učení pro rank-/x update 

(q+l) x ( 9 + 1 ) - m ( 9 ) 
• y\x = í X 15) J e r o z d í l nej lepších j ed inců od s t ř edn í hodnoty minu l é generace 

• 5(ha) = (1 — ha)cc(2 — c c ) , ô(ha) < 1 nahrazuje d r u h ý člen v rovnici (3.7) pokud 
K = 0 

O b r á z e k 3.3: T ř i evoluční cesty pro r ů z n é problémy. T y t o cesty ma j í stejnou velikost kroku. 
Z o b r á z k u je v idě t , že dé lka evoluční cesty (suma kroků) je natolik odl i šná , že p o t ř e b a 
kontroly velikosti k roku je n u t n á . [5, str. 18] 
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E v o l u č n í cesta velikosti kroku 

Tato evoluční cesta slouží pro dynamickou z m ě n u dé lky kroku. Evo lučn í cesta je v l a s tně 
kumulac í pos ledn ích úspěšných k roků . Jak si m ů ž e m e v š i m n o u t na o b r á z k u (3.3), je m o ž n o 
rozděl i t opt imal izaci na 3 p ř í p a d y z hlediska velikosti kroku: 

• P o k u d je evoluční cesta k r á t k á , k roky se v z á j e m n ě vyruš í ( O b r á z e k 3.3 vlevo). Dé lka 
kroku by tedy mě la bý t sn ížena . 

• P o k u d jsou j edno t l ivé kroky na sebe př ib l ižně kolmé, dé lka kroku by se m ě n i t n e m ě l a 
(Obrázek 3.3 u p r o s t ř e d ) . 

• P o k u d je evoluční cesta d louhá , leží kroky s t e j n ý m s m ě r e m . 

• n je poče t p r o m ě n n ý c h ob jek t ivn í funkceDélka k roku by mě la bý t p r o d l o u ž e n a (Ob­
rázek 3.3 vpravo). 

S p r á v n á reakce na tyto situace je úko lem p rávě kontroly dé lky kroku. Evo lučn í cesta 
pro dé lku k roku je def inována takto: 

p(? + 1) = (1 - Cf7)p(f) + ^ C ( T ( 2 - c a ) M f C ^ <y)t 

kde: 

• G M™ je evoluční cesta velikosti k roku generace g 

• Co- < 1 je m í r a učení z p ředchoz í evoluční cesty 

• y / c c r ( 2 — ca) Hej j je no rma l i začn í konstanta 

• Q(ä) 5 _ B ^ D * - ^ B*-9*1 zajišťuje, že očekávaná dé lka p<f+1'1 je nezávis lá na s m ě r u 
kroku 

• (y)w = ^2Í=I WÍYÍ:\ je krok s t ř edn í hodnoty rozložení , nezávis lý na délce kroku a 

Kontro la d é l k y kroku 

P ř i v ý p o č t u nového kroku je p o r o v n á n a dé lka evoluční cesty ||po-S+1^|| s její očekávanou 
délkou E||Af(0,I)|| 

E||AA(o,i)|| = ^ r

/

( y ) ^ v ^ + ( i - ^ + 1 ^ r ( f ) v 4n 21n2J 

T je rozšíření funkce fak tor iá lu s argumentem sn íženým o 1. M a t e m a t i c k ý m p ř e p i s e m 
T(n) = (n - 1)!. 

Pokud je dé lka evoluční cesty delší než očekávaná délka, je krok p r o d l o u ž e n . P o k u d by l 
odhad správný, krok se n e m ě n í . P o k u d je délka evoluční cesty k ra t š í než o č e k á v a n á délka , 
je krok zkrácen . 

(r ( l l n ( í ? + 1 ) l l ^ 
(3+1) _ Jg) P Y T 1 [ £ W JJP^ 

i = aK!" exp 

kde: 

da \ E\\M(0,I)\\ 

• da « 1 damping parametr, u rčuje z m ě n u 
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K r i t é r i a u k o n č e n í 

Algor i tmus m á několik kr i tér i í , p ř i k t e r ý c h se ukončí . P o k u d nebylo dosaženo h l e d a n é h o 
minima, je m o ž n o s t algoritmus restartovat, jak je p o p s á n o v následuj íc í kapitole. Všechny 
p o d m í n k y jsou p o p s á n y v C M A t u t o r i á l u [ >, str. 28]. K r o m ě p r v n í znač í všechny ukončovací 
p o d m í n k y neúspěch : 

• Nalezení min ima . Funkčn í hodnota nej lepšího bodu je menš í než 1 0 - 1 0 . Algor i tmus 
našel m i n i m u m s p o ž a d o v a n o u p řesnos t í . 

• Neefekt ivní osy. P ř i d á n í 0.1 s m ě r o d a t n é odchylky k jakékol iv h lavní ose C n ezměn í 
m. F o r m á l n ě m = m + OAaduhi, i = {g m o d n) + 1. 

• Neefekt ivní sou řadn ice . P ř i d á n í 0.2 s m ě r o d a t n é odchylky k jakékol i sou řadn ic i ne­
změní m. V i G Q : mi = rrii + 0.2acu. 

• S h o d n é funkční hodnoty. P o k u d je rozsah funkčních hodnot nej lepších j ed inců posled­
ních 10 + l"3-^-] generac í roven 0. 

• Stagnace. Z k o u m á m e m e d i á n funkční hodnoty 20% pos ledn ích g generac í 120 + 30^ < 
g < 20000. Skonč íme pokud nen í m e d i á n pos ledn ích 30% z á z n a m ů lepší než m e d i á n 
p rvn ích 30% z á z n a m ů . 4 

• P o d m í n ě n o s t matice. P o k u d podmíněnost matice (angl. condit ion number) p ř e s á h n e 
1 0 1 4 . 

• Horn í tolerance (v or iginále TolXUp). P o k u d a x max(a!iag(D)) p ř e s á h n e 10 4 . Tato 
p o d m í n k a naznaču je příl iš m a l é p o č á t e č n í a nebo d ive rgen tn í chování metody. 

• Tolerance funkcích hodnot (v or iginále TolFun). P o k u d je rozsah funkčních hodnot 
nejlepších j e d i n c ů pos ledn ích 10+ j " 3 - ^ ] menš í než 1 0 - 1 2 a zá roveň pokud jsou všechny 
funkční hodnoty pos lední generace pod touto hodnotou. 

• Tolerance kovar iančn í matice (v or iginále TolX). P o k u d je apc < TolX a zá roveň 
aVČ < TolX. TolX = C T ^ I O " 1 2 

• S te jné funkční hodnoty (v or iginále fiat fitness). P o k u d je funkční hodnota někol ika 
j ed inců pos ledn í generace s h o d n á . 

Restart algoritmu se z v ě t š e n o u p o p u l a c í 

B ě h e m te s tován í se ukáza lo , že algoritmus n ě k d y u v á z n e v loká ln ím min imu. P r o b l é m lokál­
ních m i n i m Lyapunovy funkce je o s t a t n ě p o p s á n i v M c K e l v e y h o č l ánku Laipunov function 
for Nash Equ i l i b r i a [10, str. 6]. M e t o d a s a m o t n á by m ě l a do u rč i t é m í r y tyto lokální m i n i m a 
p ř e k o n á v a t , avšak ve větš ích h r á c h se to nemus í p o d a ř i t . Tento p r o b l é m by l řešen na zá­
k ladě č l ánku A restart CMA evolution stratégy with increasing population size [ ]. Vycház í 
se z p ř e d p o k l a d u , že větš í populace povede ke g lobá ln ímu výs ledku s větší p r a v d ě p o d o b ­
nos t í . P o k u d se stane, že algoritmus u v á z n e v loká ln ím min imu, je zastaven ukončovac ími 
kr i tér i i z p ředchoz í kapitoly a je proveden restart celé metody, t e n t o k r á t v šak s popu lac í 
n a v ý š e n o u d v o j n á s o b n ě oproti m i n u l é m u pokusu. 

4Toto ukončovací kritérium jsem v programu nepoužil, často ukončovalo algoritmus v momentě, kdy už 
chybělo jen pár iterací k dosažení požadované přesnosti. 
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P ř e h l e d p o u ž i t ý c h p a r a m e t r ů 

M e t o d a C M A - E S použ ívá celou ř a d u p a r a m e t r ů , jejíchž hodnot bylo e x p e r i m e n t á l n ě docí­
leno je j ím autorem, Nikolausem Hansenem. T y t o hodnoty byly p ř e v z a t y z C M A t u t o r i á l u [5, 
str. 27]. 

Selekce a rekombinace: 

A = 4 + |_3 + ln n j , \x 
A 

2 

Wi = w'i = l n ( / / + 0.5) — l n i for i = 1,..., / i 

K o n t r o l a dé lky kroku: 

Adaptace kovar iančn í matice: 
4 + 

Ti 
n + 4 + 

2 
c i = 

(n + 1.3) 2 + M e / / 
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C e l k o v ý algoritmus 

Zde je p ř e d s t a v e n celý algoritmus metody C M A - E S . Je v n ě m zahrnuto i r e s t a r t o v á n í se 
zvě t šenou popu lac í . V ý z n a m p r o m ě n n ý c h a hodnoty p a r a m e t r ů byly o b j a s n ě n y v p ředchá ­
zejících kap i to lách . 

Algori tmus 4 Covariance M a t r i x Adap ta t ion - Evo lu t ion Strategies 
Input: O b j e k t i v n í funkce / 

while nenalezeno m i n i m u m do 
Nastav parametry A, fi, 1^=1,...,^, ca, da, c c , c i , 
Inicializuj pa = p c = 0, C = I, g = 0, vyber m £ B " a a £ M+ podle ř ešené ú lohy 
while není sp lněna ukončovací p o d m í n k a do 

Vzorkování p o t o m k ů 

yk = B D z f c ~ Aí(0, C) 

x f c = m + ayk ~ A/"(m, a2C) 

Selekce a rekombinace 

Kon t ro l a dé lky kroku 

A1 

i = l 

'Cff f Ijggjj 
d f f VE||AT(0,I) 

I C T / P(j t 

a ^ a x exp — — ' ^ - 1 

Adaptace kovar iančn í matice 

p c <- (1 - c c ) p c + / i C T ^ c c ( 2 - cc)neff(y)w 

c <— (1 — c\ — c ^ ) c + c i (p c p^ + 5( / i C T )C) + c M ^ ^ y ^ y .T 
A 

i=l 

end while 
if nenalezeno m i n i m u m then 

A <- 2A 
end if 

end while 
Output: x 1 : A , / ( x 1 : A ) < 1 0 " 1 0 
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Kapitola 4 

Implementace 

V t é t o kapitole budou p o p s á n y i m p l e m e n t a č n í detaily n á s t r o j e pro v ý p o č e t Nashova ekvi-
l ibr ia , k t e r ý b y l p r a c o v n ě p o j m e n o v á n NenG (Nash Equ i l i b r i a Non-cooperative Games). 
V ý s t u p e m t é t o p r á c e je aplikace pracuj íc í v p ř íkazovém ř á d k u , k t e r á na vs tupu očekává 
hru ve f o r m á t u .nfg, k t e r ý je standardem pro program Gambi t [ ], k t e r ý řeší stejnou 
problematiku jako tato p ráce . Podle zvolených dalš ích p ř e p í n a č ů p o p s a n ý c h v už iva te l ském 
m a n u á l u p o d á na v ý s t u p z p r á v u o výs ledku v ý p o č t u . 

Jako i m p l e m e n t a č n í jazyk by l zvolen P y t h o n ve verzi 2.7. P r o volbu tohoto jazyka byly 
následující d ů v o d y : 

• D íky k v a l i t n í m k n i h o v n á m NumPy [ ] a SciPy [ ] jsou v P y t h o n u všechny p o t ř e b n é 
m a t e m a t i c k é operace snadno d o s t u p n é a efekt ivní . V P y t h o n u se t a k é nabíz í t a k é 
rozsáh lou knihovnu pro tvorbu grafů Matplotlib [7]. 

• Jazyk P y t h o n je přeh ledný , kód tak m ů ž e lépe sloužit jako učebn í p o m ů c k a . 

• Nabíz í n á s t r o j e pro snadnou s p r á v u projektu jako je debugger pdb, i n t e r a k t i v n í od­
chy táván í vý j imek p o m o c í programu IPy thon , profiler p r o f i l e , l i n e - p r o f i l e r . 

4.1 Implementační detaily 

Program se sk l ádá ze t ř í t ř íd , k t e r é zajišťují veškeré funkce p o t ř e b n é pro splnění z adán í . 
Implementace metod je p r o g r a m o v ý m p ř e p i s e m m a t e m a t i c k ý c h p o s t u p ů a definic z kapi-
toly (3). 

T ř í d a Game obaluje celou hru, zp racovává vstup, v y p r a c o v á v á v ý s t u p , p rovád í zák l adn í 
a n a l ý z u hry (např . zda je hra d e g e n e r o v a n á ) , p rovád í i t e r a t i vn í el iminaci s t r i k t n ě domi­
novaných s t ra teg i í Game. IESDS O (algoritmus 2), p o č í t á ryzí Nashovo ekv i l ib r ium hrubou 
silou Game .getPNEO (algoritmus 1), p rovád í test, zda na lezený s t r a t eg ický profil je opravdu 
Nashovo ekv i l ib r ium Game.checkNEO (kapitola 4.1.1), nab íz í t a k é rozces tn ík pro všechny 
metody na lezení Nashova ekvi l ibr ia Game. f i n d E q u i l i b r i a O . 

Ve t ř í dě SupportEnumeration je i m p l e m e n t o v á n algoritmus Vyčís lení d o m é n (3). Ob­
sahuje funkci SupportEnumeration.getEquationSet() pro vygenerován í soustavy rovnic, 
k t e r á se použ ívá v h lavn í funkci SupportEnumeration.supportEnumerationO, k t e r á pro­
vede v ý p o č e t všech smíšených N a s h o v ý c h ekvil ibri í ve d v o u h r á č o v é h ře . 

T ř í d a CMAES implementuje celý algoritmus 4. Implementace tohoto algori tmu vycház í 
z CM A tutoriálu [ ], kde je zák l adn í algoritmus p ř e d s t a v e n v jazyce M a t l a b . T ř í d a Game 
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pracuje po j edno t l i vých i te rac ích . N a p o č á t k u jsou inicia l izovány p r o m ě n n é t ř í d y v kon-
struktoru, p o m o c í funkce CMAES. init.variables () jsou inicia l izovány p r o m ě n n é závislé na 
parametru A (velikost populace), to n á m d á v á m o ž n o s t p r o v á d ě t restart celé metody. Dá le 
už algoritmus p r o b í h á v i te rac ích , kdy je nejdř íve vo lána metoda CMAES .new_generation () 
pro navzorkován í nových j ed inců . T i jsou posléze ohodnoceni ob jek t ivn í funkcí a je vo lána 
metoda CMAES .update () pro aktual izaci všech p r o m ě n n ý c h na zák l adě nové generace. V ka­
ždé iteraci se p o m o c í CMAES. check_stop() kontroluje, zda byla s p l n ě n a n ě k t e r á z ukončo-
vacích p o d m í n e k . P o k u d by l algoritmus ukončen úspěšně , je v r á c e n výs ledek a algoritmus 
končí . P o k u d však skončil chybou, je metoda r e s t a r t o v á n a se z d v o j n á s o b e n o u popu lac í (ka­
pi tola 3.4.2) a celý algoritmus zač íná znovu. 

SupportEnumeration 

game 
getEquationSetO 
supportEnumerationO 

Game CMAES 

METHODS status 
array generation 
name xmean 
numplayers arx 
shape sigma 
brs lamda 
deleted_strategies mu 
deltaAssuranceMethod weights 
bestResponseO . PC bestResponseO PS 

C getPNEO PS 
C getDominatedStrategiesO B 

IESDS0 D 
LyapunovFunctionO LyapunovFunctionO 
payoff () initVariablesO 
findEquilibriaO newGeneration() 
readO updateO 

fminO 
restart)) 
checkStopO 
resultO 

O b r á z e k 4.1: U M L diagram t ř í d programu NenG 

4.1.1 Test N a s h o v a e k v i l i b r i a 

Pro p roveden í kontroly, zda na lezený s t r a t eg ický profil je opravdu Nashovo ekvi l ibr ium, 
by l i m p l e m e n t o v á n test zkoumaj íc í , jestl i jeden z h r á č ů bude m í t tendence změn i t svou 
strategii, a tak si zvýši t už i t ek ze hry. Tento test p r o b í h á nás leduj íc ím z p ů s o b e m : nejdř íve 
je p r o z k o u m á n o , zda m á h r á č lepší už i t ek z jakékol iv ryzí strategie, kterou m ů ž e h r á t . P o k u d 
ž á d n á t a k o v á strategie není , začne h r á č i n á h o d n ě generovat strategie z m n o ž i n y A j . Tuto 
strategii si pak zvolí za v las tn í a z k o u m á , zda m á s n á h o d n o u s t ra teg i í už i t ek větší než 
se z k o u m a n ý m p o t e n c i á l n í m N a s h o v ý m ekvi l ibr iem. Jako m a x i m á l n í hodnota, o kterou se 
m ů ž e už i t ek zvýši t , by la e x p e r i m e n t á l n ě zvolena 1 0 - 4 . T e s t ů s n á h o d n ý m gene rován ím je 
provedeno 1000 pro k a ž d é h o h ráče . P o k u d z k o u m a n ý s t r a t eg ický profil obs to j í v k a ž d é m 
testu, je test Nashova ekvi l ibr ia ú s p ě š n ý ú s p ě š n ý a s t r a t eg ický profil p roh l á šen za Nashovo 
ekvi l ibr ium. 
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Algori tmus 5 Test Nashova ekvi l ibr ia 
Input: a* C A > z k o u m a n ý s t r a t eg ický profil 

for all i G Q do 
for all s j G Si do 

if Ui{8j,<ŕ_^) - Ui(a*) > 0,0001 then 
return False > s t r a t eg ický profil n e o b s t á l test 

end if 
end for 
for i = 1 -> 1000 do 

randomStrategy <— random(Ai) 
if Ui(randomStrategy) - U-{a*) > 0, 0001 then 

return False > s t r a t eg ický profil n e o b s t á l test 
end if 

end for 
end for 
return True > s t r a t eg i cký profil je Nashovo ekvi l ib r ium 

Output: True, pokud a* je smíšené Nashovo ekvi l ibr ium, False j inak 

Funkce random(Ai) generuje n á h o d n é vektory z prostoru A j . 

4.2 Optimalizace 

Profilace a optimalizace p r o b ě h l a v závěrečné fázi vývoje NenG. K funkční profilaci b y l použ i t 
profiler v programu IPython. Prof i lováním s t a n d a r d n í h o p r ů b ě h u př i v ý p o č t u smíšeného 
Nashova ekvi l ibr ia metodou C M A - E S se ukáza l a úzká hrdla aplikace. Jak lze p ř e d p o k l á d a t 
je to Lyapunova funkce Game.LyapunovFunction() a z ní vo l aná funkce pro zj ištění už i t ku 
d a n é h o s t ra teg ické profilu Game .payof f ( ) . N a tyto funkce b y l použ i t line_prof i l e r , d íky 
k t e r é m u byly ne jnáročně jš í operace odhaleny a p ř e p s á n y na m é n ě náročně j š í variantu. D íky 
tomu by l n a p ř í k l a d čas v ý p o č t u smíšeného Nashova ekvi l ibr ia metodou C M A - E S ve h ře 
2x2x2x2x2 .nf g sn ížen na polovinu. 
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Kapitola 5 

Experimenty 

V t é t o čás t i se budeme z a b ý v a t experimenty nad programem NenG. Bude p r o z k o u m á n a 
h l avně doba b ě h u programu, a sp r áv n o s t v ý p o č t u . Výs l edky budou p o r o v n á n y s v h o d n ý m i 
konkurenty. Nejdř íve bude p r o z k o u m á n a n á r o č n o s t implementace algori tmu pro v ý p o č e t ry­
zího Nashova ekvi l ibr ia hrubou silou (1) a bude p o r o v n á n a s programem gambit-enumpure. 
Dále bude p r o z k o u m á n algoritmus Vyčís lení d o m é n (3), za konkurenta jsem v t é t o úloze 
zvol i l program gambit-enummixed. Pos ledn í experiment se z a b ý v á min imal izac í Lyapunovy 
funkce (definice 13) p o m o c í metody C M A - E S (kapitola 3.4.2), k t e r á je i m p l e m e n t o v á n a 
v programu NenG, a v p o r o v n á n í s da l š ími metodami L - B F G S - B a S L S Q P , k t e r é pocház í 
z ba l íku scipy.optimize. 

Exper imenty jsou k nalezení na p ř i loženém C D v souboru perf ormance_tests .py1. P r o 
každý experiment je p ř i p r a v e n a sada her s r ů z n o u ob t í žnos t í . Nashovo ekv i l ib r ium v každé 
h ře je v y p o č í t á n o d a n ý m programem a metodou, je z a p s á n o t r v á n í v ý p o č t u . P o k u d nebylo 
Nashovo ekvi l ib r ium nalezeno, nen í tento čas p o u ž i t (výj imka je u v ý p o č t u ryz ího N a ­
shova ekvi l ibr ia , zde nena lezení ryz ího ekvi l ibr ia n e z n a m e n á chybu programu, ale vlastnost 
hry) . D á l e je použ i t test Nashova ekvi l ibr ia , k t e r ý je p ř e d v e d e n v kapitole (4.1.1). P o k u d 
ekvi l ib r ium t í m t o testem neprojde, je t r v á n í tohoto v ý p o č t u t a k é zahozeno. P o dokončen í 
zvolených e x p e r i m e n t ů jsou soubory s časy zá lohovány a v y t v o ř e n y grafy p o m o c í knihovny 
matplotlib. 

5.1 Ryzí Nashovo ekvilibrium 

Pro účely t e s tován í funkčnost i v ý p o č t u všech ryzích N a s h o v ý c h ekvil ibri í hrubou silou (algo­
ritmus 1) byly vygene rovány hry p o m o c í programu Gamut [ ], k t e r ý generuje r ů z n é t ř í d y 
nekoope ra t i vn í ch her. P r o generování b y l p o u ž i t n á h o d n ý výběr , do k t e r é t ř í d y m á hra 
spadat, pro účely e x p e r i m e n t o v á n í byly vygene rovány o 2 až 7 hráč ích a různých p o č t e c h 
s t ra teg i í . 

Jako p r o t i v n í k a m é h o algori tmu jsem vybra l program gambit-enumpure z ba l íku gambit. 
Tento program p rovád í v ý p o č e t všech ryzích N a s h o v ý c h ekvil ibri í ve v ícehráčových h rách , 
tedy p rovád í p ř e s n ě to, co metoda Game.getPNEO z m é h o programu. 

V t ěch to experimentech byla z j iš těna 100 % sp ráv n o s t na lezených výs ledků . V každé 
z k o u m a n é h ře , v k a ž d é m opakován í , by ly nalezeny všechna ryzí Nashova ekvi l ibr ia d a n é 
hry, ať už m ý m programem NenG nebo programem gambit-enumpure. 

1 Tento skript slouží čistě jen pro účely provedení experimentů. Nebyl nijak odladěn ani při jeho psaní 
nebyl brán zřetel na výkon. Je přiložen pouze k předvedení metodiky experimentování. 
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Ryzí Nashovo ekvilibrium pro 3 hráče 
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O b r á z e k 5.1: U k á z k a jednoho experimentu. Závislost doby b ě h u programu na p o č t u s t r a t eg i í 
pro hry o t ř ech hráč ích . 

Z experimentu 5.1 m ů ž e m e pozorovat, že časový vývoj v ý p o č t u je exponenc iá ln í , což 
splnilo očekávání . Dá le si lze v š i m n o u t , že program gambit-enumpure je rychlejší než 
můj program NenG s metodou v ý p o č t u pne. To by se dalo vysvět l i t t í m , že program 
gambit-enumpure je n a p s á n v jazyce C + + , a t u d í ž tedy kompilovaný, naprot i tomu NenG je 
n a p s á n ve skr ip tovac í jazyce Py thon , k t e r ý je z podstaty pomale jš í . Také b y l ba l ík Gambit 
vyví jen mnohem delší dobu, jeho p o č á t k y se da tu j í do 80. let 20. s to le t í . 

Da l š ím d ů l e ž i t ý m č in i t e lem v d o b ě t r v á n í celého skr ip tu je pa r sován í v s t u p n í h o souboru 
do vn i t ř n í s t ruktury Game. V následuj íc í tabulce m á m e v y p s á n u časovou n á r o č n o s t č ten í 
v s t u p n í hry vzhledem k v ý p o č t u celého algoritmu: 

H r a Velikost sou­
boru [MB] 

C as č ten í 

N 

č a s v ý p o č t u 

N 

Celkový čas 

[s] 

Č a s č ten í / 
celkový čas 

p4a5.nfg 0,012 0,024 0,845 0,869 0,027 
p4al0.nfg 0,172 0,293 1,019 1,312 0,223 
p4al5.nfg 0,872 1,494 1,152 2,646 0.565 
p4a20.nfg 2,7 4,774 1,573 6,347 0,752 
p4a25.nfg 6,6 11,709 2,229 13,938 0,840 
p4a30.nfg 14 24,409 3,270 27,679 0,881 
p4a35.nfg 26 45,502 5,000 50,502 0,901 

Tabulka 5.1: Tabulka ukazuje vzrůs ta j íc í p o m ě r mezi č a s e m pro č ten í hry a ce lkovým časem 
v ý p o č t u se vzrůs ta j íc í velikostí hry. P r o velké hry dosahuje pa r sován í v s t u p n í h o souboru 
90% celkového času. 

26 



Z tabulky (5.1) vyp lývá , že u velkých her se d o s t á v á doba v ý p o č t u ryz ího ekvi l ibr ia do 
pozad í a velkou ro l i na celkovém čase hraje č ten í v s t u p n í h o souboru. 

Pro zmí rněn í tohoto p r o b l é m u b y l v y t v o ř e n parser p o m o c í knihovny pyparsing, ten lze 
na léz t na p ř i loženém C D v souboru nf gparser .py. Tento postup jsem prozkoumal a ukáza l 
se bý t j e š t ě pomale j š í než p ů v o d n í řešení , proto jsem z ů s t a l u ručn ího pa r sován í v s t u p n í h o 
souboru. 

5.2 Smíšené Nashovo ekvilibrium ve dvouhráčových hrách 

V tomto experimentu budeme zkoumat dobu b ě h u programu a sp r áv n o s t v ý p o č t u všech 
smíšených N a s h o v ý c h ekvil ibri í ve d v o u h r á č o v ý c h h r á c h p o m o c í algori tmu Vyčíslení do­
m é n (3). 

Pro tento experiment by l použ i t t a k é program Gamut [ ] generující n e k o o p e r a t i v n í hry. 
Ste jně jako v m i n u l é m experimentu byly generovány hry z n á h o d n é t ř í d y s n á h o d n ý m i 
uži tky. B y l y vygene rovány hry v rozsahu s t ra teg i í 2 až 13 pro každého h ráče . 

Jako p r o t i v n í k m é aplikaci by l zvolen program gambit-enummixed. Ten h l edá všechny 
smíšené Nashovy ekvi l ibr ia ve d v o u h r á č o v ý c h h r á c h metodou Vyčís lení e x t r é m n í h o bodu. 
To je s t e jná ú l o h a jako řeší můj program p o m o c í metody Vyčís lení d o m é n . Algor i tmus 
Vyčís lení d o m é n je i m p l e m e n t o v á n v programu gambit-enumpoly ten však nemohl bý t 
použ í t , p ro tože na n ě k t e r ý c h h r á c h nebyl schopen dokonči t v ý p o č e t . 

Následující graf je graf závislost i d o b ě t r v á n í v ý p o č t u na p o č t u s t ra teg i í pro oba h ráče . 

Smíšené Nashovo ekvilibrium metodou Vyčíslení domén 
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O b r á z e k 5.2: G r a f časové n á r o č n o s t i (v loga r i tmickém m ě ř í t k u ) v ý p o č t u smíšeného Nashova 
ekvi l ibr ia p o m o c í metody vyčíslení d o m é n v p o r o v n á n í s programem gambit-enummixed 

V tomto experimentu byly v každé h ř e nalezena všechna smí šená Nashova ekvi l ibr ia . 

27 



B y l o toho dosaženo i mou apl ikací NenG i programem gambit-enummixed. 
Z grafu lze vyčís t , že je program gambit-enummixed rychlejší pro zobrazený p o č e t stra­

tegi í . Z a p ř e d p o k l a d u , že by byla zachována s t e jná tendence r ů s t u obou funkcí, je m o ž n o 
p ř e d p o v í d a t , že by můj program NenG program gambit-enummixed p ředč i l v j e š t ě n á r o č ­
nějších h r á c h . Z ů s t á v á ovšem o tázkou , zda je tak dlouho t rvaj íc í v ý p o č e t j e š t ě r en tab i ln í . 

5.3 Smíšené Nashovo ekvilibrium ve vícehráčových hrách 

Experiment zkoumaj íc í nejdůleži tě jš í čás t m é h o programu, tedy minimal izac i Lyapunovy 
funkce (13), by l p r o v á d ě n hned se t ř e m i metodami pro minimal izac i funkce: C M A - E S (4), 
k t e r á je i m p l e m e n t o v á n a v NenG, L - B F G S - B a S L S Q P , k t e r é byly p ře j a ty z ba l íku scipy. optimize. 
P ů v o d n í m z á m ě r e m bylo p o u ž í t více metod z tohoto ba l íku 2 , ž á d n á dalš í z nich však 
nezv lád la a l e spoň čá s t ečně spolehl ivě dokonvergovat k výs ledku s d o s t a t e č n o u p řesnos t í . 
P o d o b n ý p r o b l é m nastal i p ř i t e s tován í programu gambit-liap, k t e r ý t a k é implementuje 
h ledán í Nashova algori tmu p o m o c í minimal izac i Lyapunovy funkce. Tento program skončí 
bez výs l edku s j a k ý m k o l i n a s t a v e n í m , proto nebyl do experimentu zahrnut. 

Testovací skupina her byla p ř e v z a t a z n á s t r o j e Gambit, j e d n á se o s te jné hry, k te ré 
byly p o u ž i t y v č l ánku [18] a byly t a k é vygene rovány dvě hry větš í . Všechny tyto hry jsou 
k na lezení na p ř i loženém C D : 

coord333 t ř í h r á č o v á hra s t ř e m i strategiemi pro každého h ráče . Tato hra m á celkem 13 
Nashových ekvil ibri í . 

coord4 d v o u h r á č o v á hra se č t y ř m i strategiemi pro oba h ráče . Tato hra m á celkem 15 
Nashových ekvil ibri í . 

2x2x2 t ř í h r á č o v á hra se d v ě m a strategiemi pro k a ž d é h o h ráče . M á celkem 9 N a s h o v ý c h 
ekvilibrií . 

2x2x2x2 č t y ř h r á č o v á hra se d v ě m a strategiemi pro k a ž d é h o h ráče . Tato hra je řeš i t e lná 3 
N a s h o v ý m i ekvil ibri í . 

2x2x2x2x2 p ě t i h r á č o v á hra se d v ě m a strategiemi pro každého h ráče . Tato hra je charak­
te r i zována 5 N a s h o v ý m i ekvil ibri í . 

5x5x5 t ř í h r á č o v á hra s pě t i strategiemi pro každého h ráče . Tuto hru lze vyřeš i t 5 Nasho­
v ý m i ekvil ibri í . 

7x7x7 t ř í h r á č o v á hra se sedmi strategiemi pro k a ž d é h o h ráče . Tato hra m á 3 řešení v N a ­
shových ekvil ibri ích. 

Tabulka (5.2) n á m ukazuje, že h ledán í smíšených N a s h o v ý c h ekvil ibri í funguje spolehl ivě 
p ř edevš ím u m a l ý c h her. U her, p ř e v z a t ý c h z n á s t r o j e Gambit, bylo metodou C M A - E S 
nalezeno smíšené Nashovo ekv i l ib r ium p o k a ž d é . P r o mnou generované větší hry už ú spěšnos t 
klesá. 

Da l š ím z a j í m a v ý m výs l edkem tohoto experimentu je charakter N a s h o v ý c h ekvil ibri í . 
M e t o d a p ř e v á ž n ě konverguje k m a l é p o d m n o ž i n ě ekvil ibri í , u n ě k t e r ý c h her dokonce opa­
kovaně vrac í j ed iné ekvi l ib r ium, i když j ich hra m á několik. Tato vlastnost se projevuje 

2 P r o přehled těchto metod navšt iv te h t t p : / / d o c s . s c i p y . o r g / d o c / s c i p y / r e f erence/generated/ s c i p y . 
opt im ize .min imize .h tml 
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M e t o d a L - B F G S - B S L S Q P C M A - E S 
H r a ú spěšnos t [%] čas [s] ú spěšnos t [%] čas [s] ú spěšnos t [%] čas [s] 

coord333 100 0.289 100 0.417 100 1.168 
coord4 100 0.357 80 0.353 100 0.880 
2x2x2 100 0.258 100 0.256 100 0.859 

2x2x2x2 100 0.599 100 0.457 100 1.915 
2x2x2x2x2 60 1.403 80 0.908 100 4.227 

5x5x5 20 5.135 80 3.046 40 27.162 
7x7x7 20 39.353 20 11.441 20 154.264 

Tabulka 5.2: Tabulka úspěšnos t i a p r ů m ě r n é doby nalezení smíšeného Nashova ekvi l ibr ia 
použ i tých metod u každé z t e s tovaných her. 

v r ů z n é mí ře v závislost i na p o č í t a n é h ře . Lze si to vysvět l i t t í m , že tvar Lyapunovy funkce 
u r č i t ý m z p ů s o b e m zvýhodňu je n ě k t e r é body př i minimal izaci . 

V tabulce 5.2 m ů ž e m e v idě t časovou n á r o č n o s t j edno t l i vých metod, k t e r é řeší p o p s a n é 
hry. M e t o d a C M A - E S je pomale j š í než metody S L S Q P a L - B F G S - B , ale zvlášť u menš ích 
her není rozdí l nijak m a r k a n t n í a m ů ž e m e tak o ní p roh lás i t , že je s rovna t e lně n á r o č n á . Jej í 
horší výs ledky si m ů ž e m e vysvět l i t r ů z n o u i m p l e m e n t a c í t ě c h t o metod. M e t o d y S L S Q P a 
L - B F G S - B jsou součás t í knihovny SciPy, t a je celá n a p s á n a v jazyce C a For t ran pro větš í 
efektivitu a v jazyce P y t h o n je jen a b s t r a k t n í vrs tva pro volání t ě c h t o funkcí. 

Také je t ř e b a podotknout, že metoda C M A - E S je 100 % ú s p ě š n á ve více h r á c h než 
metody L - B F G S - B a S L S Q P , jak m ů ž e m e v idě t v tabulce (5.2). 
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5.3 .1 U k á z k a v ý p o č t u s m í š e n é h o N a s h o v a e k v i l i b r i a m e t o d o u C M A - E S 

V t é t o kapitole si p ř e d s t a v í m e p r ů b ě h v ý p o č t u smíšeného Nashova ekvi l ibr ia p o m o c í min i ­
malizace Lyapunovy funkce metodou C M A - E S . Za p ř ík l ad n á m poslouží hra 2x2x2 p ř e d s t a ­
vená v minu l é kapitole. P r o za j i š tění charakteru rozložení p r a v d ě p o d o b n o s t i p řes j edno t l ivé 
body, použ i j eme metodu penalizace, d íky k t e r é u v i d í m e s k u t e č n ý bod, ke k t e r é m u algorit­
mus konverguje, lépe než př i použ i t í metody normalizace. 

Generace a O h o d n o c e n í 
nej lepš ího 

Nej lepší jedinec 

1 2.70e-01 3.08e+00 [-0.0866531, 0.22215836, 1.04637156, 
0.05893053, -0.14015331, 0.63243666] 

5 2.28e-01 1.56e+00 [0.06754021, 0.20152466, 0.29852439, 
0.39390428, -0.17319681, 0.38299942] 

10 1.42e-01 9.95e-01 [0.26475969, 0.27146635, 0.24076801, 
0.3769357, -0.06037462, 0.71678507] 

20 1.39e-01 6.96e-02 [0.37722237, 0.58319589, 0.58449225, 
0.62847485, 0.03075299, 0.97571681] 

60 2.24e-02 3.10e-03 [0.43387958, 0.56860606, 0.50901505, 
0.52251524, 0.21664792, 0.81257705] 

100 6.09e-03 2.79e-05 [0.40503743, 0.59800664, 0.49408558, 
0.50928612, 0.33934125, 0.66004809] 

140 1.18e-03 8.54e-08 [0.39959055, 0.60046442, 0.49993324, 
0.50018775, 0.33363872, 0.66660178] 

180 2.29e-04 1.38e-09 [0.39997612, 0.60003517, 0.50004305, 
0.49998747, 0.33332453, 0.66669253] 

196 8.67e-05 5 .35e- l l [0.39999035, 0.60001066, 0.50000507, 
0.49999827, 0.33333369, 0.66667255] 

Tabulka 5.3: P r ů b ě ž n é výs ledky metody C M A - E S př i řešení hry 2 x 2 x 2 .nfg s metodou 
penalizace. 

V tabulce (5.3) m ů ž e m e v idě t že po ú v o d n í m bou ř l i vém z a č á t k u , kdy n ě k t e r é hodnoty 
jsou j e š t ě dokonce z á p o r n é , n a s t á v á zp řesňován í na lezeného bodu až bod v generaci 196 
překroč í hranici pro ú s p ě š n é zakončení algori tmu ( 1 0 - 1 0 ) . V tabulce si taky m ů ž e m e všim­
nout jak se zmenšu je dé lka kroku a a t í m se zmenšu je m o ž n ý prostor, ze k t e r é h o se mohou 
vzorkovat dalš í jedinci . 
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Kapitola 6 

Závěr 

V t é t o p rác i jsem popsal teorii her pro n e k o o p e r a t i v n í hry. B y l y vymezeny zák ladn í definice 
j edno t l i vých entit a def inovány vztahy mezi n imi . Provedl jsem p r ů z k u m m o ž n ý c h řešení 
v ý p o č t u Nashova ekvi l ibr ia a pro k a ž d ý j e d n o t l i v ý p ř í p a d jsem vybra l v h o d n ý algoritmus. 
P r o s t ř e d k e m pro vyřešení ne j těžš ího p rob l ému , tedy na lezení smíšeného Nashova ekvil ib­
r ia ve v ícehráčových h rách , je r e l a t i vně nová metoda pro minimal izac i funkce Covariance 
M a t r i x Adap ta t ion - Evo lu t ion S t r a t é g y ( C M A - E S ) . P ř e d s t a v i l jsem svou implementaci vy­
t v o ř e n é h o n á s t r o j e pro v ý p o č e t Nashova ekvi l ibr ia - NenG (Nash Equ i l i b r i a Noncooperative 
Games). Sesbí ra l a vygeneroval jsem m n o ž s t v í her, k t e r é jsem použi l pro o t e s tován í m é h o 
programu. NenG p roše l testy ú s p ě š n ě a nalezl Nashova ekvi l ibr ia v rozsahu s t a n o v e n é m v za­
dán í . Ukáza l se bý t k o n k u r e n c e s c h o p n ý mnohem s t a r š í m u programu Gambit. B ě h e m psan í 
programu jsem t a k é bra l ohledy na srozumitelnost k ó d u , aby mohl bý t použ i t jako učebn í 
pomůcka . 
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Příloha A 

Hry v normální formě 

Tabulka A . l : Ma tch ing pennies 
A / B heads tails 
heads 1,-1 -1 , 1 
tails -1 , 1 1,-1 

Tabulka A . 2 : K á m c n - n ů ž k y - p a p í r 
A / B k á m e n n ů ž k y p a p í r 

k á m e n 0, 0 1,-1 -1 , 1 
n ů ž k y -1 , 1 0, 0 1,-1 
p a p í r 1,-1 -1 , 1 0, 0 

Tabulka A . 3 : D e g e n e r o v a n á hra 
A / B 0 1 

0 1, 1 1, 1 
1 0, 2 0, 3 
2 0, 2 2, 0 

Tabulka A . 4 : Vězňovo di lema 
A / B p ř i z n a t se zatloukat 

p ř i zna t se -10,-10 0, -20 
zatloukat -20, 0 -1 , -1 
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