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Mezi vyznamné osobnosti obdobi renesance, ktergillivnily rozvoj prirodnich &d,
zvlast matematiky a fyziky, pétfrancouzsky matematik, fyzik, spisovatel, teotéog

nabozensky filozof

BLAISE PASCAL

Narodil se 1¥ervna 1623 v Clermontu,verstini¢asti Francie. Pochazel ze zamozné a
vzcklané rodiny.Jeho otec,Etienne Pascal(1588-165&mymatematik, ktery byl pravnik,
daiovy Urednik se zdjmem o3du, matematiku a geometrii, se po smrti manzelk36)6
presthoval i s @tmi (m¢l kromé syna jedt 2 dcery,Jacqueline a Gilberte) v roce 1631 do
Paize.

V Blaisow vychow se zaniiil pouze na humanitni v&tani, ze kterého vyldiil
matematiku,Ze na ni ma jestostéasu.

Dvanactilety Blaise si vSak dokazal odvodikieré Euklidovy potky, aniz by kkdy
absolvoval hodinu matematiky. Po tomto Zjstjeho otec umoznil Blaisoviifstup ke skini
se svymi matematickymi knihami a jiz mu nebrandalSim studiu matematiky.

Ve tfinacti letech jiz Blaise dochazel do matematickitouzku Mersenna(neformalni,
soukroma pézska akademie fpdchidce Francouzské akademigly, do kterého péta
prevazna ¥tSina péizskych matematik vcetrg jeho otce Etienna Pascala.

V Sestnacti letech napsal Blaise svoje "Pojednanizelosékach”, které ocenila i Paska

kralovska akademie.



Roku 1640 , v 17-ti letech, jiz vydal svoje dilo'W@enosti s kdnickyniiezy" nakladem 50
kusi. NejznandjSi wetou je tzv. "Velka Pascalovata” (priseiiky pro€jSich stran
Sestithelnika kuZelosee vepsané lezi n&ipce - Pascalovarimka).

2.ledna 1640 se Pascalova rodinesghovala do Rouen v Normandii, kde Etienne Pascal
ziskal miso kralovskéha@dnika, kontrolujiciho vykon kralovské moci v prasii.Na konci
roku 1640 Blaise napadla myslenka sestrojtifaai stroj, aby pomohl svému otci s mnoha
pocetnimi pracemi, které musel v novém zaitnani vykonavat.Za realizaci této ohromujici

myslenky vSak stalo 5 let prace. Vytilatroj (aritmeticky kalkulator - Pascaline), kfer

provadl 4 ukony s gticifernymi ¢isly. Zhotovil asi padesat exemflajeden dokonce poslal
Svédskeé kralownKristing (1626-1689). Do dnes se dochovalo 8 exeriplapodstat Slo o
predchidce sodasné kalkuleky.

Od roku 1618-1648 probihala ve velisti Evropy 30-tileta valka, kterdsha za nasledek
hladomor. V tomto obdobi, v lednu 1646, si EtieRascal vymkl nohu a to ho skoro stalo
Zivot.Realita mozné ztraty otcedta velky vliv na syna. Od |eka se doz¥dél o wceni
Cornelia Jansena (1585-1638),nebyl zastandexugeni,ale ¥fil,Ze ¢lovék se niize svou
vuli zasadit o to,aby Zil v souladu s BoZliy které stalo proti jezuismu. Diky tomutéani si
vyklada Pascal svowdeckoucinnost jako lisSnou a dosavadni utrpeni jako trest za tento
hrich.

Vedl velmi ndkladny Zivot s velkym dvorem a preshedy se rozeSel se svou sestrou
Jackqueline, kter& vstoupila do kl&Stera.

Etienne Pascal zeml 24.9.1651 a po jeho smrti se Blaise,ve svycle@gh, vratil do Pidze.
V roce 1654 publikoval Blaise Pascal "Traktat dnaetickeém trojuhelniku”, ktery se nazyva
Pascalovym trojuhelnikemkdyZ se timto tématem zabyvali i matematiével(ve Starovké

Indii, Cing, Persii).

Jiz od mladi byl Blaise neduzivy. tidolestmi a roku 1654 dokonce &as ochrnul.
V listopadu 1654, fb jedné vyjidi’ce katdrem se na massplasili kor. Blaise byl po nehad
2 tydny v bezédomi. Poté rdl mysticky zaZitek, po kterém se uchylil roku 16&5kl4Stera,
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kde se ¥noval gevazi filozofii a nabozenstvi. V té deétpsal "Dopisy provincialovi”, které
jezuité velmi kritizovali. KdyZ nad nimi pracovghsre si ukdomoval, Ze spravné ovladani
logiky je dilezité nejen pro matematika.

Po roce 1659 se vSak uz Pascal nevratil k mateenaticfyzice a rozhodl se zabyvat smyslem
Zivota. Jeho myslenky o statu @owal i Napoleon, ktery ho citudélat senatorem.

Posledni léta Zivota proZil na venkoa wnoval se hlavétndboZenskému rozjimani.

Blaise Pascal zeifel 19.srpna 1662 v 39 letech na nador na mozkua Bib jeho smrti

odhalila vazné Zaludai a l¥isni problémy doprovazené poskozenim mozku.

Jeho dilo zahrnuje 3 oblasti: matematiku, fyzikilazofii.

V matematicese ¥noval gedevSim geometrii. Svym objevem trojluhelnikovéhmotedani
binomickych koeficient prispel k rozvoji kombinatoriky.

Blaise Pascaligdstavil primitivni verzi rulety, ktera byla spiédiejSim produktem pokiis
ve snaze vynalézt perpetum mobile. Vitém obdobi svého Zivota byl sam vasnivymcera

a v této souvislosti poloZil, se svyritelem Fermatem, z&klady teorie prapddobnosti a
vytvoril pojem "matematicka nage".

Pascal byl prvni zaznamenanou osobou, ktera nosdanky na zagsti.

V oblasti fyzikyse snazil vychazet z gy ¢ rozmysSlenych experimeint pesre
zapisovanych gieni. Pati mezi zakladatele empirick@&dy (Zadné jiné zdroje nepoklada za
spolehlivé). Pokusy horpvedly k vynalezu vyskogru a barometru. Vysledky shrnul ve spisu
"Pojednani o tlaku vzduchu".

DalSi Pascalovy pokusy se tykaly spojenych nadéiteai tlaku v kapalindch. Tak se dostal k
hlubSimu studiu hydrostatiky a hydrodynamiky.

1653 napsal praci "Pojednani o rovnovaze kapdtué,formuloval zakon oipnaseni tlaku v
kapalinach, dnes ho zname jako Pascahkon (Tlak vyvolany wsi silou v kapalig je ve
vSech mistech a ve vSech&eth stejny).

Pascalovym hlavnim filozofickyrdilem je kniha "MySlenky", ktera je také jeho
nejslavigjSim spisem. Jeho obsahem je obraifelanstvi. Toto dilo ale zcela nedokdra
vyslo az po jeho smrti.

MatematikZhu Shijie (1265 - 1320) - jeho prace jsou povazovany zholrklasickétinské
matematiky. Kolem roku 1299 napsal kni@uan xue giumen@vod do studia matematiky
a kolem roku 1308iyuan yujian(Spravné zrcadladtyr nezndmych Pivodnicinska verze

prvni z nich je ztracena, ale nggtt existovaly korejské a japonské opisy, kteréy gk



kvalitni, Ze bylo mozné knihu zrekonstruovat. Driinéha existuje v neiflis kvalitnich

opisech.

Uvod do studia matematikg sbirka tloh na @étani se zlomky #eseni rovnic. Zde se
objevuje i metoda ngeseni soustavy linearnich rovnic, ktera se wasné dob nazyva
Gaussova elimirai metoda. Ve druhé #ahto praci jsou v studovany polynomialni rovnice
nekolika prongnnych, sotty kong&nychiad, jsou zde studovakisla, ktera v satasné dob
tvori tzv. Pascdiv trojuhelnik (viz obrazek, na kterém je Paggdtojuhelnik Zhu Schijieho),

zde se vyskytuje specialni znak pro nulu.

Pascalv trojuhelnik obsahuje koeficienty, které vystupujednotlivych¢lenech

(d+bjn rr

umocréného vyrazu (obecr pro realn&islaa ab). V praci Zhu Shijie jsou tyto

koeficienty speéitany az pron = 8.




1. Pascailiv trojuhelnik je geometrické usparadani binomickych

koeficienti do tvaru trojuhelniku.

Sestrojeni trojuhelniku je velmi jednoduché. Jelipole trojuhelniku se vyplni podle
pravidla, kde kazdéislo je sodtem dvou poliek nad danyndislem. Na prvnfadek piSeme
¢islo jedna. Nyni vytviimefaducislo dw. Ta se sklada ze dvou poli.

Druhyiadek je tvéen dema jednékami. DalSiradek kowi a z&ina jednékou (tak kori a
za&ina kazdyadek) a uprosed budetislo dw.

Tato konstrukce vyuZziva Pascalovo pravidlo, kiéke, Ze

(1)=(=D)+(")

1.1 Kombina¢ni ¢islo
je matematicka funkce, ktera udava@&giokombinaci, zfsohi, jak vybratk-prvkovou

podmnozinu zn-prvkové mnoziny k an jsou firozenégisla). Kombinani ¢islo se zn&i ve
n " .
tvaru (kj (¢te se n nadk®), P pouziti faktorialu

je kombingni ¢islo rovno

ny _ #lh)' pron > k > 0;
k) 0 jinak,

. 0 n n
Plati rovnost 1= = =
0 0 n

Kombinani ¢islo se pouziva hla¥rv kombinatorice, velicetdezité je vyuziti v binomické

vété(zde je ozn&ovano jakdbinomicky koeficient)

N 1

Pascalv trojuhelnik Ize zobecnit i pro vy$Si dimenze. jloamérna verze se nazyva
Pascalova pyramida nebo také Pascatyistén. Ve vysSich dimenzich se obdoby okecn

nazyvaji Pascal simplex.
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Pascalv trojuhelnik je schéma, které znamgje vlastnosti kombiranichéisel.

Muzete se s nim setkat ve dvou tvarech.

0) (1) 2} &) (5-2) 5o 3

Schéma nalie ukazuje zakladni vztah Pascalova trojuhelnikorsbinanimi ¢isly. Ve

schématu dole kombigai ¢isla vytislime a daji se vam Iépe poznatgkteré jejich

vlastnosti.
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Muzeme odvodit, jak obeérvypadan-ty fadek Pascalova trojuhelniku:

n-ty radek Pascalova trojuhelnikuma tvar

A i

n-1
Sklada se m kombin&nich¢isel (k j k nabyva postuphhodnoty O, 1, ..., (— 1).

V Pascalov trojuhelniku jsou symetricky rozmésia stejn&isla vzhledem k jeho ose

. L ur ; n n o .
soungrnosti. Je to dané tim, itsla(k) a( kj se sob rovnaji a jsou stefhvzdalena od

"stredu" kazdéhaadku.

Dvanactyradek: 1+ 11 + 55+ 165+ 330 + 462 + 462 + 333 +55+ 11+ 1
Trinacty radek:l 12 66 220 495 792 924 79295 220 66 12

Pascalv trojuhelnik obsahuje binomické koeficienty.

Napr. treti diagonala jdouci zprava shora dolevaiddisahuje vSechna trojuhelnikasiala.

1,3, 6,10, 15, MO+
2

Stejre ¢ctvrty Sikmy sloupec zprava shora dolevaigéide jsou zapsarayistnovacisla

1, 4, 10, 20, 35, . Mo+D@O+2)

6

1.2 Binomicka véta

je matematickadta, diky které mizemen-tou mocninu dvoudtandi rozlozit na soéetn+1
itandi. Véta vychazi z kombinatoriky, dnes se pouZivandpdokazovani ve fyzice.

Nejjednodussi verze vypada takto:

(z+y)" = Eﬂ: (:) 2" ry*

k=0
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Pokud jen pfirozenécislo, tak nasledujici kombitai ¢isla:

n\ n!
k] kl(n—k)

jsou takzvané binomické koeficienty Pascalova trejdiku.Cislon! je faktorial¢islan.
1.3 Polynomy

Polynom nebolimnohaoglen je vyraz sestavajici jen ze st (rozdili), nasobk a

celatiselnych mocnin prosmnych.

Prikladem jednoduchého mnatienu mize byt mnohdlen: 2x° +5x—12
Obecré bychom mohli mnoh&len zapsat takto

A +an- X" L e +apX
- a, se nazyvaji koeficienty mse nazyva stugiemnohalenu.

Cislo n odpovida nejvy3si mocgimnohalenu, kdean# 0. Pokud by byl@, rovno nule,

potom bychom zrusSili prosmnou x, ke které koeficient nalezi, nébona cdoliv je nula:

3_
0°=0.
eSc¢itani a ode €itani polynom

itani a odéitani mnoheélend je celkem jednoducha zalezitostitdme nebo oddtame

koeficienty u¢leni se stejnym exponentem. Tedy plati
ax,+bx=(a+b)x.
eNasobeni polynom

Pti nasobeni mnolideni nasobime kazd§len prvniho mnohédenu a kazdynélenem
druhého mnohdlenu. Koeficienty nasobime jako klasicka realisda. Exponenty u

promennych gitdme podle pravidel gitani s mocninami. TakZe nidklad:

(3C+4X) - 5X°=(3: 5)X°+2+(4- 5)x'+2=15¢+20¢

-13 -



eUprava polynom

Pri apraw mnohaleni chceme, abychom upravili mnaiten tak, aby byl jednodussi. K

tomu pouzivame roz&vani, kraceni, vytykani, aplikaci vzdra podoba.
(a+bf=af+2ab+5
Stai si roznasobit.
(a+tbf=(a+b)(a+b)=a+rab+ba+b=a+2ab+5
DalSim vzorcem je

a-b’=(a+b)(a-b).

Pascaifiv trojuhelnik ukazuje také koeficienty binonickéhozvoje:

Stupe | Binomicky rozvoj Pascal trojuhelnik
2 | (x+t1f=1¥+2x+1 1,2,1
3 | (x+1) = 1¥*+3x°+3x+1 1,3,3,1
4 | (x+1) = X+AXC+6xX+Ax+1 1,4,6,4,1
atd.

2. Pouzivani Pascalova trojuhelniku
2.1 Pascailv trojuhelnik- licha nebo sudacisla

Vycernime si v Pascalévrojuhelniku lich&isla...
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1

Co je to fraktal?
Fraktal je geometricka konstrukce, ktera je sané podobna fi riznych z¥tSenich.
Fraktal bude vypadat skoro stgj@’ na r&j budete koukat z jakékoli blizkosti.

Kanonickym gikladem fraktalu je:
Sierpinského trojuhelnik

Sierpinského trojuhelnik je fraktélovy obréazek, ktery Ize vytvofit napf. timto zpadsobem:

1. Nakreslime Cerny trojuhelnik

2. Z Cerného trojuhelniku odstranime "vnitfni trojahelnik" a tuto funkci zavolame na tfi mensi

trojuhelniky, které vznikly v okoli

Jeho tvorba je jednoducha. ity jsou bul’ obarvené nebo neobarvené
(PRAVDA/NEPRAVDA). Prvni buika na vrcholu trojuhelnika je obarvena. V d&&t se

pro kazdou biiku kontroluje, zda veréch butkach, které jsou nad toutoitkou (vpravo nad,
nad, vlevo nad) je pouze jednaszhto burtk obarvena. Pokud je pouze jedna obarvena, bude
testovana hitka také mit barvu. Pokud néstane bez barvy. Nejlépe pochopitelné je na

ukazce.
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Ukazka "logickych funkci" aneb jak zjistit co bude o fadu nize.

B e ——_—

AA AAAA

1. Diagonalnitady na krajich tvid pouzecislo jedna (jedna se pouze c:dliagonaly).
2. Diagonalnirady vedle krajnicliad jsou s&azena firozen&cisla.

3. Jak postupujeme dovhitdalSi d¥ fady jsou tveny trojuhelnikovymgisly.

Pokud vybarvime pouze lickidsla, ziskany vysledek je velmi podobny fraktalu
pojmenovaném Sierpinskim. Pokud vybarvi¢ea podle toho, zda jso¢ldelna temi,

ctyfmi atd...

Pokud vybarvimeisla, ktera nejsoudtitelna ttemi, ziskame nasledujici obrazek:
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2.2 Gaussovo normalni rozéleni a Pascaiv trojuhelnik

Normalni rozdleni ndhodnych vealin najdeme v zakladech mnohguv prirodé i ve
spole&nosti, jeho matematicky popis se dostal i na bybalékovky sousedni zeénfl0 DM).

Je to jeden ze zakladnich pgimatematické statistiky.

Ototny model obdélnikového tvaru vytiemy ze deva s prosklenymi &ami je naplan
kovovymi kulickami. KdyZ ho otéime,kulicky se sypou ze zasobniku za skieou s¢nou
mezi rovnondrné rozloZzenymi pekazkami ve tvaru Sestithelniku. Kolik m& jednadka
moznych cest? Kulky se i kazdém nasypu navrsfiblizné do tvaru Gaussovyrivky.
Bude-li kulicek vic, bude krasna symetrickivka vyssi. Rozéleni kulicek na modelu je

nahodny proces.

Binomické koeficienty &leni rozvoje mocniny saiiu (a+b) tvori Pascalv trojahelnik:

1
11
121
1331
46 41
1610 51
16261561
17332171
18288BH562881

Trojuhelnik je ,obrouben” jedtkami. Vnitini ¢islo je vZdy soétem dvou sousednictisel
stojicich oradek vys. Tot@islo tak znamena vlastipocet tiznych cest, které Zmaji v
hornim vrcholu trojuhelnika a kéinv misg tohotocisla, gicemz neprochazeji Zzadnym

fadkem dvakrat.
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Cesty mohou znazornit kdaky, které v modelu padaji ki s gekdzkami usp@danymi jako

Pascalv trojuhelnik.

Pri dostaténém pd@tu kulicek se piblizné v zasobnicich vytid pod trojuhelnikem
Gaussovo normalni rozéni (netkdy se uziva ndzvu Gaussovo-Laplaceovo normalni

rozckleni).
Model byl vystaven v Karolinu v roce 1998 prileZitosti 650. zaloZeni Univerzity Karlovy.
2.3 Galtonova deska — teorie

K popisu chovani elektrdine treba pouzivapravdepodobnostMatematika zna pojem

Galtonova deska.
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Je to panel, ve kterém padajici Kkl narazi doigkazek usp@danych do tvaru trojuhelniku
a nakonec zapadne dékteré rihradky. Dopad jedné vybrané kiky je negedvidatelny.
Pokud vSak vhodime velké mnozZstvi kek, dojdeme k witému z&konitému rozdeni.

Predpokladejme, Ze na kazdiekaZce je prawibodobnost 1/2 odrazu kuky vlievo a 1/2
pravdEpodobnost odrazu kgky vpravo. Kultka by n€la narazet v kazdéads. Kolik ,cest”

vede Galtonovou deskou?

|/.\|
NN
./ \:/ \/ N
'/\“/ \ﬁ/ \*/ \,
1/ \/ \'“/ \'“/\ /\
/ N v \,,/ \W/ \“/ gy \.
o/ N\ / \,,/ N/ \“/ \“/ XI# \1
NN e \fn/ \aﬂ/ \23/ Ny \'

/'\ £ /'\ AN AN AN /\ o O ¥
| | |:~'-f- |12-5 126 s4|3a| |1|

LNV T T (I R LNELL 11,3241 412 4922 03281 LR E L BA352 ALY

Priradime ke kazdé zZgkazek hodnotu, ktera ztigpacet cest vedoucich do tohoto centra.
Kulicka pada na vrchol po jediné cegtiiradime tedy vrcholu hodnotu 1. Ve druiaét jsou
dva body a kazdy bude mit také hodnotu 1.7¢d tadk maji oba krajni body hodnotu 1. Do
prostedniho boduittifady se da dostat z dvou liodruhéfady dw¥ma cestami. Steme
jejich hodnoty a ziskam#slo 2. Do libovolného bodu vede tolik cest, katikkame s&@enim
cest dvou boil, které jsou wadt nad nim. Tento princip lze opakovat do nekmrae To je ale

znama vlastnost kombitaichisel, takto se vytwdPascaliv trojuhelnik

V 10 pihradkach jsou zapsakssla, ktera vyjatlji pocet cest, které do nich vedou. VSech
cest je tady 512 a Zdhto udai Ize vypditat prav@podobnost zasaZeniifpradky. Vznika

binomické rozdleni n gihradek, které prao - o piejde na Gaussovuikku.
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3. Matice a diference

3.1 Matice a Pascalv trojuhelnik

VypiSeme si pé&ty prvka a doplnime chydjici prvky do tabulky nulami:

10000
11000
12100
13310
14641

Kazdy prvek v tabulce je séiem dvou prvk z pgredchozihdadku (samozjme s vyjimkou
prvnihofadku, ktery je dany, coz jsme dosahli nultou mosajrpotom dostaneme dalsi

fadky v tabulce bez nasobeni. Tomuto rm&ni odvozovanim pnikz pgredchazejicich se

ifika rekurentni vzorec. Prvky v tabulce se nazywisdomické koeficienty

Samotné tabulce g&a Pascdiv trojuhelnik. Pascal/ trojuhelnik se vypisuje ve forn
rovnoramenneho trojuhelnika. Zvolili jsme formuuldy (matematikovéikaji takovym

tabulkdm matice), protoZe to umnie psat PascaV trojuhelnik v jiném tvaru:
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11111
01234
00136
00014
00001

Druhy Pascdiv trojuhelnik dostaneme z prvniho maticovou opeltkteré seika transpozice.
Kazdy sloupec maticergpiSeme jakdadek transponované matice, nebo kazdiek jako
sloupec transponované matice. Podkdpisu by matice tta byt v zavorkach nebo

ohrantena dvojitowarou.
Prvky obou tabulek dostaneme i bez rekurentnihocezgimo

Binomické koeficienty péitaji permutace, pouze mistoiznych prvki mame jen dvaizné
prvky a kazdy se opakuje a-krat nebo b-krat. Peaiceufednotlivycka nebob mezi sebou
neumime rozliSit, proto musime faktorial rdlitifaktorialy a! a b!. Sotet a + b = n.
Binomicky koeficient, ktery se obvykle ozhge zavorkami se dvnacisly napsanymi nad
sebou .Je to vliastrpodil n!/alb!, teba 5!/3!12! = 120/6x2 = 10.

Adresa pole matice je padovécislofadkui a pdadovécislo sloupcg. Matice mam fadki a
n sloupd. Indexyi aj za&inaji zpravidla od 1.
V pripact Pascalovych trojuhelnikie vyhodné péitat indexy od nuly, nebo musime od

normalnich indeki aj odeitat 1.

Matice je vlastd seznam vektdr, bud’ vektorti radkii, nebo vektar sloupd. Vektory se piSou
v zavorkach a jejich prvky se o#ldji carkami. Teba (4,1) nebo (1,4) znamenaji sminice

na dvojrozndrné ploSe.

Vektory a matice se daji nasobit. Existuggalik moznosti. NejjednodusSim nasobkem dvou

matic je gimy soin. V tom gipadt se vynasobi vzdy pouze prvky ve stejném poli.

Pri nasobeni vektdrse musi nasobit vektéadek vektorem sloupcem, nebo vektor sloupec
vektoremiadkem. V prvnim fipadt dostaneme jako vysledek jeditiglo, kterému séka
skalarni sodin. V druhém pipac dostaneme jako vysledek celou matici. Sdprvki na

diagonale matice se rovna jedinétisiu. Sodiny se nazyvaji vnihi a vrgjSi.
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Napiklad:

4
1

41 =17

4x4 + 1x1 =17
41

4164

141

Pri sowinu matic se nasobi jednotlivadky levé matice se sloupci pravé matice tak, ze
odpovidajici prvky wadcich se nasobi odpovidajicimi prvky v sloupcilggsek se see a

tvori prvek sodinu. Vzniknou tedy vSechny mozné \mit sowiny vektorti matice.

Vysledek nasobeni u obgjnychcisel (skalail) nezavisi na pgadi v jakém seéisla nasobi.

Napriklad 5x4 = 4x5. U matic vysledek zavisi nagmti v jakém se matice nasobi.

Podminkou pro nasobeni matic je, aby leva matigla tolik fadki, kolik ma prava matice
sloupd.

Pri ndsobeni matice stejnou matici se dostane jejdtaticka forma. Pokud matice neni
symetricka (coZ znamena, ze s$et@ansponovani nezéni), dostanou se é\kvadratické

formy.

Muzeme se i@s\wdcit, Ze sodin dvou Pascalovych trojuhelrilshora da ofi Pascalv

trojuhelnik, pokud si matici na trojuhelnik doplrém
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Réadky (sloupce) jsou na vedlejsi diagonale matiego Torma ukazuje, Ze prvky tabulky jsou
soltty nejen dvou fedchazejicich prik ale celého fedchazejicihdadku (sloupcdjPokud
za&inaji indexy od nuly, pak vysledek, horni hodnateomického koeficientu, je soat

indexit minus jedna, dolni hodnoty binomického koeficigjstu index i a (j -1).

Tuto formu Pascalova trojuhelnika dostaneme tal&tsji, jako soutet polynomickych

koeficienti pron permutace.

Ve shora uvedeném binomu se jednalo érampdadi prvki. Tohle budean permutace,
protoZe se ®ni paadi v posloupnosti, to je prvni implicitni indeakp pdadi vektot fadka

Vv matici.

Polynomicky koeficient je podokrjako binomicky koeficient vysledek nasobeni polyng
nag. (a + b + ¢ + d). V salinech se objevuji posloupnosti jako aaab, aaag,lduza. Tytm
permutace jsou dosazitelné jako substitucetipgot binomu byly trivialni, jednalo se vzdy o
dvé moznosti, odpovidajici permutacim vektdr, treba (3,1) na (1,3), nebo jediné moznosti,
jako (2,2).

Polynomicky koeficient pro permutace vSak neodpovida binomickému koeficiealtu,
vysledku, ktery ma u binomu trivialni formu 2!/11212, napiklad prvku aab odpovida prvek
3acc + 3bbc + 3bcc).

Polynomicky koeficient dostaneme jako postupnysobinomickych koeficient, nagiklad
6!/4121x41/312! = 6!/31211! = 60.

Polynomicky koeficient pra permutace pata paty linearnich vektar sn prvky s
konstantnimi sotty m. Nag. pro rozkladyisla 4 na 5 prvk jsou to tatatisla:
(4,0,0,0,0)=5Y4111=5

(3,1,0,0,0) =5/311111 = 20

(2,2,0,0,0)=53121 =10

(2,1,1,0,0)=5Y21211! = 30

(1,1,1,1,1)=5Y4111=5

Celkem 70
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3.2 Diference Pascalova trojuhelniku.

Vezmemeiteti formu Pascalova trojuhelniku, kterou jsme dogtko sowin dvou
Pascalovych trojuhelnik OpiSeme prvniadek. Pak opisujeme dafsidky, ale ped prvni
¢islo napiSeme nuly.émto tabulkam budemiékat k-ta diference Pascalova trojuahelniku.
Prvni diference odpovida transponované foRascalova trojuhelniku. Druha diference

transponované formy Pascalova trojuhelniku méa tvar

1111111
0012345
0000136
0000001

Souwet11235813

Souty sloupd zndme jako Fibbonaccihidslenaradafibonacciho posloupnost
1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ..

Kazdécislo je vZzdy sottem dvowisel gredchozich. Podily za sebou nasleduji¢iela se
bliZi ¢islu 1,618.
Pokud si PascaV trojuhelnik narysujeme tak jak vidime nize &smecisla ve stoupajicich

Uhlopickach vidime,ze vychazisla tvdici Fibonacciho posloupnost

11 23 5 8 13
I A A A A A
1/ v 70 S

1.2 /S
1.3/ 3 17
1. 4,/°6/'4 1

1510 10 5 1
1./ 6 152015 6 1
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Vedle tohoto typu diference vSech rozKlagektoru niizeme vektory
rozliSovat podle velikosti jediného vektoru, bemait obecnosti ndpa.
Pro shora uvedenyiflad:

Hodnota vektora: 4 32 1 0 Celkem
Paset vektoii: 1 4 10 20 30 70

Tato diference je shora uvedend identitatopredchozihadadku.
4. Figuralni ¢isla

Pythagorovi studenti zkoumal¥irozena ¢isla. Pouzivali k tomu kaminky, které rovnali do
geometrickych obraZicPodle toho mameéisla trojuhelnikova¢tvercova, ptithelnikova, ...,

Ctyisttnova, krychlova, ...

Napriklad rekolik prvnich figuralnicktisel a vzorec pro n-té figuralsiislo pro libovolné

piirozenécislo n:

Trojuhelnikov&atisla 1,3,6,10,15,.2(”;1)

Ctvercovacisla 1,4,9,16,25,..7n..

Petithelnikovasisla 1,5,12,22,35,...?(3;_ H

CtyistEnovagisla 1,4,10,20,35, M0+ D+ 2)

Krychlovagisla 1,8,27,64,125,..3n...

Ve tretim Sikmém sloupci jdoucim zprava shora doleva @au zapsana vSechna

trojuhelnikovasisla

2\ (3)(4) (5 (6 + 1
1,3,6,10,15,...?(n+1) = , , , " ,..pro kazdé firozenécislo n
2 2)(2)\2)\2)\2 2
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Stejre ctvrty Sikmy sloupec jsouci zprava shora dolevaiadisahuje vSechriyisttnova

Cisla 14102035%2@)(3@)(3 ( ;j ”(n3+ ? ,.. pro kazdé

piirozenécislo n.

Mezi kombin&nimi ¢isly je jeS¢ jeden vztah, ktery plati pro vSechriageen&Cislak an i
pro k=0:

MK O B s Py
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5. Posloupnost

Aritmetické posloupnosti vySSichradi

V Pascalov trojuhelniku se nachazi aritmeticka posloupnost

anssn Y-

n+1
Souet prvnich rélend této posloupnosti jeng :(2 j to je kvadraticky vyraz.

5.1 Trojuhelnikova ¢isla

Posloupnost trojuhelnikovyatisel z Pascalova trojuhelniku

rasaois. B[ 2)(4(3( 9. (o).

- vytvorime rozdily kazdych 2 sousedniglbni této posloupnosti. Dostaneme aritmetickou

posloupnost

Posloupnost

e HEIEN S

je tzv. aritmetickou posloupnosti druhéfaalu.

n+1
n-ty ¢len je m = (2 j , ktery je kvadratickym vyrazem.

n+2
Souwet prvnich rntlena této posloupnosti jw:(g j - kubicky vyraz.

Podobr posloupnostétvercovychcisel a gtihelnikovych¢isel pati mezi aritmetické

posloupnosti druhéhi@du.Jejich n-téleny jsou kvadratické vyrazy.
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OBECNE

(bn )n:1 je aritmeticka posloupnost druhéfému, pra¥ kdyz je

(an+1)::1 = (bn+1 - k%)ofpl aritmeticka posloupnost.

Konstantni posloupnost nafd,1,1,1,... v Pascaldvrojuhelniku nizeme nazvaaritmeticka

posloupnost nultéhtaduKazda aritmeticka posloupnost nultétaalu je konstantni funkce.

5.2 Cty¥sténova éisla

Posloupnosttyisttnovychgéisel v Pascalaytrjuhelniku

o, S (3)4(9(8(1, ).

Vytvotime rozdily kazdych dvou sousediciténi této posloupnosti:

n(n+1) 3)(4)(5)(6 n+1 _ _ L,
3,6,10,15,..5 I : , , ... toto je aritmeticka posloupnost
2 2)(2)\2)\2 2

druhéhaoradu.

Proto posloupnost 1,4,10,20,35%, o= (ﬂ(ﬂ(sj ( 6} ( 7)(”+2j je
6 3)(3)13)(3 13 3

tzv. aritmetickou posloupnostetihoradu. Jeji n=t¢len je

n(n+1)(n+2) _

n+2 . L,
5 (3 jatOJe kubicky vyraz.

Souwet prvnich relent této posloupnosti jen(n+1)(r2HA-r 2)(nt 3)_

n+3 3
(4 j = polynom¢tvrtého

stupre.

Posloupnost krychlovyctisel pati mezi aritmetické posloupnostetihoradu.
Je to kubicka funkce.

OBECNE
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(Cn )n=1 je aritmeticka posloupnogetihoiadu, pra¥ kdyz (bn+1)::1 =(C1—C) et

aritmeticka posloupnost druhékédu.
Kazda aritmeticka posloupnoggetihoradu je kubicka funkce.

V Pascalov trojuhelniku se nachazeji aritmetické posloupnastch dalSich vysSicada.
5.3 Rétidhelnikova ¢isla
1,5,12,22,35,...
= rozdily mezi sousednindieny jsou 4,7,10,13,... - to je aritmeticka posloogt prvnihadadu
— pétidhelnikovagisla tvai aritmetickou posloupnost druhéfréadu.
N-té pstihelnikovéislo vyjadime ve tvaru &+ bn+ c
Najdeme koeficienty a,b,c:
l1=a+b+c
5= 4a+ 2b+c
12=9a+ 3b+ c

l

a:§ , b:—1 , c=0
2 2

— n-té @tidhelnikovécislo ma tvarg n? —_; n= n(3r12— 1)

5.4 Obecr pro n-ty ¢len
Vzorce pro n-ty ¢len a sowet prvnich ¢lenia aritmetické posloupnost vyssihdadu
N-ty ¢len aritmetické posloupnosti k-télié@du je polynom k-téhtadu a sotet prvnich n

¢lent této posloupnosti je polynom (k+1)-nikédu.

Posloupnost 2,2,2,22,...
je aritmeticka posloupnost nultékédu, jeji n-tyclen je 2 a sotet prvnich relena je 2n.
Posloupnost 3,5,7,9,11,...
je aritmetick& posloupnost prvnili@du. Jeji n-tg¢len je 2n+1. Satet prvnich rtlend je
kvadraticky vyraz

3+5+7+.+(2n+1)=4rbn+c
Koeficienty a,b,c, ziskame dosazenfiiprvnich hodnot progmnén do této rovnosti:

3=al’+bl+c
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3+5=a2’+hi2+c
3+5+7=a3*+h3+c
Soustavaif linearnich rovnic orech neznamych.JejireSenim jsodisla a=1,b=2,c=0

— souet prvnich nilend je rf+ 2n

Posloupnost -1,4,11,20,31,......
je aritmeticka posloupnost druhékmlu. N-tyclen je kvadraticky vyraz &n+ bn +c.
Koeficienty a,b,c:
-l=a+b+c
4=4a+2b+c
11=9a+3b+c
1
a=1,b =2, c=-4> n-tyclen této posloupnosti druhékadu je fi + 2n - 4.
Souwet prvnich rtlena posloupnosti -1,4,11,20,31,.... je kubicky vyraz.
Plati:
-1+4+11+20+..+(n+2n-4)=an+brf +cn +d
Koeficienty a,b,c,d ziskame naplosazenindtyi prvnich hodnot progmné n do této
rovnosti: l=a+b+c+d
3=8a+4b+2c+d
14 =27a+9b + 3c +d
34=64a+16b+4c+d

1
1 3 17 . el o s . s g
a= 3 b= > c= 5 d = 0—sowet prvnichélena této posloupnosti druhétitadu je
o317y,
3 2 6
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Odvozeni vzord pro sowet prvnich n ¢lena aritmetické posloupnosti vySSichradia
pomoci vzorai pro sowet stejnych mocnin prvnichn piirozenych ¢isel
Potebujeme znét tyto identity:

142+3+ ... +n =% n(n+1)

P?+2+3F+..+8= %n(n+1)(n+2)

daji se najit v &kterych tabulkach nebo se daji odvodit z Pascdimyahelniku.

Plati :
-1+ 4+ 11+, +(AF 2n- 4)=(F+ 211- 4)+(F+212- 4) + (3 + 283 -4) + ... +(A+ 2n - 4)=
= (PP+ 22434+ )+ 2(1+ 2+ 3+...+ n)+ 0(-4) = %n3 + gnz —1—67 n.

Vzorce pro sowet stejnych mocnin prvnichn prirozenych ¢isel+
Pomoci identity 1+2+3+ ... + n % n(n+1) mizeme ziskat dalSi identity, kterepstavuji

soutet stejnych mocnin prvnich girozenychcisel:

P+2+3F+£ .. . +1f= %n(n+1)(n+2)

13+2%+33+4%+ .+ = %nz(n+1f

V Pascalov trojuhelniku pro sotet prvnichn ¢leni aritmetické posloupnosti druhébéadu

plati:
1+ 3+ 6+ 10+ +n(n+1) _ n(n+1)(n+ 2)
2 6
101+ 1)+ 2(2+ 1)+ 3(3+ 1)+ 4(4+ 1)+ 4 n(n+1) _ n(n+1)(n+ 2)
2 2 2 2 2 6

C+2°+F+F+ .+ B 2 3 4 & r_nn+l)(n+2)
2 6

n(n+1)

_ n(n+1)(n+ 2)
2 - 6

P+22+3F+ F+ .+ +
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n(n+1)(n+2) n(n+1): n(n+1)(2n+1)
2 6

P+2+F+8 .. +1ft=2L

6. Vyuziti
6.1 Hledani vSech podmnozin dané mnoziny

Vyhledame p&et vSech podmnozin mnoziay { a,b,c}

Kazda ¢tev predstavuje konkrétni podmnozify ktera je zapsana vtem svych prvi.

Sis={a b c}.{ab}{ac} {a}, {bc},{b},{c},{}

V pifpad tifprvkové mnoziny ziskavame tedy2x2 = 8 = 2 vétvi.

Pro&tyiprvkovou podmnoZinu podobrziskame 16 podmnoZin, coZ odpovida 2

Tento p@et je roven sottu prvki Pascalova trojuhelniku pro n = 4.

Pron-prvkovou mnozinu ziskdmé' @godmnozin.

Saadime-li gislusné podmnoziny podle §a prvki, ziskame pé&et podmnozin o stejném
poctu prvki jako ¢leny Pascalova trojuhelnika.

Tyto Uvahy mohou vést kitazu celkového piu vSech podmnozis s k prvky mnoziny

S kterd mén prvka.

Patet €chto podmnozin odpovida vztahu

()=

Uvedena rovnost vyplyva z binomickéty

n

(X+ y)n :Z(Ej Xy , kdex=1ay=1.

k=0

Priklad:
e Kolika riznymi zpisoby g pohybu pouze déla doprava od pismene k pismeni je mozné
piesist slovo OBRAZEK?

OBRAZEK
BRAZEK
RAZEK
AZEK
ZEK

E K

K
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Reseni: B ¢teni slova ,,obrazek” fizeme postupovat pouze ve dvowsach: dol a
doprava. Symbolicky fi¥eme tuto skutaost znazornit pomoci Sipek—.
Abychom se od pteEniho pismene dostali k poslednimu, musime proesstgesuri z
vychozi pozice.
Hledame poet vSech podmnozin zakladni mnoziny o Sesti pryditére jsou dany
uvedenymi sréry postupu.
Dostaneme 2= 64 fiznych podmnozin, které odpovidajido moZznosti, jak je mozné
precist slovo ,,obrazek”.
Nakreslime si zjednoduSeny plan situace. VyuZijemievého grafu, ve kterém vrcholy
predstavuji pismena (uzly grafu), jejichZz spojniceafly grafu) pedstavuji jednotlivé
moZznosti postuptteni daného slova. Ve vrcholech ziskan&jsitzepsan piet cest,
vedoucich od zatku do daného vrcholuigpohybu ve sriru Sipek. Pdet dostupnych cest je
dan sodtem cest, které vedou dogaichozich pismen.
Se&teme-li ziskané hodnoty u posledniho pismene Kiadese celkovy pet moznosti:
1+6+15+ 20+ 15+ 6 + 1 = 64, tfr@oZnosti.
| elel el el elelel

ol e2 3 e4 e5e6

el e3 6 e10e15

ol ed ¢10 020

o]l e5 015

ol e6

ol

Tento problém je mozno modifikovat anit slovaci schémata
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6.2 tzv. Panna a orel

Pascalv trojuhelnik niize ukazat, kolika Zjsoby mizeme kombinovat vysledky hdaninci.
Napr. hodime-li minci 3x, je tam jen jedna moznost, kdyn padne 3x panna. Dale jsou 3
moznosti, kdy nam padne 2x panna a 1x orel, takéy padne 1x panna a 2x orel a nakonec

jedna, kdy padne 3x orel.

Hod Mozné vysledky Pascaluv trojuahelnik
1 Panna 11
Orel
2 PP 12,1
PO,0OP
o]e)
3 PPP 1,3,3,1
PPO,POP,OPP
POO,0PO,00P
000
4 PPPP 1,4,6,4,1
PPPO,PPOP,POPP,OPPP
PPOO,POPO,POOP,0OPPO,OPOP,00PP
POOO,0P0O0O,00P0O,000P
0000

6.3 Vzor hokejka v Pascalo¥ trojuhelniku

Je-li soket diagonalnickisel libovolné délky p&inajecislem 1 je rovertislu pod koncem z
vybéru, ktery neni na stelné diagonale.

nag.

1+12=13

1+6+21+56 = 84

1 g8 28 B 70 55 23 & 1
1 3 3/ B4 126 126 B4 3B 3 1
1 10 45 120 210 282 210 120 45 10 1
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6.4 Souty iradka v Pascalo¥ trojuhelniku

« 0 v Pascalo# trojuhelniku
Do kazdé druhé uhlafEky v Pascalo¥ trojuhelniku vloZime znaménko minus &reame

itatradky, zjistime dalSi zajimavost. Kazihdek je roven n-té mocriigisla 0 » 0"

1 1=20°
1 -1 1-1 = O

1 -2 1 1-2+1 = 0?

1 -3 3 -1 1-3+3-1 = @®

1 -4 6 -4 1 1-4+6-4+1 = 0*

1 -5 10 -10 5 -1 1-5+10-10+5-1 = O°

1 -6 15 -20 15 -6 1 1- 6+15- 20+15-6+1 = 0°

« 2 v Pascalo# trojuhelniku

Souwet ¢isel v kazdéntadku je roven 2

n je&isloradku. 021
2'=1+1=2
22=1+2+1=4

2°=1+3+3+1=8
2= 1+4+6+4+1 = 16

« 11 v Pascala&trojuhelniku

Jedna ze zajimavosti Pascalova trojuhelniku jeedieotlivéradky zapsané v desitkové

sousta¥ jsou mocninyisla 11 vzorcem zapsano

g(mlok =17 =( 1+ 10"
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n jecislotadku. Prvniadek je roveml’, druhyradek je rovethl, tietifadek je roveml®,
atd. Viadcich, kde jsotisla wtSi nez dett se pakislice na mist desitek p¢ita kcislu o

jedna vlevo
a) prvnitadek je "1" = 11=1

b) druhyradek je "1" a "1" = 1%1= 11

c) tretitadek je "1", "2" a "1" = 14= 121

d)atd. 1£= 1331
11= 14641
13=161051 <islice se pekryvaji 1510105 1
1% =1771561

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
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