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A b s t r a k t 
T á t o diplomová p ráca je z a m e r a n á na tvorbu komplexného opt imal izačného modelu pre 
tokovú úlohu v odpadovom hospodárs tve . Jej h l avným cieľom je náv rh modelu úlohy 
zmiešaného celočíselného programovania, k to rý zah ŕňa vše tky aspekty od produkcie až 
po spracovanie odpadu, jeho implementác ia v programovacom jazyku Ju l ia a popis získa­
ných výsledkov. Výsledný model dokáže rozvrhnúť dopravné trasy, určiť spôsob prepravy 
odpadu a alokovat spracovateľské a úp ravné zariadenia v r á t a n e dimenzovania ich kapa­
cít. Tento model je nás ledne použi tý k tes tovacím v ý p o č t o m na reálnych dá t ach z Českej 
republiky. 

S u m m a r y 
This diploma thesis focuses on the creation of a complex optimization model for network 
flow problem in waste management. The main goal is designing a model of mixed integer 
programming problem that includes every aspect from production to waste treatment, its 
implementation in the Jul ia programming language and the description of the obtained 
results. The final model can plan transport routes, determine the method of waste trans­
portation and allocate processing and treatment facilities, including sizing their capacities. 
This model is then used for test calculations on real data from Czech Republic. 
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Úvod 
Produkcia velkého množs tva odpadu a jeho negativny dopad na životné prostredie 

je na ras t a júc im p rob lémom dnešnej doby. J e d n ý m z najúčinnejších riešení tohto problému 
je recyklácia. Vysoká miera recyklácie je kľúčom k prechodu na obehové hospodárs tvo 
a mater iá lové využit ie odpadu predstavuje podstatu dlhodobo udržateľnej s t ratégie . Na­
vrhovaním rôznych podporných pravidiel a regulácií sa súčasná s i tuácia môže postupne 
približovať ku konceptu obehového hospodárs tva , pr ičom pr io r i tným opa t r en ím je tzv. 
zásada 3R - opä tovné využi t ie odpadu („reuse") , p redchádzanie jeho vzniku („reduce") 
a recyklácia („recycle"). A k odpad nie je možné recyklovat, ďalším preferovaným spôso­
bom spracovania je jeho energetické využit ie . 

Strategické rozhodnutia týkajúce sa komunálneho odpadu a jeho spracovania zo­
hrávajú dôležitú úlohu v balíčku k obehovému hospodár s tvu , k to rý vznikol v rámci Európ­
skej únie. Hlavnými cieľmi tohto balíčku je obmedziť skládkovanie komunálneho odpadu 
[21] a podpor iť zvýšenie miery jeho separácie a recyklácie [ ]. V p r ípade nerecyklovatel-
ného odpadu je prioritou jeho energetické využit ie . Podiel odpadu uloženého na skládkach 
je však vo väčšine kraj ín neúnosný v porovnan í s inými typmi spracovania. Zatiaľ čo sa 
rozvinuté krajiny v západnej Eu rópe snažia recyklovat max imá lne množs tvo odpadu a vy­
užívať nerecyklovateľný odpad na výrobu energie, krajiny strednej a východnej Európy 
uklada jú obrovské množs tvo zmesového komunálneho odpadu na skládky. 

S produkciou odpadu súvisí aj využívanie obmedzených pr í rodných zdrojov. Fo­
sílne palivá zabezpečujú až 85 % dnešnej globálnej spotreby energie, čo m á významný 
vplyv na životné prostredie. Vzhľadom na neus tá le ras túci dopyt po energii v posledných 
rokoch je po t r ebné hľadať a l t e rna t ívne zdroje energie. Vhodnou formou energie môžu byť 
nerecyklovateľné časti komuná lneho odpadu s po tenc iá lnym energet ickým využi t ím, čo 
môže viesť k značným ú s p o r á m emisií. Súčasná kapacita zar iadení využívaných k ener­
getickému zhodnoteniu odpadu je však veľmi malá . Zmesový komunálny odpad, k to rý je 
vhodný na energetické využit ie , ale nie je takto spracovaný, sa väčšinou uk ladá na skládky. 
Preto je n e v y h n u t n á výs t avba nových spracovateľských zariadení . 

V posledných desiatkach rokov riešilo problémy odpadového hospodá r s tva veľa 
článkov s využ i t ím rôznych pr í s tupov. Väčšina z nich sa však na tieto problémy zameria­
vala samostatne. Článok [26] sa zaoberal p rob lémom umiestnenia prekladacích s taníc , no 
bral do úvahy iba zber odpadu. Š túd ia [23] sa zapodievala zvozovými ú lohami , tj. op t imál ­
nymi trasami zberných vozidiel v mes tách , chýbali jej ale dôležité prepojenia. P r á c a [1] 
predstavila viacúčelový model opisujúci umiestnenia zar iadení , k to rý dokonca obsahoval 
spracovanie odpadu s reverzným tokom medzi zariadeniami. Tento model však nebol mul-
t ikomodi tný. Tieto nedostatky vyplni l článok [5], k to rý uvažoval mul t ikomodi tný model, 
neobsahoval ale vše tky dôležité časti odpadového hospodárs tva . Š túd ia [13] uvažovala tak­
tiež mater iá lové a energetické využit ie rez iduálneho odpadu, no nebrala do úvahy nák lady 
na zber ani prepravu odpadu. 

Motiváciou pre t ú t o diplomovú p rácu bol deficit modelu, k to rý by komplexne popi­
soval vše tky vyššie uvedené problémy. Mul t ikomodi tný model uvedený v kapitole 3 pred­
stavuje ekonomický pohľad na zvoz a mater iá lové aj energetické využit ie odpadu pri jeho 
spracovaní - zohľadňuje nák lady na prevoz odpadu cestnou aj železničnou dopravou, ná­
klady na spracovanie odpadu v existujúcich zariadeniach a nák lady na p r ípadné vystava-
nie nových zariadení . Neuvažujeme ale viacúčelový model, tj. v účelovej funkcii nefiguruje 
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ekologické hľadisko, k toré je v mnohých prácach vyjadrené pomocou jednotky C 0 2 e q . 
k to rá popisuje celkový dopad oxidu uhl iči tého a iných skleníkových plynov na globálne 
otepľovanie [18]. Iné kr i tér iá je možné doplniť do vy tvoreného modelu v podobe rozšírenia 
účelovej funkcie, p r ípadne ako nové obmedzenia. 

Diplomová p ráca je š t ruk tú rovaná nasledovne. P rvé dve kapitoly tvor í matema­
tický a p a r á t , v ktorom sú preds tavené pojmy z teórie grafov a l ineárneho programovania 
využívané v ďalších kapi tolách. V tretej kapitole je formulovaný komplexný model, k torého 
využit ie je v š tvr te j kapitole popisované na malej úlohe. V poslednej kapitole je zostrojený 
model využi tý pri skúmaní reálnych dá t z Českej republiky. V závere sú zh rnu té postrehy 
získané pri tvorbe tejto práce. 
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1 Teória grafov 
V tejto kapitole b u d ú definované základné pojmy z teórie grafov, k to rá m á v praxi 

boha t é využit ie . Tieto pojmy budeme využívať v ďalších kapi to lách a boli čerpané z [3], 
[7], [11] a [15]. 

1.1 Neorientované grafy 
D e f i n í c i a 1.1. Neorientovaný graf G je dvojica G = (V, E), kde V je nep r ázdna konečná 
množina a i? je konečná množ ina dvojprvkových podmnož in (neuspor iadaných dvojíc) 
množiny V. P r v k y množiny V nazývame vrcholy alebo uzly a prvky množiny E nazývame 
hrany. Vrcholy u, v G V nazývame susedné, ak hrana {u, v} G E. 

Množinu vrcholov grafu G označujeme V(G) a množinu h r á n E (G). P reds t av íme 
si n iektoré základné grafy, k toré budeme neskôr používať. 

D e f i n í c i a 1.2. Graf Kn s n vrcholmi, k toré sú vše tky navzá jom pospá jané hranami, sa 
nazýva úplný. 

D e f i n í c i a 1.3. Graf Km^n s (m + n) vrcholmi, k toré môžeme rozdeliť do dvoch skupín 
M (s m vrcholmi) a TV (s n vrcholmi) a hranami {u, v}, kde u G M a v G N nazývame 
bipartitný. A k sú hranami navzá jom pospá jané vše tky dvojice vrcholov u, v, kde u E M 
a, v E N, tak graf KmjJl nazývame úplným bipartitným grafom. 

Obr. 1.1: Úplný graf K5 (naľavo) a úplný b ipa r t i t ný graf K33 (napravo) 

D e f i n í c i a 1.4. Izomorfizmus grafov G a H je bi jekt ívne zobrazenie / : V (G) —> V (H), 
pre k toré pla t í , že dvojica vrcholov u, v E V (G) je spojená hranou v grafe G práve vtedy, 
keď je dvojica f (u), f (v) G V (H) spojená hranou v grafe H. Grafy G a, H nazývame 
izomorfné, ak medzi n imi existuje izomorfizmus a píšeme G ~ H. 

D e f i n í c i a 1.5. Graf H nazývame podgrafom grafu G, ak V (H) C V (G) a E (H) C E (G), 
pr ičom každá hrana z E (H) m á oba vrcholy vo V (H) a píšeme H C G. 

D e f i n í c i a 1.6. Sled (z vrcholu u do vrcholu v) v grafe G je ľubovoľná pos tupnosť u = 
v0,Vi, ...,Vk = v, kde Vi sú vrcholy grafu G a pre každé i = l,...,k je hranou 
grafu G. Cesta z vrcholu u do vrcholu v v grafe G je sled, v ktorom sa každý vrchol Vi 
objavuje práve raz. 

D e f i n í c i a 1.7. Graf G nazývame súvislý, ak pre každé dva vrcholy u, v existuje v grafe 
G cesta z u do v. V opačnom pr ípade je graf nesúvislý. 
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1 TEÓRIA GRAFOV 

1.2 Orientované a ohodnotené grafy 
Existujú grafy, v k torých m á každá hrana jednoznačne určený smer. Nazývame 

ich orientované grafy. Smer (alebo orientácia) h r á n sa pri grafickom zobrazení obvykle 
znázorňuje š ípkami. 

D e f i n í c i a 1.8. Orientovaný graf alebo digraf G je trojica G = (V, E, e), kde V je ne­
p rázdna konečná množ ina vrcholov, E C V x V je konečnou množinou orientovaných h r á n 
a zobrazenie e : E —> V x V priraďuje každej hrane e G E u spor i adanú dvojicu vrcholov 
(u, v) e V. 

Uspor iadanú dvojicu (u, v) tvor í počiatočný vrchol u a koncový vrchol v. Potom 
hovoríme, že hrana (u, v) vedie z vrcholu u do vrcholu v. A k u = v, tak hranu nazývame 
orientovanou slučkou. Odteraz však budeme uvažovať iba grafy bez slučiek. 

Z or ientovaného grafu G môžeme jednoducho vyrobiť neorientovaný graf pomocou 
tzv. symetrizácie ( zanedban ím orientácie h r á n a n a h r a d e n í m násobných h r á n medzi dvoma 
uzlami j ednoduchými) . V opačnom pr ípade hovoríme, že orientovaný graf G je orientáciou 
neorientovaného grafu H, ak je graf H symetr izáciou grafu G. Existuje vela spôsobov 
ako tieto hrany orientovať. Každý neorientovaný graf m á teda mnoho orientácií . Teraz si 
p reds tav íme niektoré pojmy zavedené pre neorientované grafy aj pri tých orientovaných. 

D e f i n í c i a 1.9. Hovoríme, že orientovaný graf G je (slabo) súvislý, ak je jeho symetr izácia 
súvislá. 

D e f i n í c i a 1.10. Orientovaný sled z vrcholu u do vrcholu v v orientovanom grafe G je 
postupnosť vrcholov u = vo,vi, ...,Vk = v, v ktorej je pre každé i — 1 , k u spo r i adaná 
dvojica (vi-i,Vi) hranou grafu G. Orientovaná cesta z vrcholu u do vrcholu v v grafe 
G je orientovaný sled, k to rý obsahuje každý vrchol nana jvýš raz. Cyklus v grafe G je 
orientovaný sled, v ktorom je VQ = v^, tento vrchol je v ň o m zah rnu tý práve dvakrá t 
a vše tky os t a tné vrcholy najviac raz. 

Slabá súvislosť nehovorí o existencii orientovaných ciest v danom grafe, preto 
pri or ientovaných grafoch často pracujeme so silnejším variantom pojmu súvislosť. 

D e f i n í c i a 1.11. Orientovaný graf G je silno súvislý, ak v ň o m pre každú dvojicu vrcholov 
u, v existuje or ientovaná cesta z u do v aj or ientovaná cesta z v do u. 

V e t a 1.12. Slabo súvislý or ientovaný graf je silno súvislý práve vtedy, keď každá jeho 
hrana je z a h r n u t á v nejakom cykle. 

V prakt ických aplikáciách teórie grafov slúži graf ako nás t ro j k popisu nejakej 
š t ruk túry . Jednot l ivé prvky tejto š t r u k t ú r y ma jú často pr i radené hodnoty (obvykle čí­
selné) a z adan ím je realizovať určený cieľ o p t i m á l n y m spôsobom. Úlohy tohto typu sa 
nazývajú optimalizačné a venovať sa im budeme v kapitole 2. P r e d t ý m si však t aké to 
grafy mus íme nadefinovať. 

D e f i n í c i a 1.13. Ohodnotený graf alebo siet (G,w) je graf G spolu so zobrazením w : 
E{G) —> R, k toré sa nazýva ohodnotenie alebo váha h rán . 

Niekedy je vhodné uvažovať grafy bez ohodnotenia ako špeciálne p r ípady ohodno­
tených grafov, v k torých je váha každej hrany rovná jednej. 
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1.3 MATICOVÝ ZÁPIS GRAFOV 

1.3 Maticový zápis grafov 
Akýkoľvek graf (orientovaný aj neorientovaný) vieme popísať viacerými maticami, 

k toré si teraz preds tav íme. Najprv zavedieme nasledujúcu konvenciu: i = l , . . . , n bude 
označovať vrcholy grafu a j = 1 , m jeho hrany. 

D e f i n í c i a 1.14. Nech G je neorientovaný graf s vrcholmi V = vn} a hranami 
E = { e i , e m } . Incidenčná matica A(G) neor ientovaného grafu G je reá lna matica typu 
n x m, definovaná vzťahom A{G) = (<%), kde 

1 ak Vi G ej. 

0 inak. 

Podobne, ako pre neorientované grafy, môžeme zaviesť incidenčnú maticu aj pre 
orientované grafy. 

D e f i n í c i a 1.15. Nech G je orientovaný graf s vrcholmi V = {v\, ...,vn} a hranami E = 
{ei , ...,em}. Potom je jeho incidenčná matica A(G) definovaná predpisom A{G) = (%), 
kde 

Í l ak e j vedie do vrcholu v i. 

— 1 ak e j vedie z vrcholu v i. 

0 inak. 

Jednou z dôležitých v las tnos t í incidenčných ma t í c orientovaných grafov je, že v kaž­
dom jej st ĺpci sú práve dva nenulové prvky, z k torých je jeden rovný 1 a d ruhý rovný —1. 
Dôvodom je samozrejme fakt, že každá hrana obsahuje práve dva vrcholy, jeden poč ia točný 
a d ruhý koncový. Vlastnosť týchto mat íc , k to rá je vyžadovaná pri urči tých algoritmoch, 
sa nazýva unimodularita. 

D e f i n í c i a 1.16. Mat i cu A nazveme unimodulárnou (alebo totálne unimodulárnou), ak 
determinant akejkoľvek submatice matice A je rovný 1, 0 alebo —1. 

Poznámka. Vše tky elementy aij un imodulá rne j matice A sú teda rovné 1, 0 alebo — 1, 
keďže každý prvok je submaticou matice A r á d u 1. 

D e f i n í c i a 1.17. Nech G je orientovaný graf na vrcholoch {vi, ...,vn}. Matica susednosti 
grafu G je reá lna matica typu n x n, definovaná predpisom S (G) = (o~ij), kde 

o-ij 
1 ak (VÍ,VJ) G E (G), 

0 inak. 

Mat ica susednosti neor ientovaného grafu je definovaná ako matica susednosti jeho 
symetrickej orientácie. Symetrická orientácia je or ientovaný graf, k to rý vznikne z neorien­
tovaného n a h r a d e n í m každej hrany dvojicou pro t ichodných orientovaných h rán . 

D e f i n í c i a 1.18. Vážená matica susednosti ohodno teného or ientovaného grafu (G, w) s vr­
cholmi {vi, ...,vn} je matica W{G) = (w^), kde 

Wij 
W((VÍ,VJ)) ak (VÍ,VJ) G E (G), 

0 inak. 
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D e f i n í c i a 1.19. Vzdialenosť d(u, v) vrcholov u, v or ientovaného grafu G je definovaná ako 
cesta s na jmenš ím p o č t o m h r á n spájajúcich tieto dva vrcholy. A k t a k á cesta neexistuje, 
položíme d(u, v) = oo. 

Pre neorientované grafy môžeme vzdialenosť definovať p ros t redn íc tvom symetrickej 
orientácie a p la t í nas ledujúca veta. 

V e t a 1.20. Nech G je súvislý neorientovaný graf. Potom funkcia d(u, v) je metrikou 
na množine V (G), tj. spĺňa nasledujúce axiómy: 

1. axióm nezápornost i : d(u, v) > 0. 

2. axióm totožnost i : d(u, v) = 0 4^ u = v, 

3. axióm symetrie: d(u, v) = d(v,u), 

4. t rojuholníková nerovnosť: d(u, v) + d(v,w) > d(u,w). 

D e f i n í c i a 1.21. Matica vzdialeností or ientovaného grafu G s vrcholmi {v\, ...,vn} je ma­
tica D (G) typu n x n d a n á predpisom 

D(G) = (d(vi,vj)KJ=l. 

D e f i n í c i a 1.22. Nech M je množ ina h r á n ohodno teného or ientovaného grafu (G,w). 
Váha w(M) množiny M je súčet váh jednot l ivých h r á n e G M. Váha w(P) cesty P je 
váha jej množiny hrán . A k sú u, v vrcholmi grafu G, tak najkratšia cesta z u do v je každá 
cesta, ktorej váha je min imá lna (tj. ž iadna iná cesta z u do v n e m á menšiu váhu) . Vážená 
vzdialenosť ď" (u, v) vrcholov u, v je váha najkratšej cesty z u do v. 

D e f i n í c i a 1.23. Matica vážených vzdialeností ohodno teného or ientovaného grafu (G,w) 
s vrcholmi {vi, ...,vn} je matica DW{G) typu n x n d a n á predpisom 

D<°(G) = (ď°(vi,vj))»J=1. 

1.4 Algoritmy na hľadanie najkratšej cesty v grafe 
Medzi najznámejšie algoritmy hľadania váženej vzdialenosti vrcholov (a teda aj 

najkratšej cesty) v ohodnotenom grafe patria Dijkstrov a Floyd-Warshallov algoritmus. 
Oba algoritmy spolu s ďalšími, sú dobre popísané v [11] a [17], odkiaľ sme čerpali. 

Pre výpočet najkratšej cesty v grafe s nezápornými dĺžkami h r á n sa využíva Dijks­
trov algoritmus. Tento algoritmus dokáže nájsť na jkra t š iu cestu len medzi dvomi konkrét ­
nymi vrcholmi, čo môže byť vo veľmi rozsiahlych grafoch pomalé , keďže by sme ho museli 
aplikovať na vše tky dvojice vrcholov v grafe. Sús t redíme sa teda na rýchlejšie a účinnejšie 
algoritmy. 

J e d n ý m z nich je obojsmerný Dijkstrov algoritmus, k to rý hľadá cestu v priamom 
smere z poč ia točného vrcholu do koncového a aj v opačnom smere z koncového vrcholu 
do poč ia točného . Z hľadiska pr iemerného p o č t u krokov je približne dvakrá t rýchlejší ako 
obyčajný Dijkstrov algoritmus a na nájdenie najkratšej cesty by mal prehľadať len polo­
vičný počet h rán . Zároveň môžeme tento algoritmus paralelizovať do dvoch samos ta tných 
procesov. 

17 



1.4 ALGORITMY NA HĽADANIE NAJKRATŠEJ CESTY V GRAFE 

Bližšie si popíšeme Floyd-Warshallov algoritmus, k to rý na rozdiel od vyššie spo­
menu tého Dijkstrovho algoritmu dokáže nájsť na jkra tš iu cestu z každého vrcholu grafu 
do každého. Okrem toho dokáže pracovať aj s grafmi so zápornými dĺžkami h r á n a zápor­
nými cyklami, k toré dokáže odhaliť. V ý s t u p o m z tohto algoritmu sú napokon dve matice, 
matica vážených vzdialenost í Dn a matica predkov Pn. 

Uvažujme ohodno tený orientovaný graf G — (V, E) s n vrcholmi. Zavedieme dve 
matice D° a P° typu n x n, k toré budeme postupne transformovať. Mat ica D° je váže­
nou maticou susednosti, tj. obsahuje ohodnotenie h r á n grafu, kde namiesto 0 píšeme oo. 
V matici P° sú vše tky prvky pij rovné j. 

Floyd-Warshallov algoritmus m á vždy n krokov. Východiskovými maticami sú D° 
a P°, matice Dk a Pk sú v fc-tom kroku získané z ma t í c Dk~1 a Pk~1. V n-tom kroku je 
matica Dn maticou vážených vzdialenost í a prvky p™- matice Pn sú rovné vrcholu, k torý 
v najkratšej ceste z vrcholu i do vrcholu j nasleduje bezprostredne po vrchole i. Keďže 
poznáme prvky dk~x a pk~x ma t í c Dk~x a P f c _ 1 , tak môžeme prvky dkj a pkj ma t í c Dk 

a Pk počí tať nasledovne: 

1. ak 4 " 1 + dtj1 < dk~\ tak d% = 4 " 1 + dtj1 a p% = pk

k~\ 

2. inak d% = dk~x a p% = pk~\ 

I lus t račný pr íklad a viac o Floyd-Warshallovom algoritme môžeme nájsť v [11]. 
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2 Lineárne programovanie 
T á t o kapitola sa bude zaoberať l ineárnym programovaním, jeho podmnož inou -

zmiešaným celočíselným l ineárnym programovan ím a spôsobmi riešenia t akých to úloh. 
Teória k l ineárnemu programovaniu a jeho algoritmom bola p r e b r a n á z [6], [14] a [20]. 

2.1 Formulácia úlohy, základné pojmy a vlastnosti 
Úloha l ineárneho programovania je opt imal izačný problém, v ktorom je účelová 

funkcia z ( l ineárna voči p remenným) minimal izovaná alebo maximal izovaná na základe 
konečného p o č t u l ineárnych obmedzení (rovníc a nerovnic). A b y t a k ý t o p rob lém mohol byť 
klasifikovaný ako ú loha l ineárneho programovania, musí obsahovať aspoň jednu l ineárnu 
nerovnosť. 

Pod úlohou lineárneho programovania v maticovom zápise rozumieme 

max{z = cx : Ax < b, x > 0}, (2.1) 

kde A je matica typu m x n , c je n - rozmerný r iadkový vektor, b je m- rozmerný st ĺpcový 
vektor a cc je n- rozmerný s t ĺpcový vektor reálnych premenných . V tejto práci však budeme 
prevažne používať sumačný zápis v tvare 

n 

E ' max z = y CjXj, 

(2.2) 
m, ^ aijXj <bi, Vz = 1. 

3=1 

Xj>0, V j = l , . . . , n . 

Vektor x, k to rý spĺňa vše tky definované obmedzenia, nazveme prípustným rieše­
ním. P r i maximal izačnej úlohe nazveme pr ípus tné riešenie x optimálnym, ak pre všetky 
p r ípus tné riešenia x p la t í 

cx > cx. (2.3) 

Úloha l ineárneho programovania môže, ale nemusí mať p r ípus tné riešenie. Množina všet­
kých prípustných riešení môže byť: 

- p r á z d n a - neexistuje p r ípus tné riešenie, 

- n e p r á z d n a - existuje p r ípus tné riešenie, 

- ohran ičená - op t imá lna hodnota účelovej funkcie je vždy konečná, 

- neohran ičená - op t imá lna hodnota účelovej funkcie je konečná alebo neko­
nečná. 

Všetky obmedzenia úlohy l ineárneho programovania je možné interpretovať aj 
geometricky. Množina riešení lineárnej rovnice sa nazýva nadrovina. Množina riešení line­
árnej nerovnice sa nazýva polpriestor. Akákoľvek podmnož ina M™, k to rú môžeme znázor­
niť ako prienik konečnej množiny polpriestorov sa nazýva mnohostěn. Z toho vyplýva, že 
množ ina všetkých pr ípus tných riešení úlohy l ineárneho programovania je mnohos těn . 
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Ďalšou dôležitou vlastnosťou tejto množiny je konvexnosť. Hovoríme, že množina 
X je konvexná, ak pre ľubovoľné dva body xi,x2 G X a pre ľubovoľné A G [0,1] p la t í 

A x i + (1 - \)x2 G X. (2.4) 

Inými slovami, množ ina sa nazýva konvexná, ak úsečka spájajúca ľubovoľné dva body 
tejto množiny je v danej množine obs iahnutá . Ich zák ladnou vlastnosťou je, že prienikom 
dvoch konvexných množín vznikne znovu konvexná množina . Z toho vyplýva, že množina 
všetkých pr ípus tných riešení je naozaj konvexná. 

Teraz opíšeme vzťah medzi geometr ickým pojmom kra jného bodu množiny prí­
pus tných riešení a a lgebraickým pojmom základného p r ípus tného riešenia úlohy lineár­
neho programovania. Uvažujme úlohu l ineárneho programovania v štandardnom tvare 

E ' max z = y CjXj, 
3=1 

A . (2-5) 
y a^Xj = bi, V i = 1 , m , 

3=1 

Xj>0, V j = l , . . . , n . 

Každé obmedzenie v tvare 
n 

^aijXj < bi (2.6) 

3=1 

je možné previesť na l ineárnu rovnicu p r idan ím tzv. slack premennej, k to rá je nezáporná , 
na jej ľavú stranu. Pre každú nerovnosť je dôležité použiť s a m o s t a t n ú slack p remennú . 
Z nerovnosti (2.6) sa teda stane dvojica l ineárnych obmedzení - l ineárna rovnica a pod­
mienka nezápornos t i : 

n 

y ] djjXj + Xn+i = bi a Xn+i > 0, (2-7) 

3=1 

kde xn+i značí spomínanú slack p remennú . Uvažujme, že matica A m á p lnú hodnosť (tj. 
riadky matice A sú l ineárne nezávislé). A k by matica A nemala plnú hodnosť, tak by 
obmedzenia boli buď nekonzis tné (úloha by nemala riešenie) alebo r e d u n d a n t n é (a mohli 
by sme ich ods t rán iť) . 

Krajný bod je definovaný geometricky pomocou konvexnosti. B o d x G X je kra jným 
bodom alebo vrcholom konvexnej množiny X, ak ho nemôžeme vyjadriť v tvare 

x = A x i + (1 - X)x2, (2.8) 

kde X\,X2 G X , i i , i 2 / i a A e (0,1). Definícia kra jného bodu p la t í pre akúkoľvek 
konvexnú množinu a v našom pr ípade n a j m ä pre množinu pr ípus tných riešení úlohy line­
á rneho programovania. Hovoríme, že dva krajné body sú susedné, ak sú spojené hranou 
množiny p r ípus tných riešení. 

Základné riešenie je definované algebraicky s využ i t ím š t a n d a r d n é h o tvaru úlohy 
(2.5). Vektor x je zák ladným riešením, ak: 

- spĺňa obmedzenia úlohy (2.5), 
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- st ĺpce matice A s indexami zodpovedajúcimi nenulovým zložkám vektoru x sú l i ­
neárne nezávislé. 

Keďže matica A m á plnú hodnosť, je možné rozdeliť zložky vektoru x do dvoch vektorov 
x N a XB- Vektor x N pozostáva z n—m nebázových premenných , k toré sú rovné nule. Vek­
tor XB pozostáva z m bázových premenných . Množina bázových p remenných sa nazýva 
báza. B o d x je základným prípustným riešením, ak navyše spĺňa podmienku nezápornos t i 
x > 0. Dôkaz, že pojem kra jného bodu je ekvivalentný s pojmom základného pr ípus tného 
riešenia je uvedený v [14]. Je možné , že jedna alebo viac bázových p remenných v základ­
nom p r í p u s t n o m riešení bude rovná nule. Vtedy bod nazveme degenerovaným vrcholom 
a úlohu l ineárneho programovania prehlás ime za degenerovanú. Degenerácia môže nastať , 
ak ú loha obsahuje r e d u n d a n t n é obmedzenia a preto t aké to obmedzenia ods t raňujeme. 

Pre každý prob lém l ineárneho programovania existuje sprievodný problém, k torý 
nazývame duálny. V takomto probléme sú úlohy premenných a obmedzení vymenené . 
To znamená , že pre každú p r emennú v pôvodnom alebo primárnom probléme existuje 
obmedzenie v duálnom probléme a pre každé obmedzenie v p r i m á r n o m probléme zas 
p r e m e n n á v duá lnom probléme. 

Aj keď je možné definovať duá lny problém k akejkoľvek forme p r imárneho prob­
lému, symetria tých to dvoch problémov je naj zreteľnejšia, keď je pôvodný prob lém v ka­
nonickej forme. Minimal izačný prob lém je v kanonickej forme, ak sú všetky obmedzenia 
vo forme nerovnosti typu „ >" a ak sú všetky p remenné nezáporné : 

min z = cx, 

Ax > b, (2.9) 

x > 0. 

Duá lny prob lém k p r i m á r n e m u problému (2.9) m á tvar 

m a x w = bTy, 

ATy < cT, (2.10) 

y > o. 

Duá lny prob lém je teda maximal izačný prob lém v kanonickej forme, kde sú vše tky ob­
medzenia vo forme nerovnosti typu „ <" a vše tky p remenné nezáporné . Súh rnná tabuľka, 
k to rá p o m á h a s prevodom pr imárne j úlohy na jej duá lny tvar, p revza tá z [6] je uvedená 
v prí lohe A . 

Dual i ta sa využíva napr. na vývoj efektívnych m e t ó d na riešenie úloh l ineárneho 
programovania. V súčasnost i sa software využívajúci m e t ó d y vnú to rných bodov, predsta­
vené v nasledujúcej podkapitole, spolieha práve na kombináciu informácií z p r imárneho 
a duá lneho problému. S t ý m i t o m e t ó d a m i súvisí aj pojem optimality (duality) gap, k torý 
popisuje vzdialenosť medzi op t imá lnym riešením p r imárneho a duá lneho problému. Tú to 
vzdialenosť môžeme rozdeliť na re la t ívnu, k to rá popisuje rozdiel medzi hodnotami úče­
lových funkcií p r imárneho a duá lneho problému percen tuá lne a absolú tnu , k to rá tento 
rozdiel popisuje priamo. Optimali ty gap môže byť prakticky využi tá ako stop kr i té r ium 
v opt imal izačných algoritmoch. A k jej hodnota klesne pod vopred definovanú p rahovú 
hodnotu, výpočet sa ukončí a získané riešenie považujeme za takmer op t imálne . 
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2.2 Algoritmy 
Všetky algoritmy, k toré budeme ďalej preberať , ma jú is tú výpoč tovú zložitosť. 

Výpoč tovú zložitosť daného algoritmu budeme merať pomocou funkcie f (n), k to rá udáva 
časovú náročnosť v ý p o č t u (počet krokov algoritmu) ako funkciu veľkosti vs tupných dá t . 
Algoritmus budeme považovať za efektívny, ak môžeme funkciu f (n) zhora odhadnúť po-
lynómom p(n). A k t a k ý t o odhad neexistuje, budeme algoritmus považovať za neefektívny. 

Prob lémy riešiteľné polynomiá lnymi (efektívnymi) algoritmami nazývame prob­
lémy triedy V. Algoritmy, k toré riešia t aké to úlohy, pracujú deterministicky, tj. v každom 
kroku je jednoznačne určený nasledujúci krok. 

P rob lémy riešiteľné nedeterministicky v po lynomiá lnom čase nazývame problémy 
triedy MV (nedeterministicky polynomiá lně) . Pre tieto úlohy zatiaľ nebol ná jdený efek­
t ívny algoritmus, ale zároveň nie je dokázané , že neexistuje. Pre úlohy triedy MV je 
charakter is t ické, že ak sa n á m poda r í nájsť riešenie, tak je možné v po lynomiá lnom čase 
overiť jeho správnosť. K nájdeniu t akého to riešenia sa používajú nedeterminis t ické algo­
ritmy, k toré pracujú s n á h o d n ý m generovaním. Do triedy MV úloh patria aj tzv. J\ÍV-
-úplné úlohy, k toré sú považované za najobtiažnejšie. J e d n á sa o také problémy, na ktoré 
môžeme ľubovoľný prob lém z triedy MV po lynomiálně previesť. 

P la t í , že V C MV, no nie je doposiaľ známe , či sa tieto dve triedy rovnajú alebo nie. 
P rob l ém efektívneho riešenia MV-úplných úloh, tj. o tázka , či p la t í V = J\ÍV alebo V ^ 
NT', p a t r í medzi najdôležitejšie o tvorené problémy modernej matematiky veľké 
úsilie zostáva nevyriešený. P r e d p o k l a d á sa ale, že tieto triedy si rovné nie sú. 

Rozdelenie do týchto tried však pla t í len pre rozhodovacie úlohy, tj. úlohy s rieše­
n ím „áno" (1) alebo „nie" (0). Nami riešené opt imal izačné úlohy je preto n u t n é previesť 
na ekvivalentnú rozhodovaciu úlohu. 

Simplexová m e t ó d a 
J e d n ý m z najvyužívanejších algoritmov na riešenie úloh l ineárneho programova­

nia je simplexová metóda. Simplexová m e t ó d a je i t e ra t ívna m e t ó d a , k to rá pracuje s úlo­
hami v š t a n d a r d n o m tvare. P r i aplikácii na nedegenerovanú úlohu prechádza po h ranách 
množiny p r ípus tných riešení z j edného zák ladného p r ípus tného riešenia (krajného bodu) 
na ďalšie, až k ý m nenájde op t imálne riešenie. 

Postup riešenia pomocou simplexovej m e t ó d y si ukážeme na minimalizačnej úlohe, 
keďže každá maximal izačná ú loha môže byť prevedená na minimal izačnú a to nasledovne: 

maxz(x) = — min— z (x). (2-H) 

Uvažujme úlohu l ineárneho programovania v š t a n d a r d n o m tvare s ma t i covým zá­
pisom 

mm{z = cx : Ax = b, x > 0}. (2.12) 

Nech x je základné p r ípus tné riešenie s p r emennými uspor i adanými tak, že 

* = (£)• <213» 
kde XB je vektor bázových p remenných a XN je vektor nebázových p remenných rovných 
nule. Účelovú funkciu môžeme zapísať v tvare 

z = c B x B + c N x N , (2.14) 
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kde vektor c rozdelíme na vektor CB koeficientov zodpovedajúcich bázovým p r e m e n n ý m 
x B a vektor CN koeficientov zodpovedajúcich nebázovým p r e m e n n ý m XN- Obdobne mô­
žeme zapísať obmedzenia ako 

B x B + NxN = 6, (2.15) 

kde A = (B i V ) . Z toho dos távame 

x B = B ^ b - B ^ N X N . (2.16) 

Zmenou hodnô t nebázových p remenných môžeme obdržať vše tky možné riešenia Ax = b. 
Po dosadení do z dos távame 

z = c B B - 1 b + { c N - c B B - 1 N ) x N . (2.17) 

A k označíme y = C B B - 1 , tak môžeme písať 

z = yb+(cN-yN)xN. (2.18) 

Vektor y nazývame vektorom simplexových multiplikátorov. Ak tuá lne hodnoty bázových 
premenných a účelovej funkcie získame, ak položíme XN = 0 a označujeme ich 

xb = b = B^b a z = CsB^b. (2.19) 

Teraz môžeme načr tnúť myšl ienku simplexovej metódy. M e t ó d a začína s bázovou 
maticou B, k to rá zodpovedá zák ladnému p r ípus tnému riešeniu XB = b = B_1b > 0. 
Postup je nasledujúci: 

1. Test optimality 
Vypočí tame vektor y = CBB~X. Vypoč í tame koeficienty = C]y — yN. A k > 0, 
tak je a k t u á l n a báza op t imálna . V opačnom pr ípade zvolíme za v s t u p n ú p r emennú 
xt také , že c ť < 0. 

2. Krok 
Vypočí tame At = B~xAt (At je í - ty s t ĺpec matice A) - koeficienty obmedzenia 
prislúchajúce vstupnej premennej. Nájdeme index s taký, že: 

= min : ait > 0}. (2.20) 
O s í l<i<m au 

Tento predpis určuje v ý s t u p n ú p r emennú a tzv. pivotovací vstup ast. A k au < 0 
pre vše tky i, tak je ú loha neohraničená . 

3. Aktualizácia 
Aktualizujeme bázovú maticu B a vektor bázových p remenných a postup opa­
kujeme, dokým nedosiahneme op t imá lnu bázu. 

V 2. kroku simplexovej m e t ó d y existuje možnosť, že množ ina p r ípus tných riešení je neo­
hraničená. Tento a mnoho ďalších pr ípadov, k to ré sa nedostali do tejto práce , je uvedených 
a vysvetlených v [ ]. 
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2.2 ALGORITMY 

M e t ó d y vnútorných bodov 
Metódy vnútorných bodov sú pravdepodobne na jvýznamnejš ím posunom v lineárnej 

optimalizácii od vývoja simplexovej metódy. Tieto m e t ó d y majú dobrú teoret ickú účinnosť 
a prak t ický výkon a preto konkurujú simplexovej me tóde . Spoločným znakom všetkých 
m e t ó d vnú to rných bodov je, že ich iterácie sú striktne prípustné (striktne p r ípus tný bod 
množiny {x : Ax = b, x > 0} je definovaný ako bod x, k to rý spĺňa Ax = b a x > 0). 
To znamená , že na rozdiel od simplexovej metódy, kde sa pohybujeme pozdĺž hranice 
množiny p r ípus tných riešení, sú body generované pomocou tých to m e t ó d vo vnút r i tejto 
množiny. Z tohto dôvodu sú tieto m e t ó d y známe ako m e t ó d y vnú to rných bodov a bolo 
zistené, že sú špeciálnou formou bariérových metód - triedy algoritmov pre nel ineárnu 
opt imalizáciu. 

Väčš ina m e t ó d vnútorných bodov pre úlohy l ineárneho programovania spadá do 
jednej alebo viacerých z troch hlavných kategóri í : metódy sledovania cesty, metódy zni­
žovania potenciálu a metódy afínneho škálovania. M e t ó d y sledovania cesty sa pokúša jú 
ostať blízko tzv. centrálnej trajektorie, definovanej pomocou funkcie logaritmickej bariéry. 

Zameriame sa na m e t ó d u , k to rá bola úspešne implementovaná pri riešení rozsiah­
lych úloh l ineárneho programovania a to primárno-duálnu metódu sledovania cesty. Uva­
žujme úlohu l ineárneho programovania v š t a n d a r d n o m tvare (p r imárnu úlohu) s matico­
v ý m zápisom 

min z = cx, 

Ax = b, (2.21) 

x > 0. 

P redpok l adáme , že matica A m á plnú hodnosť. Tento predpoklad nie je nevyhnutný , ale 
zjednodušuje ďalší postup. A k označíme vektor duálnych slack p remenných p í smenom s, 
tak môžeme prís lušný duálny p rob lém zapísať v tvare 

m a x w = bTy. 

ATy + s = cT, 

s>0. 

Nech x je p r í p u s t n ý m riešením (2.21) a nech (y,š) je p r í p u s t n ý m riešením (2.22). 
Tieto body sú op t imá lnym riešením (2.21) a (2.22) práve vtedy, keď spĺňajú komplemen­
t á r n e podmienky 

xjsj = 0, V j = l , . . . , n . (2.23) 

Hlavnou myšlienkou pr imárno-duálne j m e t ó d y je prechádzať cez sériu striktne prí­
pus tných p r imárnych a duálnych riešení, k toré sa čoraz viac približujú k splneniu komple­
men tá rnych podmienok (2.23). P r i každej iterácii sa teda pokúšame nájsť vektory x(fi), 
y([J>) a S(/J,), k toré pre nejaké /x > 0 spĺňajú 

Ax = b, 

ATy + s = cT, 

XjSj = n, V j = l , . . . , n 

x,s > 0. 

(2.22) 

(2.24) 
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Hodnota parametra \i sa nás ledne zníži a celý proces sa opakuje, k ý m sa nedosiahne 
konvergencia. A k /x > 0, tak podmienka XjSj = \i zaručuje, ž e c c > 0 a s > 0 a teda, že 
i terácie sú striktne pr ípus tné . Tieto podmienky tiež obmedzujú duality gap, keďže 

cx — bTy = x7s = n/x. (2.25) 

Algoritmus sa teda pokúša nájsť pos tupnosť p r imárnych a duálnych pr ípus tných riešení 
so zmenšujúcou sa duality gap. A k by duality gap bola nulová, tak by ná jdené riešenie 
bolo op t imálne . 

P r i tomto algoritme je najobtiažnejšie vyriešiť rovnice (2.24). A b y sme ušetril i 
výpočty, nebudeme ich riešiť presne, ale iba približne. P r i každej iterácii teda budeme mať 
len odhad riešenia (2.24). To, ako získať daný odhad a aké modifikácie tohto algoritmu 
sa využívajú v praxi je možné nájsť v [ ]. 

2.3 Toky v sieti 
Dôležitou triedou úloh l ineárneho programovania s veľkým využi t ím sú toky v sieti. 

Poznatky o tokoch v sieti boli čerpané z [25]. 
Uvažujme digraf G = (V, E) s kapacitami h r á n pre vše tky (i, j) G E, požiadav­

kou bi (pozit ívne pr í toky alebo negat ívne odtoky) v každom uzle i E V a. j edno tkovými 
tokovými nák ladmi Cý- pre každé (i, j) G E. Úlohou tzv. Minimum Cost Network Flow 
problému je nájsť p r ípus tný tok, k to rý splní vše tky pož iadavky pri min imálnych nákla­
doch. Formulácia p rob lému je nasledujúca: 

min z = CijXij, 

E xkl = h, VtEV, (2-26) 
fcev-(i) 

0 < XÍJ < hij, y (i, j) G E, 

kde CC i j ZIlclCl tok na hrane (i, j), V+{i) — {k G V : (i, k) G E} je množ ina vrcholov, 
do k torých vedie hrana z i a V~(i) = {k G V : (k, i) G E} je množ ina vrcholov z kto­
rých vedie hrana do i. Je zrejmé, že na to, aby bol p rob lém pr ípustný, musí byť celkový 
súčet vše tkých požiadaviek nulový. Špeciálnymi p r ípadmi tejto úlohy sú nasledujúce dva 
problémy. 

Prob lém maximálneho toku 
Uvažujme digraf G = (V, E), dva odlišné uzly s, t G V a nezáporné kapacity 

pre vše tky (i, j) G E. Úlohou problému maximálneho toku je nájsť cestu medzi uzlami 
s a í s m a x i m á l n y m tokom. Po pr idan í spätnej hrany z uzla t do uzla s môžeme tento 
problém formulovať ako 

max z = Xts, 

kev+(i) fcev-(i) 

0 ^ Xij ̂  h^, 

^ ^ ik 
kev+(i) 

y i G V, 

V(i,j)eE. 

(2.27) 
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Prob lém najkratšej cesty 
Uvažujme digraf G = (V, E), dva odlišné uzly s, t G V a nezáporné nák lady Cy 

pre vše tky (i, j) G E. Úlohou problému najkratšej cesty je nájsť cestu medzi uzlami s a t 
s min imálnymi nák ladmi . Tento prob lém môže byť formulovaný ako 

min ^ ^ ] cijxij; 

= 1, i = s, 
k£V+(i) fcev-(i) 

^ ^ xik = o, Vi G V\{s,t} 
kev+(i) fcev-(i) 

^ ^ xjfe = - 1 , i = t, 
fcev+(i) fcev-(i) 

(2.28) 

Z Í Í > 0 , V{i,j)eE, 

kde Xjj = 1, ak je hrana (i, j) súčasťou cesty s min imálnymi nák ladmi (najkratšej cesty). 

2.4 Zmiešané celočíselné programovanie 
Pomocou zmiešaného celočíselného programovania je možné formulovať a riešiť 

širokú škálu prakt ických opt imal izačných problémov. Medzi t aké to problémy pa t r í na­
príklad rozpis vlakov alebo plánovanie výroby. P r i spracovávaní tejto podkapitoly sme 
využili [19], [21] a [25]. 

Predpokladajme, že m á m e úlohu l ineárneho programovania (2.2). A k p r idáme pod­
mienku, že urči té p r emenné musia nadobúdať celočíselné hodnoty, dos távame úlohu zmie­
šaného celočíselného programovania s účelovou funkciou 

n p 
m a x z = cjxj + hfVk (2-29) 

a obmedzeniami 

(2.30) 

kde G 3 Qik je matica typu m x p, h je p - rozmerný r iadkový vektor a y je p-rozmerný 
s t ĺpcový vektor celočíselných premenných . A k vše tky p remenné musia nadobúdať celočí­
selné hodnoty, tak dos távame úlohu celočíselného programovania a ak všetky p remenné 
musia nadobúdať iba hodnoty 0 a 1, tak dos távame úlohu binárneho celočíselného prog­
ramovania. 

Ďalš ím typom úlohy je tzv. problém kombinatorickej optimalizácie. Obvykle je 
d a n á konečná množ ina TV = {1, . . . ,n}, váhy Cj pre každé j G TV a množ ina J7 všetkých 
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pr ípus tných podmnož in množiny N. Našou úlohou je teda nájsť p r ípus tnú podmnož inu 
S s min imálnou váhou 

min z = c,-, 
jes (2.31) 

S e ľ . 

Prob lémy kombinatorickej opt imalizácie sú veľmi čas to využívané a môžu byť formulované 
ako úlohy celočíselného alebo b inárneho celočíselného programovania. 

2.4.1 Typy celočíselných premenných 
V úlohách zmiešaného celočíselného programovania sa môžeme stretnúť s viacerými 

typmi premenných . Medzi ne patria celočíselné, b inárne a SOS premenné . 
Celočíselné premenné sa využívajú na vyjadrenie množstva , k toré môže byť len 

v celých číslach, ako napr ík lad vozy, zariadenia alebo ľudia. 
Rozhodovacie p remenné sa často používajú na označenie toho, k toré z množs tva 

možných rozhodnut í by sa malo urobiť. Zvyčajne môžu nadobúdať iba dve hodnoty, 0 
a 1, preto ich voláme binárne premenné. J e d n ý m z pr íkladov je rozhodovanie o výs tavbe 
zariadení , kde ô = 1 značí, že by sa zariadenie malo postaviť a ô = 0 zas, že by sa postaviť 
nemalo. Binárne p remenné obyčajne označujeme pomocou gréckeho p í smena ô a lat inské 
p ísmená ponechávame o s t a t n ý m p remenným. 

SOS (Speciál Ordered Set) premenné sa delia na dva typy - SOS typu 1 a SOS typu 
2. SOS1 je u spo r i adaná množ ina p remenných (spojitých alebo celočíselných), z k torých 
je nana jvýš jedna nenulová. Tieto p remenné využívame napr ík lad pri výbere kapacity 
zariadenia v danom meste, kedy chceme vystavať zariadenie s jedinou kapacitou vhodnou 
pre množs tvo obyvateľov v danej obci. V b iná rnom pr ípade môžeme SOS1 p remenné 
8 i , S n zapísať pomocou dvoch obmedzení : 

(2.32) 

5i G {0,1}, V i G { l , . . . , n } . 

SOS2 je u spo r i adaná množ ina premenných , z k torých sú najviac dve nenulové a ak sú 
nenulové práve dve, tak musia nasledovať bezprostredne za sebou. 

2.4.2 Algori tmy 
N a rozdiel od l ineárneho programovania so simplexovou me tódou , pre celočíselné 

programovanie neexistuje univerzálny algoritmus vhodný pre vše tky typy úloh. Rôzne 
algoritmy sa osvedčujú pri rôznych typoch problémov. Môžeme ich rozdeliť do dvoch 
hlavných kategóri í - exak tné a heurist ické metódy. Exaktné metódy zaručujú nájdenie 
op t imálneho riešenia, no doba behu programu sa dramaticky zvyšuje s veľkosťou prob­
lému a často sa dajú prakticky vyriešiť len malé alebo stredne veľké problémy. Preto 
sa pri väčších problémoch využívajú heuristické metódy, k toré ná jdu dos ta točne dobré 
riešenia v rozumnom čase. 
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E x a k t n é m e t ó d y 

Jednou skupinou využívaných exaktných algoritmov sú metódy sečných nadrovín. 
Zvyčajne riešia problém celočíselného programovania ako problém l ineárneho programo­
vania s vynechan ím požiadavky na celočíselnosť. A k je výsledné riešenie celočíselné, tak je 
aj celočíselným optimom. V opačnom pr ípade sa k problému pr idávajú ďalšie obmedzenia 
až p o k ý m nenájdeme celočíselné riešenie, k toré však nemusí existovať. Tieto m e t ó d y sa 
môžu zdať matematicky pomerne elegantné, no pri veľkých problémoch sa veľmi neosved­
čili. 

Zatiaľ najpoužívanejšími exak tnými algoritmami na riešenie prakt ických celočísel­
ných problémov sú metódy vetiev a hraníc (branch and bound). Rovnako ako pri m e t ó d a c h 
sečných nadrovín riešime daný problém ako prob lém l ineárneho programovania tzv. rela­
xáciou pož iadavky na celočíselnosť. A k je výsledné riešenie celé číslo, p rob lém je vyriešený. 
A k nie, vykonávame s t romové prehľadávanie. Uvažujme problém 

n 
z = max CjXj, (2.33) 

i=i 

kde x E S. Množinu S môžeme rozložiť na podmnož iny S = S\ U ... U SK a zaviesť 
zk = max Yľj=i cúxúi kde x E Sk pre k = 1,...,K. Potom z = max^ z f c . Zavedieme aj 
pojmy h o r n á hranica zk (ozn. žk) a dolná hranica zk (ozn. zk). Potom horná hranica 
z je ~ž = maxfcž f c a dolná hranica z je z = max^ M e t ó d a vetiev a hraníc rozdeľuje 
problém na sériu menších, jednoduchš ích podprob lémov, k toré sú nás ledne spojené, aby 
vyriešili pôvodný problém. Taký to p r í s tup sa nazýva „ rozdeľ a panuj" a jeho typickou 
reprezentáciou je tzv. enumeračný strom. Exis tujú min imálne t r i spôsoby ako tento strom 
orezať a t ý m zmenšiť priestor možných riešení a tak zlepšiť účinnosť me tódy : 

1. orezanie podľa optimality: žf = ŕ , 

2. orezanie podľa hranice: ~žl < z, 

3. orezanie podľa nepr ípus tnos t i : St = 0. 

Detailnejší opis tohto algoritmu je uvedený v [ ]. 

H e u r i s t i c k é m e t ó d y 

Vzhľadom na to, že veľa prakt ických problémov pa t r í do triedy zložitosti J\ÍV, 
musíme pri riešení diskrétnych opt imal izačných problémov použiť heurist ické alebo apro­
ximačně algoritmy. Dôvodov, prečo zvoliť práve heuristiky je niekoľko: 

- riešenie je získané rýchlo (v priebehu pá r sekúnd alebo minú t ) , 

- r iešená ú loha je tak veľká alebo komplikovaná, že sa nedá formulovať ako problém 
celočíselného programovania alebo zmiešaného celočíselného programovania rozum­
nej veľkosti, 

- aj keď je ú loha formulovaná ako prob lém zmiešaného celočíselného programovania, 
tak je veľmi náročné alebo nemožné nájsť (dobré) p r ípus tné riešenie pomocou me­
t ó d y vetiev a hraníc , 
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- pre urči té problémy kombinatorickej opt imalizácie je j ednoduché nájsť p r ípus tné 
riešenia p r e skúman ím alebo znalosťou š t r u k t ú r y problému. 

Najprv si p reds tav íme hladný algoritmus. Uvažujme, že skúmanú úlohu môžeme 
zapísať vo forme problému kombinatorickej optimalizácie: 

uún{c(S) : v(S) > k}. (2.34) 

Potom je postup nasledovný: 

1. Nech S° = 0 a t = 1. 

o N P P H A _ a r p -mÍTi c(g«-iu{j t})- c(g«-i)  
i N e c n 3t - a rgmm „ ( g t - i u ^ } ) . , , ^ - ! ) -

3. A k je predchádzajúce riešenie St 1 p r ípus tné a účelová funkcia sa neznížila, zasta­
víme algoritmus pri SG = S1-1. 

4. Inak, nech Sf = S1-1 U {jt}- A k už je riešenie p r ípus tné a účelová funkcia je nekle-
sajúca alebo t = n, zas tavíme algoritmus pri SG = S*. 

5. Inak, ak t = n, tak nebolo ná jdené ž iadne p r ípus tné riešenie a algoritmus zas tavíme. 

6. Inak, nech t = t + 1 a v rá t ime sa do kroku 2. 

Teraz si p reds tav íme algoritmus lokálneho vyhľadávania. N a popísanie tohto algo­
ri tmu je jednoduchš ie formulovať problém kombinatorickej opt imalizácie ako 

uún{c(S) : g(S) = 0}, (2.35) 

kde g (S) > 0 predstavuje mieru nepr ípus tnos t i množiny S. S využ i t ím obmedzenia 
v(S) > k p reds taveného vyššie môžeme t ú t o mieru vyjadriť ako g(S) = {k — v(S))+. 
Pre algoritmus lokálneho vyhľadávania mus íme definovať riešenie, lokálne okolie Q (S) 
pre každé riešenie S C N a, cieľovú funkciu f (S) k t o r á sa buď môže rovnať c(S), ak je S 
pr ípus tné a inak nekonečnu, alebo zloženej funkcii v tvare c(S) + ag(S), k to rá sa skladá 
z váženej kombinácie hodnoty účelovej funkcie a k ladného násobku a miery nepr ípus tnos t i 
množiny S. Postupujeme nasledovne: 

1. Vyberieme poč ia točné riešenie S. 

2. Hľadáme množinu S' G Q (S) t akú , že f (S') < f (S). 

3. A k ž iadna neexistuje, tak algoritmus zas tavíme. SH = S je lokálne op t imálne rieše­
nie. 

4. V opačnom pr ípade nech S = S' a celý postup opakujeme. 

V h o d n á voľba lokálneho okolia závisí od š t r u k t ú r y problému. J ed iným p rob lémom tohto 
algoritmu je, že dosiahneme len lokálne minimum a je potenciá lne možné nájsť aj lepšie 
riešenie. N a to slúži tabu vyhľadávanie alebo algoritmus simulovaného žíhania, k toré sú 
popísané napr. v [25]. 

29 



2.5 PROGRAMOVACIE JAZYKY A DOSTUPNÉ RIEŠIČE 

K o m b i n á c i a e x a k t n ý c h a h e u r i s t i c k ý c h m e t ó d 

V poslednej dobe je snaha spojiť exak tné a heurist ické metódy, čo môže zaistiť opti­
málne riešenie problémov v k r a t š o m čase alebo zlepšenie samotných heuris t ických me tód . 
Dve hlavné kategórie do k torých delíme tieto p r í s tupy sú kolaborujúce a integračné kom­
binácie algoritmov. Pod kolaboráciou rozumieme, že algoritmy si vymieňajú informácie, 
no nie sú súčasťou jeden druhého . Algor i tmy teda môžu byť vykonávané následne, pa­
ralelne alebo môžu byť preple tené. P o d integráciou rozumieme, že jeden algoritmus je 
obs iahnutý v druhom a je mu podr iadený. Jednou z integračnej kombinácie algoritmov 
je využit ie heuristiky na získanie poč ia točného p r ípus tného riešenia a hraníc pri m e t ó d e 
vetiev a hraníc . Tieto a ďalšie kombinácie algoritmov sú uvedené v [19]. 

2.5 Programovacie jazyky a dos tupné riešiče 
P r i tvorení tejto práce bol použi tý programovací jazyk Jul ia a komerčný riešič 

pre l ineárne programovanie C P L E X . V tejto podkapitole b u d ú uvedené dôvody výbe ru 
a porovnanie s o s t a tnými jazykmi a riešičmi. Informácie boli získané z [2], [1], [12] a [16]. 

Programovac í jazyk Ju l ia je flexibilný dynamický jazyk vhodný pre vedecké účely 
s výkonom porovnateľným s t rad ičnými staticky p ísanými jazykmi ako je napr. C. Po­
skytuje jednoduchosť a expresívnosť pre vysokoúrovňové numerické výpočty, rovnako ako 
jazyky R, M A T L A B alebo Python, ale podporuje tak t iež všeobecné programovanie. Medzi 
ďalšie výhody Julie oproti porovnateľným sys témom pa t r í , že: 

- je bezp la tný open-source projekt s viac než 1000 prispievateľmi licencovaný M I T , 

- používateľom definované typy sú rovnako rýchle a k o m p a k t n é ako vs tavané typy, 

- je n a v r h n u t ý pre paralelnosť a rozdelenie výpoč tu . 

Výber programovacieho jazyka Ju l ia bol podmienený hlavne jednoduchou imple­
mentác iou získaných výsledkov do grafickej podoby, keďže tento jazyk nebol vytvorený len 
pre opt imal izáciu a ma temat i cké programovanie. P r i použi t í čisté modelovacieho jazyka 
G A M S (The General Algebraic Modeling System) by grafická implementác ia tak ľahká ne­
bola. Ďalš ím rozhodovacím faktorom bola bezplatnosť modelovacieho jazyka pre matema­
tickú opt imal izáciu zabudovaného v Ju l i i - J u M P (Julia for Mathematical Programming). 
Tak ako modelovacie jazyky A I M M S (Advanced Interactive Multidimensional Modeling 
System) a A M P L (A Mathematical Programming Language) aj J u M P podporuje množ­
stvo open-source a komerčných riešičov pre rôzne triedy problémov, v r á t a n e l ineárneho, 
zmiešaného celočíselného a nel ineárneho programovania. 

IBM® ILOG® CPLEX® Optimizer (často označovaný len ako C P L E X ) je jeden 
z najviac pokrokových opt imal izačných riešičov, hlavne pre l ineárne, zmiešané celočí­
selné a kvadrat ické programovanie. C P L E X dokáže predložiť presné a logické rozhodnu­
t ia pre rôzne problémy (plánovanie, alokácia zdrojov) s využ i t ím výkonných algoritmov, 
podporuje vše tky veľkosti opt imal izačných modelov s neobmedzeným množs tvom rozho­
dovacích premenných a obmedzení a je škálovateľný. 
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2 LINEÁRNE PROGRAMOVANIE 

Komerčný riešič C P L E X bol j ednoznačnou voľbou vďaka jeho komplexnosti pri rie­
šení ú loh ma tema t i ckého programovania. J e d n ý m z dôvodov bolo aj to, že tento produkt 
spoločnost i I B M je bezplatne k dispozícii akademickým pracovníkom a š tuden tom. Porov­
nanie schopnost í troch najznámejších komerčných riešičov - C P L E X , G u R o B i a X P R E S S 
môžeme nájsť v č lánku [2]. 
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3 Aplikácia matematického 
programovania 

T á t o kapitola sa bude zaoberať zos tavením a p o s t u p n ý m vylepšovaním optimali­
začného modelu, k to rý bude slúžiť na podporu rozvoja výs tavby nových spracovateľských 
zar iadení pre prechod na obehové hospodárs tvo . J e d n á sa o tokovú úlohu zmiešaného 
celočíselného programovania, teoreticky opísanú v kapitole 2. 

3.1 Formulácia komplexnej úlohy 
Majme množinu obcí, k to ré p rodukujú isté frakcie komunálneho odpadu (zmesový 

komunálny odpad, plast, sklo, papier, biologicky rozložiteľný odpad) a množinu existujú­
cich zar iadení , nachádzajúcich sa v týchto obciach, v k torých odpad môžeme buď uložiť 
(skládky) alebo spracovať (spaľovne, prekladacie stanice, triediace l inky). Majme takt iež 
množinu potenciá lnych zar iadení , k toré v definovaných obciach môžeme vystavať. 

Definujeme orientovaný graf, k to rého uzly tvoria spomínané obce a zariadenia 
a orientované hrany sú tvorené cestnou a železničnou infrastrukturou medzi t ý m i t o uzlami. 
Hrany preds tavujúce cesty môžeme rozdeliť do niekoľkých skupín: hrany spájajúce obce 
navzájom, hrany spájajúce obce so zar iaden ím v nich a hrany spájajúce zariadenia medzi 
sebou. P r v é m u typu h r á n je p r i r adená váha, k to rá predstavuje vzdialenosť medzi pre­
pojenými uzlami. Druhý typ h r á n je ohodno tený váhami rovnými nule. Uvažujeme teda, 
že zariadenia sa nachádza jú v konkré tnych obciach, p r ípadne pá r kilometrov od obce, 
čo zanedbávame. Posledný typ h r á n predstavuje ohodno tené hrany, cez k toré sa preváža 
spracovaný odpad medzi zariadeniami (výmet z triediacich liniek do spaľovní, struska 
zo spaľovní na skládky, zlisovaný odpad z prekladacích s taníc do tzv. koncoviek - spa­
ľovní alebo skládok) . Ohodnotenie týchto h r á n je dané na jk ra t šou cestou medzi obcami, 
pod k toré tieto zariadenia spadajú . Hrany preds tavujúce železničné trasy spájajú spra­
covateľské zariadenia a slúžia na prevoz zlisovaného odpadu naloženého v prekladacích 
staniciach do koncoviek. 

Cieľom výsledného ma tema t i ckého modelu je minimalizovať nák lady spojené s pre­
pravou a spracovaním jednot l ivých frakcií odpadu a s výs t avbou nových spracovateľských 
zariadení . Je vhodné dodať, že produkcia odpadu a nák lady na jeho prevoz a spracovanie 
sú vyjadrené pre ročnú prevádzku. 

3.2 Označenie 
Pred zač ia tkom návrhu modelu je po t r ebné zaviesť označenie všetkých množín, 

vs tupných parametrov a premenných , k toré budeme používať. 

M n o ž i n y : 

i G / množ ina všetkých uzlov 

i E ľ x C I množ ina uzlov predstavujúcich obce a existujúce zariadenia (spaľovne, 
prekladacie stanice, triediace linky, skládky) v nich 
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3 APLIKÁCIA MATEMATICKÉHO PROGRAMOVANIA 

i G In C / množ ina uzlov reprezentujúcich prekladacie stanice, v k torých je možné 
nakladať zlisovaný odpad na nák ladné vlaky 

i G P C / množ ina uzlov predstavujúcich potenciá lne spracovateľské zariadenia 
(spaľovne, prekladacie stanice, triediace linky) 

i G ľ C / množ ina uzlov reprezentujúcich skládky 

j G J množ ina všetkých h r á n 

j G Jx C J množ ina h r á n medzi obcami navzá jom a medzi obcami a zariadeniami 
v nich 

j G Jy C J množ ina h r á n spájajúcich zariadenia navzájom 

o G O množ ina typov odpadu 

o G O1 C O množ ina zlisovaných typov odpadu (zlisovaný zmesový komunálny odpad, 
zlisovaný plast) 

o G On C O množ ina nespracovaných frakcií odpadu (zmesový komunálny odpad, 
plast, sklo, papier, biologicky rozložiteľný odpad) 

o G Os C O množ ina spracovaných typov odpadu (struska, zlisovaný odpad, výmet ) 

r G i? množ ina t r á s v železničnej dopravnej sieti 

í G T množ ina kapací t potenciá lnych spracovateľských zar iadení 

V s t u p n é p a r a m e t r e : 

B i 5 o matica, ktorej prvky preds tavujú podiel pôvodnej hmotnosti nespracova­
ného odpadu ô, z k torého vznikne reziduum o v uzle i 

Mi j incidenčná matica pre prepravu odpadu medzi obcami navzájom a medzi 
obcami a zariadeniami v nich 

NÍJ incidenčná matica pre reziduálne toky medzi zariadeniami 

ZRJIJ0 matica pre železničnú dopravnú sieť, viď (3.1) 

c\x

0 cena za spracovanie tony odpadu o v exis tujúcom zar iadení v uzle % [Kč/t] 

c\ cena za výs tavbu potenc iá lneho spracovateľského zariadenia v uzle i [Kč] 

ďQ

h nák lady na pohonné hmoty pre smetiarske vozidlá prepravujúce odpad o 
[Kč/ t .km] 

ď0

h,s nák lady na pohonné hmoty pre vozidlá prepravujúce spracovaný odpad 
o [Kč/ t .km] 

d j dĺžka hrany j [km] 

er max imá lny možný počet železničných cyklov r počas j edného roka [-] 
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3.3 ZÁKLADNÝ MODEL 

k^x kapacita existujúceho zariadenia v uzle i [t] 

kf možné kapacity potenciá lnych spracovateľských zar iadení [t] 

kfQ kapacita odpadu o v uzle i (povolenie spracovania odpadu o v uzle i) [t] 

kz

r kapacita j edného nák ladného vlaku absolvujúceho trasu r [t] 

PÍJ0 koeficient pomeru odpadu o v zar iadení v uzle i (vyjadruje, koľkokrát sa 
odpad o započí tava do kapacity spracovateľského zariadenia) [-] 

WÍJ0 ročná produkcia odpadu o v uzle i [t] 

P r e m e n n é : 

rijQ reziduum o (struska, zlisovaný odpad, výmet ) vzn iknuté v uzle i [t] 

XjjQ množs tvo odpadu o (zmesový komunálny odpad, plast, sklo, papier, biolo­
gicky rozložiteľný odpad) prevezeného hranou j medzi obcami navzájom 
a medzi obcami a zariadeniami v nich [t] 

Ujj0 množs tvo odpadu o (struska, zlisovaný odpad, výmet ) prevezeného hra­
nou j medzi zariadeniami [t] 

ZÍJ0 množs tvo odpadu o (zlisovaný odpad) naloženého alebo vyloženého z ná­
kladného vlaku v uzle i [t] 

7 r poče t absolvovaní trasy r počas j edného roka - celočíselná p r e m e n n á [-] 

ó~ijt rozhodnutie o výs tavbe spracovateľského zariadenia (spaľovne, prekla­
dacej stanice, triediacej linky) s kapacitou t v uzle i - b i n á r n a SOS1 
p r e m e n n á [-] 

Pred tvorbou samotného modelu je po t r ebné isté predspracovanie dá t . Zostavíme 
teda incidenčné matice M j j a NÍJ z dos tupných informácií o prepojení uzlov or ientovanými 
hranami a maticu -BJ,Ô i 0- Ma t i cu ZR^^0 zostroj íme nasledovne: 

1 ak sa v uzle i na trase r môže odpad o vykladať, 

•1 ak sa v uzle i na trase r môže odpad o nakladať , (3-1) 

0 inak. 

3.3 Základný model 
P r v o t n ý model, v ktorom neuvažujeme potenciá lne spracovateľské zariadenia, je 

tvorený účelovou funkciou (3.2), k to rá zohľadňuje jedine cenu za spracovanie odpadu 
v existujúcich zariadeniach: 

m i n E E E % ^ - (3-2) 
ieľx jeJx oeo 
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3 APLIKÁCIA MATEMATICKÉHO PROGRAMOVANIA 

P r v ý m i dvoma obmedzeniami sú bi lančné nerovnice pre vše tky existujúce uzly 
a typy odpadu. Nerovnica (3.3) povoľuje alebo zakazuje spracovanie istých typov odpadu 
v určených spracovateľských zariadeniach a ich uloženie na skládke. Takt iež zakazuje 
spracovanie všetkých typov odpadu v obciach. P r i zakázaní spracovania odpadu sa kf0 

volí rovné nule, zatiaľ čo pri povolení sa tento parameter rovná nejakej veľkej konš tan te 
(tzv. big M ) . 

J2 -\/,,•'',.<. + WÍ,O + n,0 < k?0, V i e ľ x , Vo e O. (3.3) 
j£jx 

Obmedzenie (3.4) zaručuje, že množs tvo odpadu, k toré sa môže spracovať alebo 
uložiť v danom uzle nepresiahne jeho kapacitu, pr ičom uzly preds tavujúce obce majú 
kapacitu nulovú. Keďže výhrevnosť plastu v spaľovniach je omnoho vyššia ako výhrevnosť 
os ta tných frakcií odpadu, použijeme koeficient pij0, k to rý vyjadruje koľkokrát sa daný 
odpad započí tava do kapacity spracovateľského zariadenia. 

Pi,o í + w ^ + n,0 J < £f\ V i e ľ x . (3.4) 
oeo \jeJx / 

Rovnica (3.5) vyjadruje, aké množs tvo rezidua (strusky, zlisovaného odpadu alebo 
výme tu ) vznikne v uzle i po spracovaní odpadu ô. 

J2 J2 MiJxJ,ôBi,ô,o = rii0, V i G ľ x , Vo G O. (3.5) 

Nerovnice (3.6)-(3.8) sú obmedzeniami nezápornos t i produkcie odpadu, množs tva 
odpadu prevezeného hranou a množs tva vzn iknutého rezidua. 

Mijxjt0 + wii0 + n,0 > o, V i e ľ x , Vo e O, (3.6) 
i e J* 

Xj,0 > 0, V j e Jx, Vo e O, (3.7) 

ri,o > 0, V i e ľ x , Vo e O. (3.8) 

Účelovú funkciu (3.2) môžeme modifikovať zohľadnením ceny za prevoz odpadu, 
k to rá závisí na množs tve odpadu prevezeného cez jednot l ivé hrany a takisto aj na ich dĺžke. 
Cenu, vyjadrenú ako súčin tých to dvoch faktorov, môžeme ďalej vynásobiť konš t an tou ďj1 

vyjadrujúcou nák lady na pohonné hmoty pre rôzne frakcie odpadu. 

iGiex j&Jx oeo jeJx oeO 

3.4 Zavedenie premenných špeciálnych typov 
Model uvedený v podkapitole 3.3 berie do úvahy len spracovateľské zariadenia, 

k toré už v obciach existujú. Môže sa stať, že tieto zariadenia nemajú dos ta točnú kapa­
citu, aby spracovali odpad vyprodukovaný v priľahlých obciach, preto je vhodné premýšľať 
o rozšírení kapacity existujúcich zar iadení alebo o zatiaľ neexistujúcich zariadeniach, k toré 
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3.5 ROZŠÍRENIE MODELU O REZIDUÁLNE TOKY 

v týchto obciach môžeme vystavať. Použijeme teda S0S1 premenné , k toré vyjadrujú roz­
hodnutie o ich výs tavbe v určenej obci. 

Účelovú funkciu (3.9) zo zák ladného modelu rozšírime o nák lady spojené s výstav­
bou novej spaľovne, prekladacej stanice alebo triediacej l inky s kapacitou fcf. 

m i n E E E M*xJ*<% + E E + E E x ^ A h - ^-n 
ieiex jeJx oeo ÍGIP teT JGJx oeo 

S novými uzlami bude obmedzenie (3.3) z predchádzajúcej podkapitoly platiť nie­
len pre vše tky obce a existujúce zariadenia, ale aj pre tie novo vys tavané . K d r u h é m u 
obmedzeniu (3.4) pribudne o b d o b n á b i lančná rovnica (3.11), pr is lúchajúca novým spra­
covateľským zariadeniam, k toré môžu nadobúdať jednu z vopred určených kapací t , defi­
novaných parametrom fcf. 

Y,PÍ,O í E +w^+n, 0 j < kt5^ V i e p - (3-n) 

SOS1 p remenné 8^ n a d o b ú d a j ú b inárne hodnoty. Hodnota 0 znamená , že v uzle 
i nie je vys tavané nové spracovateľské zariadenie, zatiaľ čo hodnota 1 značí, že v uzle i 
je vys tavané nové spracovateľské zariadenie s kapacitou určenou indexom t. Obmedzenia 
(3.12) a (3.13) zaisťujú vlastnosti SOS1 premenných , spomínané v podkapitole 2.4.1. 

J > , ť < l , Vi e P, (3.12) 

St-t e {0,1}, Vi e P, Vt e T. (3.13) 

3.5 Rozšírenie modelu o reziduálne toky 
Keďže v spaľovniach vzniká struska, k to rú už následne nemôžeme ďalej spracovať, 

musíme j u dopraviť na skládku. A b y sme tento vedľajší produkt po spracovaní odpadu 
nemuseli zdĺhavo prevážať po definovanej dopravnej sieti medzi obcami, vytvori l i sme 
hrany, vedúce zo spaľovní priamo na skládku. Takéto hrany sme vytvori l i aj medzi prekla­
dacími stanicami a koncovými zariadeniami, kde sa zlisovaný odpad spaľuje alebo ukladá . 
Do spaľovní tak t iež vedú hrany z triediacich liniek, po k torých putuje výmet . Účelovú 
funkciu (3.10) uprav íme tak, aby zohľadňovala cenu za spracovanie odpadu, k to rý bol 
na skládku privezený doda točnými hranami a takisto aj nák lady na tento prevoz. 

m i n E E E •u<-./-'>'- + E E E Nijyj*<%>+E E + 
i^jex jGjx o g Q ieiex j£jy oeO ielp teT 

^ ^ 3 - 1 4 

+ E E xi,odAh + E E vedieť*. 
jeJx o&o jzJy o&o 

P r i d a n í m h r á n sa zmenia aj obmedzenia (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) a (3.11), do k torých 
musíme pridať toky odpadu cez doda točné hrany. 
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3 APLIKÁCIA MATEMATICKÉHO PROGRAMOVANIA 

E MÍ,^J,O + E N*jVi<° + Wi'° + ri'° ^ Ko' V i e J' V o e ° . (3-15) 
j<=Jx jejy 

E ? V í E MijZj ,o + A ^ ^ o + wi>0 + r í j 0 J < fcf*, V i G / e z , (3.16) 

E í E +E •v<-./-'//-<-) ^ '1,0,0 ' t,o; 
V i e / , Vo e O, (3.17) 

E Miáxji0 + E ^ i j E o + Wi,o + n,0 > o, V i e / , Vo e O, (3.18) 

E^,o í e m ä>°+E NvVj0+w^+r*<°) - E V i e /p- (3-19) 
oeo \jeJx jeJy / teT 

Nerovnicu (3.7) obmedzujúcu nezápornosť množs tva odpadu prevezeného hranou 
musíme nahradiť š tyrmi obdobnými obmedzeniami. Obmedzenia (3.20) a (3.21), týkajúce 
sa p remenných Xjj0, povoľujú prevoz nespracovaného odpadu medzi obcami a zariadeniami 
a zakazujú prevoz t akého to odpadu medzi zariadeniami navzájom. Obmedzenia (3.22) 
a (3.23), vzťahujúce sa na p remenné yjj0, zas zakazujú prevoz už spracovaného odpadu 
medzi obcami a zariadeniami a povoľujú jeho prevoz zo spaľovní na skládky, z prekladacích 
s taníc do koncoviek a z triediacich liniek do spaľovní. 

Xj,0 > 0, V j e Jx, Vo e On, (3.20) 

X j o = 0, V j e Jx, Vo e 0% (3.21) 
Vj,o > 0, V j e Jy, Vo e Os, (3.22) 

= 0, Vj e J\ Vo e On. (3.23) 

3.6 Rozšírenie modelu o novú formu dopravy 
V predchádzajúcich podkap i to lách bol modelovaný prevoz odpadu realizovaný je­

dine pomocou cestnej dopravy. Teraz tento model oboha t íme o prevoz odpadu v kontaj­
neroch umies tnených na súpravách nák ladných vlakov. Účelová funkcia (3.24) sa znovu 
rozrastie o jeden člen reprezentujúci nák lady za prepravu odpadu novou formou dopravy. 

m i n E E E M ^ o c z + E E E ^ x f o + E E w + 

(3.24) 
+ E E x ^ d A h + E E y ^ ď o h , s + E 

jeJx o&o j&Jy o&o reH 

Obmedzenia (3.15), (3.16), (3.17), (3.18) a (3.19) musia byť doplnené o člen, k torý 
vyjadruje množs tvo odpadu prevezeného medzi uzlami po jednot l ivých železničných tra­
sách. 
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(3.26) 

rio, V i G J , Vo G O. 

MijXjj0 + ^ Ni,jVj,o + ^2 Zr,i,oZi,o + wi,o + n,o < fc"0) V* G J> ^0 G ° : 
i e J 1 j 'eJí ' reH 

(3.25) 

^ ^ I ^ ^ ^VI^jXjQ -\- ^ ^ N^jXjjQ -\- ^ ^ ZTIQZÍQ J BI Q Q 

(3.27) 

^ MijXj^ + ^ Ni,jVj,o + ^2 Zr,i,oZi,o + wi,o + n,o > 0, V i G J , Vo G O, 
j 'eJ x j 'eJí ' reií 

(3.28) 

Y]Pi,o í E MiáXÚ,o + ̂ 2 Ni^° + ^ , 0 ^ , ° + + r * , o ) ^ E ^^ť' V^ G 

(3.29) 

Bi lančná rovnica (3.30) zaisťuje, že množs tvo odpadu naloženého na nák ladný vlak 
sa rovná množs tvu odpadu z nák ladného vlaku vyloženého. 

Z r Á 0 z i i 0 = 0, Vr G R, Vo G O. (3.30) 

Množstvo odpadu, k toré je na vlak naložené, musí t ak t iež spĺňať aj kapac i tné 
obmedzenie, definované nerovnicou (3.31). Keďže prvky matice ZRJIJ0 sú rovné —1, ak je 
i uzol, v ktorom sa odpad na nák ladné vlaky nakladá , mus íme v tomto obmedzení pred 
sumu položiť znamienko mínus , aby bola splnená podmienka nezápornos t i . 

0 < - £ £ Zr,i,ozi,o < Klr, Vr G R. (3.31) 
iein oeo1 

Obmedzenie (3.32) vyjadruje max imá lny počet absolvovaní železničných t r á s po­
čas j edného roka. O d premennej popisujúcej počet t r á s požadujeme takt iež celočíselnosť, 
vyjadrenú obmedzen ím (3.33). 

7 r < er, Vr G R, (3.32) 

7 r G Z+, Vr G R. (3.33) 

Ako pos ledná sa k vyššie uvedeným obmedzeniam pr idá nerovnica (3.34), k to rá je 
obmedzen ím nezápornos t i pre novú p r emennú ZÍJ0. 

Zi,0 > 0, V i G J , Vo G O. (3.34) 

Výsledný model pozostávajúci z finálnej účelovej funkcie a všetkých obmedzení je 
spolu s označením k dispozícii v prílohe B . 
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4 Vzorový príklad 
V tejto kapitole si uvedieme ma lú úlohu, na k to rú aplikujeme opt imal izačný model 

zostrojený v kapitole 3 a popíšeme jeho výsledky. Ukážka funkčnosti modelu na malom 
množs tve uzlov a h r á n je v h o d n á pre lepšie pochopenie celej úlohy formulovanej v pod­
kapitole 3.1. 

4.1 Predstavenie úlohy 
Uvažujme zoskupenie piatich obcí, vyobrazené na obr. 4.1, v k torých sa produkuje 

zmesový komunálny odpad a plasty. Vytvorený odpad sa následne pomocou smetiarskych 
vozidiel zváža na skládku (S) nachádza júcu sa v obci č. 1 alebo do spaľovne ( Z E V O ) 
umiestnenej v obci č. 3. Keďže existujúca spaľovňa n e m á dos ta točne veľkú kapacitu, 
aby zaistila spracovanie odpadu vyprodukovaného vo všetkých obciach a našou úlohou je 
obmedziť skládkovanie, mus íme rozmýšľať o doda točných spracovateľských zariadeniach 
v os ta tných obciach. K existujúcej spaľovni teda p r idáme potenciá lnu spaľovňu ( Z E V O ) , 
k to rá môže byť vys tavaná v obci č. 5. Prevoz nespracovaného odpadu je nákladnejš í ako 
prevoz lisovaného odpadu, preto uvažujeme výs tavbu prekladacích s taníc (P) v obciach 
č. 2 a 4. V tomto medzizar iadení sa odpad zlisuje a takto predspracovaný môže putovať 
do koncoviek - spaľovní a skládok, pomocou cestnej alebo železničnej dopravy. Železničná 
trasa spája obe prekladacie stanice, k toré zároveň fungujú ako nak ládky na nák ladné 
vlaky, spolu s existujúcou spalovnou, k to rá slúži ako vykládka . Tieto vlaky prevážajú 
kontajnery nap lnené zlisovaným odpadom, k toré sú vo vykladacej stanici p r e t i ahnu té na 
nák ladné automobily so špeciálnym sys témom, slúžiace na prevoz do spaľovne. 

Obr. 4.1: Orientovaný graf zodpovedajúci malej úlohe 
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4.2 VSTUPNÉ PARAMETRE 

N a obr. 4.1 sú obce a existujúce zariadenia znázornené ako celistvé kruhy, zatiaľ 
čo po tenc iá lna spaľovňa a prekladacie stanice zas kruhmi s prerušovanou hranicou. Exis­
tujúce hrany medzi uzlami sú vyznačené celistvými š ípkami a tie, k toré vedú z alebo 
do potenciá lnych spracovateľských zar iadení sú zakreslené prerušovanými š ípkami. Podľa 
modelu z predchádzajúcej kapitoly existujú dva typy hrán : 

1. p r imárne , po k torých sa realizuje prevoz nespracovaného odpadu, sú znázornené 
j ednoduchými š ípkami, 

2. sekundárne , cez k toré sa preváža spracovaný odpad, sú vyznačené dvoj i tými š ípkami. 

Železničné trasy sú zakreslené t ro j i tými š ípkami. Keďže v matici Zrjij0 nie je určené pora­
die, v ktorom zariadenia za sebou nasledujú, znázornenie na obr. 4.1 je len i lustračné. 

4.2 Vstupné parametre 
R o č n á produkcia odpadu v obciach je uvedená v tabuľke 4.1. Dĺžka p r imárnych 

h r á n je uvedená v tabuľke 4.2, dĺžka sekundárnych h r á n odpovedá dĺžke najkratšej cesty 
medzi obcami, v k torých sa zariadenia, medzi k to rými t ú t o hranu vedieme, nachádzajú . 

produkcia [t 

obec 
zmesový 

komunálny odpad 
plasty 

1 12 800 5100 
2 35 000 16 500 
3 14 200 4 900 
4 70 600 31700 
5 20 000 8 000 

spolu 152 600 66 200 

poč ia točná koncová vzdialenosť 
obec obec [km] 

1 2 14,7 
1 3 32,1 
2 4 17,9 
3 2 8,6 
3 4 42,4 
4 5 17,6 
5 1 22,5 

Tabuľka 4.1: Produkcia odpadu Tabuľka 4.2: Vzdialenosti obcí 

Kapac i tné obmedzenie skládky je 1 000 kt a existujúcej spaľovne je 100 kt. P r i 
výs tavbe nových zar iadení sa model môže rozhodovať medzi 4 kapacitami spaľovní aj 
prekladacích s taníc - 10 kt, 20 kt, 30 kt a 40 kt. P r i železničných t rasách uvažujeme prevoz 
n á k l a d n ý m vlakom s 25 plošinovými vozňami, kde každý môže prevážať t r i kontajnery 
s kapacitami po 9 t, tj. j e d n ý m železničným cyklom je možné previesť až 675 ton odpadu. 

P r i spracovaní odpadu v spaľovniach dochádza k likvidácii odpadu. Z 15% pôvodnej 
hmotnosti zmesového komunálneho odpadu a z 20% pôvodnej hmotnosti plastu vznikne 
struska. V prekladacích staniciach sa privezený odpad lisuje, ale hmotnosť ostáva rovnaká, 
tj. 100% pôvodnej hmotnosti. Tieto hodnoty sú po t r ebné k naplneniu matice B i ô o , kde 
index ô značí z akého odpadu vznikne reziduum o. 

Náklady na prevoz odpadu sa líšia v závislosti na p revážanom odpade. P r i ne­
spracovanom odpade cena predstavuje 20 K č / t . k m , zatiaľ čo pri prevoze strusky alebo 
zlisovaného odpadu len 2,5 K č / t . k m . Nák lady na uskutočnenie jednej železničnej trasy sú 
120 000 Kč za jeden cyklus. Tieto nák lady môžeme rozdeliť na prevádzkové a fixné. Medzi 
prevádzkové nák lady pa t r í cena za nak ládku a vykládku odpadu, nák lady na elektrinu 
a služby a mzdy zamestnancov. Fixné nák lady zahŕňa jú p rená jom alebo k ú p u železničnej 
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súpravy, tj. lokomotívy, kontajnerov a samotných vozov. Cena za spracovanie akéhokoľ­
vek odpadu v spaľovni je 2 500 K č / t . P r i cene 3 700 K č / t za uloženie odpadu na skládke 
berieme ohľad na obmedzenie skládkovania, tj. zohľadňujeme najvyšší možný skládkovací 
poplatok 1850 K č / t spolu s infláciou až do roku 2035. Náklady na výs t avbu spracova­
teľských zar iadení s r a s túcou kapacitou pomerovo klesajú a sú uvedené v tabuľke 4.3. 
J e d n á sa o ročné nák lady s fixným invest ičným horizontom čo znamená , že v tejto cene 
je započ í t aná už aj cena za spracovanie odpadu. 

cena za výs tavbu [milióny Kč] 
kapacita [kt] spaľovňa prekladacia stanica 

10 37,07 5,47 
20 65,97 5,67 
30 101,05 5,87 
40 144,13 6,07 

Tabuľka 4.3: Cena za výs t avbu spracovateľských zar iadení s rôznymi kapacitami 

4.3 Výsledky 
Po zadan í všetkých vs tupných parametrov z podkapitoly 4.2 do modelu z kapitoly 

3, implementovaného v programovacom jazyku Julia, sme získali výsledné toky odpadu 
znázornené na obr. 4.2. 

14 560 

Obr. 4.2: Výsledné toky odpadu 
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4.3 VÝSLEDKY 

Množstvo prevezeného zmesového komunálneho odpadu je vyznačené m o d r ý m i l in­
kami, množs tvo plastu ž l tými l inkami. A k je tento odpad vopred zlisovaný, tak je znázor­
nený prerušovanými l inkami v príslušných farbách. Množs tvo strusky prepravenej zo spa­
ľovní na skládku je zakreslené hnedou linkou. Farebné čísla pri týchto čiarach znázorňujú 
koľko odpadu (v tonách) bolo prevezeného po daných hranách . 

Z obrázku a z výsledkov modelu v programovacom jazyku Jul ia si môžeme všimnúť 
niekoľko vecí. N a spracovanie odpadu boli vys tavané vše tky t r i potenciá lne zariadenia -
v obciach č. 2 a 4 prek ládky s kapacitou 40 kt a v obci č. 5 spaľovňa s kapacitou 30 
kt. Z grafu je zrejmé, že kapacita nových zar iadení bola naplno využi tá . Rovnako bola 
nap lnená aj kapacita existujúcej spaľovne v obci č. 3, do ktorej bolo podľa tabuľky 4.4 
privezených 95100 t odpadu, z čoho 4900 t tvori l plast, k to rý sa do kapacity každej 
spaľovne za rá tava dvakrá t . Ďalej si môžeme všimnúť, že železničný cyklus bol realizovaný 
52 x a na nák ladných vlakoch bolo prevezené max imá lne možné množs tvo odpadu - 35 100 
t. Naloženie odpadu bolo realizované v prekladacej stanici v obci č. 4 a vyloženie prebehlo 
v spaľovni v obci č. 3. A k to železničná infrastruktura umožňuje , tak je možné vyhnúť 
sa nakládke v prekladacej stanici v obci č. 2, čím sa znížia nák lady na jeden cyklus 
p repoč í t an ím koeficientu cz

r v technicko-ekonomickom modeli. Takisto môžeme pozorovať, 
že v existujúcej spaľovni v obci č. 3 vzniklo z 89 200 t pr ivezeného zmesového komunálneho 
odpadu 13 380 t strusky a z 5 900 t plastu zas 1180 t strusky. V spaľovni v obci č. 5 
s kapacitou 30 000 t, do ktorej bol dovezený jedine zmesový komunálny odpad, vzniklo 
4 500 t strusky. 

V nasledujúcej tabuľke je uvedené celkové množs tvo odpadu spracovaného, resp. 
uloženého v koncových zariadeniach, skratka Z K O z n a m e n á zmesový komunálny odpad: 

množs tvo odpadu t] 
zariadenie obec Z K O plast struska Z K O (lis) plast (lis) spolu 

skládka 1 33 400 56 300 19 060 0 4 000 112 760 
spaľovňa 3 14 200 4 900 0 75 000 1000 95100 
spaľovňa 5 30 000 0 0 0 0 30 000 

Tabuľka 4.4: Celkové množs tvo odpadu v koncových zariadeniach 

Z posledného s t ĺpca môžeme pozorovať, že veľké množs tvo odpadu bolo poslané 
na skládku. Cieľom tejto práce je však skládkovanie obmedziť, preto je n u t n é v pôvodnom 
modeli vykonať nejaké zmeny. 

Jednou zo zmien by mohlo byť pridanie obmedzenia, k toré dodržiava podmienky 
uvedené v legislatíve E Ú hovoriace o množs tve odpadu uloženého na skládkach, 

( Y M i ' J X 3 ' ° + Y N i ^ h ° + Y Zr,i,oZi,o ) < OL Y Y Wi'°> (4-1) 
ieľ oeo \jeJx jejy reR j iei oeo 

kde a predstavuje podiel odpadu vyprodukovaného vo všetkých obciach, k to rý môže na 
skládkach skončiť. 

V smernici [21] z roku 2018 sa popri zavedení obmedzenia skládkovania všetkého 
odpadu, k to rý je vhodný k recyklácii alebo ďalšiemu mater iá lovému alebo energet ickému 
využi t iu , uvádza aj obmedzenie podielu komunálneho odpadu uloženého na skládkach 
na 10% do roku 2035. A k by sme však v našom modeli zvoli l i a = 0,10, tak by model 
nemal p r ípus tné riešenie, keďže m a x i m á l n a spoločná kapacita oboch spaľovní predstavuje 
140 000 t, pr ičom celkové množs tvo vyprodukovaného odpadu je viac ako 200 000 t. 
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Tieto problémy by sa pri úlohe s reá lnymi d á t a m i dali vyriešiť niekoľkými spô­
sobmi. P r v ý m z týchto spôsobov je brať do úvahy aj iné spracovateľské zariadenia (napr. 
triediace l inky), slúžiace na mater iá lové využit ie pr ivezeného odpadu. Tento nový typ za­
riadenia by mal pri modelovaní podobné obmedzenia ako spaľovne a prekladacie stanice. 
Ďalš ím spôsobom by mohlo byť povolenie výs tavby väčších spaľovní, v k torých by sa 
mohlo spracovať omnoho viac odpadu ako v súčasnost i . 

V úlohe s reá lnymi d á t a m i by sme mohli uvažovať ešte o jednom doplňujúcom 
obmedzení . Môže sa stať, že n iek torá z obcí m á uza tvorenú zmluvu s inou obcou, v ktorej 
stojí, že urči té množs tvo odpadu vyprodukované v obci A musí byť spracované v kon­
k ré tnom zar iadení v obci B . V pr ípade našej malej úlohy by to mohla byť napr. obec 
č. 1, v ktorej sa nenachádza spracovateľské zariadenie a obec č. 3, v ktorej sa nachádza 
spaľovňa. Takéto obmedzenie by teda udávalo min imálne množs tvo určitej frakcie odpadu 
prevezené hranou vedúcou z obce č. 1 do obce č. 3. Všeobecne 

Xj,o > mjt0, V j G Jx, Vo G O, (4.2) 

kde rrijj0 je rovné nule, ak na hranu j a odpad o nie sú kladené ž iadne nároky. Analógia 
p la t í aj pre zazmluvnený prevoz spracovaného odpadu z jedného zariadenia do druhého . 

yh0 > mji0, V j e J \ Vo e O. (4.3) 
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5 Aplikácia modelu na reálnych 
dátach z Českej republiky 

Motiváciou pre vznik tejto práce bol deficit mul t ikomodi tného modelu, k to rý by 
opisoval celý proces zaobchádzan ia s odpadom od jeho produkcie až po jeho spracova­
nie. Dos tupné články a akademické práce na t é m u odpadového hospodár s tva sa vždy 
zameriavali jedine na čiastkové problémy. S využ i t ím týchto zdrojov vznikol model, k torý 
tieto časti prepojil a t ý m sa stal súčasťou širšieho cieľa zautomat izovať možnosť poč í tan ia 
dopravných úloh v odpadovom hospodárs tve . 

5.1 Formulácia úlohy a vs tupné dá ta 
K a ž d á obec v Českej republike vyprodukuje isté množs tvo komunálneho odpadu, 

ktoré je po t r ebné spracovať alebo uložiť. V rámci našej prípadovej š túdie uvažujeme 6 258 
obcí, z k torých sme vylúčili štyri vojenské obvody, k toré neevidujú produkciu odpadu -
Boletice, Březina, Hradiš tě a Libavá. V os ta tných 6 254 obciach sa zameriavame na ročnú 
produkciu troch frakcií komunálneho odpadu - zmesový komunálny odpad, plast a papier. 
Vo všetkých obciach bolo spoločne vyprodukovaných 2 786 kt zmesového komunálneho 
odpadu, 264 kt plastu a 587 kt papiera. Vyprodukovaný odpad je nás ledne pomocou 
smetiarskych vozidiel zvážaný z obcí do zariadení , k torých funkcie si teraz preds tav íme. 

Zmesový komunálny odpad môže putovať do prekladacích s taníc , k to ré slúžia k re­
dukcii nákladov na prepravu odpadu zmenšen ím jeho objemu zlisovaním. V našej úlohe 
uvažujeme potenciá lne stanice, tj. pred použ i t ím ich mus íme vystavať. K a ž d á z nich sa 
môže nachádzať v jednej z 206 obcí s rozšírenou pôsobnosťou ( O R P ) . Zoznam tých to obcí 
je možné nájsť v [ ]. Kapaci ta prekladacích s taníc môže byť rovnako ako v pr ípade malej 
úlohy 10 kt, 20 kt, 30 kt alebo 40 kt. Náklady na výs tavbu , k toré zahŕňa jú aj spracovanie 
odpadu sú uvedené v tabuľke 4.3. 

Nespracovaný papier a plast sú zvážané do triediacich liniek k dotriedeniu. P r i 
tomto procese vznikajú z 50% pôvodnej hmotnosti plastov a 10% pôvodnej hmotnosti 
papiera tzv. výmety, k torých potenciá l po upravení na t u h é a l t e rna t ívne palivá ( T A P ) 
môže byť ďalej energeticky využitý. V každej O R P sa nachádza jedna triediaca linka, k to rú 
považujeme za vys tavanú, priraďujeme jej neobmedzenú kapacitu a nák lady za spracovanie 
odpadu v nej zanedbávame. 

Zlisovaný aj nezlisovaný zmesový komunálny odpad a výmet z triediacich liniek 
môže byť ďalej spracovaný v zariadeniach na energetické využi t ie odpadov ( Z E V O ) . 
Tieto zariadenia preds tavujú významný zdroj tepelnej a elektrickej energie, pr ičom v nich 
po spaľovaní vzniká z 20% pôvodnej hmotnosti odpadu reziduum nazývané struska. Na 
rozdiel od vyššie spomenutých zar iadení je ich podstatne menej a môžeme ich rozdeliť na 
vys tavané (do tejto kategórie zaradujeme aj zariadenia, k torých projekty existujú a sú 
v procese schvaľovania) a potenciá lne . Prehľad všetkých lokalít Z E V O spolu s ich kapaci­
tou a cenou za spracovanie, resp. vystavanie, je uvedený v tabuľke 5.1. 

Posledné zariadenia, k toré v tejto práci berieme do úvahy, sú skládky, kde sa odpad 
nespracováva, ale uk ladá . T u môže končiť nespracovaný zmesový komunálny odpad, jeho 
zlisovaná podoba z prekladacích s taníc a struska vyprodukovaná v Z E V O . Skládky sú zria­
dené v 116 z 206 O R P a uvažujeme, že ma jú neobmedzenú kapacitu. P r v o t n ý skládkovací 
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poplatok bol nas tavený na 3 700 K č / t . T á t o výška vychádza z nového zákona o odpa­
doch [ ] z roku 2020, v ktorom sa poč í t a s p o s t u p n ý m navyšováním poplatku zo súčasnej 
hodnoty až na uvedenú sumu. 

obec stav 
kapacita 

[kt] 
cena za spracovanie 

[Kč/t] 
cena za výs t avbu 

[milióny Kč] 

Brno vys tavané 352 3 000 -

České Budějovice v p láne 160 3 613 -

Chotíkov (Plzeň) vys tavané 95 3 000 -

Liberec vys tavané 96 3 000 -

Most v p láne 150 3 345 -

Praha vys tavané 394 3 000 -

Štět í (Mělník) v p láne 320 2 818 -

Ceperka potenciá lne 150 - 500,2 
Písek potenciá lne 50 - 169,7 
T á b o r potenciá lne 40 - 134,5 

Zdar nad Sázavou potenciá lne 100 - 365,3 

Tabuľka 5.1: Prehľad Z E V O 

K a ž d á obec je spojená dvojicou orientovaných h r á n (prvou vedúcou z nej a druhou 
vedúcou do nej) jedine s obcami, k toré sú v jej bezprostrednej blízkosti. Tieto hrany pred­
stavujú cestnú infrastrukturu, po ktorej sa nespracovaný odpad preváža v smetiarskych 
vozidlách. Nák lady na t a k ú t o prepravu činia v priemere okolo 20 K č / t . k m pre všetok ne­
spracovaný odpad, no všeobecne sa môžu líšiť na základe prepravovanej frakcie odpadu. 
Hrany, k toré navzá jom spájajú vše tky zariadenia medzi sebou sú definované nasledovne: 

- z prekladacích s taníc vedú hrany do Z E V O a na skládky, 

- z triediacich liniek vedú hrany, po k torých putuje výmet , jedine do Z E V O , 

- zo Z E V O vedú hrany len na skládky, kde môže byť struska uložená. 

Tieto hrany tak t iež reprezentujú cesty, no spracovaný odpad sa po nich vozí v nák ladných 
au t ách a cena za prepravu je podstatne nižšia - 2,5 K č / t . k m . Kvôli rozsiahlosti úlohy 
a časovej náročnos t i v ý p o č t u (bližšie popísané v podkapitole 5.2) sme z prípadovej š túdie 
vylúčili hrany preds tavujúce železničné trasy. 

5.2 Výpočetně problémy 
P r i práci s veľkým množs tvom dá t je veľká pravdepodobnosť , že naraz íme na urči té 

výpoče tné problémy. V prípadovej š túdi i s d á t a m i z celej Českej republiky sme sa stretli 
p redovše tkým s časovou náročnosťou v ý p o č t u a p rep lnen ím p a m ä t e v programovacom 
jazyku Julia. 

P r v ý m p rob lémom bolo importovanie dá t , uložených v t abu lkách v softvéri Excel, 
do Visua l Studio Code, v ktorom prebiehala edi tácia kódu. Jednou z týchto tabuliek 
bola matica vážených vzdialenost í vše tkých obcí, k to rú tvorilo 6 258 x 6 258 = 39 162 564 
prvkov. Tento problém bol vyriešený predspracovaním d á t priamo v Excel i s využi t ím 
makra v objektovo orientovanom programovacom jazyku Visua l Basic for Applications 
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( V B A ) . Makro slúžilo na vytvorenie incidenčnej matice vo vektorovej forme a následné 
priradenie vzdialenosti obcí k pr ís lušným h r a n á m v incidenčnej matici . 

D r u h ý m a na jpods ta tne j š ím p rob lémom bola tvorba obrovskej úlohy v modelova-
com jazyku J u M P . Po aplikovaní modelu zostrojeného v kapitole 3 (z k torého sme vylúčili 
železničnú infrastrukturu) na spomínané d á t a vznikla ú loha s desiatkami tisíc p remenných 
a stovkami tisíc obmedzení . Už len pri prvej bilančnej nerovnici (3.15), k to rá musí platiť 
pre vše tky uzly (6 258 obcí a 539 zariadení) a všetkých 6 typov odpadu, vznikne vyše 
40 000 obmedzení . Keďže J u M P vy tvá ra každé obmedzenie samostatne, časová náročnosť 
tvorby j edného modelu bola niekoľko hodín , pr ičom pri zmene vs tupných parametrov bolo 
nu tné model tvoriť odznova. Riešením by mohla byť predpr íprava dá t do obvyklého tvaru 
tvoreného maticou dá t a vektorom premenných, k to rý by bol menej pamäťovo náročný. 

T re t ím a pos ledným prob lémom bola časová náročnosť opt imalizácie úlohy. P r i ta­
kej rozsiahlosti úlohy, s akou sa s t re távame pri pracovaní s d á t a m i z celej Českej republiky 
by nájdenie op t imálneho riešenia trvalo hodiny, možno dni. Z tohto dôvodu sme sa rozhodli 
použiť parameter nazývaný re la t ívna optimality gap, nas tavený na 10%. Po prekročení 
tejto hranice sa výpočet ukončil a riešič C P L E X poskytol riešenie, k toré sme považovali 
za dos ta točne op t imálne . 

5.3 Výsledky 
T á t o podkapitola bude venovaná konečným výsledkom úlohy zmiešaného celočí­

selného programovania aplikovanej na dá t ach zo zvozu odpadu v Českej republike. 
Cieľom našej práce bolo vytvoriť výpoče tný nás t ro j , k to rý slúži na podporu roz­

hodovania o výs tavbe nových spracovateľských zar iadení za účelom obmedziť skládko-
vanie a umožniť p o s t u p n ý prechod na obehové hospodárs tvo . Prvou požiadavkou, k to rú 
sme kládli na výs tup modelu bola teda výs t avba potenciá lnych zariadení , hlavne poten­
ciálnych Z E V O , v k torých sa odpad energeticky využíva. P r i nas tavení skládkovacieho 
poplatku na 3 700 K č / t sme zist i l i , že model nerozhodol o výs tavbe ani j edného nového 
zariadenia. Dôvodom bola skutočnosť, že nák lady na prepravu odpadu do zar iadení , spra­
covateľský poplatok (resp. nák lady na výs tavbu nového zariadenia), nák lady na prepravu 
spracovaného odpadu a jeho spracovateľský poplatok niekoľkonásobne prevyšovali cenu 
za uloženie nespracovaného odpadu na skládke. Po postupnom zvyšovaní skládkovacieho 
poplatku sme dospeli až k cene 5 450 K č / t , pr i ktorej bol model nú tený nejaké prekladacie 
stanice a Z E V O postavať. Ďalšie výsledky patria k úlohe, v ktorej je skládkovací poplatok 
zvýšený práve na t ú t o cenu. 

5.3.1 Spracovateľské zariadenia 
K 206 triediacim l inkám a 7 exis tujúcim Z E V O bolo vys tavaných 130 prekladacích 

s taníc s rôznymi kapacitami. Zoznam O R P , v k torých sa tieto stanice nachádzajú , spolu 
s pr ís lušnými kapacitami, je uvedený v prí lohe C. Vystavané boli aj vše tky 4 potenciá lne 
Z E V O v obciach Čeperka , Písek, T á b o r a Zdar nad Sázavou. 

Po prezre t í grafu na obr. 5.1 a p reskúmaní výsledkov získaných z Julie môžeme 
konštatovať, že kapacita vše tkých - existujúcich aj novo vys tavaných Z E V O , bola plne 
využi tá . Môžeme vidieť, že v Z E V O boli spracované len t r i povolené typy odpadu - zme-
sový komuálny odpad, lisovaný zmesový komunálny odpad a výmet , k to rý vznikol v trie-
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diacich l inkách z plastu a papiera. Čo sa týka zloženia odpadu spracovaného v Z E V O , 
vo väčšine zar iadení tvoril najväčší podiel zlisovaný zmesový komunálny odpad. Dôvodom 
bude pravdepodobne fakt, že v okolí tých to zar iadení bolo pos tavených niekoľko prekla­
dacích s taníc a prevoz zlisovaného odpadu je menej nák ladný ako prevoz nespracovaného 
odpadu. Jedinou výnimkou je Praha, kde najväčší podiel tvor í nespracovaný zmesový ko­
muná lny odpad. To bude zapríčinené t ým, že dĺžka hrany, vedúcej od producenta (obce) 
k spracovateľovi ( Z E V O ) je v p r ípade Prahy nas t avená na nulu, tj. nák lady za prepravu 
nespracovaného zmesového komunálneho odpadu sú tak t iež nulové. Tento jav je možné eli­
minovať rozdelením Prahy (a iných väčších miest, v k torých sa nachádza jú spracovateľské 
zariadenia) na viac uzlov, k toré môžu reprezentovať napr. mestské časti . N a tomto grafe 
môžeme takt iež pozorovať veľké množs tvo v ý m e t u spracovaného v Z E V O v Brne. Dôvo­
dom je zvoz tohto rezidua zo všetkých triediacich liniek nachádzajúcich sa vo východnej 
časti Českej republiky, viď 5.6. 
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Obr. 5.1: Využitie kapacity Z E V O v jednot l ivých obciach 

Všetok odpad spracovaný v Z E V O sa v podobe strusky zváža na skládky. P r i 
skládkovacom poplatku 5450 K č / t bolo na skládkach uložených 1451 kt z celkových 
3 638 kt odpadu. Percen tuá lne zloženie tohto odpadu môžeme vidieť na prvom koláčovom 
grafe na obr. 5.2. Takmer dve tretiny (946 kt) tvorí nespracovaný zmesový komunálny 
odpad. Dôvodom je nedos ta točné množs tvo (resp. ma lá kapacita) zar iadení na energe­
tické využit ie tejto frakcie odpadu v porovnan í s množs tvom zmesového komunálneho 
odpadu, k toré sa v Českej republike ročne vyprodukuje. Zhruba š tv r t inu (381 kt) odpadu 
uloženého na skládkach tvor í struska, ktorej poměrové zloženie je vyobrazené na druhom 
grafe na obr. 5.2. Najväčšiu časť odpadu spracovaného v Z E V O , v ktorom struska vzniká, 
tvor í zlisovaný zmesový komunálny odpad pochádzajúci z prekladacích s taníc . Pribl ižne 
10% strusky však tvor í výmet z triediacich liniek, k to rého zloženie môžeme pozorovať 
na poslednom koláčovom grafe na obr. 5.2. Prevažnú časť v ý m e t u tvorí plast, pretože 
zo separovaného papieru je v triediacich l inkách väčšia výťažnosť odpadu vhodného k ma­
ter iá lovému využi t iu . 
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• ZKO •ZKO(lis) • struska avýmet plast • papier 

Obr. 5.2: Zloženie odpadu uloženého na skládkach 

5.3.2 Toky odpadu 
Mapy, vykreslené v tejto čast i práce, bol i zhotovené pomocou vizual izačného soft-

véru, k to rý bol predmetom diplomovej práce [9]. Tento softvér umožňuje navoliť si typ 
odpadu, k torého toky sa zobrazia, pomocou prep ínača v ľavom hornom rohu obrazovky. 
Používateľ m á takt iež možnosť vyobrazenia koláčových grafov predstavujúcich percen­
tuá lne zas túpenie odpadov spracovaných v konkrétych zariadeniach pomocou prepínača 
v ľavom dolnom rohu obrazovky. Legenda sa nachádza v pravom dolnom rohu obrazovky. 

Najprv popíšeme toky nespracovaného odpadu, nás ledne toky spracovaného od­
padu. Rozmiestnenie spracovateľských zar iadení je vyobrazené na m a p á c h v prí lohe D . 

N a obr. 5.3 sú graficky znázornené toky zmesového komunálneho odpadu. 

Obr. 5.3: Toky zmesového komunálneho odpadu 
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Z obrázku je zrejmé, že t á t o frakcia odpadu m á tendenciu zhlukovať sa v najbližších 
spracovateľských zariadeniach - prekladacích staniciach (vid obr. D.2), Z E V O (vid obr. 
5.5) a skládkach (vid obr. D.3). P r i obciach so spalovnami s veľkou kapacitou (Brno, 
České Budějovice, Praha a Stétí) môžeme pozorovať rozsiahle toky, k toré p reds tavujú zvoz 
z veľkého množs tva malých priľahlých obcí. V oblastiach s menšou hustotou zaľudnenia 
a teda menšou produkciou odpadu, ako je napr. C H K O Jeseníky v severovýchodnej časti 
Českej republiky, sú toky rozvetvené zas preto, lebo v tých to miestach je vys tavaných 
veľmi málo spracovateľských zar iadení . N a tejto mape môžeme pozorovať aj pá r oblast í 
bez toku odpadu. T ý m i t o miestami sú napr. vojenské obvody Hradiš tě pri Karlových 
Varoch a Libavá pri Olomouci, v k torých sa produkcia odpadu nezaznamenáva . 

Ďalšou skúmanou frakciou je papier, k to rého toky sú znázornené na obr. 5.4. Po­
dobne ako zmesový komunálny odpad, aj papier sa prevažne zváža do triediacich liniek 
v bezprostrednej blízkosti od obce, v ktorej bol vyprodukovaný. Rozmiestnenie týchto 
spracovateľských zar iadení je vyobrazené na mape na obr. D . l . Keďže papier a plast môžu 
od producenta putovať jedine do triediacich liniek, k toré nemajú kapac i tné obmedzenie 
a ceny za spracovanie aj zvoz týchto dvoch frakcií sú rovnaké, mapa na tomto obrázku 
znázorňuje aj toky plastu. 

Obr. 5.4: Toky plastu a papiera 

Nasledujúce dva obrázky zobrazujú toky spracovaného odpadu. M a p a na obr. 5.5 
zachytáva tok zlisovaného zmesového odpadu z prekladacích s taníc do koncových zaria­
dení. Č ím hrubšie sú hrany vedúce medzi t ými to zariadeniami, t ý m väčšie množs tvo od­
padu je po tých to h ranách prevezené. Koláčové grafy naznačujú , že zlisovaný odpad tvorí 
vo viacerých Z E V O po celej republike väčšinu energeticky využi tého odpadu. N a tomto ob­
rázku si môžeme všimnúť, že kvôli deficitu spaľovní vo východnej čast i krajiny je zlisovaný 
odpad v týchto miestach zvážaný na skládky. Dôvodom sú nižšie nák lady na skládkovanie 
v porovnan í s cenou za prepravu do najbližšieho Z E V O , nachádza júceho sa v Brne. 
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Obr. 5.5: Toky zlisovaného zmesového komunálneho odpadu 

Posledný obrázok 5.6 predstavuje tok v ý m ě t u z triediacich liniek do Z E V O . N a roz­
diel od zlisovaného odpadu, výmet nemôže byť odvezený na skládky, preto je zo všetkých 
triediacich liniek nachádzajúcich sa v severovýchode Českej republiky zvážaný do spaľovne 
v Brne. 

Obr. 5.6: Toky v ý m e t u 

Struska vyprodukovaná vo všetkých Z E V O je vozená na najbližšie skládky, preto 
je zby točné vyobrazovať jej tok na mape. N a obr. D.3 je na koláčových grafoch možné 
vidieť, na k torých skládkach toto reziduum, vyznačené zelenou farbou, končí. 

N a koláčových grafoch na obr. 5.7 môžeme pozorovať pomer medzi spracovaným 
a nespracovaným odpadom vyjadrený pomocou súčinu vzdialenost í všetkých dvojíc uzlov 
s množs tvom odpadu, k toré je medzi t ý m i t o uzlami prevezené. Z grafu 5.7(a) je badateľné, 
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že hoci je zmesový komunálny odpad najviac p rodukovaným odpadom v celej krajine, tak 
je oproti zlisovanému zmesovému komuná lnemu odpadu prevážaný na omnoho kratš ie 
vzdialenosti. Dôvodom sú v ý z n a m n e vyššie nák lady na prepravu nespracovaného odpadu 
v smetiarskych vozidlách ako na prepravu spracovaného odpadu v nák ladných vozidlách. 
Analógia p la t í aj pre papier a plast, k toré sú dopravené do najbližších triediacich liniek, 
z k torých výmet putuje do vzdialených Z E V O , viď 5.7(b). 

• papier 

plast 

• výmet 

(a) ZKO vs. ZKO (lis) (b) papier + plast vs. výmet 

Obr. 5.7: Pomer prepaveného množs tva spracovaného a nespracovaného odpadu [km.t] 

5.3.3 Náklady 
Celkové ročné nák lady na prevoz odpadu, jeho spracovanie a vystavanie nových 

spracovateľských zar iadení sa vyšplhali na viac ako 15 mil iárd Kč. Koláčový graf na obr. 
5.8 predstavuje percen tuá lne zas túpenie všetkých typov odpadu v nákladoch na ich pre­
voz. Najväčšiu časť tohto grafu tvoria nák lady na prepravu zmesového komunálneho od­
padu, čo je zapríčenené t ým, že tejto frakcie sa v Českej republike vyprodukuje najviac. 
D r u h ý m dôvodom je cena za jeho prevoz, k to rá je 8 x vyššia ako cena za prevoz jeho z l i -
sovanej formy. Takmer š tv r t inu nákladov tvor í preprava zlisovaného zmesového komunál ­
neho odpadu, k to rý sa hromadne zváža do Z E V O , k toré nie sú v bezprostrednej blízkosti 
vše tkých prekladacích staníc. 

31 mi l . Kč 

• ZKO 

plast 

• papier 

struska 

• ZKO (lis) 

• výmet 

Obr. 5.8: Ročné nák lady na prevoz odpadu 
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Kľúčom k obmedzeniu skládkovania a p o s t u p n é m u prechodu na obehové hospodár ­
stvo je mater iá lové a energetické využi t ie odpadu. T á t o zmena so sebou pr ináša výrazné 
navýšenie nákladov pre obce. Výsledky prípadovej š túdie vykonanej na reálnych dá t ach 
zo zvozu v rámci Českej republiky naznačujú potrebu zvýšenia skládkovacieho poplatku 
na min imálne 5450 K č / t . Toto opatrenie podmieni výs t avbu nových spracovateľských 
zariadení , k toré pomôžu odbremeniť skládky od množs tva odpadu, k toré je na ne v sú­
časnost i uk ladané . J e d n ý m z krokov k zníženiu ekonomickej záťaže na obce je tvorba 
zväzkov, k toré tieto obce združujú s cieľom komplexného plánovania pre zaistenie efek­
tívnejšieho sys tému zberu a nakladania s odpadom. Mapy uverejnené v tejto kapitole by 
mohli napomôcť k op t imá lnemu spájaniu obcí do týchto združení . 
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Záver 
Cieľom tejto práce bolo zostrojenie komplexného opt imal izačného modelu, k torý 

opisuje tok odpadu v sieti tvorenej obcami a spracovateľskými zariadeniami, jeho imple­
mentác ia v programovacom jazyku Ju l ia a testovanie na rozsiahlej reálnej úlohe. 

Prvé dve kapitoly tvori l i m a t e m a t i c k ý a p a r á t celej práce . P rvá kapitola bola ve­
novaná popisu teórie grafov, v ktorej sme sa oboznámil i s pojmami ako sú orientovaný 
či ohodno tený graf, ich mat icovými zápismi a algoritmami na hľadanie najkratšej cesty 
v grafe. D r u h á kapitola sa zaoberala l ineárnym programovan ím a algoritmami riešiacimi 
tento typ úloh. Najväčší dôraz bol k ladený na podmnož inu l ineárneho programovania -
zmiešané celočíselné programovanie, využívanú v celom zvyšku práce . N a konci kapitoly 
boli uvedené dôvody výbe ru programovacieho jazyka Jul ia pri tvorbe tejto práce . 

Ďalšie kapitoly predstavovali p rak t ickú časť diplomovej práce. Tretia kapitola tvo­
ri la jadro práce , kde bola formulovaná riešená ú loha a zostrojený základný model, k torý 
bol postupne rozširovaný. P r v o t n ý model, k to rý uvažoval len existujúce spracovateľské 
zariadenia, sa postupne rozrastal o potenciá lne spracovateľské zariadenia popísané pomo­
cou celočíselných p remenných špeciálnych typov, reziduálne toky a novú formu dopravy. 
V prí lohe B bol nás ledne spísaný finálny model. V nasledujúcej kapitole bol zostrojený mo­
del tes tovaný a vyladený na fiktívnej úlohe skladajúcej sa z malého p o č t u uzlov a h rán . 
Získané výsledky tu boli graficky vyobrazené a tak t iež slovne popísané . Súčasťou tejto 
kapitoly boli aj návrhy na zlepšenie modelu zostrojeného v kapitole tretej, obmedzujúce 
skládkovanie a t ý m p á d o m podporu júce výs t avbu nových spracovateľských zariadení . Po­
sledná kapitola sa venovala prípadovej š túdi i uskutočnenej na d á t a c h zo zvozu odpadu 
v Českej republike. Súčasťou kapitoly bol i aj výpoče tné problémy, na k toré sme narazili 
pri práci s veľkým množs tvom dá t . N a konci kapitoly boli výsledky vykreslené na m a p á c h 
pomocou vizual izačného softvéru, zostrojeného v rámci diplomovej práce [ ]. 

Výsledky prípadovej š túdie naznačujú začia tok výs tavby a väčšieho využi t ia Z E V O 
až pri nas tavení skládkovacieho poplatku na 5 450 K č / t . T á t o hodnota je významne vyššia 
ako v p láne uverejnenom Ministerstvom životného prostredia Českej republiky. V skutoč­
nosti bude n u t n é nájsť kompromis medzi u d r ž a n í m cenovej hladiny na pr ípus tne j hodnote 
a splnením bodov zakotvených v smerniciach, k toré sú súčasťou balíčka k obehovému hos­
podá r s tvu . 

V ý s t u p o m z tejto práce je funkčný model popisujúci zvoz a spracovanie odpadu 
implementovaný v programovacom jazyku Jul ia , k to rý môže byť v budúcnos t i využi tý 
pri rozhodovaní o výs tavbe nových spracovateľských zariadení , podporujúc ich prechod na 
obehové hospodárs tvo . Tento model je možné ďalej rozvíjať napr. obmedzen ím na toky od­
padu medzi krajmi, v y n ú t e n í m toku po niektorých h ranách podľa reálnej si tuácie a zmlúv 
alebo zmenou uhlu pohľadu účelovej funkcie, k to rú môžeme uvažovať z pohľadu investora, 
konkré tneho producenta odpadu alebo koncového zariadenia. K ekonomickému pohľadu 
na celú s i tuáciu môže byť p r idaný tak t iež envi ronmentá lny pohľad v podobe obmedzení 
alebo úpravou účelovej funkcie. 
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Zoznam skratiek 
A I M M S Advanced Interactive Multidimensional Modeling Sysť 

A M P L A Mathematical Programming Language 

G A M S The General Algebraic Model ing System 

C H K O chránená kra j inná oblasť 

J u M P Jul ia for Mathematical Programming 

O R P obec s rozšírenou pôsobnosťou 

SOS Special Ordered Set 

T A P t u h é a l t e rna t ívne palivá 

V B A Visua l Basic for Applications 

Z E V O zariadenie na energetické využit ie odpadov 

Z K O zmesový komunálny odpad 



Prílohy 
A Prevod pr imárneho problému na duálny 

P R I M A R N A Ú L O H A D U A L N A Ú L O H A 

účelová funkcia minimal izácia maximal izácia účelová funkcia 
účelová funkcia koeficienty konš tan ty pravá strana 
pravá strana konš tan ty koeficienty účelová funkcia 
obmedzenie ailx1 + ... + ainxn > bi Vi > o p r e m e n n á 
obmedzenie ailx1 + ... + ainxn < k Vi < o p r e m e n n á 
obmedzenie Q>ii-£\ -\- ••• -\- Ojinxn bi Di voľná p r e m e n n á 
p r e m e n n á x j > 0 yiaij + ... + ymamj < Cj obmedzenie 
p r e m e n n á x j < 0 obmedzenie 
p r e m e n n á x j voľná y\ci\j -\-... -\- ymCLmj c j obmedzenie 

Tabuľka A . l : Prevod p r imárneho problému na duálny 
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B Kompletný matemat ický model 

Označenie 
M n o ž i n y : 

i e / 

i e ľ x c I 

i e r c i 

i e P c l 

i e ľ c I 

j e J 

j e Jx c J 

j e Jy c J 

oeO 

o e O1 c O 

o e On c O 

o e Os c O 

r e R 

t e T 

množ ina všetkých uzlov 

množ ina uzlov predstavujúcich obce a existujúce zariadenia (spaľovne, 
prekladacie stanice, triediace linky, skládky) v nich 

množ ina uzlov reprezentujúcich prekladacie stanice, v k torých je možné 
nakladať zlisovaný odpad na nák ladné vlaky 

množ ina uzlov predstavujúcich potenciá lne spracovateľské zariadenia 
(spaľovne, prekladacie stanice, triediace linky) 

množ ina uzlov reprezentujúcich skládky 

množ ina všetkých h r á n 

množ ina h r á n medzi obcami navzá jom a medzi obcami a zariadeniami 
v nich 

množ ina h r á n spájajúcich zariadenia navzájom 

množ ina typov odpadu 

množ ina zlisovaných typov odpadu (zlisovaný zmesový komunálny odpad, 
zlisovaný plast) 

množ ina nespracovaných frakcií odpadu (zmesový komunálny odpad, 
plasty, sklo, papier, biologicky rozložiteľný odpad) 

množ ina spracovaných typov odpadu (struska, zlisovaný odpad, výmet ) 

množ ina t r á s v železničnej dopravnej sieti 

množ ina kapací t potenciá lnych spracovateľských zar iadení 

V s t u p n é p a r a m e t r e : 

Bi r, Q 

Mi 

matica, ktorej prvky preds tavujú podiel pôvodnej hmotnosti nespracova­
ného odpadu ô, z k torého vznikne reziduum o v uzle i 

incidenčná matica pre prepravu odpadu medzi obcami navzájom a medzi 
obcami a zariadeniami v nich 

incidenčná matica pre reziduálne toky medzi zariadeniami 

matica pre železničnú dopravnú sieť, viď (3.1) 

cena za spracovanie tony odpadu o v exis tujúcom zar iadení v uzle i [Kč/t] 
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c\ cena za výs tavbu potenc iá lneho spracovateľského zariadenia v uzle i [Kč] 

ď0

h nák lady na pohonné hmoty pre smetiarske vozidlá prepravujúce odpad o 
[Kč/ t .km] 

ďQ

h,s nák lady na pohonné hmoty pre vozidlá prepravujúce spracovaný odpad 
o [Kč/ t .km] 

dj dĺžka hrany j [km] 

er max imá lny možný počet železničných cyklov r počas j edného roka [-] 

kfx kapacita existujúceho zariadenia v uzle i [t] 

kf možné kapacity potenciá lnych spracovateľských zar iadení [t] 

kfQ kapacita odpadu o v uzle i (povolenie spracovania odpadu o v uzle i) [t] 

kz

r kapacita j edného nák ladného vlaku absolvujúceho trasu r [t] 

PÍJ0 koeficient pomeru odpadu o v zar iadení v uzle i (vyjadruje, koľkokrát sa 
odpad o započí tava do kapacity spracovateľského zariadenia) [-] 

wijQ ročná produkcia odpadu o v uzle i [t] 

P r e m e n n é : 

r j i 0 reziduum o (struska, zlisovaný odpad, výmet ) vzn iknuté v uzle i [t] 

XjjQ množs tvo odpadu o (zmesový komunálny odpad, plasty, sklo, papier, bio­
logicky rozložiteľný odpad) prevezeného hranou j medzi obcami navzá­
jom a medzi obcami a zariadeniami v nich [t] 

Dj^o množs tvo odpadu o (struska, zlisovaný odpad, výmet ) prevezeného hra­
nou j medzi zariadeniami [t] 

Z i j 0 množs tvo odpadu o (zlisovaný odpad) naloženého alebo vyloženého z ná­
kladného vlaku v uzle i [t] 

7 r poče t absolvovaní trasy r počas j edného roka - celočíselná p r e m e n n á [-] 

ó~ijt rozhodnutie o výs tavbe spracovateľského zariadenia (spaľovne, prekla­
dacej stanice, triediacej linky) s kapacitou t v uzle i - b i n á r n a SOS1 
p r e m e n n á [-] 
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Model 

m i n E EE^<,h>.'v;;; E E E ^ , ° < f o * f ^ + 
ieiex jeJx oeo ieiex jejy oeo ieip teT 

+ E E x ^ h + E E ^h'J'h-s + E 
j&Jx oeo jeJy oeo reR 

E MhJX3,° + E A''•./•'//" + E Zr,i,oZi,o + W i , 0 + rit0 < kfj0, Vi€ I, V o g O 
r£R 

E -̂° E M M ^ > + E % W + E Zr,i,oZi,o + Wi,o + r i i 0 < kfx, Vt G / e 

oeO Vie J 1 

Ê .» E M^,° + E ^ J ^ O + E zr,i,oz l : 0 + wh0 + n,0 < kp

tshU 

oeo \jeJx jeJy r&R J teT 

E E M^X3,o + E N^Vj,o + ̂  Zr,i,dZi,o Bii5,o = ri>0, 

oeo \jeJx jeJy reR J 

^ ' Zr,i,oZ{,o — 0, 

0 < - E E ^ , i , o ^ , o < K>yr, 
iein oeo' 

E +E N* 
,jVj,o + / j Zr,i,oZi}0 + ^i ,o + fij0 ^ 0, r£R 

%j,o ^ 

X j j 0 = 0, 

Vj,o > 0 , 

Vj,o = 0 , 

Z»,o > 0, 

Tin > 0, 

Vz € P 

Vie I, Voeo 

Vr eR, Vo G O 1 

Vr € .R 

Vr G i? 

Vi G / , Vo G O 

Vj G J x ' , Vo G O n 

Vj G J x , Vo G 0 s 

Vj e J 9 , Vo G Os 

Vj G J y , Vo G O" 

Vz G / , Vo G O 

Vi G / , W e T 

5 M G { 0 , 1 } , V i G F , Vt G T 

teT 
7r G Z+ Vr G R 
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C Zoznam O R P s novými prekladacími stanicami 

Kapacita 10 kt 
Aš, Bílina, Bílovec, B la tná , Blovice, Broumov, Bučovice, Bystř ice nad Pernš te jnem, Český 
Krumlov, Český Těšín, Dačice, Dobříš , Dvůr Králové nad Labem, Frenš tá t pod Radhoš­
t ěm, Frýdlant , Frýdlant nad Ostravicí , Havlíčkův Brod , Hlinsko, Holešov, Holice, Horaž­
ďovice, Hořice, Hranice, Humpolec, Hustopeče , Chotěboř , Ivančice, Jablunkov, Ja roměř , 
Jihlava, Jilemnice, Kaplice, Konice, Kopřivnice, Kostelec nad Orlicí, Králíky, Kraslice, 
Krnov, Kuř im, Litoměřice, Litomyšl , Lovosice, Mar iánské Lázně, Mělník, Mikulov, Mi lev­
sko, Mnichovo Hradiš tě , Mohelnice, Moravské Budějovice, Moravský Krumlov, Náměšť 
nad Oslavou, Nepomuk, Nová Paka, Nové Město na Moravě, Nové Město nad Metují , 
Nový Bor, Nový Bydžov, Nymburk, Odry, Orlová, Ostrov, Pacov, Pelhř imov, Podbořany , 
Poděbrady , Pohořelice, Prachatice, Přeš t ice , Rosice, Roudnice nad Labem, Sedlčany, Se­
mily, Slavkov u Brna , Soběslav, Sušice, Svitavy, Slapanice, Šternberk, Tachov, Tanvald, 
Telč, Tišnov, Trhové Sviny, T řeboň , Turnov, T ý n nad Vl tavou, Valašské Meziříčí, Varns­
dorf, Velké Meziříčí, Vimperk, Vodňany, Votice, Vyškov, Zábřeh, Zamberk, Zatec, Železný 
Brod, Zidlochovice 

Kapacita 20 kt 
Blansko, Boskovice, B r a n d ý s nad L a b e m - S t a r á Boleslav, Břeclav, Česká Lípa, Český Brod, 
Děčín, Cheb, Jablonec nad Nisou, J indř ichův Hradec, K a d a ň , Karv iná , Kra lupy nad V l ­
tavou, Litvínov, Louny, Lysá nad Labem, Náchod, Neratovice, Rožnov pod Radhoš t ěm, 
Říčany, Slaný, Strakonice, Tř inec, Uherské Hradiš tě , Vsetín 

Kapacita 30 kt 
Hradec Králové, Chomutov, Mladá Boleslav, Pardubice, Teplice 

Kapacita 40 kt 
Kladno, Úst í nad Labem 
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D Mapy spracovateľských zariadení 

Obr. D.2: M a p a prekladacích s taníc 
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Obr. D.3: M a p a skládok 
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