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Abstrakt

Tato diplomova praca je zamerana na tvorbu komplexného optimalizacného modelu pre
tokovu tlohu v odpadovom hospodarstve. Jej hlavnym cielom je navrh modelu tlohy
zmiesaného celociselného programovania, ktory zahina vsetky aspekty od produkcie az
po spracovanie odpadu, jeho implementacia v programovacom jazyku Julia a popis ziska-
nych vysledkov. Vysledny model dokaze rozvrhnit dopravné trasy, urcit sposob prepravy
odpadu a alokovat spracovatelské a tpravné zariadenia vratane dimenzovania ich kapa-
cit. Tento model je nasledne pouzity k testovacim vypoctom na realnych datach z Ceskej
republiky.

Summary

This diploma thesis focuses on the creation of a complex optimization model for network
flow problem in waste management. The main goal is designing a model of mixed integer
programming problem that includes every aspect from production to waste treatment, its
implementation in the Julia programming language and the description of the obtained
results. The final model can plan transport routes, determine the method of waste trans-
portation and allocate processing and treatment facilities, including sizing their capacities.
This model is then used for test calculations on real data from Czech Republic.
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odpadové hospodarstvo, spracovanie odpadu, toky v sieti, tedria grafov, zmiesané celoci-
selné programovanie, programovaci jazyk Julia, optimalizacny model, SOS1 premenné
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L d
Uvod

Produkcia velkého mnozstva odpadu a jeho negativny dopad na zivotné prostredie
je narastajicim problémom dnesnej doby. Jednym z najticinnejsich rieseni tohto problému
je recyklacia. Vysoka miera recyklacie je klicom k prechodu na obehové hospodarstvo
a materidlové vyuzitie odpadu predstavuje podstatu dlhodobo udrzatelnej stratégie. Na-
vrhovanim roznych podpornych pravidiel a regulécii sa sicasné situacia moze postupne
priblizovat ku konceptu obehového hospodarstva, pricom prioritnym opatrenim je tzv.
zasada 3R — opatovné vyuzitie odpadu (,reuse®), predchddzanie jeho vzniku (,,reduce®)
a recyklacia (,recycle”). Ak odpad nie je mozné recyklovat, dalsim preferovanym spdso-
bom spracovania je jeho energetické vyuzitie.

Strategické rozhodnutia tykajice sa komunalneho odpadu a jeho spracovania zo-
hravaju dolezitt tlohu v balicku k obehovému hospodarstvu, ktory vznikol v ramci Eurdp-
skej tinie. Hlavnymi cielmi tohto balicku je obmedzit sklddkovanie komunalneho odpadu
[21] a podporit zvysenie miery jeho separdcie a recyklacie [22]. V pripade nerecyklovatel-
ného odpadu je prioritou jeho energetické vyuzitie. Podiel odpadu ulozeného na skladkach
je vsak vo vacsine krajin neldnosny v porovnani s inymi typmi spracovania. Zatial co sa
rozvinuté krajiny v zapadnej Eurdpe snazia recyklovat maximalne mnozstvo odpadu a vy-
uzivat nerecyklovatelny odpad na vyrobu energie, krajiny strednej a vychodnej Eurépy
ukladaji obrovské mnozstvo zmesového komunalneho odpadu na skladky.

S produkciou odpadu suvisi aj vyuzivanie obmedzenych prirodnych zdrojov. Fo-
silne palivd zabezpecuju az 85 % dnesnej globalnej spotreby energie, ¢o ma vyznamny
vplyv na zivotné prostredie. Vzhladom na neustéle rastici dopyt po energii v poslednych
rokoch je potrebné hladat alternativne zdroje energie. Vhodnou formou energie mozu byt
nerecyklovatelné casti komunalneho odpadu s potencidlnym energetickym vyuzitim, co
moze viest k znaénym utsporam emisii. Sticasnd kapacita zariadeni vyuzivanych k ener-
getickému zhodnoteniu odpadu je vsak velmi mala. Zmesovy komunalny odpad, ktory je
vhodny na energetické vyuzitie, ale nie je takto spracovany, sa vacsinou uklada na skladky.
Preto je nevyhnutna vystavba novych spracovatelskych zariadeni.

V poslednych desiatkach rokov riesilo problémy odpadového hospodarstva vela
¢lankov s vyuzitim réznych pristupov. Vacsina z nich sa vsak na tieto problémy zameria-
vala samostatne. Clanok [20] sa zaoberal problémom umiestnenia prekladacich stanic, no
bral do tivahy iba zber odpadu. Stiidia [23] sa zapodievala zvozovymi tlohami, tj. optimél-
nymi trasami zbernych vozidiel v mestach, chybali jej ale dolezité prepojenia. Praca [1]
predstavila viacicelovy model opisujuci umiestnenia zariadeni, ktory dokonca obsahoval
spracovanie odpadu s reverznym tokom medzi zariadeniami. Tento model vsak nebol mul-
tikomoditny. Tieto nedostatky vyplnil ¢lanok [5], ktory uvazoval multikomoditny model,
neobsahoval ale vietky dolezité ¢asti odpadového hospodarstva. Stiidia [13] uvazovala tak-
tiez materialové a energetické vyuzitie rezidualneho odpadu, no nebrala do ivahy naklady
na zber ani prepravu odpadu.

Motivaciou pre tito diplomovi pracu bol deficit modelu, ktory by komplexne popi-
soval vSetky vyssie uvedené problémy. Multikomoditny model uvedeny v kapitole 3 pred-
stavuje ekonomicky pohlad na zvoz a materidlové aj energetické vyuzitie odpadu pri jeho
spracovani — zohladnuje naklady na prevoz odpadu cestnou aj zelezni¢nou dopravou, né-
klady na spracovanie odpadu v existujucich zariadeniach a naklady na pripadné vystava-
nie novych zariadeni. Neuvazujeme ale viactucelovy model, tj. v uic¢elovej funkcii nefiguruje
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ekologické hladisko, ktoré je v mnohych pracach vyjadrené pomocou jednotky COseq,
ktora popisuje celkovy dopad oxidu uhli¢itého a inych sklenikovych plynov na globalne
oteplovanie [18]. Iné kritéria je mozné doplnit do vytvoreného modelu v podobe rozsirenia
ucelovej funkcie, pripadne ako nové obmedzenia.

Diplomova praca je strukturovana nasledovne. Prvé dve kapitoly tvori matema-
ticky aparat, v ktorom st predstavené pojmy z tedrie grafov a linedrneho programovania
vyuzivané v dalsich kapitolach. V tretej kapitole je formulovany komplexny model, ktorého
vyuzitie je v stvrtej kapitole popisované na malej tlohe. V poslednej kapitole je zostrojeny
model vyuzity pri skimani realnych dat z Ceskej republiky. V zévere st zhrnuté postrehy
ziskané pri tvorbe tejto prace.
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1 Teoéria grafov

V tejto kapitole budi definované zakladné pojmy z tedrie grafov, ktord ma v praxi
bohaté vyuzitie. Tieto pojmy budeme vyuzivat v dalsich kapitolach a boli ¢erpané z [3],

[7], [11] a [15],

1.1 Neorientované grafy

Definicia 1.1. Neorientovany graf G je dvojica G = (V, E), kde V' je neprazdna koneénéa
mnozina a F je konetnd mnozina dvojprvkovych podmnozin (neusporiadanych dvojic)
mnoziny V. Prvky mnoziny V nazyvame vrcholy alebo uzly a prvky mnoziny E nazyvame
hrany. Vrcholy u,v € V nazyvame susedné, ak hrana {u,v} € E.

Mnozinu vrcholov grafu G oznacujeme V(G) a mnozinu hran E(G). Predstavime
si niektoré zakladné grafy, ktoré budeme neskor pouzivat.

Definicia 1.2. Graf K,, s n vrcholmi, ktoré si vsetky navzajom pospajané hranami, sa
nazyva uplng.

Definicia 1.3. Graf K,,,, s (m + n) vrcholmi, ktoré mézeme rozdelit do dvoch skupin
M (s m vrcholmi) a N (s n vrcholmi) a hranami {u,v}, kde w € M a v € N nazyvame
bipartitny. Ak si hranami navzajom pospdjané vSetky dvojice vrcholov u,v, kde u € M
av € N, tak graf K,,, nazyvame dplnym bipartitnym grafom.

Obr. 1.1: Uplny graf K5 (nalavo) a tplny bipartitny graf K3 3 (napravo)

Definicia 1.4. Izomorfizmus grafov G a H je bijektivne zobrazenie f : V(G) — V(H),
pre ktoré plati, ze dvojica vrcholov u,v € V(G) je spojend hranou v grafe G prave vtedy,
ked je dvojica f(u), f(v) € V(H) spojend hranou v grafe H. Grafy G a H nazyvame
izomorfné, ak medzi nimi existuje izomorfizmus a piseme G ~ H.

Definicia 1.5. Graf H nazyvame podgrafom grafu G, ak V(H) C V(G) a E(H) C E(G),
pricom kazda hrana z E(H) ma oba vrcholy vo V(H) a piSeme H C G.

Definicia 1.6. Sled (z vrcholu u do vrcholu v) v grafe G je Tubovolnd postupnost v =
Vg, V1, .., U = v, kde v; st vrcholy grafu G a pre kazdé ¢ = 1,...,k je {v;_1,v;} hranou
grafu G. Cesta z vrcholu u do vrcholu v v grafe G je sled, v ktorom sa kazdy vrchol v;
objavuje prave raz.

Definicia 1.7. Graf G nazyvame suvisly, ak pre kazdé dva vrcholy u,v existuje v grafe
G cesta z u do v. V opacnom pripade je graf nesuwvisly.
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1 TEORIA GRAFOV
1.2 Orientované a ohodnotené grafy

Existuja grafy, v ktorych ma kazda hrana jednoznac¢ne urceny smer. Nazyvame
ich orientované grafy. Smer (alebo orientdcia) hran sa pri grafickom zobrazeni obvykle
znazornuje sipkami.

Definicia 1.8. Orientovany graf alebo digraf G je trojica G = (V, E,¢), kde V je ne-
prazdna koneénd mnozina vrcholov, £ C V xV je koneénou mnozinou orientovanych hran
a zobrazenie € : F — V x V priraduje kazdej hrane e € E usporiadani dvojicu vrcholov

(u,v) € V.

Usporiadant dvojicu (u,v) tvori pociatocny vrchol u a koncovy vrchol v. Potom
hovorime, Ze hrana (u,v) vedie z vrcholu u do vrcholu v. Ak u = v, tak hranu nazyvame
orientovanou sluckou. Odteraz vsak budeme uvazovat iba grafy bez sluciek.

Z orientovaného grafu G mézeme jednoducho vyrobit neorientovany graf pomocou
tzv. symetrizdcie (zanedbanim orientacie hran a nahradenim nasobnych hrén medzi dvoma
uzlami jednoduchymi). V opa¢nom pripade hovorime, zZe orientovany graf G je orientdciou
neorientovaného grafu H, ak je graf H symetrizaciou grafu G. Existuje vela spésobov
ako tieto hrany orientovat. Kazdy neorientovany graf ma teda mnoho orientacii. Teraz si
predstavime niektoré pojmy zavedené pre neorientované grafy aj pri tych orientovanych.

Definicia 1.9. Hovorime, ze orientovany graf G je (slabo) sivisly, ak je jeho symetrizacia
suvisla.

Definicia 1.10. Orientovany sled z vrcholu u do vrcholu v v orientovanom grafe G je
postupnost vrcholov u = v, vy, ..., v, = v, v ktorej je pre kazdé ¢ = 1, ..., k usporiadana
dvojica (v;_1,v;) hranou grafu G. Orientovand cesta z vrcholu u do vrcholu v v grafe
G je orientovany sled, ktory obsahuje kazdy vrchol nanajvys raz. Cyklus v grafe G je
orientovany sled, v ktorom je vy = vy, tento vrchol je v nom zahrnuty prave dvakrat
a vsetky ostatné vrcholy najviac raz.

Slaba suvislost nehovori o existencii orientovanych ciest v danom grafe, preto
pri orientovanych grafoch casto pracujeme so silnejsim variantom pojmu sivislost.

Definicia 1.11. Orientovany graf G je silno suvisly, ak v nom pre kazdu dvojicu vrcholov
u, v existuje orientovana cesta z v do v aj orientovana cesta z v do u.

Veta 1.12. Slabo suvisly orientovany graf je silno sivisly prave vtedy, ked kazda jeho
hrana je zahrnuta v nejakom cykle.

V praktickych aplikaciach teérie grafov slizi graf ako néastroj k popisu nejakej
struktury. Jednotlivé prvky tejto Struktiry maji ¢asto priradené hodnoty (obvykle ¢i-
selné) a zadanim je realizovat urceny ciel optimalnym spdsobom. Ulohy tohto typu sa
nazyvaju optimalizacné a venovat sa im budeme v kapitole 2. Predtym si vsak takéto
grafy musime nadefinovat.

Definicia 1.13. Ohodnoteny graf alebo siet (G,w) je graf G spolu so zobrazenim w :
E(G) — R, ktoré sa nazyva ohodnotenie alebo vdha hrén.

Niekedy je vhodné uvazovat grafy bez ohodnotenia ako Specialne pripady ohodno-
tenych grafov, v ktorych je vaha kazdej hrany rovna jednej.
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1.3 MATICOVY ZAPIS GRAFOV
1.3 Maticovy zapis grafov

Akykolvek graf (orientovany aj neorientovany) vieme popisat viacerymi maticami,
ktoré si teraz predstavime. Najprv zavedieme nasledujicu konvenciu: ¢ = 1,...,n bude
oznacovat vrcholy grafu a j = 1,...,m jeho hrany.

Definicia 1.14. Nech G je neorientovany graf s vrcholmi V' = {vq,...,v,} a hranami
E = {ey,...,en}. Incidencnd matica A(G) neorientovaného grafu G je redlna matica typu
n x m, definovana vztahom A(G) = (a;;), kde

1 akw; € €;,
A;; =
/ 0 inak.

Podobne, ako pre neorientované grafy, mézeme zaviest incidenc¢nii maticu aj pre
orientované grafy.

Definicia 1.15. Nech G je orientovany graf s vrcholmi V' = {v1,...,v,} a hranami £ =
{e1,...,em }. Potom je jeho incidencnd matica A(G) definovana predpisom A(G) = (a;),
kde
1 ak e; vedie do vrcholu v;,
a;; = ¢ —1 ak e; vedie z vrcholu v;,

0 inak.

Jednou z délezitych vlastnosti incidenénych matic orientovanych grafov je, ze v kaz-
dom jej stipci s prave dva nenulové prvky, z ktorych je jeden rovny 1 a druhy rovny —1.
Dovodom je samozrejme fakt, ze kazda hrana obsahuje prave dva vrcholy, jeden pociatoény
a druhy koncovy. Vlastnost tychto matic, ktora je vyzadovana pri urcitych algoritmoch,
sa nazyva unimodularita.

Definicia 1.16. Maticu A nazveme unimoduldrnou (alebo totdlne unimoduldrnou), ak
determinant akejkolvek submatice matice A je rovny 1, 0 alebo —1.

Poznamka. Vsetky elementy a;; unimoduldrnej matice A st teda rovné 1, 0 alebo —1,
kedze kazdy prvok je submaticou matice A radu 1.

Definicia 1.17. Nech G je orientovany graf na vrcholoch {v, ..., v,}. Matica susednosti
grafu G je redlna matica typu n x n, definovand predpisom S(G) = (0;), kde

oo — 1 ak (UZ',UJ') € E(G),
Y10 inak.

Matica susednosti neorientovaného grafu je definovand ako matica susednosti jeho
symetrickej orientacie. Symetrickd orientdcia je orientovany graf, ktory vznikne z neorien-
tovaného nahradenim kazdej hrany dvojicou protichodnych orientovanych hran.

Definicia 1.18. VizZend matica susednosti ohodnoteného orientovaného grafu (G, w) s vr-
cholmi {vy, ..., v, } je matica W(G) = (w;;), kde

s — 3 Wi vy)) - ak (v, vy) € E(G),
Y 0 inak.
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1 TEORIA GRAFOV

Definicia 1.19. Vzdialenost d(u,v) vrcholov u, v orientovaného grafu G je definovana ako
cesta s najmensim poc¢tom hran spédjajicich tieto dva vrcholy. Ak taka cesta neexistuje,
polozime d(u,v) = 0.

Pre neorientované grafy mézeme vzdialenost definovat prostrednictvom symetrickej
orientacie a plati nasledujica veta.

Veta 1.20. Nech G je suvisly neorientovany graf. Potom funkcia d(u,v) je metrikou
na mnozine V(G), tj. splna nasledujtce axiémy:

1. axiém nezapornosti: d(u,v) > 0,

2. axiém totoznosti: d(u,v) =0 < u = v,

3. axiom symetrie: d(u,v) = d(v,u),

4. trojuholnikova nerovnost: d(u,v) + d(v, w) > d(u, w).

Definicia 1.21. Matica vzdialenosti orientovaného grafu G s vrcholmi {vy, ..., v, } je ma-
tica D(G) typu n x n dana predpisom

D(G) = (d(vi,v5)); -1 -
Definicia 1.22. Nech M je mnozina hran ohodnoteného orientovaného grafu (G,w).
Viha w(M) mnoziny M je sicet vah jednotlivych hran e € M. Viha w(P) cesty P je
vaha jej mnoziny hran. Ak s u, v vrcholmi grafu G, tak najkratsia cesta z u do v je kazda
cesta, ktorej vaha je minimélna (tj. ziadna iné cesta z u do v nemd mensiu vahu). VdzZend
vzdialenost d¥(u,v) vrcholov u, v je vaha najkratsej cesty z u do v.

Definicia 1.23. Matica vdiZenych vzdialenosti ohodnoteného orientovaného grafu (G, w)
s vrcholmi {vy, ..., v,} je matica D¥(G) typu n x n dand predpisom

D*(G) = (d*(vi,v;));,

ij=1"

1.4 Algoritmy na hladanie najkratsej cesty v grafe

Medzi najznamejsie algoritmy hladania vazenej vzdialenosti vrcholov (a teda aj
najkratsej cesty) v ohodnotenom grafe patria Dijkstrov a Floyd-Warshallov algoritmus.
Oba algoritmy spolu s dal$imi, st dobre popisané v [11] a [17], odkial sme ¢erpali.

Pre vypocet najkratiej cesty v grafe s nezdpornymi dizkami hréan sa vyuziva Dijks-
trov algoritmus. Tento algoritmus dokéaze néjst najkratsiu cestu len medzi dvomi konkrét-
nymi vrcholmi, ¢o méze byt vo velmi rozsiahlych grafoch pomalé, kedze by sme ho museli
aplikovat na vsetky dvojice vrcholov v grafe. Stustredime sa teda na rychlejsie a tic¢innejsie
algoritmy:.

Jednym z nich je obojsmerny Dijkstrov algoritmus, ktory hlada cestu v priamom
smere z pociatocného vrcholu do koncového a aj v opacnom smere z koncového vrcholu
do pociatocného. 7 hladiska priemerného poctu krokov je priblizne dvakrat rychlejsi ako
obycajny Dijkstrov algoritmus a na najdenie najkratsej cesty by mal prehladat len polo-
vicny pocet hran. Zaroven mozeme tento algoritmus paralelizovat do dvoch samostatnych
procesov.
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Blizsie si popiseme Floyd-Warshallov algoritmus, ktory na rozdiel od vyssie spo-
menutého Dijkstrovho algoritmu dokéaze najst najkratsiu cestu z kazdého vrcholu grafu
do kazdého. Okrem toho dokéze pracovat aj s grafmi so zépornymi dizkami hrén a zapor-
nymi cyklami, ktoré dokaze odhalit. Vystupom z tohto algoritmu st napokon dve matice,
matica vazenych vzdialenosti D™ a matica predkov P".

Uvazujme ohodnoteny orientovany graf G = (V, E) s n vrcholmi. Zavedieme dve
matice D° a P° typu n x n, ktoré budeme postupne transformovat. Matica D° je vaZe-
nou maticou susednosti, tj. obsahuje ohodnotenie hran grafu, kde namiesto 0 piseme oo.
V matici P° st vetky prvky p;; rovné j.

Floyd-Warshallov algoritmus mé vzdy n krokov. Vychodiskovymi maticami si D°
a P° matice D¥ a P* st v k-tom kroku ziskané z matic D¥~! a P*~!. V n-tom kroku je
matica D™ maticou vazenych vzdialenosti a prvky pj; matice P" s rovné vrcholu, ktory
v najkratsej ceste z vrcholu ¢ do vrcholu j nasleduje bezprostredne po vrchole i. Kedze
pozname prvky dfj_l a pfj_l matic DF7! a P*1 tak moézeme prvky dfj a pfj matic DF
a P* pocitat nasledovne:

k=1 | gk—1 f—1 k=1 | gk—1 k-1
1. ak d; " + dkj < d;, tak dfj =d;  + dkj a pfj =D s
2. inak df; = di " a ph = plit

[ustra¢ny priklad a viac o Floyd-Warshallovom algoritme mézeme néjst v [11].
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2 Linearne programovanie

Tato kapitola sa bude zaoberat linedrnym programovanim, jeho podmnozinou —
zmiesanym celociselnym linedrnym programovanim a sposobmi riesenia takychto tloh.
Tedria k linedrnemu programovaniu a jeho algoritmom bola prebrand z [6], [11] a [20].

2.1 Formulacia tulohy, zakladné pojmy a vlastnosti

Uloha linedrneho programovania je optimalizaény problém, v ktorom je téelovd
funkcia z (linedrna voc¢i premennym) minimalizovana alebo maximalizovand na zdklade
koneéného poctu linedrnych obmedzeni (rovnic a nerovnic). Aby takyto problém mohol byt
klasifikovany ako tloha linearneho programovania, musi obsahovat aspon jednu linearnu
nerovnost.

Pod lohou linedrneho programovania v maticovom zdpise rozumieme

max{z = cx : Az < b,x > 0}, (2.1)

kde A je matica typu m X n, ¢ je n-rozmerny riadkovy vektor, b je m-rozmerny stipcovy
vektor a & je n-rozmerny stlpcovy vektor realnych premennych. V tejto praci vsak budeme
prevazne pouzivat sumacny zdpis v tvare

n
max 2 = E CiZy,
j=1

" | (2.2)
Zaijxj < bi, Vi = 1, e, m,
j=1

Zj 2 0, V] = 1,...,71.

Vektor &, ktory spliia vietky definované obmedzenia, nazveme pripustngym riese-
nim. Pri maximalizacnej tlohe nazveme pripustné riesenie T optimdlnym, ak pre vsetky
pripustné rieSenia x plati

cxT > cx. (2.3)

Uloha linedrneho programovania moze, ale nemusi mat pripustné riesenie. Mnozina vset-
kych pripustnijch rieseni moze byt:

— prazdna — neexistuje pripustné riesenie,

— neprazdna — existuje pripustné riesenie,

— ohranicena — optimalna hodnota 1celovej funkcie je vzdy konecna,

— neohranicena — optimalna hodnota tcelovej funkcie je konecna alebo neko-
necna.

Vsetky obmedzenia tlohy linearneho programovania je mozné interpretovat aj
geometricky. Mnozina rieseni linearnej rovnice sa nazyva nadrovina. Mnozina rieseni line-
arnej nerovnice sa nazyva polpriestor. Akakolvek podmnozina R"™, ktori mézeme znazor-
nit ako prienik konec¢nej mnoziny polpriestorov sa nazyva mmnohosten. Z toho vyplyva, ze
mnozina vsetkych pripustnych rieseni tlohy linedrneho programovania je mnohosten.
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Dalsou dolezitou vlastnostou tejto mnoziny je konvexnost. Hovorime, ze mnozina
X je konveznd, ak pre Iubovolné dva body z1,z9 € X a pre Iubovolné A € [0, 1] plati

ATy + (1 — )\)(L’g e X. (24)

Inymi slovami, mnozina sa nazyva konvexna, ak usecka spajajuca Iubovolné dva body
tejto mnoziny je v danej mnozine obsiahnutéa. Ich zakladnou vlastnostou je, Ze prienikom
dvoch konvexnych mnozin vznikne znovu konvexna mnozina. Z toho vyplyva, ze mnozina
vsetkych pripustnych rieseni je naozaj konvexna.

Teraz opiseme vztah medzi geometrickym pojmom krajného bodu mnoziny pri-
pustnych rieseni a algebraickym pojmom zékladného pripustného riesenia tlohy linear-
neho programovania. Uvazujme tlohu linedrneho programovania v standardnom tvare

n
max z = E le’j,
j=1

n | (2.5)
Zaijarj :bi, Vi = 1,...,m,
j=1
Zj 2 0, Vj = 1, ey N
Kazdé obmedzenie v tvare .
Z Qi 4 S bz (26)
j=1

je mozné previest na linedrnu rovnicu pridanim tzv. slack premennej, ktord je nezaporna,
na jej lava stranu. Pre kazdu nerovnost je ddlezité pouzif samostatni slack premennt.
Z nerovnosti (2.6) sa teda stane dvojica linedrnych obmedzeni - linedrna rovnica a pod-
mienka nezapornosti:

Z%’%’ +Tppi=b; a wpy >0, (2.7)
j=1

kde x,; znac¢i spominant slack premenni. Uvazujme, ze matica A ma plnti hodnost (tj.
riadky matice A su linedrne nezavislé). Ak by matica A nemala plni hodnost, tak by
obmedzenia boli bud nekonzistné (iloha by nemala riesenie) alebo redundantné (a mohli
by sme ich odstranit).

Krajny bod je definovany geometricky pomocou konvexnosti. Bod x € X je krajnym
bodom alebo vrcholom konvexnej mnoziny X, ak ho nemoézeme vyjadrit v tvare

r=Ar1 + (1 — N)za, (2.8)

kde 1,20 € X, z1,29 # x a A € (0,1). Definicia krajného bodu plati pre akikolvek
konvexnd mnozinu a v nasom pripade najmé pre mnozinu pripustnych rieseni tlohy line-
arneho programovania. Hovorime, ze dva krajné body su susedné, ak st spojené hranou
mnoziny pripustnych rieSeni.

Zakladné riesenie je definované algebraicky s vyuzitim Standardného tvaru tlohy
(2.5). Vektor x je zdkladnym rieSenim, ak:

— splita obmedzenia tlohy (2.5),
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— stlpce matice A s indexami zodpovedajicimi nenulovym zlozkam vektoru @ su li-
nearne nezavislé.

KedZe matica A ma plni hodnost, je mozné rozdelit zlozky vektoru & do dvoch vektorov
x N a xg. Vektor & pozostava z n—m nebazovych premennych, ktoré si rovné nule. Vek-
tor xp pozostava z m bazovych premennych. Mnozina bazovych premennych sa nazyva
biza. Bod @ je zdkladnym pripustnym riesenim, ak navyse spliia podmienku nezdpornosti
x > 0. Dokaz, ze pojem krajného bodu je ekvivalentny s pojmom zakladného pripustného
rieSenia je uvedeny v [11]. Je mozné, ze jedna alebo viac bazovych premennych v zaklad-
nom pripustnom rieseni bude rovna nule. Vtedy bod nazveme degenerovanym vrcholom
a ulohu linedrneho programovania prehlasime za degenerovani. Degeneracia moze nastat,
ak 1loha obsahuje redundantné obmedzenia a preto takéto obmedzenia odstranujeme.

Pre kazdy problém linedrneho programovania existuje sprievodny problém, ktory
nazyvame dudlny. V takomto probléme st tlohy premennych a obmedzeni vymenené.
To znamend, ze pre kazdi premenni v povodnom alebo primdrnom probléme existuje
obmedzenie v dudlnom probléme a pre kazdé obmedzenie v primarnom probléme zas
premennd v dudlnom probléme.

Aj ked je mozné definovat dudlny problém k akejkolvek forme primarneho prob-
lému, symetria tychto dvoch problémov je najzretelnejsia, ked je povodny problém v ka-
nonickej forme. Minimaliza¢ny problém je v kanonickej forme, ak si vSetky obmedzenia
vo forme nerovnosti typu ,,>“ a ak su vsetky premenné nezaporné:

min z = cx,
Ax > b, (2.9)
x > 0.

Duélny problém k primdrnemu problému (2.9) mé tvar

maxw = bly,
ATy <, (2.10)
y > 0.

Duélny problém je teda maximalizacny problém v kanonickej forme, kde si vsetky ob-
medzenia vo forme nerovnosti typu ,, < a vsetky premenné nezaporné. Siuhrnna tabulka,
ktora pomaha s prevodom primdarnej tlohy na jej dudlny tvar, prevzata z [0] je uvedena
v prilohe A.

Dualita sa vyuziva napr. na vyvoj efektivnych metéd na riesenie tloh linedrneho
programovania. V sucasnosti sa software vyuzivajuci metédy vnutornych bodov, predsta-
vené v nasledujicej podkapitole, spolieha prave na kombinéciu informacii z primarneho
a duédlneho problému. S tymito metédami sivisi aj pojem optimality (duality) gap, ktory
popisuje vzdialenost medzi optimalnym rieSenim primarneho a dudlneho problému. Tito
vzdialenost moézeme rozdelit na relativnu, ktord popisuje rozdiel medzi hodnotami tce-
lovych funkcii primarneho a dualneho problému percentualne a absolitnu, ktord tento
rozdiel popisuje priamo. Optimality gap moéze byt prakticky vyuzita ako stop kritérium
v optimaliza¢nych algoritmoch. Ak jej hodnota klesne pod vopred definovant prahova
hodnotu, vypocet sa ukonci a ziskané riesenie povazujeme za takmer optimalne.

21



2.2 ALGORITMY
2.2 Algoritmy

Vsetky algoritmy, ktoré budeme dalej preberat, maju isti vypoctova zlozitost.
Vypoctovi zlozitost daného algoritmu budeme merat pomocou funkcie f(n), ktord udava
¢asovi narocnost vypoctu (pocet krokov algoritmu) ako funkciu velkosti vstupnych dét.
Algoritmus budeme povazovat za efektivny, ak mozeme funkciu f(n) zhora odhadnit po-
lynémom p(n). Ak takyto odhad neexistuje, budeme algoritmus povazovat za neefektivny.

Problémy riesitelné polynomidlnymi (efektivnymi) algoritmami nazyvame prob-
lémy triedy P. Algoritmy, ktoré riesia takéto tlohy, pracuju deterministicky, tj. v kazdom
kroku je jednoznacne urceny nasledujtci krok.

Problémy riesitelné nedeterministicky v polynomialnom case nazyvame problémy
triedy N'P (nedeterministicky polynomialne). Pre tieto tlohy zatial nebol ndjdeny efek-
tivny algoritmus, ale zdroven nie je dokdzané, Ze neexistuje. Pre tlohy triedy NP je
charakteristické, ze ak sa nam podari ndjst riesenie, tak je mozné v polynomialnom case
overit jeho spravnost. K najdeniu takéhoto rieSenia sa pouzivaju nedeterministické algo-
ritmy, ktoré pracuji s ndhodnym generovanim. Do triedy NP tloh patria aj tzv. N'P-
-Uplné ulohy, ktoré su povazované za najobtiaznejsie. Jedna sa o také problémy, na ktoré
mozeme Iubovolny problém z triedy NP polynomiélne previest.

Plati, Ze P € NP, no nie je doposial zndme, ¢i sa tieto dve triedy rovnaji alebo nie.
Problém efektivneho rieSenia NP-tiplnych tloh, tj. otdzka, ¢i plati P = NP alebo P #
NP, patri medzi najdoleZitejsie otvorené problémy modernej matematiky a aj cez velké
usilie zostava nevyrieseny. Predpoklada sa ale, Ze tieto triedy si rovné nie si.

Rozdelenie do tychto tried vsak plati len pre rozhodovacie tlohy, tj. tlohy s riese-
nim , ano* (1) alebo ,nie“ (0). Nami rieSené optimalizac¢né ulohy je preto nutné previest
na ekvivalentni rozhodovaciu tilohu.

Simplexova metdda

Jednym z najvyuzivanejsich algoritmov na rieSenie tloh linedrneho programova-
nia je simplerovd metoda. Simplexova metdda je iterativna metdda, ktord pracuje s tlo-
hami v standardnom tvare. Pri aplikacii na nedegenerovani ulohu prechadza po hranach
mnoziny pripustnych rieseni z jedného zakladného pripustného riesenia (krajného bodu)
na dalsie, az kym nenajde optimélne riesenie.

Postup riesenia pomocou simplexovej metddy si ukazeme na minimalizacnej tilohe,
kedze kazda maximalizacna tloha moze byt prevedend na minimalizacnt a to nasledovne:

max z(z) = —min —z(x). (2.11)
Uvazujme tlohu linedrneho programovania v Sstandardnom tvare s maticovym za-

pisom
min{z = cx : Ax =b,x > 0}. (2.12)

Nech x je zédkladné pripustné riesenie s premennymi usporiadanymi tak, ze

T = (;f]) , (2.13)

kde xp je vektor bazovych premennych a @ je vektor nebazovych premennych rovnych
nule. Ucelovi funkciu moézeme zapisat v tvare

Z = CBTB + CNTN, (2.14)
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kde vektor ¢ rozdelime na vektor cg koeficientov zodpovedajicich bazovym premennym
xp a vektor cn koeficientov zodpovedajucich nebazovym premennym xpx. Obdobne mo-

zeme zapisat obmedzenia ako
Bxg+ Nxzpn =0, (2.15)

kde A = (B N) Z toho dostéavame
xp =B 'b—- B 'Nzxy. (2.16)

Zmenou hodnot nebazovych premennych mézeme obdrzat vsetky mozné riesenia Ax = b.
Po dosadeni do z dostavame

z = CBB_lb + (CN — CBB_lN)ZEN. (217)
Ak oznaéime y = eg B!, tak mozeme pisat
z=yb+ (ey —yN)xn. (2.18)

Vektor y nazyvame vektorom simplexovych multiplikdtorov. Aktudlne hodnoty bazovych
premennych a tcelovej funkcie ziskame, ak polozime xn = 0 a oznacujeme ich

t,=b=B'b a Z=cpB'b. (2.19)

Teraz mozeme nacrtnut myslienku simplexovej metody. Metoda zacina s bazovou
maticou B, ktora zodpovedd zédkladnému pripustnému rieseniu £g = b = B~'b > 0.
Postup je nasledujuci:

1. Test optimality
Vvpoé&itame vektor y = cg B~!. Vypocitame koeficienty ¢y = ey —yIN. Ak ey > 0,
tak je aktualna baza optimalna. V opa¢nom pripade zvolime za vstupni premennt
x; také, ze ¢, < 0.

2. Krok
Vypoditame A, = B A, (A, je t-ty stlpec matice A) — koeficienty obmedzenia
prislichajice vstupnej premennej. Najdeme index s taky, ze:

/b\s Zz ~
— = min {— :ay > 0;}. 2
Z 1rglglglm{ . a; > 0} (2.20)

Tento predpis urcuje vystupni premenni a tzv. pivotovaci vstup ag. Ak a; < 0
pre vsetky 7, tak je tiloha neohranicena.

3. Aktualizdcia
Aktualizujeme bazovi maticu B a vektor bazovych premennych &g a postup opa-
kujeme, dokym nedosiahneme optimalnu béazu.

V 2. kroku simplexovej metddy existuje moznost, ze mnozina pripustnych rieseni je neo-
hranicend. Tento a mnoho dalsich pripadov, ktoré sa nedostali do tejto prace, je uvedenych
a vysvetlenych v [11].
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Met6dy vnitornych bodov

Metody vniutorngch bodov si pravdepodobne najvyznamnejsim posunom v linearnej
optimalizacii od vyvoja simplexovej metody. Tieto metédy maji dobri teoretickt ti¢innost
a prakticky vykon a preto konkuruju simplexovej metode. Spolo¢nym znakom vsetkych
met6d vniatornych bodov je, Ze ich itercie st striktne pripustné (striktne pripustny bod
mnoziny {x : Ax = b,x > 0} je definovany ako bod x, ktory splita Az = b a x > 0).
To znamend, 7e na rozdiel od simplexovej metédy, kde sa pohybujeme pozdlz hranice
mnoziny pripustnych rieseni, si body generované pomocou tychto metéd vo vnutri tejto
mnoziny. Z tohto dovodu st tieto metdédy zname ako metdédy vnutornych bodov a bolo
zistené, ze su Specialnou formou bariérovych metod — triedy algoritmov pre nelinearnu
optimalizaciu.

Vécsina metdéd vnutornych bodov pre tlohy linearneho programovania spada do
jednej alebo viacerych z troch hlavnych kategorii: metdody sledovania cesty, metody zni-
Zovania potencidlu a metody afinneho skalovania. Metody sledovania cesty sa pokusaju
ostat blizko tzv. centralnej trajektorie, definovanej pomocou funkcie logaritmickej bariéry.

Zameriame sa na metodu, ktora bola tispesne implementovana pri rieseni rozsiah-
lych tloh linedrneho programovania a to primdrno-dudlnu metédu sledovania cesty. Uva-
zujme ulohu linedrneho programovania v Standardnom tvare (primarnu tlohu) s matico-
vym zapisom

min z = cx,
Az =b, (2.21)
x > 0.

Predpokladame, ze matica A ma plni hodnost. Tento predpoklad nie je nevyhnutny, ale
zjednodusuje dalsi postup. Ak oznac¢ime vektor dualnych slack premennych pismenom s,
tak mozeme prislusny dudlny problém zapisat v tvare

maxw = by,
Aly+s=c", (2.22)
s> 0.

Nech 7 je pripustnym rieSenim (2.21) a nech (y,s) je pripustnym riesenim (2.22).

Tieto body st optimélnym rieSenim (2.21) a (2.22) préave vtedy, ked spliiaji komplemen-
tarne podmienky

XTS5 = 0, V] = 1, ey N (223)

Hlavnou myslienkou primarno-dualnej metédy je prechadzat cez sériu striktne pri-
pustnych primarnych a dualnych rieseni, ktoré sa ¢oraz viac priblizuji k splneniu komple-
mentarnych podmienok (2.23). Pri kazdej iteracii sa teda pokuSame najst vektory x(u),
y(u) a s(u), ktoré pre nejaké p > 0 spliiaji

Ax = b,

Aty +s=c", (2.24)
TS = [b, Vi=1,..n
x,s> 0.
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Hodnota parametra p sa nésledne znizi a cely proces sa opakuje, kym sa nedosiahne
konvergencia. Ak p > 0, tak podmienka x;s; = p zarucuje, ze € > 0 a s > 0 a teda, zZe
iteracie su striktne pripustné. Tieto podmienky tiez obmedzuju duality gap, kedze

cx — bly =a's =np. (2.25)

Algoritmus sa teda pokusa najst postupnost primarnych a dudlnych pripustnych rieSeni
so zmensSujucou sa duality gap. Ak by duality gap bola nulova, tak by najdené riesenie
bolo optimalne.

Pri tomto algoritme je najobtiaznejSie vyriesit rovnice (2.24). Aby sme usetrili
vypocty, nebudeme ich riesit presne, ale iba priblizne. Pri kazdej iteracii teda budeme mat
len odhad riesenia (2.24). To, ako ziskat dany odhad a aké modifikdcie tohto algoritmu
sa vyuzivaju v praxi je mozné najst v [11].

2.3 Toky v sieti

Dolezitou triedou uloh linearneho programovania s velkym vyuzitim su toky v sieti.
Poznatky o tokoch v sieti boli ¢erpané z [25].

Uvazujme digraf G = (V, E) s kapacitami hran h;; pre vsetky (i,j) € E, poziadav-
kou b; (pozitivne pritoky alebo negativne odtoky) v kazdom uzle i € V' a jednotkovymi
tokovymi nékladmi ¢;; pre kazdé (i,j) € E. Ulohou tzv. Minimum Cost Network Flow
problému je najst pripustny tok, ktory splni vsetky poziadavky pri minimalnych nakla-
doch. Formulacia problému je nasledujtca:

min z = E CijTij,

(i,4)eE
Z Lik — Z Ty = z, Vi € V, (226)
keV+(i) keV—(3)
Oéxijéhija V(Z>J)EE>

kde z;; znaé¢i tok na hrane (i,7), V*(i) = {k € V : (i,k) € E} je mnozina vrcholov,
do ktorych vedie hrana z i a V(i) = {k € V : (k,i) € E} je mnozina vrcholov z kto-
rych vedie hrana do i. Je zrejmé, Ze na to, aby bol problém pripustny, musi byt celkovy
stucet vietkych poziadaviek nulovy. Specidlnymi pripadmi tejto tlohy st nasledujice dva
problémy.

Problém maximalneho toku

Uvazujme digraf G = (V, E), dva odlisné uzly s,t € V a nezaporné kapacity h;;
pre vsetky (i,7) € E. Ulohou problému mazimdlneho toku je najst cestu medzi uzlami
s a t s maximalnym tokom. Po pridani spédtnej hrany z uzla t do uzla s mdézeme tento
problém formulovat ako

max z = Xys,

Z Tik — Z Tki = 0, VZ € V, (227)

keV+(i) keV—(4)
0 <y < hyj, V(i,j) € E.
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2.4 ZMIESANE CELOCISELNE PROGRAMOVANIE

Problém najkratsSej cesty

Uvazujme digraf G = (V, E), dva odlisné uzly s,t € V a nezdporné néklady ¢;;
pre vSetky (7,7) € E. Ulohou problému najkratsej cesty je najst cestu medzi uzlami s a ¢
s minimalnymi ndkladmi. Tento problém moze byt formulovany ako

minz = E CijTij,

(i,7)EE

Z Tk — Z T =1, i =s,
keV+(i) keV—(4)

Z Tik — Z T =0, Vi e V\{s,t}, (2.28)
keV+(i) keV—(i) '

Z ik — Z xki__la Z:t>
keV+(i) keV—(3)

xijzoa V(Z>J)EE>
z e 7P,

kde x;; = 1, ak je hrana (7, j) sticastou cesty s miniméalnymi nédkladmi (najkratsej cesty).
j

2.4 Zmiesané celociselné programovanie

Pomocou zmiesaného celoc¢iselného programovania je mozné formulovat a riesit
sirokt skdalu praktickych optimalizacnych problémov. Medzi takéto problémy patri na-
priklad rozpis vlakov alebo planovanie vyroby. Pri spracovavani tejto podkapitoly sme
vyuzili [19], [24] a [25].

Predpokladajme, ze mame tlohu linedrneho programovania (2.2). Ak pridame pod-
mienku, ze urcité premenné musia nadobidat celoc¢iselné hodnoty, dostavame wulohu zmie-
saného celociselného programovania s tcelovou funkciou

n P
maxz = Z cjxj + Z hiys (2.29)
Jj=1 k=1
a obmedzeniami
n P

Zaijxj+zgikyk < b, Vi=1,..,m,
- = (2.30)

zj > 0, Vi=1,..n,

Yk € Ly, VEk=1,..,p,

kde G > g;; je matica typu m X p, h je p-rozmerny riadkovy vektor a y je p-rozmerny
stipcovy vektor celo¢iselnych premennych. Ak vietky premenné musia nadobuidat celodi-
selné hodnoty, tak dostavame wulohu celociselného programovania a ak vSetky premenné
musia nadobudat iba hodnoty 0 a 1, tak dostavame wlohu bindrneho celociselného prog-
TAMOVANIA.

Dalsfm typom ulohy je tzv. problém kombinatorickej optimalizdcie. Obvykle je
dand konecnd mnozina N = {1,...,n}, vahy ¢; pre kazdé j € N a mnozina F vsSetkych
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2 LINEARNE PROGRAMOVANIE

pripustnych podmnozin mnoziny N. Nasou tlohou je teda néjst pripustni podmnozinu
S s minimalnou vahou

jes (2.31)
SeF.

Problémy kombinatorickej optimalizacie st velmi ¢asto vyuzivané a mézu byt formulované
ako ulohy celo¢iselného alebo bindrneho celociselného programovania.

2.4.1 Typy celociselnych premennych

V tlohach zmiesaného celoc¢iselného programovania sa mozeme stretnit s viacerymi
typmi premennych. Medzi ne patria celoc¢iselné, binarne a SOS premenné.

Celociselné premenné sa vyuzivaju na vyjadrenie mnozstva, ktoré moze byt len
v celych ¢islach, ako napriklad vozy, zariadenia alebo Iudia.

Rozhodovacie premenné sa casto pouzivaju na oznacenie toho, ktoré z mmnozstva
moznych rozhodnuti by sa malo urobit. Zvycajne mézu nadobudat iba dve hodnoty, 0
a 1, preto ich volame bindrne premenné. Jednym z prikladov je rozhodovanie o vystavbe
zariadeni, kde 0 = 1 znaci, Ze by sa zariadenie malo postavit a o = 0 zas, Ze by sa postavit
nemalo. Binarne premenné obycajne oznacujeme pomocou gréckeho pismena 0 a latinské
pismend ponechavame ostatnym premennym.

SOS (Special Ordered Set) premenné sa delia na dva typy — SOS typu 1 a SOS typu
2. SOS1 je usporiadand mnozina premennych (spojitych alebo celociselnych), z ktorych
je nanajvys jedna nenulova. Tieto premenné vyuzivame napriklad pri vybere kapacity
zariadenia v danom meste, kedy chceme vystavat zariadenie s jedinou kapacitou vhodnou
pre mnozstvo obyvatelov v danej obci. V bindrnom pripade mozeme SOS1 premenné
01, ..., 0n, zapisat pomocou dvoch obmedzeni:

Y i<,
i=1 (2.32)
6, €{0,1},  Vie{l,..,n}.

SOS2 je usporiadand mnozina premennych, z ktorych st najviac dve nenulové a ak su
nenulové prave dve, tak musia nasledovat bezprostredne za sebou.

2.4.2 Algoritmy

Na rozdiel od linearneho programovania so simplexovou metddou, pre celoc¢iselné
programovanie neexistuje univerzalny algoritmus vhodny pre vsetky typy tloh. Rozne
algoritmy sa osvedcujui pri roznych typoch problémov. Mdézeme ich rozdelif do dvoch
hlavnych kategérii — exaktné a heuristické metddy. Ezaktné metody zarucuji najdenie
optimalneho riesenia, no doba behu programu sa dramaticky zvysuje s velkostou prob-
lému a casto sa daju prakticky vyriesit len malé alebo stredne velké problémy. Preto
sa pri véicsich problémoch vyuzivaju heuristické metody, ktoré najdu dostatocne dobré
rieSenia v rozumnom case.
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2.4 ZMIESANE CELOCISELNE PROGRAMOVANIE

Exaktné metody

Jednou skupinou vyuzivanych exaktnych algoritmov s metddy secnijch nadrovin.
Zvycajne riesia problém celo¢iselného programovania ako problém linearneho programo-
vania s vynechanim poziadavky na celo¢iselnost. Ak je vysledné riesenie celo¢iselné, tak je
aj celociselnym optimom. V opacnom pripade sa k problému pridavaju dalSie obmedzenia
az pokym nendjdeme celociselné riesenie, ktoré vsak nemusi existovat. Tieto metody sa
mozu zdat matematicky pomerne elegantné, no pri velkych problémoch sa velmi neosved-
¢ili.

Zatial najpouzivanejsimi exaktnymi algoritmami na riesenie praktickych celoc¢isel-
nych problémov st metddy vetiev a hranic (branch and bound). Rovnako ako pri metédach
secnych nadrovin rieSime dany problém ako problém linedrneho programovania tzv. rela-
xaciou poziadavky na celoc¢iselnost. Ak je vysledné riesenie celé ¢islo, problém je vyrieseny.
Ak nie, vykondvame stromové prehladavanie. Uvazujme problém

Z = max Z ciT;, (2.33)
j=1

kde & € S. Mnozinu S moézeme rozlozit na podmnoziny S = S; U ... U Sk a zaviest

2 = max Z;’L=1 cjzj, kde & € Sy, pre k = 1,..., K. Potom z = max; 2". Zavedieme aj

pojmy hornd hranica 2* (ozn. z¥) a dolna hranica 2* (ozn. z¥). Potom hornd hranica
2 je Z = max;z" a dolnd hranica z je z = max; zF. Metéda vetiev a hranic rozdeluje
problém na sériu mensich, jednoduchsich podproblémov, ktoré si néasledne spojené, aby
vyriesili pévodny problém. Takyto pristup sa nazyva , rozdel a panuj‘ a jeho typickou
reprezentaciou je tzv. enumeracny strom. Existuji minimalne tri spésoby ako tento strom
orezat a tym zmensit priestor moznych rieseni a tak zlepsit ic¢innost metddy:

1. orezanie podla optimality: z! = 2¢,
2. orezanie podla hranice: 7z < 2,
3. orezanie podla nepripustnosti: S; = ().

Detailnejsi opis tohto algoritmu je uvedeny v [25].

Heuristické metody

Vzhladom na to, Ze vela praktickych problémov patri do triedy zloZitosti NP,
musime pri rieSeni diskrétnych optimaliza¢nych problémov pouzit heuristické alebo apro-
ximacéné algoritmy. Dévodov, preco zvolit prave heuristiky je niekolko:

— rieSenie je ziskané rychlo (v priebehu péar sekund alebo minnt),

— riesend tuloha je tak velka alebo komplikovand, Ze sa neda formulovat ako problém
celociselného programovania alebo zmiesaného celoc¢iselného programovania rozum-
nej velkosti,

— aj ked je tloha formulovand ako problém zmiesaného celociselného programovania,
tak je velmi narocné alebo nemozné najst (dobré) pripustné riesenie pomocou me-
tody vetiev a hranic,
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2 LINEARNE PROGRAMOVANIE

— pre urc¢ité problémy kombinatorickej optimalizacie je jednoduché najst pripustné
rieSenia preskiimanim alebo znalostou struktiry problému.

Najprv si predstavime hladngy algoritmus. Uvazujme, ze skiimanid tlohu moézeme
zapisat vo forme problému kombinatorickej optimalizacie:

min{c(S) : v(S) > k}. (2.34)

SCN -
Potom je postup nasledovny:

1. Nech S° =0 at=1.

e(S*1ufgi P —e(S* 7Y
v(STTU{Ge ) (S

2. Nech j; = argmin

3. Ak je predchadzajtce rieSenie S'~! pripustné a ucelovd funkcia sa neznizila, zasta-
vime algoritmus pri S¢ = S*~1.

4. Tnak, nech S* = S*=' U {j;}. Ak uZ je rieSenie pripustné a tcelova funkcia je nekle-
sajica alebo t = n, zastavime algoritmus pri S¢ = S*.

5. Inak, ak t = n, tak nebolo najdené ziadne pripustné rieSenie a algoritmus zastavime.
6. Inak, nech ¢t =t + 1 a vratime sa do kroku 2.

Teraz si predstavime algoritmus lokdlneho vyhladdvania. Na popisanie tohto algo-
ritmu je jednoduchsie formulovat problém kombinatorickej optimalizacie ako

grél]r\}{c(S) 1 g(S) =0}, (2.35)
kde ¢(S) > 0 predstavuje mieru nepripustnosti mnoziny S. S vyuzitim obmedzenia
v(S) > k predstaveného vysSie mdzeme tito mieru vyjadrit ako g(S) = (k — v(9))*.
Pre algoritmus lokdlneho vyhladdvania musime definovat riesenie, lokalne okolie Q(S)
pre kazdé riesenie S C N a cielovi funkciu f(S) ktord sa bud méze rovnat ¢(S), ak je S
pripustné a inak nekonecnu, alebo zlozenej funkcii v tvare ¢(S) + ag(S), ktora sa sklada
z vazenej kombindcie hodnoty ucelovej funkcie a kladného nasobku o miery nepripustnosti
mnoziny S. Postupujeme nasledovne:

1. Vyberieme pociato¢né riesenie S.
2. Hladdme mnozinu S" € Q(S) takd, ze f(S") < f(5).

3. Ak ziadna neexistuje, tak algoritmus zastavime. S = S je lokdlne optimélne riese-
nie.

4. V opa¢nom pripade nech S = 5" a cely postup opakujeme.

Vhodna volba lokalneho okolia zavisi od struktiry problému. Jedinym problémom tohto
algoritmu je, ze dosiahneme len lokalne minimum a je potencidlne mozné néjst aj lepsie
rieSenie. Na to slizi tabu vyhladdvanie alebo algoritmus simulovaného Zihania, ktoré su
popisané napr. v [25].
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2.5 PROGRAMOVACIE JAZYKY A DOSTUPNE RIESICE

Kombinacia exaktnych a heuristickych metéd

V poslednej dobe je snaha spojit exaktné a heuristické metody, ¢o moze zaistit opti-
malne riesenie problémov v kratSom case alebo zlepsenie samotnych heuristickych metdd.
Dve hlavné kategorie do ktorych delime tieto pristupy su kolaborujice a integracné kom-
binacie algoritmov. Pod kolaboraciou rozumieme, Ze algoritmy si vymienaju informaécie,
no nie su sucastou jeden druhého. Algoritmy teda mézu byt vykonavané nasledne, pa-
ralelne alebo mézu byt prepletené. Pod integraciou rozumieme, ze jeden algoritmus je
obsiahnuty v druhom a je mu podriadeny. Jednou z integracnej kombinécie algoritmov
je vyuzitie heuristiky na ziskanie pociato¢ného pripustného riesenia a hranic pri metdde
vetiev a hranic. Tieto a dalsie kombinacie algoritmov st uvedené v [19].

2.5 Programovacie jazyky a dostupné riesice

Pri tvoreni tejto prace bol pouzity programovaci jazyk Julia a komercény riesic¢
pre linearne programovanie CPLEX. V tejto podkapitole budi uvedené dévody vyberu
a porovnanie s ostatnymi jazykmi a riesi¢mi. Informéacie boli ziskané z [2], [1], [12] a [L0].

Programovaci jazyk Julia je flexibilny dynamicky jazyk vhodny pre vedecké ucely
s vykonom porovnatelnym s tradi¢nymi staticky pisanymi jazykmi ako je napr. C. Po-
skytuje jednoduchost a expresivnost pre vysokotroviové numerické vypocty, rovnako ako
jazyky R, MATLAB alebo Python, ale podporuje taktiez vSeobecné programovanie. Medzi
dalsie vyhody Julie oproti porovnatelnym systémom patri, Ze:

— je bezplatny open-source projekt s viac nez 1000 prispievatelmi licencovany MIT,
— pouzivatelom definované typy st rovnako rychle a kompaktné ako vstavané typy,
— je navrhnuty pre paralelnost a rozdelenie vypoctu.

Vyber programovacieho jazyka Julia bol podmieneny hlavne jednoduchou imple-
mentéciou ziskanych vysledkov do grafickej podoby, kedze tento jazyk nebol vytvoreny len
pre optimalizaciu a matematické programovanie. Pri pouziti ¢iste modelovacieho jazyka
GAMS (The General Algebraic Modeling System) by graficka implementacia tak lahka ne-
bola. Dalsim rozhodovacim faktorom bola bezplatnost modelovacieho jazyka pre matema-
tickt optimalizdciu zabudovaného v Julii — JuMP (Julia for Mathematical Programming).
Tak ako modelovacie jazyky AIMMS (Advanced Interactive Multidimensional Modeling
System) a AMPL (A Mathematical Programming Language) aj JuMP podporuje mnoz-
stvo open-source a komerénych riesicov pre rozne triedy problémov, vratane linearneho,
zmieSaného celociselného a nelinearneho programovania.

IBM® ILOG® CPLEX® Optimizer (asto oznacovany len ako CPLEX) je jeden
z najviac pokrokovych optimalizacnych rieSicov, hlavne pre linearne, zmiesané celoci-
selné a kvadratické programovanie. CPLEX dokaze predlozif presné a logické rozhodnu-
tia pre rézne problémy (planovanie, alokacia zdrojov) s vyuzitim vykonnych algoritmov,
podporuje vsetky velkosti optimalizacnych modelov s neobmedzenym mnozstvom rozho-
dovacich premennych a obmedzeni a je skdlovatelny.
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2 LINEARNE PROGRAMOVANIE

Komerény riesi¢ CPLEX bol jednoznac¢nou volbou vdaka jeho komplexnosti pri rie-
seni tloh matematického programovania. Jednym z dévodov bolo aj to, Ze tento produkt
spoloc¢nosti IBM je bezplatne k dispozicii akademickym pracovnikom a studentom. Porov-
nanie schopnosti troch najznamejsich komercénych riesicov — CPLEX, GuRoBi a XPRESS

mozeme najst v ¢lanku [2].
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3 Aplikacia matematického
programovania

Tato kapitola sa bude zaoberat zostavenim a postupnym vylepsovanim optimali-
zacného modelu, ktory bude slizit na podporu rozvoja vystavby novych spracovatelskych
zariadeni pre prechod na obehové hospodarstvo. Jedna sa o tokovi tlohu zmiesaného
celociselného programovania, teoreticky opisanu v kapitole 2.

3.1 Formulacia komplexnej ilohy

Majme mnozinu obci, ktoré produkuju isté frakcie komunalneho odpadu (zmesovy
komundlny odpad, plast, sklo, papier, biologicky rozlozitelny odpad) a mnozinu existuji-
cich zariadeni, nachadzajtcich sa v tychto obciach, v ktorych odpad mdzeme bud ulozit
(skladky) alebo spracovat (spalovne, prekladacie stanice, triediace linky). Majme taktiez
mnozinu potencidlnych zariadeni, ktoré v definovanych obciach mozeme vystavat.

Definujeme orientovany graf, ktorého uzly tvoria spominané obce a zariadenia
a orientované hrany si tvorené cestnou a zelezni¢nou infrastruktirou medzi tymito uzlami.
Hrany predstavujice cesty moézeme rozdelit do niekolkych skupin: hrany spajajice obce
navzajom, hrany spajajice obce so zariadenim v nich a hrany spajajice zariadenia medzi
sebou. Prvému typu hran je priradena vaha, ktorda predstavuje vzdialenost medzi pre-
pojenymi uzlami. Druhy typ hran je ohodnoteny vahami rovnymi nule. Uvazujeme teda,
ze zariadenia sa nachadzaju v konkrétnych obciach, pripadne par kilometrov od obce,
¢o zanedbavame. Posledny typ hran predstavuje ohodnotené hrany, cez ktoré sa prevaza
spracovany odpad medzi zariadeniami (vymet z triediacich liniek do spalovni, struska
zo spalovni na skladky, zlisovany odpad z prekladacich stanic do tzv. koncoviek — spa-
Tovni alebo sklddok). Ohodnotenie tychto hran je dané najkratSou cestou medzi obcami,
pod ktoré tieto zariadenia spadaji. Hrany predstavujice Zeleznicné trasy spajaju spra-
covatelské zariadenia a sltzia na prevoz zlisovaného odpadu nalozeného v prekladacich
staniciach do koncoviek.

Cielom vysledného matematického modelu je minimalizovat naklady spojené s pre-
pravou a spracovanim jednotlivych frakcii odpadu a s vystavbou novych spracovatelskych
zariadeni. Je vhodné dodaf, Ze produkcia odpadu a naklady na jeho prevoz a spracovanie
su vyjadrené pre rocnu prevadzku.

3.2 Oznadenie

Pred zaciatkom navrhu modelu je potrebné zaviest oznacenie vsetkych mnozin,
vstupnych parametrov a premennych, ktoré budeme pouzivat.

Mnoziny:
1€l mnozina vsetkych uzlov
el Cl mnozina uzlov predstavujucich obce a existujice zariadenia (spalovne,

prekladacie stanice, triediace linky, skladky) v nich
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3 APLIKACIA MATEMATICKEHO PROGRAMOVANIA

mnozina uzlov reprezentujicich prekladacie stanice, v ktorych je mozné
nakladat zlisovany odpad na nakladné vlaky

mnozina uzlov predstavujucich potencidlne spracovatelské zariadenia
(spalovne, prekladacie stanice, triediace linky)

mnozina uzlov reprezentujuicich skladky
mnozina vsetkych hran

mnozina hran medzi obcami navzajom a medzi obcami a zariadeniami
v nich

mnozina hran spajajicich zariadenia navzajom
mnozina typov odpadu

mnozina zlisovanych typov odpadu (zlisovany zmesovy komunélny odpad,
zlisovany plast)

mnozina nespracovanych frakcii odpadu (zmesovy komunélny odpad,
plast, sklo, papier, biologicky rozlozitelny odpad)

mnozina spracovanych typov odpadu (struska, zlisovany odpad, vymet)
mnozina tras v zelezni¢nej dopravnej sieti

mnozina kapacit potencialnych spracovatelskych zariadeni

Vstupné parametre:

4,0,0

M;

7j

71,0

exr
1,0

matica, ktorej prvky predstavuji podiel povodnej hmotnosti nespracova-
ného odpadu o, z ktorého vznikne reziduum o v uzle ¢

inciden¢nd matica pre prepravu odpadu medzi obcami navzajom a medzi
obcami a zariadeniami v nich

incidenéna matica pre rezidualne toky medzi zariadeniami

matica pre zelezni¢ni dopravnu siet, vid (3.1)

cena za spracovanie tony odpadu o v existujicom zariadeni v uzle i [K¢/t]
cena za vystavbu potencidlneho spracovatelského zariadenia v uzle i [K¢]

naklady na pohonné hmoty pre smetiarske vozidla prepravujice odpad o
[K¢/t.km]

naklady na pohonné hmoty pre vozidla prepravujice spracovany odpad
o [Ké/t.km]

dizka hrany j [km]

maximalny mozny pocet zelezni¢nych cyklov r pocas jedného roka |-]

33



3.3 ZAKLADNY MODEL
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kapacita existujiceho zariadenia v uzle i [t]

mozné kapacity potencidlnych spracovatelskych zariadeni [t]

kapacita odpadu o v uzle i (povolenie spracovania odpadu o v uzle 7) [t]
kapacita jedného nédkladného vlaku absolvujiceho trasu r [t]

koeficient pomeru odpadu o v zariadeni v uzle i (vyjadruje, kolkokrat sa
odpad o zapocitava do kapacity spracovatelského zariadenia) [-]

rocné produkcia odpadu o v uzle i [t]

reziduum o (struska, zlisovany odpad, vymet) vzniknuté v uzle i [t]

mnozstvo odpadu o (zmesovy komunélny odpad, plast, sklo, papier, biolo-
gicky rozlozitelny odpad) prevezeného hranou j medzi obcami navzajom
a medzi obcami a zariadeniami v nich [t]

mnozstvo odpadu o (struska, zlisovany odpad, vymet) prevezeného hra-
nou j medzi zariadeniami [t]

mnozstvo odpadu o (zlisovany odpad) nalozeného alebo vylozeného z na-
kladného vlaku v uzle 7 [t]

pocet absolvovani trasy r pocas jedného roka — celo¢iselnd premennd [-]

rozhodnutie o vystavbe spracovatelského zariadenia (spalovne, prekla-
dacej stanice, triediacej linky) s kapacitou t v uzle ¢ — bindrna SOS1
premenna [-]

Pred tvorbou samotného modelu je potrebné isté predspracovanie dat. Zostavime
teda incidencéné matice M; ; a N; j z dostupnych informécii o prepojeni uzlov orientovanymi
hranami a maticu B;;,. Maticu Z,;, zostrojime nasledovne:

Zrio =

1 ak sa v uzle 7 na trase r mdze odpad o vykladaft,
—1 ak sa v uzle i na trase r moze odpad o nakladat, (3.1)
0 inak.

3.3 Zakladny model

Prvotny model, v ktorom neuvazujeme potencialne spracovatelské zariadenia, je
tvoreny ucelovou funkciou (3.2), ktord zohladnuje jedine cenu za spracovanie odpadu
v existujucich zariadeniach:
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3 APLIKACIA MATEMATICKEHO PROGRAMOVANIA

Prvymi dvoma obmedzeniami st bilanéné nerovnice pre vsetky existujice uzly
a typy odpadu. Nerovnica (3.3) povoluje alebo zakazuje spracovanie istych typov odpadu
v uréenych spracovatelskych zariadeniach a ich ulozenie na sklddke. Taktiez zakazuje
spracovanie vsetkych typov odpadu v obciach. Pri zakazani spracovania odpadu sa k!,
voli rovné nule, zatial ¢o pri povoleni sa tento parameter rovna nejakej velkej konstante
(tzv. big M).

ST Mijajo+ wio+rio <kl Vi€ T, Vo€ O, (3.3)

jeJ®

Obmedzenie (3.4) zarucuje, ze mnozstvo odpadu, ktoré sa moze spracovat alebo
ulozif v danom uzle nepresiahne jeho kapacitu, pricom uzly predstavujice obce maju
kapacitu nulovi. Kedze vyhrevnost plastu v spalovniach je omnoho vyssia ako vyhrevnost
ostatnych frakcii odpadu, pouzijeme koeficient p;,, ktory vyjadruje kolkokrat sa dany
odpad zapocitava do kapacity spracovatelského zariadenia.

Zpi,o Z MZ’J,CI?J"O + Wi,o + 7’1'70> < k’,?m, Vi e 1. (34)
ocO jeJe

Rovnica (3.5) vyjadruje, aké mnozstvo rezidua (strusky, zlisovaného odpadu alebo
vymetu) vznikne v uzle i po spracovani odpadu o.

Z Z Mi,jxj,aBi,a,o = Ti,0, Vi e Iem’ Yo € O. (35)

6€0 jeJ=

Nerovnice (3.6)—(3.8) st obmedzeniami nezapornosti produkcie odpadu, mnozstva
odpadu prevezeného hranou a mnozstva vzniknutého rezidua.

N Mijwjo+wio +710>0, Vi€ I?, Yo €O, (3.6)
jeJ®
Tjo >0, Vjie J* Yoe O, (3.7)
Tio > 0, Vie I, Yo e O. (3.8)

Ucelovt funkeiu (3.2) mdzeme modifikovat zohladnenim ceny za prevoz odpadu,
ktor4 zdvisi na mnozstve odpadu prevezeného cez jednotlivé hrany a takisto aj na ich dizke.
Cenu, vyjadrent ako siéin tychto dvoch faktorov, mozeme dalej vyndsobit konStantou c?"
vyjadrujicou naklady na pohonné hmoty pre rozne frakcie odpadu.

min Z Z Z M jj ¢ + Z Z:Bjﬁdjcgh. (3.9)

iele® jeJ® ocO jeJT 0€0

3.4 Zavedenie premennych specialnych typov

Model uvedeny v podkapitole 3.3 berie do tivahy len spracovatelské zariadenia,
ktoré uz v obciach existuji. Moze sa stat, Ze tieto zariadenia nemaju dostatocnu kapa-
citu, aby spracovali odpad vyprodukovany v prilahlych obciach, preto je vhodné premyslat
o rozsireni kapacity existujucich zariadeni alebo o zatial neexistujucich zariadeniach, ktoré
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v tychto obciach mézeme vystavat. Pouzijeme teda SOS1 premenné, ktoré vyjadruji roz-
hodnutie o ich vystavbe v urcenej obci.

Ucelovit funkeiu (3.9) zo zékladného modelu rozsirime o néklady spojené s vistav-
bou novej spalovne, prekladacej stanice alebo triediacej linky s kapacitou kY.

min > Y N Ma et + > Y RS + >0 wjedid (3.10)

i€l jeJ* o€O ielP teT J€J* 0€0

S novymi uzlami bude obmedzenie (3.3) z predchadzajticej podkapitoly platit nie-
len pre vSetky obce a existujice zariadenia, ale aj pre tie novo vystavané. K druhému
obmedzeniu (3.4) pribudne obdobna bilanéné rovnica (3.11), prislichajica novym spra-
covatelskym zariadeniam, ktoré mézu nadobudat jednu z vopred urcenych kapacit, defi-
novanych parametrom k.

Zpi,o <Z M; ;0 + w; o+ Ti,o) < Z k{0, Vi e IP. (3.11)

0€0 jeJz teT

SOS1 premenné ¢;, nadobtudaji bindrne hodnoty. Hodnota 0 znamen4, zZe v uzle
1 nie je vystavané nové spracovatelské zariadenie, zatial ¢o hodnota 1 znaci, Zze v uzle ¢
je vystavané nové spracovatelské zariadenie s kapacitou urcenou indexom t. Obmedzenia
(3.12) a (3.13) zaistuji vlastnosti SOS1 premennych, spominané v podkapitole 2.4.1.

> 6 <1, Vie I?, (3.12)
teT

5, €{0,1}, VielI”, vteT. (3.13)

3.5 Rozsirenie modelu o rezidualne toky

Kedze v spalovniach vznika struska, ktori uz nasledne nemozeme dalej spracovat,
musime ju dopravit na skladku. Aby sme tento vedlajsi produkt po spracovani odpadu
nemuseli zdlhavo prevdzat po definovanej dopravnej sieti medzi obcami, vytvorili sme
hrany, vedtice zo spalovni priamo na skladku. Takéto hrany sme vytvorili aj medzi prekla-
dacimi stanicami a koncovymi zariadeniami, kde sa zlisovany odpad spaluje alebo uklada.
Do spalovni taktiez vedd hrany z triediacich liniek, po ktorych putuje vymet. Ucelovi
funkciu (3.10) upravime tak, aby zohladnovala cenu za spracovanie odpadu, ktory bol
na skladku privezeny dodatoénymi hranami a takisto aj naklady na tento prevoz.

min Yy > Migziecio+ Y Y > Nigyiocio + Y D K+

icle® jeJ* 0eO icle® jeJY¥ 0cO icIp teT
) ) (3.14)
,5
+ E E ol + E E Yjodi e
JEJ® 0c0 JETY 0e0

Pridanim hran sa zmenia aj obmedzenia (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) a (3.11), do ktorych
musime pridat toky odpadu cez dodatocné hrany.
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Z M; jx;,+ Z NijYjo+ Wio+Ti0 < k;o, Viel, Yoe O, (3.15)

JjeJ® jeJY
szvo Z M jj0 + Z NijYjo + Wio + n-,o> < k{*, Vie I, (3.16)
0€0 jcJ® jeJy
Z <Z Mi,jl’jﬁ + Z Ni,jyj,&) Bi7570 =Ti0, Vi € I, Yo € O, (317)
ocO \jeJ* jeJY
Z Mi,jxj,o + Z Ni,jyj,o + W; o + Tio 2 0, Vi € I, Yo € O, (318)
jeJ® jeJY
> pio <Z Mijzjo+ Y Nigyjo + wio+ 7’) <> ki, VieI’. (3.19)
0€0 jeje jeJy teT

Nerovnicu (3.7) obmedzujicu nezapornost mnozstva odpadu prevezeného hranou
musime nahradit Styrmi obdobnymi obmedzeniami. Obmedzenia (3.20) a (3.21), tykajtce
sa premennych x;,, povoluju prevoz nespracovaného odpadu medzi obcami a zariadeniami
a zakazuju prevoz takéhoto odpadu medzi zariadeniami navzajom. Obmedzenia (3.22)
a (3.23), vztahujice sa na premenné y;,, zas zakazuju prevoz uz spracovaného odpadu
medzi obcami a zariadeniami a povoluju jeho prevoz zo spalovni na skladky, z prekladacich
stanic do koncoviek a z triediacich liniek do spalovni.

Tjo >0, Vj e J Yoe O,
Tjo =0, Vj e J¥, Yo € O,
Yjo > 0, Vj e JY Yoe O

Yjo =0, Vi e JY, Yoe O".

3.6 Rozsirenie modelu o novu formu dopravy

V predchéadzajicich podkapitolach bol modelovany prevoz odpadu realizovany je-
dine pomocou cestnej dopravy. Teraz tento model obohatime o prevoz odpadu v kontaj-
neroch umiestnenych na stpraviach nakladnych vlakov. Ucelové funkcia (3.24) sa znovu
rozrastie o jeden ¢len reprezentujuci naklady za prepravu odpadu novou formou dopravy.

min Z Z Z M; jx0c5 + Z Z Z Ni jYjoCio + Z Z k{0 10+

i€Ie jEJ* 0€0 i€l jEJY 0€O icI? tcT

T Z Z Tjodjch + Z Z Yjodich® + Z YrCE.

jeJT 0€0 jeJY 0€0 reR

(3.24)

Obmedzenia (3.15), (3.16), (3.17), (3.18) a (3.19) musia byt doplnené o clen, ktory
vyjadruje mnozstvo odpadu prevezeného medzi uzlami po jednotlivych Zelezni¢nych tra-
sach.
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Z M; ;x50 + Z Nijyjo+ Z ZrioZio + Wio+ Tio < ki'y, Vi€ l, YoeO,

jeJe jeJy reR
(3.25)
Zpi,o <Z M; jx;0+ Z N Y0 + Z LyioZio+ Wio+ T’i,(;) <ki*, Yiel”,
0e0 JjeJ* jeJv reR
(3.26)
Z <Z M; ;s + Z Nijy;s + Z Zr,i,éziﬁ) Biso="Tio, Viel, YoeO,
6€0 \jeJ= jeJy reR
(3.27)
Z M; ;50 + Z NijYjo + Z ZrioZio T Wio+Tio0 >0, Viel, YoeO,
jeJw jeJy reR
(3.28)
Zpi,o <Z M; jx;,+ Z N jYjo+ Z LrioZio T Wio+ Ti,o) < Z ki iy, Vi e IP.
0e0 jeJ* jeJv reR teT
(3.29)

Bilan¢na rovnica (3.30) zaistuje, Ze mnozstvo odpadu nalozeného na nékladny vlak
sa rovna mnozstvu odpadu z nakladného vlaku vylozeného.

> Ziivzio=0, VreR, YoeO. (3.30)
iel
Mnozstvo odpadu, ktoré je na vlak nalozené, musi taktiez spliiat aj kapacitné
obmedzenie, definované nerovnicou (3.31). Kedze prvky matice Z,;, si rovné —1, ak je
1 uzol, v ktorom sa odpad na nakladné vlaky naklada, musime v tomto obmedzeni pred
sumu polozit znamienko minus, aby bola splnena podmienka nezapornosti.

0< =YY Zivtio<kiv, VreR (3.31)

1€I™ 0Ol
Obmedzenie (3.32) vyjadruje maximalny pocet absolvovani Zelezniénych tras po-
cas jedného roka. Od premennej popisujticej pocet tras pozadujeme taktiez celociselnost,
vyjadrent obmedzenim (3.33).
Y < €y, Vr € R, (3.32)
v € Zg, Vr € R. (3.33)

Ako posledna sa k vyssie uvedenym obmedzeniam prida nerovnica (3.34), ktora je
obmedzenim nezadpornosti pre novi premennt z; ,.

Zio > 0, Viel, Yoe O. (3.34)

Vysledny model pozostavajuici z findlnej tcelovej funkcie a vSetkych obmedzeni je
spolu s oznacenim k dispozicii v prilohe B.
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4 Vzorovy priklad

V tejto kapitole si uvedieme mali ilohu, na ktortu aplikujeme optimalizac¢ny model
zostrojeny v kapitole 3 a popiseme jeho vysledky. Ukazka funkcénosti modelu na malom
mnozstve uzlov a hran je vhodnd pre lepsie pochopenie celej tlohy formulovanej v pod-
kapitole 3.1.

4.1 Predstavenie tlohy

Uvazujme zoskupenie piatich obci, vyobrazené na obr. 4.1, v ktorych sa produkuje
zmesovy komunalny odpad a plasty. Vytvoreny odpad sa nésledne pomocou smetiarskych
vozidiel zvaza na skladku (S) nachadzajicu sa v obci ¢. 1 alebo do spalovne (ZEVO)
umiestnenej v obci ¢. 3. KedZe existujica spaloviia nemda dostatocne velku kapacitu,
aby zaistila spracovanie odpadu vyprodukovaného vo vsetkych obciach a nasou tlohou je
obmedzit skladkovanie, musime rozmyslat o dodato¢nych spracovatelskych zariadeniach
v ostatnych obciach. K existujicej spalovni teda pridame potencialnu spaloviiu (ZEVO),
ktora moze byt vystavana v obci ¢. 5. Prevoz nespracovaného odpadu je nédkladnejsi ako
prevoz lisovaného odpadu, preto uvazujeme vystavbu prekladacich stanic (P) v obciach
¢. 2 a 4. V tomto medzizariadeni sa odpad zlisuje a takto predspracovany moze putovat
do koncoviek — spalovni a sklddok, pomocou cestnej alebo zelezni¢nej dopravy. Zeleznién4
trasa spaja obe prekladacie stanice, ktoré zaroven funguji ako nakladky na nakladné
vlaky, spolu s existujicou spaloviiou, ktora slizi ako vykladka. Tieto vlaky prevazaju
kontajnery naplnené zlisovanym odpadom, ktoré st vo vykladacej stanici pretiahnuté na
nakladné automobily so Specidlnym systémom, sliziace na prevoz do spalovne.

u
‘‘‘‘

fua
0.‘ .

3
£y
.

Obr. 4.1: Orientovany graf zodpovedajici malej tilohe
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Na obr. 4.1 st obce a existujtce zariadenia znédzornené ako celistvé kruhy, zatial
¢o potencidlna spalovna a prekladacie stanice zas kruhmi s prerusovanou hranicou. Exis-
tujice hrany medzi uzlami si vyznacené celistvymi Sipkami a tie, ktoré vedi z alebo
do potencidlnych spracovatelskych zariadeni si zakreslené prerusovanymi sipkami. Podla
modelu z predchadzajicej kapitoly existuju dva typy hran:

1. priméarne, po ktorych sa realizuje prevoz nespracovaného odpadu, si znazornené
jednoduchymi sipkami,

2. sekundarne, cez ktoré sa prevaza spracovany odpad, su vyznacené dvojitymi Sipkami.

Zeleznicné trasy su zakreslené trojitymi sipkami. KedZe v matici Z,; , nie je urcené pora-
die, v ktorom zariadenia za sebou nasleduji, zndzornenie na obr. 4.1 je len ilustracné.

4.2 Vstupné parametre

Ro¢né produkeia odpadu v obciach je uvedend v tabulke 4.1. Dizka primérnych
hran je uvedena v tabulke 4.2, dlzka sekundarnych hran odpoveda dlzke najkratsej cesty
medzi obcami, v ktorych sa zariadenia, medzi ktorymi tito hranu vedieme, nachadzaju.

produkcia [t] pociatocna | koncova | vzdialenost
ZMesovy obec obec [km]
obec komunélny odpad plasty 1 5 147
1 12800 5100 1 3 32,1
2 35000 16 500 2 4 17.9
3 14200 4900 3 2 8,6
4 70 600 31700 3 4 424
5 20000 8000 4 5 17,6
| spolu | 152600 | 66200 | 5 1 22,5
Tabulka 4.1: Produkcia odpadu Tabulka 4.2: Vzdialenosti obci

Kapacitné obmedzenie skladky je 1000 kt a existujucej spalovne je 100 kt. Pri
vystavbe novych zariadeni sa model moze rozhodovat medzi 4 kapacitami spalovni aj
prekladacich stanic — 10 kt, 20 kt, 30 kt a 40 kt. Pri Zelezni¢nych trasdch uvazujeme prevoz
nakladnym vlakom s 25 ploSinovymi voznami, kde kazdy modze prevazat tri kontajnery
s kapacitami po 9 t, tj. jednym Zelezni¢nym cyklom je mozné previest az 675 ton odpadu.

Pri spracovani odpadu v spalovniach dochadza k likvidacii odpadu. Z 15% povodne;j
hmotnosti zmesového komunalneho odpadu a z 20% pdvodnej hmotnosti plastu vznikne
struska. V prekladacich staniciach sa privezeny odpad lisuje, ale hmotnost ostava rovnaka,
tj. 100% pdvodnej hmotnosti. Tieto hodnoty st potrebné k naplneniu matice B;;,, kde
index 0 znaci z akého odpadu vznikne reziduum o.

Néklady na prevoz odpadu sa lisia v zavislosti na prevazanom odpade. Pri ne-
spracovanom odpade cena predstavuje 20 K¢/t.km, zatial ¢o pri prevoze strusky alebo
zlisovaného odpadu len 2,5 Ké/t.km. Naklady na uskuto¢nenie jednej zeleznicnej trasy si
120 000 K¢ za jeden cyklus. Tieto naklady mdzeme rozdelit na prevadzkové a fixné. Medzi
prevadzkové naklady patri cena za nakladku a vykladku odpadu, naklady na elektrinu
a sluzby a mzdy zamestnancov. Fixné naklady zahfniaji prendjom alebo kiipu Zelezni¢nej
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4 VZOROVY PRIKLAD

supravy, tj. lokomotivy, kontajnerov a samotnych vozov. Cena za spracovanie akéhokol-
vek odpadu v spalovni je 2500 Ké/t. Pri cene 3700 Ké/t za ulozenie odpadu na skladke
berieme ohlad na obmedzenie skladkovania, tj. zohladiiujeme najvyssi mozny sklddkovaci
poplatok 1850 K¢/t spolu s inflaciou az do roku 2035. Naklady na vystavbu spracova-
telskych zariadeni s rasticou kapacitou pomerovo klesaju a st uvedené v tabulke 4.3.
Jedna sa o rocné naklady s fixnym investiénym horizontom ¢o znamend, ze v tejto cene
je zapocitana uz aj cena za spracovanie odpadu.

cena za vystavbu [miliony Kc¢]
kapacita [kt] | spaloviia | prekladacia stanica

10 37,07 5,47
20 65,07 5,67
30 101,05 5,87
40 144,13 6,07

Tabulka 4.3: Cena za vystavbu spracovatelskych zariadeni s roznymi kapacitami

4.3 Vysledky

Po zadani vsetkych vstupnych parametrov z podkapitoly 4.2 do modelu z kapitoly
3, implementovaného v programovacom jazyku Julia, sme ziskali vysledné toky odpadu
znazornené na obr. 4.2.

14 560

35100

Obr. 4.2: Vysledné toky odpadu
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Mnozstvo prevezeného zmesového komunalneho odpadu je vyznacené modrymi lin-
kami, mnozstvo plastu zltymi linkami. Ak je tento odpad vopred zlisovany, tak je znazor-
neny prerusovanymi linkami v prislusnych farbach. Mnozstvo strusky prepravenej zo spa-
Tovni na skladku je zakreslené hnedou linkou. Farebné ¢isla pri tychto ciarach znazornuja
kolko odpadu (v tondch) bolo prevezeného po danych hranéch.

Z obrazku a z vysledkov modelu v programovacom jazyku Julia si moézeme vSimnut
niekolko veci. Na spracovanie odpadu boli vystavané vSetky tri potencialne zariadenia —
v obciach ¢. 2 a 4 prekladky s kapacitou 40 kt a v obci ¢. 5 spalovna s kapacitou 30
kt. Z grafu je zrejmé, ze kapacita novych zariadeni bola naplno vyuzitd. Rovnako bola
naplnena aj kapacita existujicej spalovne v obci ¢. 3, do ktorej bolo podla tabulky 4.4
privezenych 95100 t odpadu, z ¢oho 4900 t tvoril plast, ktory sa do kapacity kazdej
spalovne zaratava dvakrat. Dalej si mozeme vSimnit, ze Zelezni¢ny cyklus bol realizovany
52x a na nakladnych vlakoch bolo prevezené maximalne mozné mnozstvo odpadu — 35 100
t. Nalozenie odpadu bolo realizované v prekladacej stanici v obci ¢. 4 a vylozenie prebehlo
v spalovni v obci ¢. 3. Ak to zelezniénd infrastruktira umoznuje, tak je mozné vyhnut
sa nakladke v prekladacej stanici v obci ¢. 2, ¢im sa znizia naklady na jeden cyklus
prepocitanim koeficientu ¢Z v technicko-ekonomickom modeli. Takisto mozeme pozorovat,
ze v existujicej spalovni v obci ¢. 3 vzniklo z 89 200 t privezeného zmesového komunalneho
odpadu 13380 t strusky a z 5900 t plastu zas 1180 t strusky. V spalovni v obci ¢. 5
s kapacitou 30000 t, do ktorej bol dovezeny jedine zmesovy komunalny odpad, vzniklo
4500 t strusky.

V nasledujtcej tabulke je uvedené celkové mnozstvo odpadu spracovaného, resp.
ulozeného v koncovych zariadeniach, skratka ZKO znamena zmesovy komunalny odpad:

mnozstvo odpadu [t]
zariadenie | obec | ZKO | plast | struska | ZKO (lis) | plast (lis) | spolu

skladka 1 33400 | 56300 | 19060 0 4000 112760
spalovnia 3 14200 | 4900 0 75000 1000 95100
spalovna ) 30000 0 0 0 0 30000

Tabulka 4.4: Celkové mnozstvo odpadu v koncovych zariadeniach

7 posledného stipca mozeme pozorovat, Ze velké mnozstvo odpadu bolo poslané
na skladku. Cielom tejto prace je vsak skladkovanie obmedzit, preto je nutné v pévodnom
modeli vykonat nejaké zmeny.

Jednou zo zmien by mohlo byt pridanie obmedzenia, ktoré dodrziava podmienky
uvedené v legislative EU hovoriace o mnozstve odpadu ulozeného na sklddkach,

Z Z <Z M; jx;, + Z N jYjo+ Z Zr,i,ozi,o> <« Z Z W o, (4.1)

icIs 0ocO \jeJ* jeJY r€R iel 0€O

kde « predstavuje podiel odpadu vyprodukovaného vo vsetkych obciach, ktory mdze na
skladkach skoncit.

V smernici [21] z roku 2018 sa popri zavedeni obmedzenia skladkovania vsetkého
odpadu, ktory je vhodny k recyklacii alebo dalSiemu materialovému alebo energetickému
vyuzitiu, uvadza aj obmedzenie podielu komunalneho odpadu ulozeného na skladkach
na 10% do roku 2035. Ak by sme vSak v nasom modeli zvolili « = 0,10, tak by model
nemal pripustné riesenie, kedze maximéalna spolo¢na kapacita oboch spalovni predstavuje
140000 t, pricom celkové mnozstvo vyprodukovaného odpadu je viac ako 200000 t.
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Tieto problémy by sa pri tlohe s redlnymi datami dali vyriesit niekolkymi spo-
sobmi. Prvym z tychto sposobov je brat do ivahy aj iné spracovatelské zariadenia (napr.
triediace linky), sliziace na materidlové vyuzitie privezeného odpadu. Tento novy typ za-
riadenia by mal pri modelovani podobné obmedzenia ako spalovne a prekladacie stanice.
mohlo spracovat omnoho viac odpadu ako v sticasnosti.

V tlohe s redlnymi datami by sme mohli uvazovat este o jednom dopliujicom
obmedzeni. Moze sa stat, ze niektora z obci mé uzatvoreni zmluvu s inou obcou, v ktorej
stoji, Ze ur¢ité mnozstvo odpadu vyprodukované v obci A musi byt spracované v kon-
krétnom zariadeni v obci B. V pripade nasej malej tlohy by to mohla byt napr. obec
¢. 1, v ktorej sa nenachadza spracovatelské zariadenie a obec ¢. 3, v ktorej sa nachadza
spalovna. Takéto obmedzenie by teda udavalo minimalne mnozstvo urcitej frakcie odpadu
prevezené hranou vedticou z obce ¢. 1 do obce ¢. 3. VSeobecne

Tjo = Mo, Vi e J* Yoe O, (4.2)

kde m;, je rovné nule, ak na hranu j a odpad o nie su kladené Ziadne naroky. Analogia
plati aj pre zazmluvneny prevoz spracovaného odpadu z jedného zariadenia do druhého.

Yjo = Mo, Vje JY, Yo e O. (4.3)
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5 Aplikacia modelu na realnych
datach z Ceskej republiky

Motivaciou pre vznik tejto prace bol deficit multikomoditného modelu, ktory by
opisoval cely proces zaobchddzania s odpadom od jeho produkcie az po jeho spracova-
nie. Dostupné c¢lanky a akademické prace na tému odpadového hospodarstva sa vzdy
zameriavali jedine na ¢iastkové problémy. S vyuzitim tychto zdrojov vznikol model, ktory
tieto Casti prepojil a tym sa stal sticastou Sirsieho ciela zautomatizovat moznost pocitania
dopravnych tloh v odpadovom hospodarstve.

5.1 Formulacia Glohy a vstupné data

Kazda obec v Ceskej republike vyprodukuje isté mnozstvo komunalneho odpadu,
ktoré je potrebné spracovat alebo ulozit. V ramci nasej pripadovej studie uvazujeme 6 258
obci, z ktorych sme vylucili styri vojenské obvody, ktoré neeviduju produkciu odpadu —
Boletice, Biezina, Hradisté a Libava. V ostatnych 6 254 obciach sa zameriavame na ro¢nu
produkciu troch frakeii komunéalneho odpadu — zmesovy komundlny odpad, plast a papier.
Vo vsetkych obciach bolo spolo¢ne vyprodukovanych 2786 kt zmesového komunéalneho
odpadu, 264 kt plastu a 587 kt papiera. Vyprodukovany odpad je nasledne pomocou
smetiarskych vozidiel zvazany z obci do zariadeni, ktorych funkcie si teraz predstavime.

Zmesovy komunalny odpad mdze putovat do prekladacich stanic, ktoré slizia k re-
dukcii nédkladov na prepravu odpadu zmensenim jeho objemu zlisovanim. V nasej tlohe
uvazujeme potencialne stanice, tj. pred pouzitim ich musime vystavat. Kazda z nich sa
moze nachddzat v jednej z 206 obci s rozsirenou posobnostou (ORP). Zoznam tychto obci
je mozné néjst v [10]. Kapacita prekladacich stanic moze byt rovnako ako v pripade malej
ulohy 10 kt, 20 kt, 30 kt alebo 40 kt. Naklady na vystavbu, ktoré zahfnaji aj spracovanie
odpadu st uvedené v tabulke 4.3.

Nespracovany papier a plast st zvazané do triediacich liniek k dotriedeniu. Pri
tomto procese vznikaju z 50% povodnej hmotnosti plastov a 10% povodnej hmotnosti
papiera tzv. vymety, ktorych potencial po upraveni na tuhé alternativne paliva (TAP)
moze byt dalej energeticky vyuzity. V kazdej ORP sa nachadza jedna triediaca linka, ktort
povazujeme za vystavant, priradujeme jej neobmedzent kapacitu a naklady za spracovanie
odpadu v nej zanedbavame.

Zlisovany aj nezlisovany zmesovy komunélny odpad a vymet z triediacich liniek
moze byt dalej spracovany v zariadeniach na energetické vyuzitie odpadov (ZEVO).
Tieto zariadenia predstavuju vyznamny zdroj tepelnej a elektrickej energie, pricom v nich
po spalovani vznika z 20% povodnej hmotnosti odpadu reziduum nazyvané struska. Na
rozdiel od vyssie spomenutych zariadeni je ich podstatne menej a mozeme ich rozdelit na
vystavané (do tejto kategérie zaradujeme aj zariadenia, ktorych projekty existuji a su
v procese schvalovania) a potencidlne. Prehlad vSetkych lokalit ZEVO spolu s ich kapaci-
tou a cenou za spracovanie, resp. vystavanie, je uvedeny v tabulke 5.1.

Posledné zariadenia, ktoré v tejto praci berieme do tvahy, si skladky, kde sa odpad
nespracovava, ale uklada. Tu moze koncit nespracovany zmesovy komunélny odpad, jeho
zlisovana podoba z prekladacich stanic a struska vyprodukovana v ZEVO. Skladky su zria-
dené v 116 z 206 ORP a uvazujeme, zZe maji neobmedzeni kapacitu. Prvotny skladkovaci
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poplatok bol nastaveny na 3700 Ké/t. Tato vyska vychadza z nového zédkona o odpa-
doch [8] z roku 2020, v ktorom sa pocita s postupnym navySovanim poplatku zo sicasnej
hodnoty az na uvedeni sumu.

obec stav kapacita | cena za spracovanie | cena za vystavbu
[kt] [Kc/t] [miliény K¢]

Brno vystavané 352 3000 -
Ceské Budéjovice v plane 160 3613 —
Chotikov (Plzen) | vystavané 95 3000 -
Liberec vystavané 96 3000 -
Most v plane 150 3345 -
Praha vystavané 394 3000 -
Steti (Mélnik) v plane 320 2818 -

Ceperka potencialne 150 — 500,2

Pisek potencialne 50 - 169,7

Téabor potencialne 40 - 134,5

Zdar nad Sazavou | potencidlne 100 — 365,3

Tabulka 5.1: Prehlad ZEVO

Kazda obec je spojenda dvojicou orientovanych hréan (prvou vedicou z nej a druhou
vedicou do nej) jedine s obcami, ktoré su v jej bezprostrednej blizkosti. Tieto hrany pred-
stavuju cestnu infrastruktiru, po ktorej sa nespracovany odpad prevaza v smetiarskych
vozidlach. Naklady na taktto prepravu ¢inia v priemere okolo 20 K¢/t.km pre vSetok ne-
spracovany odpad, no vseobecne sa mozu lisit na zaklade prepravovanej frakcie odpadu.
Hrany, ktoré navzajom spajaju vsetky zariadenia medzi sebou st definované nasledovne:

- 7z prekladacich stanic vedd hrany do ZEVO a na skladky,
- 7 triediacich liniek vedu hrany, po ktorych putuje vymet, jedine do ZEVO,
- zo ZEVO vedu hrany len na skladky, kde moze byt struska ulozena.

Tieto hrany taktiez reprezentujui cesty, no spracovany odpad sa po nich vozi v nakladnych
autdch a cena za prepravu je podstatne nizsia — 2,5 Ké/t.km. Kvoli rozsiahlosti tlohy
a Casovej narocnosti vypoctu (blizsie popisané v podkapitole 5.2) sme z pripadovej Studie
vylucili hrany predstavujice zZeleznicné trasy.

5.2 Vypocetné problémy

Pri préaci s velkym mnozstvom dét je velka pravdepodobnost, Ze narazime na uréité
vipodetné problémy. V pripadovej studii s datami z celej Ceskej republiky sme sa stretli
predovsetkym s Casovou narocnostou vypoctu a preplnenim paméte v programovacom
jazyku Julia.

Prvym problémom bolo importovanie dat, ulozenych v tabulkach v softvéri Excel,
do Visual Studio Code, v ktorom prebiehala editacia kdédu. Jednou z tychto tabuliek
bola matica vazenych vzdialenosti vsetkych obci, ktori tvorilo 6 258 x 6 258 = 39 162 564
prvkov. Tento problém bol vyrieseny predspracovanim dat priamo v Exceli s vyuzitim
makra v objektovo orientovanom programovacom jazyku Visual Basic for Applications
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(VBA). Makro sliazilo na vytvorenie incidencnej matice vo vektorovej forme a nasledné
priradenie vzdialenosti obci k prislusnym hranam v incidenc¢nej matici.

Druhym a najpodstatnejsim problémom bola tvorba obrovskej tilohy v modelova-
com jazyku JuMP. Po aplikovani modelu zostrojeného v kapitole 3 (z ktorého sme vyluéili
zelezni¢nt infrastruktiru) na spominané data vznikla tloha s desiatkami tisic premennych
a stovkami tisic obmedzeni. Uz len pri prvej bilan¢nej nerovnici (3.15), ktord musi platit
pre vsetky uzly (6258 obci a 539 zariadeni) a vSetkych 6 typov odpadu, vznikne vyse
40000 obmedzeni. Kedze JuMP vytvara kazdé obmedzenie samostatne, ¢asova narocnost
tvorby jedného modelu bola niekolko hodin, pricom pri zmene vstupnych parametrov bolo
nutné model tvorif odznova. Riesenim by mohla byt predpriprava dat do obvyklého tvaru
tvoreného maticou dat a vektorom premennych, ktory by bol menej pamétovo narocny.

Tretim a poslednym problémom bola ¢asova naroc¢nost optimalizacie tlohy. Pri ta-
kej rozsiahlosti tlohy, s akou sa stretdvame pri pracovani s datami z celej Ceskej republiky
by najdenie optimalneho riesenia trvalo hodiny, mozno dni. Z tohto dévodu sme sa rozhodli
pouzit parameter nazyvany relativna optimality gap, nastaveny na 10%. Po prekroceni
tejto hranice sa vypocet ukoncil a riesic CPLEX poskytol riesenie, ktoré sme povazovali
za dostatocne optimalne.

5.3 Vysledky

Téato podkapitola bude venovana konecnym vysledkom tlohy zmiesaného celoci-
selného programovania aplikovanej na datach zo zvozu odpadu v Ceskej republike.

Cielom nasej prace bolo vytvorit vypocetny nastroj, ktory slizi na podporu roz-
hodovania o vystavbe novych spracovatelskych zariadeni za tcelom obmedzif skladko-
vanie a umoznit postupny prechod na obehové hospodarstvo. Prvou poziadavkou, ktort
sme kladli na vystup modelu bola teda vystavba potencidlnych zariadeni, hlavne poten-
cidlnych ZEVO, v ktorych sa odpad energeticky vyuziva. Pri nastaveni sklddkovacieho
poplatku na 3700 K¢/t sme zistili, ze model nerozhodol o vystavbe ani jedného nového
zariadenia. Dévodom bola skutoc¢nost, ze naklady na prepravu odpadu do zariadeni, spra-
covatelsky poplatok (resp. ndklady na vystavbu nového zariadenia), naklady na prepravu
spracovaného odpadu a jeho spracovatelsky poplatok niekolkonasobne prevysovali cenu
za ulozenie nespracovaného odpadu na skladke. Po postupnom zvysovani skladkovacieho
poplatku sme dospeli az k cene 5450 K¢/t, pri ktorej bol model niteny nejaké prekladacie
stanice a ZEVO postavat. Dalsie vysledky patria k tlohe, v ktorej je skladkovaci poplatok
zvyseny prave na tuto cenu.

5.3.1 Spracovatelské zariadenia

K 206 triediacim linkam a 7 existujicim ZEVO bolo vystavanych 130 prekladacich
stanic s roznymi kapacitami. Zoznam ORP, v ktorych sa tieto stanice nachadzaji, spolu
s prislusnymi kapacitami, je uvedeny v prilohe C. Vystavané boli aj vsetky 4 potencialne
ZEVO v obciach Ceperka, Pisek, Tabor a Zdar nad Sazavou.

Po prezreti grafu na obr. 5.1 a preskimani vysledkov ziskanych z Julie mdzeme
konstatovat, Zze kapacita vsetkych — existujicich aj novo vystavanych ZEVO, bola plne
vyuzita. Mozeme vidiet, ze v ZEVO boli spracované len tri povolené typy odpadu — zme-
sovy komualny odpad, lisovany zmesovy komunélny odpad a vymet, ktory vznikol v trie-
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diacich linkéch z plastu a papiera. Co sa tyka zloZzenia odpadu spracovaného v ZEVO,
vo vacsine zariadeni tvoril najvacsi podiel zlisovany zmesovy komunalny odpad. Dovodom
bude pravdepodobne fakt, ze v okoli tychto zariadeni bolo postavenych niekolko prekla-
dacich stanic a prevoz zlisovaného odpadu je menej nakladny ako prevoz nespracovaného
odpadu. Jedinou vynimkou je Praha, kde najvacsi podiel tvori nespracovany zmesovy ko-
munalny odpad. To bude zapri¢inené tym, ze dizka hrany, vedicej od producenta (obce)
k spracovatelovi (ZEVO) je v pripade Prahy nastavend na nulu, tj. ndklady za prepravu
nespracovaného zmesového komunélneho odpadu si taktiez nulové. Tento jav je mozné eli-
minovat rozdelenim Prahy (a inych vac¢sich miest, v ktorych sa nachddzaju spracovatelské
zariadenia) na viac uzlov, ktoré moézu reprezentovat napr. mestské casti. Na tomto grafe
mozeme taktiez pozorovat velké mnozstvo vymetu spracovaného v ZEVO v Brne. Dévo-
dom je zvoz tohto rezidua zo vsetkych triediacich liniek nachadzajtcich sa vo vychodnej
casti Ceskej republiky, vid 5.6.

400

350

300

=
= 250 Hvymet
(o]
b | ZKO (lis)
N 200
= M struska
]
2 150 M papier
-
plast
100 Ko
|

50

obec

Obr. 5.1: Vyuzitie kapacity ZEVO v jednotlivych obciach

Vsetok odpad spracovany v ZEVO sa v podobe strusky zvaza na skladky. Pri
skladkovacom poplatku 5450 K¢/t bolo na skladkach ulozenych 1451 kt z celkovych
3 638 kt odpadu. Percentualne zloZenie tohto odpadu mozeme vidiet na prvom kolacovom
grafe na obr. 5.2. Takmer dve tretiny (946 kt) tvori nespracovany zmesovy komunalny
odpad. Dévodom je nedostatotné mnozstvo (resp. mald kapacita) zariadeni na energe-
tické vyuzitie tejto frakcie odpadu v porovnani s mnozstvom zmesového komunéalneho
odpadu, ktoré sa v Ceskej republike ro¢ne vyprodukuje. Zhruba $tvrtinu (381 kt) odpadu
ulozeného na skladkach tvori struska, ktorej pomerové zlozenie je vyobrazené na druhom
grafe na obr. 5.2. Najvéicsiu cast odpadu spracovaného v ZEVO, v ktorom struska vznika,
tvori zlisovany zmesovy komunalny odpad pochadzajuci z prekladacich stanic. Priblizne
10% strusky vsak tvori vymet z triediacich liniek, ktorého zloZenie mozeme pozorovat
na poslednom kolacovom grafe na obr. 5.2. Prevaznt cast vymetu tvori plast, pretoze
70 separovaného papieru je v triediacich linkach vacsia vytaznost odpadu vhodného k ma-
teridlovému vyuzitiu.
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Obr. 5.2: ZlozZenie odpadu ulozeného na skladkach

5.3.2 Toky odpadu

Mapy, vykreslené v tejto casti prace, boli zhotovené pomocou vizualizacného soft-
véru, ktory bol predmetom diplomovej prace [9]. Tento softvér umoziiuje navolit si typ
odpadu, ktorého toky sa zobrazia, pomocou prepinaca v lavom hornom rohu obrazovky.
Pouzivatel ma taktiez moznost vyobrazenia kolacovych grafov predstavujtcich percen-
tualne zastupenie odpadov spracovanych v konkrétych zariadeniach pomocou prepinaca
v lavom dolnom rohu obrazovky. Legenda sa nachddza v pravom dolnom rohu obrazovky.

Najprv popiseme toky nespracovaného odpadu, nasledne toky spracovaného od-
padu. Rozmiestnenie spracovatelskych zariadeni je vyobrazené na mapach v prilohe D.

Na obr. 5.3 su graficky znédzornené toky zmesového komunalneho odpadu.

@®ZKO

e | SR EHNESE b

OSkladka . . p | b 4 . W70 (iis)
OPrekladacia stanica D < Byymet

Obr. 5.3: Toky zmesového komunalneho odpadu
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Z obrazku je zrejmé, ze tato frakcia odpadu ma tendenciu zhlukovat sa v najblizsich
spracovatelskych zariadeniach — prekladacich staniciach (vid obr. D.2), ZEVO (vid obr.
5.5) a skladkach (vid obr. D.3). Pri obciach so spaloviiami s velkou kapacitou (Brno,
Ceské Budéjovice, Praha a Stéti) mézeme pozorovat rozsiahle toky, ktoré predstavujii zvoz
z velkého mnozstva malych prilahlych obci. V oblastiach s mensou hustotou zaludnenia
a teda mensou produkciou odpadu, ako je napr. CHKO Jeseniky v severovychodnej casti
Ceskej republiky, st toky rozvetvené zas preto, lebo v tychto miestach je vystavanych
velmi méalo spracovatelskych zariadeni. Na tejto mape mozeme pozorovat aj par oblasti
bez toku odpadu. Tymito miestami st napr. vojenské obvody Hradisté pri Karlovych
Varoch a Libava pri Olomouci, v ktorych sa produkcia odpadu nezaznamenava.

Dalsou skimanou frakciou je papier, ktorého toky st znazornené na obr. 5.4. Po-
dobne ako zmesovy komunalny odpad, aj papier sa prevazne zvaza do triediacich liniek
v bezprostrednej blizkosti od obce, v ktorej bol vyprodukovany. Rozmiestnenie tychto
spracovatelskych zariadeni je vyobrazené na mape na obr. D.1. KedZe papier a plast mozu
od producenta putovat jedine do triediacich liniek, ktoré nemaju kapacitné obmedzenie
a ceny za spracovanie aj zvoz tychto dvoch frakcii si rovnaké, mapa na tomto obrazku
znazornuje aj toky plastu.
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- . F%\ ) % ®Struska
OTriediaca linka . A . 3 . . Plast
®ZEVO . . . ®papier  *

OSkladka . . ) L y . .. ®7KO (lis)
OPrekladacia stanica . - Byymet

Obr. 5.4: Toky plastu a papiera

Nasledujtuce dva obrazky zobrazuju toky spracovaného odpadu. Mapa na obr. 5.5
zachytava tok zlisovaného zmesového odpadu z prekladacich stanic do koncovych zaria-
deni. Cim hrubsie st hrany vedice medzi tymito zariadeniami, tym vicsie mnozstvo od-
padu je po tychto hranach prevezené. Kolacové grafy naznacuju, ze zlisovany odpad tvori
vo viacerych ZEVO po celej republike vécsinu energeticky vyuzitého odpadu. Na tomto ob-
razku si mozeme vsimnuft, ze kvoli deficitu spalovni vo vychodnej ¢asti krajiny je zlisovany
odpad v tychto miestach zvazany na skladky. Dévodom sii nizsie naklady na skladkovanie
v porovnani s cenou za prepravu do najblizsieho ZEVO, nachadzajiceho sa v Brne.
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Obr. 5.5: Toky zlisovaného zmesového komunélneho odpadu

Posledny obrazok 5.6 predstavuje tok vymetu z triediacich liniek do ZEVO. Na roz-
diel od zlisovaného odpadu, vymet nemoze byt odvezeny na skladky, preto je zo vSetkych
triediacich liniek nachadzajucich sa v severovychode Ceskej republiky zvazany do spalovne
v Brne.

OZKO
OStruska
1 OPlast
OPapier
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Obr. 5.6: Toky vymetu

Struska vyprodukovana vo vsetkych ZEVO je vozend na najblizsie skladky, preto
je zbytocné vyobrazovat jej tok na mape. Na obr. D.3 je na kolacovych grafoch mozné
vidiet, na ktorych skladkach toto reziduum, vyznacené zelenou farbou, kondi.

Na kolacovych grafoch na obr. 5.7 mdézeme pozorovat pomer medzi spracovanym
a nespracovanym odpadom vyjadreny pomocou stucinu vzdialenosti vsetkych dvojic uzlov
s mnozstvom odpadu, ktoré je medzi tymito uzlami prevezené. Z grafu 5.7(a) je badatelné,
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ze hoci je zmesovy komunélny odpad najviac produkovanym odpadom v celej krajine, tak
je oproti zlisovanému zmesovému komunalnemu odpadu prevazany na omnoho kratsie
vzdialenosti. Dévodom si vyznamne vyssie naklady na prepravu nespracovaného odpadu
v smetiarskych vozidlach ako na prepravu spracovaného odpadu v nakladnych vozidlach.
Analégia plati aj pre papier a plast, ktoré s dopravené do najblizsich triediacich liniek,
z ktorych vymet putuje do vzdialenych ZEVO, vid 5.7(b).

M papier
mZKO
plast
mZKO (lis)
W vymet

(a) ZKO vs. ZKO (lis) (b) papier + plast vs. vymet

Obr. 5.7: Pomer prepaveného mnozstva spracovaného a nespracovaného odpadu [km.t]

5.3.3 Naklady

Celkové rocné naklady na prevoz odpadu, jeho spracovanie a vystavanie novych
spracovatelskych zariadeni sa vysplhali na viac ako 15 miliard K¢. Kolacovy graf na obr.
5.8 predstavuje percentualne zastupenie vSetkych typov odpadu v nakladoch na ich pre-
voz. Najvacsiu cast tohto grafu tvoria ndklady na prepravu zmesového komunalneho od-
padu, ¢o je zapri¢enené tym, Ze tejto frakcie sa v Ceskej republike vyprodukuje najviac.
Druhym dévodom je cena za jeho prevoz, ktora je 8 X vyssia ako cena za prevoz jeho zli-
sovanej formy. Takmer stvrtinu nakladov tvori preprava zlisovaného zmesového komunal-
neho odpadu, ktory sa hromadne zvaza do ZEVO, ktoré nie st v bezprostrednej blizkosti
vsetkych prekladacich stanic.

31 mil. Ké

113 mil. K& B ZKO

plast
W papier
M struska

10 mil. K¢ m ZKO (lis)

280 mil. K¢ X
H vymet
54 mil. K&

25 mil. K&

Obr. 5.8: Roc¢né naklady na prevoz odpadu
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KTicom k obmedzeniu skladkovania a postupnému prechodu na obehové hospodar-
stvo je materidlové a energetické vyuzitie odpadu. Tato zmena so sebou prinasa vyrazné
navysenie nakladov pre obce. Vysledky pripadovej studie vykonanej na redlnych datach
zo zvozu v rameci Ceskej republiky naznacuji potrebu zvysenia sklddkovacieho poplatku
na minimélne 5450 K¢/t. Toto opatrenie podmieni vystavbu novych spracovatelskych
zariadeni, ktoré pomozu odbremenit skladky od mnozstva odpadu, ktoré je na ne v su-
casnosti ukladané. Jednym z krokov k zniZeniu ekonomickej zataze na obce je tvorba
zvazkov, ktoré tieto obce zdruzuju s cielom komplexného planovania pre zaistenie efek-
tivnejsieho systému zberu a nakladania s odpadom. Mapy uverejnené v tejto kapitole by
mohli napomoct k optimalnemu spajaniu obci do tychto zdruzeni.
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Zaver

Cielom tejto prace bolo zostrojenie komplexného optimalizacného modelu, ktory
opisuje tok odpadu v sieti tvorenej obcami a spracovatelskymi zariadeniami, jeho imple-
mentéacia v programovacom jazyku Julia a testovanie na rozsiahlej realnej tilohe.

Prvé dve kapitoly tvorili matematicky aparat celej prace. Prva kapitola bola ve-
novana popisu teérie grafov, v ktorej sme sa oboznamili s pojmami ako st orientovany
¢i ohodnoteny graf, ich maticovymi zapismi a algoritmami na hladanie najkratsej cesty
v grafe. Druha kapitola sa zaoberala lineArnym programovanim a algoritmami riesiacimi
tento typ tloh. Najvécsi doraz bol kladeny na podmnozinu linearneho programovania —
zmiesané celoc¢iselné programovanie, vyuzivanu v celom zvysku préce. Na konci kapitoly
boli uvedené dovody vyberu programovacieho jazyka Julia pri tvorbe tejto prace.

Dalsie kapitoly predstavovali praktickd ¢ast diplomovej prace. Tretia kapitola tvo-
rila jadro prace, kde bola formulovana riesena tiloha a zostrojeny zakladny model, ktory
bol postupne rozsirovany. Prvotny model, ktory uvazoval len existujtice spracovatelské
zariadenia, sa postupne rozrastal o potencialne spracovatelské zariadenia popisané pomo-
cou celociselnych premennych Specidlnych typov, rezidudlne toky a novi formu dopravy.
V prilohe B bol nasledne spisany finalny model. V nasledujicej kapitole bol zostrojeny mo-
del testovany a vyladeny na fiktivnej tlohe skladajtcej sa z malého poc¢tu uzlov a hran.
Ziskané vysledky tu boli graficky vyobrazené a taktiez slovne popisané. Stucastou tejto
kapitoly boli aj ndvrhy na zlepsenie modelu zostrojeného v kapitole tretej, obmedzujice
skladkovanie a tym padom podporujice vystavbu novych spracovatelskych zariadeni. Po-
sledna kapitola sa venovala pripadovej studii uskutocnenej na datach zo zvozu odpadu
v Ceskej republike. Stcastou kapitoly boli aj vypocetné problémy, na ktoré sme narazili
pri praci s velkym mnozstvom dat. Na konci kapitoly boli vysledky vykreslené na mapach
pomocou vizualiza¢ného softvéru, zostrojeného v rameci diplomovej prace [9].

Vysledky pripadovej studie naznacuju zaciatok vystavby a vacsieho vyuzitia ZEVO
az pri nastaveni skladkovacieho poplatku na 5450 K¢é/t. Tato hodnota je vyznamne vyssia
ako v plane uverejnenom Ministerstvom zivotného prostredia Ceskej republiky. V skutoé-
nosti bude nutné najst kompromis medzi udrzanim cenovej hladiny na pripustnej hodnote
a splnenim bodov zakotvenych v smerniciach, ktoré si stcastou balicka k obehovému hos-
podarstvu.

Vystupom z tejto prace je funkény model popisujici zvoz a spracovanie odpadu
implementovany v programovacom jazyku Julia, ktory mo6ze byt v budicnosti vyuzity
pri rozhodovani o vystavbe novych spracovatelskych zariadeni, podporujticich prechod na
obehové hospodarstvo. Tento model je mozné dalej rozvijat napr. obmedzenim na toky od-
padu medzi krajmi, vyntutenim toku po niektorych hranach podla realnej situacie a zmlav
alebo zmenou uhlu pohladu tcelovej funkcie, ktortt mézeme uvazovat z pohladu investora,
konkrétneho producenta odpadu alebo koncového zariadenia. K ekonomickému pohladu
na celi situaciu méze byt pridany taktiez environmentalny pohlad v podobe obmedzeni
alebo tupravou tcelovej funkcie.
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AMPL
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JuMP
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SOS
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VBA
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Advanced Interactive Multidimensional Modeling System
A Mathematical Programming Language

The General Algebraic Modeling System

chranend krajinna oblast

Julia for Mathematical Programming

obec s rozsirenou posobnostou

Special Ordered Set

tuhé alternativne paliva

Visual Basic for Applications

zariadenie na energetické vyuzitie odpadov

zmesovy komunélny odpad
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Prilohy

A Prevod primarneho problému na dualny

| PRIMARNA ULOHA

DUALNA ULOHA

ucelova funkcia minimalizacia maximalizacia ucelova funkcia
ucelova funkcia koeficienty konstanty prava strana
prava strana konstanty koeficienty ucelova funkcia
obmedzenie ai1L1 + ...+ WinTn > b y; >0 premenna
obmedzenie a1+ .+ i, < b ¥ <0 premenna
obmedzenie a1y + ... + ainTy, = b; y; volna premenna
premenna x; >0 Y101 + oo F YmOmj < ¢ obmedzenie
premenna z; <0 Yia1j + oo + YOy = G5 obmedzenie
premenna x; volnd Y1a1j + oo F Yl = C; obmedzenie

o8

Tabulka A.1: Prevod primarneho problému na dualny




B Kompletny matematicky model

Oznacenie

Mnoziny:
1e€1

el Cl

rel”Cl

relPClI

el cl
jeJ

jeJrcJ
jeJvrcJ

o€ 0
0cO'CcO

oeO"CO

ocO°CO
re R

tefT

mnozina vsetkych uzlov

mnozina uzlov predstavujucich obce a existujice zariadenia (spalovne,
prekladacie stanice, triediace linky, skladky) v nich

mnozina uzlov reprezentujucich prekladacie stanice, v ktorych je mozné
nakladat zlisovany odpad na nakladné vlaky

mnozina uzlov predstavujucich potencidlne spracovatelské zariadenia
(spalovne, prekladacie stanice, triediace linky)

mnozina uzlov reprezentujuicich skladky
mnozina vsetkych hran

mnozina hran medzi obcami navzajom a medzi obcami a zariadeniami
v nich

mnozina hran spajajicich zariadenia navzajom
mnozina typov odpadu

mnozina zlisovanych typov odpadu (zlisovany zmesovy komunélny odpad,
zlisovany plast)

mnozina nespracovanych frakcii odpadu (zmesovy komunélny odpad,
plasty, sklo, papier, biologicky rozlozitelny odpad)

mnozina spracovanych typov odpadu (struska, zlisovany odpad, vymet)
mnozina tras v zelezni¢nej dopravnej sieti

mnozina kapacit potencialnych spracovatelskych zariadeni

Vstupné parametre:

Bi,&,o

M;

7j

71,0

exr
1,0

matica, ktorej prvky predstavuji podiel povodnej hmotnosti nespracova-
ného odpadu o, z ktorého vznikne reziduum o v uzle ¢

inciden¢nd matica pre prepravu odpadu medzi obcami navzajom a medzi
obcami a zariadeniami v nich

incidenéna matica pre rezidualne toky medzi zariadeniami
matica pre zelezni¢ni dopravnu siet, vid (3.1)

cena za spracovanie tony odpadu o v existujicom zariadeni v uzle i [K¢/t]
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ex
ki

Lu

1,0

Dio

wi,o
Premenné:

Ti0

Ljo

Yjo

Zi,o

Yr
Oit

60

cena za vystavbu potencidlneho spracovatelského zariadenia v uzle ¢ [K¢|

naklady na pohonné hmoty pre smetiarske vozidla prepravujice odpad o
[K¢/t.km]

naklady na pohonné hmoty pre vozidla prepravujice spracovany odpad
o [Ké/t.km]

dizka hrany j [km]

maximalny mozny pocet zelezni¢nych cyklov r pocas jedného roka |-]
kapacita existujiceho zariadenia v uzle i [t]

mozné kapacity potencidlnych spracovatelskych zariadeni [t]

kapacita odpadu o v uzle i (povolenie spracovania odpadu o v uzle 7) [t]
kapacita jedného nédkladného vlaku absolvujiceho trasu r [t]

koeficient pomeru odpadu o v zariadeni v uzle i (vyjadruje, kolkokrat sa
odpad o zapocitava do kapacity spracovatelského zariadenia) [-]

rocné produkcia odpadu o v uzle i [t]

reziduum o (struska, zlisovany odpad, vymet) vzniknuté v uzle i [t]

mnozstvo odpadu o (zmesovy komunalny odpad, plasty, sklo, papier, bio-
logicky rozlozitelny odpad) prevezeného hranou j medzi obcami navza-
jom a medzi obcami a zariadeniami v nich [t]

mnozstvo odpadu o (struska, zlisovany odpad, vymet) prevezeného hra-
nou j medzi zariadeniami [t]

mnozstvo odpadu o (zlisovany odpad) nalozeného alebo vylozeného z na-
kladného vlaku v uzle 7 [t]

pocet absolvovani trasy r pocas jedného roka — celo¢iselnd premennd [-]

rozhodnutie o vystavbe spracovatelského zariadenia (spalovne, prekla-
dacej stanice, triediacej linky) s kapacitou t v uzle ¢ — bindrna SOS1
premenna [-]



Model

min Z Z Z M; jxjocis + Z Z Z NijYjoCio + Z Z k{di s+

i€le jeJ* 0€O i€le® jeJY oeO i€IP teT

+ Z Z l’j}odjcph + Z Z yj}odjcph,s + Z ’yrcﬁ

JjeJ® 0€0 JEJY 0€0 reER
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(<10 jejz JjeJY reR
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jeJz JjeJY reR
xj,o Z Oa
1'ij = O,
Yj.o > 07
Yjo = 07
Zi0 > 07
Ti0 > 07
(52‘7,5 € {0, 1},
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C Zoznam ORP s novymi prekladacimi stanicami

Kapacita 10 kt

A, Bilina, Bilovec, Blatna, Blovice, Broumov, Bucovice, Bystfice nad Pernstejnem, Cesky
Krumlov, Cesky Tésin, Dacice, Dobifs, Dviir Kralové nad Labem, Frenstat pod Radhos-
tém, Frydlant, Frydlant nad Ostravici, Havlicktiv Brod, Hlinsko, Holesov, Holice, Horaz-
dovice, Horice, Hranice, Humpolec, Hustopece, Chotébor, Ivancice, Jablunkov, Jaromér,
Jihlava, Jilemnice, Kaplice, Konice, Koprivnice, Kostelec nad Orlici, Kraliky, Kraslice,
Krnov, Kurim, Litométice, Litomysl, Lovosice, Marianské Lazné, Mélnik, Mikulov, Milev-
sko, Mnichovo Hradisté, Mohelnice, Moravské Budéjovice, Moravsky Krumlov, Nameést
nad Oslavou, Nepomuk, Nova Paka, Nové Mésto na Moravé, Nové Mésto nad Metuji,
Novy Bor, Novy Bydzov, Nymburk, Odry, Orlova, Ostrov, Pacov, Pelhtimov, Podborany,
Podébrady, Pohorelice, Prachatice, Prestice, Rosice, Roudnice nad Labem, Sedl¢any, Se-
mily, Slavkov u Brna, Sobéslav, Susice, Svitavy, Slapanice, Sternberk, Tachov, Tanvald,
dorf, Velké Mezif{éi, Vimperk, Vodiiany, Votice, Vyskov, Zabieh, Zamberk, Zatec, Zelezny
Brod, Zidlochovice

Kapacita 20 kt

Blansko, Boskovice, Brandys nad Labem-Stara Boleslav, Bfeclav, Ceska Lipa, Cesky Brod,
Décin, Cheb, Jablonec nad Nisou, Jindfichtiv Hradec, Kadan, Karvina, Kralupy nad VI-
tavou, Litvinov, Louny, Lysa nad Labem, Nachod, Neratovice, Roznov pod Radhostém,
Ri¢any, Slany, Strakonice, T¥inec, Uherské Hradisté, Vsetin

Kapacita 30 kt

Hradec Kralové, Chomutov, Mlada Boleslav, Pardubice, Teplice

Kapacita 40 kt
Kladno, Usti nad Labem
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D Mapy spracovatelskych zariadeni

Obr. D.2: Mapa prekladacich stanic
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Obr. D.3: Mapa skladok




