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Abstrakt

Tato praca sa venuje fuzzy logickym spojkédm, najmé negatorom, ich vlastnostiam a kon-
strukcidm. Zamerali sme sa aj na trojuholnikové normy a konormy, teda na funkcie, ktoré sa
¢asto pouzivaji na modelovanie fuzzy konjunkcie a disjunkcie. Ukézali sme moznosti kon-
Strukcie trojuholnikovych noriem a konoriem pomocou involutivnych negatorov. Dalej sa v
praci venujeme aproximacii funkcie, vytvorenej na zaklade empirickych dat ku znamemu
fuzzy negatoru.

Abstract

This thesis deals with fuzzy logical connections, mainly negations, their properties and
constructions. We focused our attention on triangular norms and conorms, which are often
used for modeling of fuzzy conjunction and disjunction. We showed the possibilities of
constructions of triangular norm and conorm using involutive negations. Futhermore, we
dealed with approximation of function, which was created using empirical data to well
known fuzzy negator.
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Kapitola 1

Uvod

V beznom zivote sa Casto stretavame s vagnymi pojmami. Hladali sa preto spésoby, ako
tieto pojmy modelovat. Jednou z moznosti je fuzzy logika. Rozdiel medzi klasickou logikou
a fuzzy logikou spociva v tom, ze v klasickej logike mame dve pravdivostné hodnoty (prav-
da/nepravda), kdezto fuzzy logika mé nekoneény pocet pravdivostnych hodnét z intervalu
[0,1]. Vdaka tomu je schopnd modelovat viagnost. Fuzzy logika bola aplikovand do mnohych
smerov, cez kontrolné systémy po umelt inteligenciu.

Tato bakalarska préaca sa zameriava na skiimanie fuzzy negatorov a ich vlastnosti, ako aj
na vytvaranie novych negatorov, pomocou skladania uz znamych negatorov. Fuzzy negatory,
tak ako vsetky fuzzy spojky, si monoténnymi rozsireniami klasickych logickych spojok. My
sme si v praci vSimali vztahy medzi negdatormi a funkciami, ktoré modeluji konjunkciu
a disjunkciu. Navyse sme zistovali, ako Iudia chapu negéciu v beznom jazyku.

Préaca je clenena do piatich hlavnych kapitol. Kapitola 2 sa zameriava na zhrnutie za-
kladnych vlastnosti a definicii negatorov, ktoré st pouzivané v dalsich castiach prace. V tejto
kapitole su taktiez uvedené niektoré zo zakladnych parametrickych i neparametrickych ne-
gatorov, ktoré su pre tito pracu dolezité.

Kapitola 3 je venovana funkcidam, ktoré modeluju vo fuzzy logike konjunkciu, teda tro-
juholnikovym normém, ich definicidm a vlastnostiam. Dalsou ¢astou tejto kapitoly je vy-
svetlenie sp6sobu generovania trojuholnikovych noriem pomocou aditivnych alebo multip-
likativnych generatorov. Na prikladoch ukézeme, aké vlastnosti musi spliiat generator, aby
vysledna funkcia bola trojuholnikova norma.

V kapitole 4 sa venujeme funkciam, ktoré modeluja vo fuzzy logike disjunkciu, teda tro-
juholnikovym konormam, ich definicidm a vlastnostiam. Podobne, ako s trojuholnikovymi
normami, i tu si predstavime spdsob generovania trojuholnikovych konoriem pomocou adi-
tivnych a multiplikativnych generatorov. Zameriame sa aj na vztahy medzi generatormi
trojuholnikovych noriem a konoriem.

Kapitolu 5 tvori popis konstrukcie trojuholnikovych noriem a konoriem pomocou negé-
torov.

V poslednej kapitole sa venujeme aproximaécii fuzzy negatora na zaklade empirickych
dat, ¢im zistujeme, ako Iudia chapu negéiciu v beznom jazyku. Tato casf prace nadvéizuje
na bakalarsku pracu Vojtécha Havlenu [3], ktory modeloval konjunkciu z nameranych d4t.

V préci st pouzité obvyklé matematické symboly, vynimku tvori len oznacenie interva-
lov, ktoré je nasledovné:

la,b] = {z € Rya <z < b},

la,b[={z € R;a < x < b},



[a,b[={z € R;a <z < b},
la,b] = {z € Rja < x < b}.

Tvrdenia, u ktorych nie je uvedeny zdroj, si vlastné a teoreticka cast prace bola zaslana
na SVOC v matematike a informatike.



Kapitola 2

Fuzzy negatory, definicie a
vlastnosti

Podobne, ako v klasickej logike, aj vo fuzzy logike mé svoje dolezité miesto unarny logicky
operator tzv. fuzzy negator. Jedna sa o monoténne rozsirenie klasického negatora, teda ho
vieme definovat nasledovne:

Definicia 2.0.1. [7] Undrny operdtor N : [0,1] — [0, 1] sa nazgva negétor, ak pre lubovolné
a,b € 0,1] plati

e (N1)a<b= N(b) < N(a),
e (N2) N(0O)=1,N(1) =0.

Okrem tychto vlastnosti maji negatory aj mnohé dalsie, vdaka ktorym sa delia na rézne
triedy.

Definicia 2.0.2. [7] Fuzzy negdtor N : [0,1] — [0, 1] voldme strikiny, ak md nasledujice
dve vlastnosti:

e (N3): N je spojitd funkcia.
e (Nj): Ak x <y potom N(y) < N(z), Va,y € [0, 1].
V pripade, Ze negdtor N splria involutivnost, teda ak:
e (N5): N(N(z)) = z,Vz € [0,1],

hovorime o silnom fuzzy negdtore.

Viimnime si dve funkcie h(z) = 1 — z a f(z) = 1 — 22, (obr. 2.1). Obidve spliaji
vlastnosti (N1) az (N4), takze sa jednd o striktné fuzzy negatory. Navyse h na rozdiel od
f je aj involutivna, (spliia (N5)), teda je to silny fuzzy negétor. Negétor h vo svojej praci
predstavil Lotfi A. Zadeh, [9]. Dalej s nim budeme pracovat pod menom standardnij negdtor
a oznacovat ho budeme symbolom Ng. Z vlastnosti a prikladov, ktoré sme uviedli je zrejmé,
ze nie kazdy striktny fuzzy negiator musi byt silny. Da sa dokazat, ze kazdy silny negator
je zaroven striktny.

Pri negatoroch moézeme uvazovat o ¢iastoénom usporiadani. Nech mame dva fuzzy ne-
gatory Ny, Na. Hovorime, ze N1 < Na, ak pre kazdé = € [0,1], Ni(x) < Na(z). Vdaka tomu
mozeme hovorif o najmensom N, a najvac¢Som Nt negatore:
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Obr. 2.1: Funkcie h(x) nalavo a f(z) napravo.

e Godelov negator

e Dudlny Godelov negator
0,
1

v

)

ak x > 0,
ak x = 0,

ak x =1,
ak x < 1.

Okrem spominanych negatorov, pozndme mnohé dalsie negatory, dokonca parametrické
triedy negatorov. Uvedieme aspon tie najznamejsie:

e Prahové negatory

1 akx <6,
No(a) = {0 e eep
e Sugenove negatory
Nu(@)= 1) c€]=1,00),
e Yagerove negatory
N&(z) = (1 -2, c€]0,00).

Dalej sa budeme venovat Sugenovym a Yagerovym negatorom. Pozrieme sa na niektoré
ich vlastnosti a odvodime suvislosti, ktoré z toho vyplyvaji. Ako prva vlastnost si vsim-
neme spojitost. Na intervale [0, 1] stt Sugenove i Yagerove negétory spojité. Parameter ¢ len
upravuje vysledny tvar negatora, ¢o ukazujui i nasledujice obrazky.

Obidve triedy negétorov su bijektivne a klesajuce, teda plati aj vlastnost (N1). Po
dosadeni do vzorca je Ng,/Ny(0) =1 a Ng,/Ny(1) =0, teda plati i (N2). Jednoduchym

vypoctom sa ukdze, ze plati i vlastnost (N4),
striktné.

a teda Yagerove a Sugenove negatory su

Dalsou z vlastnosti, ktoré si v&imame, je involutivnost, (N5). Involutivnost je zovse-
obecnenie zakona dvojitej negicie. V klasickej logike s pravdivostnymi hodnotami 1,0 je
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Obr. 2.2: Sugenove a Yagerove negitory s vyznacenymi parametrami.

splnend automaticky, pretoze plati: N(N(0)) = 0 a N(N(1)) = 1. V vode sme ukazali,
ze nie vSetky fuzzy negatory musia byt involutivne. Zameriame sa postupne na Sugenove
a Yagerove negatory a zistime, ako st na tom s involutivnosfou. Priamym dosadenim do-
staneme:

)

+c
:"1;‘7
+c

11—z l+cc—14+z z(1
Nsu(Nsu(z)) :NS“< ) R — 1

1+ cx -

Ny (Ny(2)) = Ny ((1=297) = (1= ((1=29%)")" ==

Zrejme obidve triedy negatorov su involutivne, teda su silné.

2.1 Konstrukcie fuzzy negatorov

Negatory mozeme konstruovat pomocou generatorov, teda pomocou funkeii ¢ : [0,1] —
[0, 1], ktoré st spojité, ostro rastice a splnaji podmienky ¢(0) = 0,g(1) = 1. Sposob
generovania je dany vztahom:

Ny(z) = g7 '(1 — g(2)). (1)

Zrejme Ny(0) = g~ '(1 - g(0)) = g7'(1) = L a Ny(1) = g~'(1 - g(1)) = g~ '(0) = 0.
Vlastnost (N1) je pre Ny tiez splnend, lebo 1 — g je ostro klesajica a g~ ! ostro rastiica
funkcia.

Sugenove negatory generujeme pomocou funkcie

In cT

(JI) _ ln((ll—:-c)) ak ¢ E} - ]-a O[U]O’ OO[)

e =
T ak ¢ =0,

a generator pre Yagerove negatory ma tvar:

ge(x) = 2°.

Nie pre kazdy negator existuje takyto generator. Existuje vsak vztah medzi existenciou
generatora a silnymi negatormi.



Tvrdenie 2.1.1. [7] Funkcia Ny : [0,1] — [0,1] je silng fuzzy negdtor prdave vtedy, ked
existuje spojitd rastica funkcia g :[0,1] — [0,1] s vlastnostami g(0) =0 a g(1) = 1 takd, Ze
pre kaZdé x € [0, 1] plati:

Ny(z) = g7 '(1 — g(2)).

Thto konstrukeiu sa pokisime zovseobecnit pre Tubovolni neklesajicu funkciu g. Najskor
vsak musime vyriesSit problém inverznej funkcie.

2.2 Konstrukcie fuzzy negatorov zalozené na pseudoinverz-
nych funkciach

Na jednoduchych prikladoch si vysvetlime princip monoténneho rozsirenia klasického in-
verzného zobrazenia.

Definicia 2.2.1. [/] Nech g : [a,b] — [c, d] je neklesajica funkcia, potom pre kazdé y € [c, d]
je predpisom
9"V (y) = sup(z € [a,0]; f(x) < y)

definovand pseudoinverznd funkcia ¢V k danej funkcii g.

Priklad 2.2.1. Nech g; : [0,1] — [0, 1] je dand predpisom:
gi(z) =<3 akxe]%,
z 2

Funkcia g1 nie je sice bijekcia, ale na intervale [0, %] je funkcia g1 spojitd a injektivna,
preto na nom mozeme ndjst inverznid funkciu gl_/1 1. Podobnd situdcia je na intervale
3

[9(0),9(3)]"

]%, 1]. Pseudoinverznd funkcia je teda dand takto:

Vsimnime si, Ze zloZenim funkcii g1 o g§_1) je identita, no gg_l) o g1 nie je identita.

(=1)

Ak si vo vztahu (1) nahradime funkciu g=! funkciou g, a funkciu g funkciou g,
dostaneme funkciu Ny, , ktord splna vlastnosti negatora:

1-2z akzel0 1],
Ng1($): % akaﬁE[%,%],
-1z akz €)1

Priklad 2.2.2. Nech g : [0,1] — [0, 1] je dand predpisom:
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o g1 z prikladu 2.2.1 a negdtor IV, .

I napriek tomu, Ze funkcia go je injektivna a existuje ku mej inverznd funkcia, nie je
surjektivna, a preto jej inverznd funkcia nie je definovand na celom intervale [0,1]. Jej
monoténne rozsirenie na intervale [0,1] je dané predpisom

ZloZenim funkcii g,

Ak vo vztahu (1) znovu nahradime funkciu g~! funkciou g,

(-1)

1
2
T

ak z € [0
ak x €]
ak x €]3,

o g2 je identita, no gs o gé_l)

l\D\H »J>\>—A '_‘

1l
3]
1

J:

nie je identita.

(=1)

a funkciu ¢ funkciou go,

dostaneme funkciu NNy, , ktord tiez spliia vlastnosti negatora:

1—%33 ak =z €

N92($) =32

0,
ak z € %,
2—-2z akz€]3, 1]

B
J)

(o NI—

Vdaka predchddzajicim prikladom vidime, Ze negatory sa daji vygenerovat aj pomo-
cou nespojitych alebo neklesajicich funkcii g. Okrajové podmienky vysledného negatora
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o g2 z prikladu 2.2.2 a negétor N,.

0
00102030405060.70809 1

X

st splnené vdaka okrajovym vlastnostiam funkcie g a jej pseudoinverznej funkcie g(—.
Spravny typ monoténnosti a spojitosti sprava plynie z vlastnosti skladania funkcii a typov
monoténnosti a spojitosti funkcii g a g~ Preto:

Tvrdenie 2.2.1. Nech g : [0,1] — [0, 1] je neklesajica, zlava spojitd funkcia s vlastnostami
g(0) =0, g(1) = 1. Potom funkcia N : [0,1] — [0, 1], dand vztahom N(z) = ¢~V (1 —g(z)),
je merastuci, sprava spojity negdtor.

Podobné tvrdenie by sa dalo sformulovat aj pre sprava spojiti, pripadne nespojita fun-
kciu g.

Poznamka 2.2.1. Ak pouZijeme ako generdtor funkciu gs : [0,1] — [0, 1], dand predpisom:

() = {‘f

dostaneme Dudlny Godelov negdtor N—.

ak z € 0,1],
akx=1,

Nakolko sa v dalsom texte budeme zaoberat aj nerastiicimi funkciami, tak podobne ako
pre neklesajice funkcie, je pseudoinverznd funkcia definovana aj pre nerastice.



Definicia 2.2.2. [/] Nech g : [a,b] — [c,d] je nerastica funkcia, potom pre kazdé y € |c,d]
je predpisom
9"V (y) = sup(x € [a,b]; f(z) > y),

definovand pseudoinverznd funkcia ¢V k danej funkeii g.

2.3 Pevné body fuzzy negatorov

V tejto casti sa budeme venovat pevnym bodom fuzzy negatorov. Hladanie pevného bodu
mé najmé v numerickej matematike velky vyznam, lebo mnohé tlohy, ktorych zadanie
spociatku vyzera uplne inak, sa daja transformovat na problém hladania pevného bodu.
Jednd sa o samodruzné body, ktoré si definované nasledovne:

Definicia 2.3.1. [/] Pevngm bodom fuzzy negatora N, nazjvame taki hodnotu e € [0,1],
pre ktord plati N(e) = e.

Nie kazdy fuzzy negator ma pevny bod. Jeden taky je napriklad:

N(z) = 0, akx > 0.5,
)1, akz<0.5.

Tvrdenie 2.3.1. [I] Ak e € [0,1] je pevny bod negdtora N, potom pre kazdé x € N plati,
zZe ak x < N(x), potom aj x < e a ak N(z) < x, potom e < x.

Ak je N striktny/silny negétor, potom vdaka spojitosti, mé préve jeden pevny bod.
To vo svojej préaci [5] dokdzali George Klir a Bo Yuan. Vdaka ¢iastoénému usporiadaniu
negatorov plati: Ak Ny < N, potom e1 < eo, kde ey, es st pevné body Ny, No.

Mnohé negatory maji pevny bod. My sa budeme venovat pevnym bodom Sugenovych
a Yagerovych negatorov.

Priklad 2.3.1. Pre vgpocet pevného bodu pri Sugenovich negdtoroch potrebujeme vyriesit
nasledujicu rovnicu:
11—z
14+cx

po upravach dostaneme kvadratickd rovnicu:

)

cx2—|—2x—1:0,

pricom pre diskriminant D = 4 + 4c, musi platit 4 + 4¢ > 0, teda ¢ > —1. Riesenia

rovnice si:
—1++v14+c¢

12 =
c
kde (—1 — /1 + c¢)/c je zaporné, a teda nevyhovuje. Pre kladné riesenie plati:
—14++v1+c
f € ]071[7

preto je pevnym bodom Sugenovho negdtora Ng,. Pre ¢ = 0 dostaneme Standardny
1

negdtor N, jeho pevny bod je e = 5.
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Priklad 2.3.2. Dalsou triedou negdtorov, ktoré vysetrime, budi Yagerove negdtory. Teraz

budeme riesit rovnicu:
1
E = xI.

(1-a9)

Po jednoduchych upravach dostaneme vysledok:

ktory evidentne patri do intervalu ]0, 1], teda sa jednd o pevny bod negdtora Ny.

2.4 Pevné body a p-transformacie fuzzy negatorov

Nové fuzzy negatory moézeme konstruovat aj pomocou uz znamych fuzzy negatorov. Jedna
z moznosti je napriklad p-transformécia negatora.

Definicia 2.4.1. [/] Nech p : [0,1] — [0,1] je rastica bijekcia a N : [0,1] — [0,1] fuzzy
negdtor. Pod p-transformdciou NP negdtora N rozumieme funkciu definovanid nasledovne:

N*(z) = p~ (N (p())).
Tento novy pojem si vysvetlime na konkrétnych prikladoch.

Priklad 2.4.1. Funkcia p(z) = x/(2 — x) je na intervale |0, 1] bijekcia a rovnako aj jej in-
verzné zobrazenie p~1(x) = 2x/(1+xz). Obidva navyse spliaji okrajové podmienky p(0) = 0
a p(1) = 1. Ako negdtor pouzijeme vseobecny Sugenov negator. Potom:

2 -2z 1—=x
NE (z) = p~* = :
Sul®) =p <2+(c—1):c> 1+%3§
c—3

Zrejme 3> €] — 1,00], teda NP(x) je tiez Sugenov negdtor. Vsimnime si, Ze pre ¢ = 3
dostaneme standardny negdtor.

Vzhladom k tomu, Ze sa jedna o Sugenov negétor, pre pevny bod plati:

o —44+2yc+1

“Nsu = c—3

Pre parameter ¢ = 3 je pevny bod e = % Rovnaky predpis dostaneme, ak si zoberieme
pevny bod vseobecného Sugenovho negatora a aplikujeme inverzné zobrazenie bijekcie p:

=4+ 2Ve+1

p~(e) p—

Priklad 2.4.2. Analogicky skusime urcit p-transformdciu Yagerovho negdtora. PouzZijeme
bijekciu ako v predchddzajicom priklade a dostaneme:

o (- 2))) D

11



Ako v predchadzajicom priklade, aj teraz uréime pevny bod novovzniknutého negétora,
teda riesime rovnicu:
C
2(1- (%))
2¢/1/2

1+ (1- (%))
1+¢/1/2°

Znovu si moézeme vsimnut, ze rovnaky predpis dostaneme, ak zoberieme pevny bod
Yagerovho negatora a na nom aplikujeme inverzné zobrazenie nasej bijekcie:

(o) = VL2
1+ /1/2
Bolo ukazané, zZe toto nie je ndhoda, teda plati:

Tvrdenie 2.4.1. [/] Nech N : [0,1] — [0, 1] je fuzzy negdtor a p : [0,1] — [0, 1] je rastica
bijekcia. Ak e je pevnyim bodom negdtora N, potom p~(e) je pevngm bodom NP.

1
c

o=

Vysledok je: ey, =

Dékaz. [I] Priamym dosadenim dostaneme:

N?(p~(e)) = p (N(p(p~(e)))) = p~ (N(e)) = p~"(e).

. NS . NY
y0.9 y0.9
0.8 0.8
0.7 0.7
0.6 0.6
0.5 0.5
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1

0 0

0 0102030405060.70809 1 0 0102030405060.70809 1
X

X
Obr. 2.5: Negatory z Prikladov 2.4.1 a 2.4.2 s parametrom ¢ = 2.

Poznamka 2.4.1. Vsimnime si funkciu py = 1 — x, ktord nie je rastica bijekcia, ale je

klesajuca bijekcia a skusme ju pouzit pri p-transformdcii negdtora Ngy:
v (14001 =2)
Su _ :

1+¢(l—2)

Zmnovu sa jednd o negdtor. Jeho pevnygm bodom bude:

P I+ec—ve+1
NSu I :
I napriek tomu, Ze sme zmenili monotonnost bijekcie, vysledok sa mnezmeni, a plati vztah

ef\}su = pl_l(e). Pre ¢ = 0 opdt dostaneme standardny negdtor a pevny bod e = %
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Vzhladom k tomu, ze typ monoténnosti bijekcie nie je podstatny, vieme Tvrdenie 2.4.1
zovseobecnif.

Tvrdenie 2.4.2. Nech N :[0,1] — [0, 1] je fuzzy negdtor a p : [0,1] — [0, 1] je bijekcia. Ak
e je pevnym bodom negdtora N, potom p~'(e) je pevngm bodom NP.

Ako dbkaz mdzeme pouzit dokaz tvrdenia 2.4.1, lebo sa v nom nijako nezohladnuje typ
monotonnosti funkcie p. My sa budeme dalej venovat zovSeobecneniu Tvrdenia 2.4.2 pre
[ubovoIné funkcie p. Najskor si zovSseobecnime Definiciu 2.4.1 pre funkcie p, ktoré nie su
bijektivne.

Zrejme musi platit p(~D(N(p(0))) =1 a p"D(N(p(1))) = 0, pricom p(—1) je pseudoin-
verzné funkcia k p. Najjednoduchsi pripad je, ak p(0) = 0 a p(1) = 1. Okrajové hodnoty
vsSak nemusia byt nutne len z mnoziny {0, 1}. Ak p(0) = a > 0, potom N(a) € [b, 1], pricom

b= inf (pV(z)=1).
xé%,u( (z) =1)

Ak p(1) = a < 1, potom N(a) € [0,b], pricom b = sup (p(~V(z) = 0). Ak chceme
z€[0,1]

dostat negator pre neklesajuce funkcie, musia splniat prave jednu z nasledujicich podmienok:
e (P1): p(0) =0Ap(1) =1.
e (P2): Ak p(0) = a > 0, tak N(a) € [b,1); b= inf (pD(z)=1) aak p(1) =b < 1,

z€[0,1]

tak N(b) € [0,a]; a = sup (p~V(z) = 0).
z€[0,1]

Analogicky ur¢ime podmienky aj pre nerastiuce funkcie. Opét je potrebné, aby funkcia
p spliala prave jednu z nasledujtcich podmienok:

e (P1'): p(0)=1Ap(1)=0.
e (P2): Ak p(0) = a < 1, tak N(a) € [0,b]; b= sup (p~V(z) =1) a ak p(1) =b > 0,
z€0,1]
tak N(b) € [a,1]; a = ycér{gfl](,o(*l)(ac) =0).

Preto:

Tvrdenie 2.4.3. Ak p:[0,1] = [0,1] je neklesajica (nerastica) funkcia a splia podmienky
(P1) alebo (P2) ((P1’°) alebo (P2’)), tak funkcia dand predpisom:

N*(z) = p= D (N(p(x))), (2)
je fuzzy megdtor.

Teraz sa uz mozeme pokusit zovseobecnit Tvrdenie 2.4.1. Nas teda bude zaujimat, kedy
plati:

NP(p(e)) = p 7 (e). (3)

Priklad 2.4.3. Zoberme si teraz funkciu, ktord je neklesajica, ale spojitd, a vytvorime
p-transformdciu negdtora Ngy:

0 ak x € [0, 5[,
pz(l’): 1
20 —1 akxelz,1]
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0.2

0.1

0
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0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1
X X

Obr. 2.6: Funkcie spliiajice podmienku (P2).

Po aplikovani vztahu (2) dostaneme funkciu, ktord splria vlastnosti negdtora:

1 ak z € [0, 5[,
NG (x) = 3212;04(221@5(: ak x € [3,1],
0 akx=1.

(1)

ZloZenim funkcii pa o py ' vznikne identita, preto p(fl)(NgfL(pg(pé*l)(e)))) = pgfl)(e),

teda pre spojité a neklesajice funkcie, vdaka vztahu ps o pg_l)(x) =z, plati vztah (3).

P y

0.9 Py P 0.9 N2

- Su

(-1) o
081 ~~~"F e 0.8
Pz -
2
0.7 - 0.7
-
- -
0.6 e 0.6
S -

050~ 0.5
0.4 0.4
0.3 0.3 o
0.2 0.2
0.1 0.1

0@
0 01 02 03 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9

1

1

o . . . . @
0 010203 04 0506070809 1

X

Obr. 2.7: Funkcie a negétor z prikladu 2.4.3.

Priklad 2.4.4. Zoberme si funkciu, ktord je nerastica, ale spojitd a zostrojime p-transformdciu
negatora Ngy:
1 ak x € [0, 3]
pg(w) _ ] > 2]
22z akx€lz,1]
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Po aplikovani vztahu (2) dostaneme funkciu, ktord splria vlastnosti negdtora:

1 ak z € [0, 3],
NE (x) = % akaje]%,l[,
0 akx =1.

(-1 identita, preto p(fl)(NSpi(pg(péfl)(e)))) = péﬁl)(e),

teda pre spojité nerastice funkcie, vdaka vztahu p3 o péﬁl)(x) =z, taktieZ plati vztah (3).

Opdit vznikne zloZenim ps o p

Y 1ro y 1
‘\

0.9 L . 09 NZy

0.8 S 0.8

0.7 0.7

0.6 0.6

05 0.5 )
0.4 0.4

0.3 0.3

0.2 0.2

0.1 01

0
0 0102 0304 05 06 07 08 09 1

0 ®
x 0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1
X

Obr. 2.8: Funkcie a negator z prikladu 2.4.4.

Priklad 2.4.5. Teraz si budeme vsimat nespojité, neklesajiice funkcie. Prud, ktord pouZi-
jeme pri p-transformdcii negdtora Ng, s parametrom c = 2, je:

Po aplikovani vztahu (2) dostaneme funkciu, ktord splria vlastnosti negatora:

11125; ak x € [0, ﬁ],
0.75 akx €)X, 2],
Ngi(x) — o ar T ]él 37]
T¥z akxEH,Z],
%;—i ak x E]%,l].

—

(-1)

Teraz nevznikne zloZenim paop identita, a preto p

CHWE (oa(p () # 0§ V(o).

Avsak, enz, € H(py) a teda pre nespojité nerastice funkcie taktiez plati vztah (3).

Priklad 2.4.6. Zoberme si funkciu ps definovant takto:

ak x € [0, 1],
ak z €)1, 1].

x
ps(x) = :?:H
2
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Obr. 2.9: Funkcie a negétor z prikladu 2.4.5.

Po aplikovani vztahu (2) dostaneme funkciu, ktord splria vlastnosti negdatora:

1112;” ak x € [0, 1],
NE (z) =4 0.25 akxe]i,%],
;—i ak z €]2,1].

ZloZenim ps o p(_l)
mym dosadenim zistime, Ze vztah (3) neplati. Zmena typu spojitosti (na spojitost sprava)
v tomto pripade zaruci platnost vztahu (3).

ani v tomto pripade nevznikne identita, navyse e N2 ¢ H(ps). Pria-

1
Y ] y 1 e
&
0.9 Py ;A 0.9 /7
N5 ’
4 Su 7’
.8 % 4 ,
081 mma M , 0.8 p
F 7’
0.7 ‘ 0.7 7
’ i
0.6 ¢ 0.6 e
r ’
Fl 4
0.5 ‘ 0.5 e
¢ e
0.4 J 0.4 e
F ’/
0.3 i 03 /7
"' ----------- ,/
0.2 i 0.2 e
1] i
0.1t 4 0.1 L7
7 ’
4

0 L n L n L n L n
0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1

X

Obr. 2.10: Funkcie a negator z prikladu 2.4.6.

0 " n " " n " " n "
0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1

X

Predchédzajice priklady nas vedi k hypotéze, ze vztah (3) plati prave vtedy, ked pevny
bod povodného negdtora e patri do oboru hodnét funkcie p, ¢ize e € H(p). Nasledujici
priklad ndm vsak ukéaze, ze podmienka e € H(p) je len postacujica, no nie nutna.
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Priklad 2.4.7. PouZijeme nespojiti, neklesajicu funkciu pg, a vytvorime p-transformdciu
negatora Ng, s parametrom c = 2:

z
po() =\ 2a
2

Po aplikovani vztahu (2) dostaneme funkciu, ktord splria vlastnosti negdatora:

11_2;5 ak x €0, %],
NG(z) =405 akz €l 3],
;—ﬁ ak 6]%, 1].

(=1)

Napriek tomu, Ze pg o p nie je identita a enz ¢ H(pg), plati vztah (3).

Priklad 2.4.7 ukazuje, ze tato implikicia sa nedé otocit.

1
y 1 7 y o
09} —p, ‘] 0.9 N” ’
Su .
s
0.8 aarana: i) 0.8 -
6 7
0.7 0.7 .
7
s
7
0.6 06 L
L
05 o 05
’ e
0.4 * 0.4 e
i 7’
7 Pd
0.3 7 0.3 ’
’ e

02} 0.2 7
01}, 01

0 0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1

X X
Obr. 2.11: Funkcie a negator z prikladu 2.4.7.

Podobné vysledky dostaneme aj pre nerastiice, nespojité funkcie p. Vzhladom k tomu,
7e ak e € H(p), tak po p=Y(e) = e, tak plati:

Tvrdenie 2.4.4. Nech N : [0,1] — [0,1] je fuzzy negdtor a p je neklesajica (nerastica)
funkcia, ktord spliia podmienku (P1) alebo (P2), ((P1°) alebo (P2’°)). Ak e je pevnym bodom
negdtora N a plati, e e € H(p), potom p{=1)(e) je pevngm bodom NP.

17



Kapitola 3

Trojuholnikové normy, definicie a
vlastnosti

Fuzzy negatory su Casto pouzivané pri konstrukcii ostatnych fuzzy logickych spojok. My
sa jednej takej konstrukcii konjunktorov a disjunktorov budeme podrobne venovat, preto
je potrebné postupne predstavit funkcie, ktoré modelujui tieto spojky. V nasledujticej casti
sa budeme zaoberat trojuholnikovymi normami. Trojuholnikové normy sa vo fuzzy logike
casto pouzivaji na modelovanie konjunkcie.

Definicia 3.0.1. [7] Funkcia T : [0,1]2 — [0,1] sa nazyjva trojuholnikovd norma (skrdtene
t-norma) ak pre kazdé x,y,z € [0,1] plati:

o (T1) T(z,y) =T(y,x) komutativnost,

o (T2) T(x,T(y,2))=T(T(z,y),z) asociativnost,

o (T3) T(x,y) <T(z,2), aky <z monotonnost,

o (T4) T(z,1) == okrajovd podmienka.

Medzi najzndmejsie t-normy patria tieto Styri:
e Minimovd t-norma Ty : [0,1]? — [0,1]
Ta(x,y) = min(z, y),
e Sicinovd t-norma Tp : [0,1]2 — [0,1]
Tp(z,y) = zy,
e Lukasiewiczova t-norma Ty, : [0,1]? — [0,1]
Tr(x,y) = max(z +y — 1,0),
e Drasticky sicin Tp : [0,1]> — [0,1]

min(z,y), ak max(z,y) =1,

Tp(z,y) =
p(@.y) {0, inak.
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Obr. 3.1: [7] 3D grafy zakladnych t-noriem.

Dalej si uvedieme Styri zname parametrické triedy t-noriem.

e Frankove t-normy:

TE (z,y) =

TM(x7y)
TP(‘TJ y)
TL<x>y)

log, (1 1 =

e Schweizer-Sklarove t-normy:

T8 (z,y) =

TM(I’, y)

1
(o +y7 — 1)
TP(-’L’, y)

\TD(LL" y)

-

ak p=0,
akp=1,
ak p = 400,
inak,

ak p = —o0,

ak —oco < p <0,
ak p =0,

(max (0, 2P + yP — 1))1/19 ak 0 < p < +o0,

ak p = 400,
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e Yagerove t-normy:

Tp(z,y) ak p =0,
1
TY (z,y) = { max (0,1—((1—;17)”—1-(1—3/)7))5) ak 0 < p < +o0,
TM(J;?y) ak p = +o0,

e Sugeno-Weberove t-normy:

Tp(z,y) ak p = —1,
TI;gW(x,y) = { max <0, W) ak —1 < p < 400,
To(z,y) ak p = +co.

3.1 Vlastnosti trojuholnikovych noriem

Trojuholnikové normy moézeme rozdelif do réznych skupin podla ich vlastnosti. Pre nas
budi zaujimavé hlavne Archimedovské t-normy, lebo sa daji vyjadrit pomocou funkcii
jednej premennej, tzv. generatorov. Preto zhrnieme aspon zakladné pojmy potrebné k za-
vedeniu archimedovskej vlastnosti. Rovnako ako negatory, aj t-normy moézeme porovnavat
a Ciastocne usporiadat.

Definicia 3.1.1. [/] Ak pre t-normy T1 a Ty je pre kaZdy bod (z,y) € [0,1]? splnend
nerovnost Ti(x,y) < Ta(x,y), hovorime, Ze Ty je slabsia ako Ty, alebo Ty je silnejsia ako
T a piseme T < T5.

Definicia 3.1.2. [/] Ak pre t-normy Ty a Ty plati, ze Ty < Ty a Ty # To t.j. ak Ty < T,
ale Ty (w0, yo) < Ta(zo, yo) pre nejaky bod (xo,yo) € [0,1]?, tak Th < T.

Zakladné t-normy moézeme usporiadat nasledovne:

Tp(z,y) < Tr(z,y) < Tr(z,y) < Ty(x,y).

Vdaka monoténnosti a okrajovym podmienkam, mbzeme zaviest toto vSeobecné uspo-
riadanie.

TD(x7y) < T(l’,y) < TM(-’E,y),

¢o znamena, ze drasticky sucin je najslabsia t-norma a minimouvd t-norma je najsilnejsia.
Vsetky ostatné st medzi nimi.
Medzi zédkladné vlastnosti t-noriem patria tieto:

Tvrdenie 3.1.1. [7] Nech T je lubovolnd t-norma. Potom pre kazZdé x,y € [0,1] plati:
e I'(l,z) =2,T(x,1) = x,
e T(0,2) =0,T(x,0) =0,
e T'(z,y) <z, T(z,y) <y.
Daldf pojem, s ktorym sa mozeme pri t-norméch stretnit, je idempotencia prvku, ¢o

znamend, ze T'(a,a) = a. Je zrejmé, Ze kazda t-norma m4 aspon dva idempotentné prvky: 0

20



a 1. Tieto sa nazyvajt trividlne idempotentné prvky. Cisla a €]0, 1], ktoré uvedenti vlastnost
spiﬁajl'l, nazyvame netrividlnymi idempotentnymi prvkami.

Zoberme si stéinovii t-normu. Idempotentny prvok by musel spliiat Tp(a,a) = a, ¢o
v tomto pripade znamena a® = a. To plati len pre 0 a 1, teda sté¢inova t-norma ma len
trividlne idempotentné prvky. Zaujimava trojuholnikova norma je minimova. Pre nu plati, ze
Va € [0,1], Tar(a, a) = a, o znamend, ze minimova t-norma ma vsetky prvky idempotentné.
Je to zaroven jedind t-norma s takou vlastnostou.

Dalej sa budeme venovat niektorym algebraickym vlastnostiam t-noriem.

Definicia 3.1.3. [/] Prvok x €]0, 1] nazveme delitel nuly danej t-normy T, ak ezistuje
y €0, 1] také, Ze T(x,y) = 0.

Pozrime sa, ako st na tom zakladné t-normy. Zrejme Tp ani Th; nemaju delitela nuly.
Pri Tp, st naopak vsetky hodnoty delitele nuly, rovnako ako aj pri Tp.

Poznamka 3.1.1. Vdaka asociativnosti plati, Ze T(T(z,xz),x) = T(x,T(z,x)). Pre predpis
T(T(x,z),x) mozeme pouzit jednoduchsie oznacenie x;’ . Toto oznacenie mozZeme rozsirit
pre lubovolné n € N ako T(z,...,x) = :L‘E,TL).
——

n

Definicia 3.1.4. [/] Hovorime, Ze x €0, 1] je nilpotentny prvok danej t-normy T, ak exis-
tuje n € N také, Ze azg,fb) =0.

Podobne ako pri deliteloch nuly, i tu vidime, ze Tp a Tj; nemaju ziaden nilpotentny
prvok. Zato 11, a Tp maja vsetky prvky nilpotentné.

Definicia 3.1.5. [/] Hovorime, Ze t-norma T je archimedovskd, ak pre vsetky body (x,y) €
10, 1[? existuje n € N také, Ze
:rgpn ) < Y.
Zo zakladnych styroch t-noriem, s archimedovské len Tp, 17, a Tp.
Definicia 3.1.6. [/]

e Howorime, Ze t-norma T je striktne monoténna, ak je rastica na )0,1]? ako funkcia
T:[0,1)% — [0,1].

e Hovorime, Ze t-norma T je strikind, ak je spojitd a strikine monotonna.

Stcinova t-norma Tp je jediné t-norma zo Styroch zakladnych t-noriem, ktora je striktn4,
pretoze je aj spojita, aj striktne monoténna. Minimova a Lukasiewiczova t-norma si spo-
jité, no nie striktne monoténne t-normy. Drasticky stcin nie je ani spojity, ani striktne
monotdénny.

Definicia 3.1.7. [/] Hovorime, Ze t-norma T je nilpotentnd, ak je spojitd a kazdé x €]0,1]
je jej nilpotentnym prvkom.

Typicka predstavitelka nilpotentnych t-noriem je Lukasiewiczova t-norma. Minimova
a sicinova t-norma su sice spojité, ale bez netrividlnych nilpotentnych prvkov. Drasticky
sucin ma vsetky prvky nilpotentné, no nie je spojity.
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3.2 Aditivne a multiplikativne generatory

Jednym z moznych spésobov konstrukcie t-noriem, je generovanie pomocou funkcie jednej
premennej. Tieto funkcie nazyvame generatory a moézu byt bud aditivne, alebo multiplika-
tivne. My si ukazeme priklady obidvoch.

Definicia 3.2.1. [/] Nech funkcia f : [0,1] — [0, c0] je spojitd a klesajica, pricom f(1) =0,
potom predpisom:

Teps(,y) = fH(f(2) + f(v)
je dand t-norma a funkcia f sa nazgva aditivny generdtor t-normy T« ¢ .

Vsimnime si triedu Frankovych t-noriem. Ich aditivny generator je dany parametricky
takto:

—lnzx akp=1,
ff(m): 1—= ak p = +oo,

In 7;__11 inak.
p
Inverzné zobrazenie k ff (x) je:
e " akp=1,
(I @) ={1-2 ak p = +o0,

p—1 ;
log,, ( = T 1) inak.

Dalej sa budeme zaoberat stvislostami medzi archimedovskymi t-normami a adit{vnymi
generatormi.

Tvrdenie 3.2.1. [/] Funkcia T : [0,1]2> — [0,1] je spojitd archimedovskd t-norma prdve
vtedy, ak existuje aditivny generdtor, ktory ju generuje.

Drasticky stiéin Tp nie je spojity, a teda ho neberieme do tvahy. Z ostatnych zakladnych
t-noriem je minimova t-norma jedind, ktora nie je archimedovska. T4 je z nich taktiez jedina,
ktora nemé aditivny generator. D4 sa dokézat, Zze ked si zoberieme neohraniceny aditivny
generator f (t. j. s vlastnostou f(0) = oo), vznikne ndm striktnd archimedovska t-norma
a ked si zoberieme ohraniceny aditivny generdtor (f(0) € R), vznikne ndm nilpotentna
archimedovska t-norma.

Okrem aditivnych generatorov mame aj multiplikativne.

Definicia 3.2.2. [/] Nech funkcia g : [0,1] — [0,1] je spojitd a rastica, pricom g(1) =1,

potom predpisom:

T<9(2,y) = g~ (g9(x).9(y))

je dand t-norma a funkcia g sa nazjva multiplikativny generdtor t-normy T<9~.

Rovnako ako pri aditivnych generdtoroch, i tu si vSimnime Frankove t-normy. Ich mul-
tiplikativny generdtor je dany parametricky takto:

T ak p=1,

gf(m) =< e akp= o0,
;;”:11 ak p €]0, 1[U]1, co.
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Inverzné zobrazenie k gg (z) je:

x akp=1,
-1
(gf) (x) =<1 1+Inx ak p = oo,
log, (z(p—1)+1) ak p €]0,1[U]1, c0].
Vsimnime si, Zze pre aditivny a multiplikativny generator Frankovych t-noriem plati:

ff () = —In gg (x). Bolo ukazané [1], ze toto plati pre lubovolni t-normu a jej aditivny
a multiplikativny generator, a preto nam staci venovat sa len jednému typu generdtorov.
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Kapitola 4

Trojuholnikové konormy, definicie
a vlastnosti

V nasledujicej casti sa budeme zaoberat trojuholnikovymi konormami. Trojuholnikové ko-
normy sa vo fuzzy logike ¢asto pouzivaji na modelovanie disjunkcie.

Definicia 4.0.1. [7] Funkcia S : [0,1]> — [0,1] sa nazjva trojuholnikovd konorma (krdtko
s-norma) ak pre kazdé x,y, z € [0,1] plati:

o (S1) S(z,y) = S(y,x) komutativnost,
o (52) S

o (S3) S(z,y) < S(x,2),aky < z monoténnost,

x,S(y,z)) = S(S(x,y), 2) asociativnost,

o (54) S(x,0) ==x okrajovd podmienka.
Poznamka 4.0.1. Dd sa ukdzat, Ze funkcia:
S(z,y)=1-T(1 —x,1—1y),
kde T je t-norma, je s-norma.

Trojuholnikové konormy, ktoré si takto odvodené zo zakladnych t-noriem, vyzeraju
nasledovne:

e Mazimovd s-norma Sy : [0,1]% — [0, 1]
Su(z,y) = max(z, y),
e Pravdepodobnostnij sicet Sp : [0,1]? — [0, 1]
Sp(z,y) = v +y -y,
e Lukasiewiczova s-norma Sy, : [0,1]2 — [0,1]
Sp(x,y) = min(z +y,1),
e Drasticky sicet Sp : [0,1]2 — [0,1]

max(x,y), ak min(z,y) =0,

1, inak.

Sp(z,y) = {
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Obr. 4.1: [7] 3D grafy zakladnych s-noriem.

Dalej si uvedieme styri zname parametrické triedy s-noriem.

e Frankove s-normy:

SM(J:?y)
Sp(x, y)

Sg(m7y) - SL(xay)

1—log, (1+ P00

p

e Schweizer-Sklarove s-normy:
SM($7 y)

Sy (@, y) = { Sp(a,y)

\SD(«T, y)

25

L= (1=af + (1 -y —1)>

1~ (max(0, (1 - 2)? + (1 - y)? — 1))

ak p=0,

ak p=1,

ak p = 400,

inak,
ak p = —o0,
ak —oo < p <0,
ak p=0,
ak 0 < p < 400,
ak p = +o0,



e Yagerove s-normy:

SD($7y) akp: 07
Sy (x,y) = { min (1,(xp+yp)%> ak 0 < p < +oo,
SM(x7y) akp: ‘i‘OO7

e Sugeno-Weberove s-normy:

Sp(x,y) ak p=—1,
SpSW(x,y) = < min (1, (1+p)m+1(i;p)y_pxy> ak —1 < p < 400,
Sp(z,y) ak p = +o0.

4.1 Vlastnosti trojuholnikovych konoriem

Podobne ako t-normy, aj s-normy modzeme medzi sebou porovnavat. Ak pouZijeme rov-
naky systém porovnavania ako pri t-norméach a aplikujeme ho na styri zakladné s-normy,
dostaneme:

Sm(z,y) < Sp(x,y) < Sp(z,y) < Sp(w,y).

Vdaka monoténnosti a okrajovym podmienkam, mézeme zaviest toto vSeobecné uspo-
riadanie:

SM(xvy) < S(x,y) < SD(x7y)v

¢o znamena, ze drasticky siucet je najsilnejSia s-norma a mazrimovd s-norma je najslabsia.
Vsetky ostatné st medzi nimi.

Aj pre s-normy sa prvok a € [0,1], pre ktory plati S(a,a) = a, nazyva idempotentny
prvok s-normy. Presne ako minimova t-norma, tak aj maximova s-norma, ma vsetky prvky
idempotentné.

Dalej sa pozrieme na aditivne a multiplikativne generatory trojuholnikovych konoriem.

Tvrdenie 4.1.1. [7] Funkcia S : [0,1]> — [0,1] je spojitd archimedovskd s-norma prdve
vtedy, ked existuje spojitd rastica funkcia f :[0,1] — [0,00] s vlastnostou f(0) =0 takd, Ze
pre kazdé (z,y) € [0,1]? plati:

S(z.y) = [7H(f(2) + f(y).
Funkcia f sa vold aditivny generdtor s-normy.

Aditivne generatory Frankovych s-noriem a ich inverzné zobrazenia budud vyzerat nasle-

dovne:
—In(1—2z) akp=1,

fg,(x) =<z ak p = oo,
lnplp,%dcli1 inak,
1—e™® ak p=1,
(F5) (@) == ak p = oo,

1 —log, (p_l + 1) inak.

eT
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Vsimnime si podobnost medzi aditivnym generatorom Frankovych t-noriem ff () a adi-
tivinym generdtorom Frankovych s-noriem. Zrejme fg,(l —x) = ff (z).

Tvrdenie 4.1.2. [7] Funkcia S : [0,1]?> — [0,1] je spojitd archimedovskd s-norma, prdve
vtedy, ked existuje spojitd klesajica funkcia g : [0,1] — [0, 1] s vilastnostou g(1) = 0 takd, Ze

pre kazdé (z,y) € [0,1)? plati:

S(x,y) =g " (g(x).9())

Funkcia g sa vold multiplikativny generdtor s-normy.

Pre Frankove s-normy maji multiplikativne generatory parametricky predpis takyto:

1—x akp=1,
gﬁ;(a:) =<{e® ak p = oo,

plfz_l . k

o1 inak.
Inverzné zobrazenie k gl (z) je:
1—=x ak p=1,
1
(gsp) (x) =4 —Inx ak p = oo,

1 —log, (z(p—1)+1) inak.

Vsimnime si, ze pre aditivny a multiplikativny generdtor Frankovych s-noriem plati:
fg;(x) = —lngf;(:z:). Bolo ukézané, Ze toto plati pre lubovolni s-normu a jej aditivny
a multiplikativny generétor, a preto (podobne ako pri t-norméch) sa ndm sta¢i venovat len
jednému typu generatorov.

4.2 Konstrukcie trojuholnikovych konoriem

V kapitole 4.0.1 sme spominali sposob konstrukcie s-normy pomocou vztahu:

Ked si ho rozoberieme blizsie, mozeme si v§imnut spojitost so standardnym negatorom.
Tento vztah sa da prepisat takto:

S(x,y) = Ns(T(Ns(x), Ns(y)))- (4)

Standardny negator sa za istjch okolnosti d4 nahradit inym negatorom. To, ktory ne-
gator mozeme pouzit a preco, si vysvetlime na prikladoch.

Priklad 4.2.1. Skisme si Ng nahradit konkrétnym Sugenovym negdtorom pre ¢ = 2 a po-
stupne ho aplikovat na Tyr, Tp, Tr, a Tp:

o Ty
N2
SMsu (1:7 y) = max(:z:, y)v
e Tp
N2 r+y+zry
S Su —
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2 etytley ok pry+8ry < 1
SiVSu (l‘, y) — 1—4xy ) 4 Y )
1, inak,
e Th
NZ, max(z,y), ak min(z,y) =0,
SDS (may) = .
1, inak.

Z predpisov danjjch funkcii vyplijva, zZe si komutativne, monotonne a okrajovd podmienka
2 2
je splnend. Jeding problém maozZe nastat pri asociativite. SA]\;S“ a Sgsu st identické s-normy
postupne s Sy a Sp, ciZe pre ne asociativita plati. Po dosadeni a jednoduchich upravdch
2 2

. . . olN N , .
zistime, Ze aj Sp°* a S} %" su asociativne.

52
S5
NSNS o, 20y,
TSSO SReSLIA LT
A eeuntige ‘-’-‘"&%&%" 4

S
STy SSRess
N asetlowest; %,

Obr. 4.2: S-normy z Prikladu 4.2.1.

Priklad 4.2.2. Skisme si Ns nahradit konkrétnym Yagerovim negdtorom pre ¢ = 2 a po-
stupne ho aplikovat na Ty, Tp, Tr, a Tp:

.TM )

SAA/;Y (z,y) = max(x,y),
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.TP

2

SV (z,y) = (a2 + % — 22?2,

N

[ ] TL
v 2)3 2)3 2\ 2 2, .2 2 212
Siv‘/(x,y): (1—((1—:6) +(1-97) —1)) . ak 2?4+ + (22 —y?)? < 3,
= inak,
[ ] TD
N2 max(z,y), ak min(z,y) =0,
Sp¥(z,y) = (@9) ) (,y)
L inak.

7 predpisov dangch funkcii opdt vyplyva, Ze su komutativne, monotdnne, a okrajovd
podmienka je splnend. Znovu je jeding problém pri asociativite. Po jednoduchych upravdch
2 2 2

zistime, Ze aj S’gy a SJLVY st asociativne. Podobne ako v predchddzajicom priklade si SAA/;Y

2
a S’gy identitcké postupne s Sy a Sp.

0407
SSSRTS S AL
aansiiuatily
Euaasiiuastly
SResSsSees
'

Obr. 4.3: S-normy z Prikladu 4.2.2.

29



Videli sme, ako to funguje pri Sugenovych a Yagerovych negatoroch. D4 sa odvodit, ze
to takto funguje pre vSetky involutivne negatory. Toto tvrdenie je zname, avSak zvycCajne
uvadzané bez dokazu, preto priddvame aj dokaz.

Tvrdenie 4.2.1. [/] Nech T : [0,1]> — [0,1] je t-norma a N : [0,1] — [0,1] nech je
lubovolny involutivny negdtor, potom.:

S(z,y) = N(T(N(z),N(y))), (5)
je s-norma.
Dékaz. Postupne si dokdzeme vlastnosti s-noriem po aplikovani involutivneho negdtora N :
o (S1) komutativnost
S(z,y) = N(T(N(x),N(y))) = N(T(N(y),N(x))) = Sy, z).
e (52) asociativita
S(S(x,y),2) = N(T(N(S(z,y)), N(2))) = N(T(N(N(T(N(z), N()))), N(2))) =
N(T(T(N(x),N(y)),N(z))) = N(T(N(x), T(N(y),N(2)))) =
N(T(N(z), N(N(T(N(y), N(2)))))) = S(z, S(y, 2)).
e (S3) monoténnost
y<z= N(y) > N(z) = T(N(2), N(y)) > T(N(z), N(2)) =
N(T(N(z),N(y))) < N(T'(N(z),N(2))) = S(z,y) < S(z,2).
o (S4) okrajovd podmienka

S(x,0) = N(T(N(x), N(0))) = N(T(N(z),1)) = N(N(z)) = z.

4.3 Vztahy medzi aditivnymi generatormi t-noriem a s-noriem

V tejto casti sa budeme zaoberat vztahmi medzi aditivnimi generdtormi t-noriem a s-
noriem. Budeme pracovat s aditivnym generatorom Frankovych s-noriem, ktory je dany
predpisom:

—log(l—x) akp=1,
D) =qa ak p = +o0,

p—1 :
log P inak.
Ak v uvedenom predpise aditivneho generdtora Frankovych s-noriem nahradime vyraz

1 — = Sugenovym negatorom, dostaneme nasledujicu funkciu:

—log (f;f,ﬁ) akp=1,

R
log —& inak.
plfes —1
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Vygenerujeme s-normy postupne pre parametre p=1,p=occac=2. Prep=1,¢c=2
dostaneme:

3 1—2 1—y rT+y+ay N3
LS (@ y) = fo e \152z) B \112y 1+ 2y P

Podobne vygenerujeme s-normu pre p =00 a ¢ = 2:

_ 3x 3y x+y+4xy
FNSu — ( 1) = =

Ak v uvedenom predpise aditivneho generatora Frankovych s-noriem nahradime vyraz
1 — z Yagerovym negatorom, dostaneme nasledujicu funkciu:

N2
Su
SN,

—log(1 — :1:‘3)% ak p =1,
g)(NY)(:L-): 1—(1—xc)% ak p = +o0,
log —2— inak

Znovu postupne vygenerujeme s-normy pre parametre p=1,p=ocac=2. Prep=1
a ¢ = 2 dostaneme:

FN -1 1 1

Sy (my) = gil ) (—log (1- w2)2 —log (1— y2)2

A pre p = 00 a ¢ = 2 dostaneme:

SENY (1,4)) = (1 - ((1 —$2)% + (1 — yQ)% - 1)2>é = Siv%.

Pri aplikovani Sugenovho aj Yagerovho negatora sme dostali rovnaké vysledky ako v Pri-
kladoch 4.2.1 a 4.2.2. Toto pozorovanie sa da zovSeobecnit nasledovne:

Tvrdenie 4.3.1. Nech N : [0,1] — [0, 1] je involutivny negdtor a funkcia f :[0,1] — [0, 1]

je aditivny generdtor t-normy T. Potom foN :[0,1] — [0, 1] je aditivny generdtor s-normy
S, ktord je dand vztahom S(z,y) = N(T(N(x),N(y))).
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Kapitola 5

Skladanie konstrukcii t-noriem a
s-noriem

V tejto casti sa budeme venovat podrobnejsie konstrukcii (5). Ak pouzijeme Standardny
negator na t-normu 7', dostaneme k nej dudlnu s-normu S. Ked na takto skonstruovani
dudlnu s-normu S pouzijeme znovu standardny negator, dostaneme poévodni t-normu 7.
Toto plati nielen pre Standardny negator, ale pre Tubovolny involutivny negator. Otazka
je, ¢i mozeme dostat inl t-normu pomocou tejto metddy, ak pouzijeme rézne involutivne
negatory na konstrukciu t-normy a s-normy, teda:

S1(z,y) = Ni(T1(N1(x), N1(y))).
To(z,y) = N2(S1(N2(z), Na(y))).
Ak Ny # No, ¢i je nutne aj Th # To? Ak Ty = Ty, potom:

Si(z,y) = Ni(Tm(Ni(2), N1(y))) = Ni(N1(Sm (2, y))) = Sm(z,y),
Ta(w,y) = N2(Sm (Na(), Na(y))) = Na(Na(Tar(w,y))) = T (w,y),

teda 17 = Ts = T}y pre lubovolna dvojicu Ny, No. Podobny vysledok dostaneme aj pre
drasticky suc¢in. V nasledujucich kapitolach sa budeme venovat najmé sucinovej a Lukasie-
wiczovej t-norme, kde st vysledky zaujimavejsie.

5.1 Konstrukcia t-noriem a s-noriem pomocou Sugenovho a
standardného negatora

V tejto casti si ukdzeme, ako sa budi stc¢inova a Lukasiewiczova t-norma a ich dualne
s-normy menit, ked na ne aplikujeme Sugenov a Standardny negator. Najskoér sa budeme
venovat stucinovej t-norme a teda pouzijeme nasledujtci vztah:
Nsu Ns Nsu
Tlp — SlPSu — TQPS — SQPSu ey

po prvom kroku dostaneme:

T+y—zy+cry

SlPSu(xvy) = 1+C$y
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Tu si m6zeme vsimnuf, ze v citateli mame podobny vyraz ako v sucinovej s-norme,
pribudol len vyraz cry. Na S P, aplikujeme standardny negator a dostaneme t-normu
s predpisom:

LY
Ty, (x,y) = .
2r (2,) 1+c¢(l—z—y+uay)

V ¢itateli sa ndm objavila znovu staéinova t-norma a v menovateli vyraz (1 —z —y+zy).
Od tohto bodu je tvar t-noriem a s-noriem predvidatelny:

r+y—zy+ (2 +2c)xy
1+ (¢ +2c)xy

Ly
1+ (2+2c)(1—x—y+ay)’

S2psu(xay) = aT3PS(:L'7y) =

T4y —ay+ (3 + 3¢+ 3c)xy
1+ (3 + 3¢+ 3c)xy

Ly
14+ (34+32+3c)(1—z—y+uay)’

SsPSu ((L’, y) =

’T4Ps (CL’,y) =

Ty (@,y) = T
s T (e T ) —a—y +ay)’

rzty—ay+((c+1)" - 1zy
R N (PR ) = R

Tieto zmeny nazorne ilustruji nasledujice obrazky.

(a) Sdcinova t-norma. (b) T-norma Tip,, s parametrom (¢) T-norma Ty pgs S Parametrom
c

c=2. =-0.9.

Obr. 5.1: Sti¢inova t-norma a z nej odvodené t-normy.

Mobzeme si vSimnut, ze po niekolkych iteraciach sa stcinova t-norma vzhladom na pa-
rameter ¢ priblizuje bud k minimovej t-norme alebo k drastickému sicéinu. Z predpisov pre
Tn Pq vidime, Ze pre ¢ > 0 t-norma konverguje k drastickému sii¢inu a pre ¢ < 0 naopak kon-
verguje k minimovej t-norme. Podobne z predpisov SnPSu je zrejmé, ze pre ¢ > 0 s-norma
konverguje k drastickému stuctu a pre ¢ < 0 k maximovej s-norme, ¢o nazorne ilustruji
nasledujice obrazky.
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(a) Pravdepodobnostny sticet.  (b) S-norma Ssp_ , s parametrom (c) S-norma Ss,_ , s parametrom
c=2. c=—0.9.

Obr. 5.2: Pravdepodobnostny sticet a z neho odvodené s-normy.

Ak zmenime poradie negatorov, teda najskér pouzijeme Standardny negator a potom
Sugenov negator:
Ng Nsu Ng
T1P — SlPS — T2PSu — SQPS ey

tak vysledok prvého kroku ma samozrejme tvar pravdepodobnostného sictu:
Sipg (@, y) =2 +y —2y.
Aplikovanim Sugenovho negatora na Sy P dostaneme:

_ (et Dmy
lte(z+y—my)

T2P(Su) (.’13, y)

V menovateli sa ndm objavila sicinova t-norma a v ¢itateli druhy riadok Pascalovho
trojuholnika. Na tplne odvodenie predpisov potrebujeme este jeden krok:

(c+1)(x+y—=zy) —cry
1+ ¢(1 —zy)

(24 2c+1)xy
S 9 = 9 T Y = *
2P5(x y) 3P5u($ y) 1+(C2—|—26)(5E+y—$y)
Po tomto kroku sa predpisy pre T, g, & Snps daji odvodit.

B (c+1)" Loy
Sl (et )t =@ty —ay)

Topg, (€,y)

(c+ D) Yo+y—zy) — ((c+1)" 1 = 1)zy
1+ ((e+ 1)1 =1)(1 — zy)

Znovu si mézeme vSimnut, ze po niekolkych iteracidch sa sic¢inova t-norma vzhladom na
parameter ¢ priblizuje bud k minimovej t-norme alebo k drastickému sic¢inu. Z predpisov
pre T”Psu vidime, Ze pre ¢ > 0 t-norma konverguje k minimovej t-norme a pre ¢ < 0
naopak konverguje k drastickému stucinu. Podobne z predpisu Snps je zrejmé, ze pre ¢ > 0
to konverguje k maximovej s-norme a pre ¢ < 0 k drastickému suctu, ¢o nazorne ilustruju
nasledujice obrazky.

Snpg (@,y) =

34



025

0 0

(a) Stcinova t-norma. (b) T-norma T,  , s parametrom (c) T-norma T3y  , s parametrom
c=2. c=—0.9.

Obr. 5.3: Stc¢inova t-norma a z nej odvodené t-normy.
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(a) Pravdepodobnostny stcet.  (b) S-norma S, , s parametrom (c) S-norma Sz, , s parametrom
c=2. c=—0.9.

Obr. 5.4: Pravdepodobnostny stcet a z neho odvodené s-normy.

Teraz sa podobne budeme venovat Lukasiewiczovej t-norme a jej zmenam po aplikovani
Sugenovho a Standardného negatora. Najskor si vSimneme vztah:
Ngy Ns Nsuy
T1L — SlLsu — TQLS — SQLS“ cey

po prvom kroku bude mat s-norma tvar:

T4+y+2cxy 2
Sl (:[; y) _ m, ak$+y+(c +20)$y < 1,
Lau ™ 1, inak.

Ked na to aplikujeme standardny negator a sktsime vytvorit t-normu, dostaneme:

(42t (@ty—l-ay)toy 1 9 . _ 2 4 901 — )1 — 1) > 1
TQLS (.Z',y) - 1—02(1—:c—y+xy) @ z Y + (C + C)( $)( y) )

0, inak.

Ttto t-normu mozeme vidiet na nasledujicom obrazku 5.5 s réznymi parametrami c.
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(a) Lukasiewiczova t-norma. (b) T-norma T5 Lg» S parametrom ¢) T-norma Ty, , s parametrom
c=2. c=—0.9.

Obr. 5.5: Lukasiewiczova t-norma a z nej odvodené t-normy.

Mozeme si vSimnut, ze po niekolkych iteracidch sa aj Lukasiewiczova t-norma vzhladom
na parameter ¢ priblizuje bud k minimovej t-norme alebo k drastickému sic¢inu. Z predpisov
pre t-normy, vidime ze pre ¢ > 0 t-norma konverguje k drastickému sicinu a pre ¢ < 0
naopak konverguje k minimovej t-norme. Podobne z predpisov pre s-normy je zrejmé, ze
pre ¢ > 0 s-norma konverguje k drastickému stctu a pre ¢ < 0 k maximovej s-norme, ¢o
nézorne ilustruju nasledujtce obréazky.
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(a) Lukasiewiczova s-norma.  (b) S-norma 51, , s parametrom (c) S-norma Si,_ , s parametrom
u u
c=2. c=—0.9.

Obr. 5.6: Lukasiewiczova s-norma a z nej odvodené s-normy.

Ak zamenime poradie negatorov, teda najskér pouzijeme Standardny negator a potom
Sugenov negator, teda ak

Ns Nsu Ns
Ty, — S, — Ty, —> 5 -,

tak prva s-norma je samozrejme Lukasiewiczova s-norma S7,. Po aplikovani Sugenovho
negatora a nasledne standardného negatora dostaneme nasledujicu t-normu a s-normu:

+y—1+(c?+2¢)zy 2
m, ak:c+y+(c +2C)$y>1,

T: T,y) =
2LS“( v) 0, inak.

2 (22—
(c +2ct21}r(;ciﬁ)_£22;y 26)“”, ak2—x—y+(2+20)(1—2)(1—y) <1,

S T,Y) =
215 (:9) 1, inak.
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(b) T-norma Tz, , s parametrom (¢) T-norma Tz, , s parametrom
c=2. c=—0.9.

(a) Lukasiewiczova t-norma.

Obr. 5.7: Lukasiewiczova t-norma a z nej odvodené t-normy.

Rovnako si v obrazku 5.7 mézeme vSimnut, ako vdaka kladnému parametru c sa Luka-
siewiczova t-norma priblizuje k minimovej t-norme a ako sa pomocou zaporného parametra
priblizuje k drastickému stcinu. Pri s-norméch je to podobne, teda pri parametri ¢ > 0 po-
stupne vznikd maximova s-norma a pri parametri ¢ < 0 drasticky stcet. Vzniknuté s-normy

vidime na obrazku 5.8.
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(a) Lukasiewiczova s-norma.  (b) S-norma Sz, _, s parametrom (c) S-norma Sz, , s parametrom
c

Obr. 5.8: Lukasiewiczova s-norma a z nej odvodené s-normy.

Pri predoslych pokusoch mézeme spozorovat, ze aj stc¢inova aj Lukasiewiczova t-norma
sa pri obmendach negatorov pri konstrukcidach z t-normy na s-normu a naopak, spravaju
rovnako. Pri volbe Sugenovho negédtora na tvorenie s-noriem a Standardného negatora na
tvorbu spatnych t-noriem sa ndm pri kladnom parametri Sugenovho negatora t-normy pri-
blizuja ku drastickému stcinu a s-normy ku drastickému stctu. Pri parametroch z intervalu
]—1,0[ sa ndm z t-noriem stdva minimova t-norma a z s-noriem maximova s-norma. Opac¢né
poradie negdtorov nam dava opac¢nt konvergenciu t-noriem a s-noriem.

Prirodzena otazka je, ¢i ndm nestaci poskladat negatory, a vysledné skladanie aplikovat
na t-normu, pripadne s-normu. Prvych par iteracii skladania vyzera takto:

1—=z Ns (2 4+2c+ 1)z Ng, 1—=z

l—z Ng (c+1)z Nsu,
14 (34 3c%+30)x

1+cx 1+ cx 14 (2 +20)z 14+ (®+2c)x

Ns (3 +3c2+3c+ 1)z Nsu, 1—x
14 (3 + 3¢+ 3¢)(x) "1+ (A 4B+ 62 +40)z
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1—=x

N Ng...N. Ngo Ng, =
VSy © Vs Su © IV O NGy 1+((C+1)n—1)fli’

2n-1

(c+1)"x
1—((c+1)" =1z

NgoNgy...NgyoNgoNg, =
2n

Mozeme si vsimnuf, ze v menovateli i v Citateli sa ndm tvori vzor, ktory sa opakuje
a kazdym krokom inkrementuje. Rovnaky vzor mézeme vidiet v Pascalovom trojuholniku.
Ked sa pokisime preskocit s-normu pri sii¢inovej t-norme, cize:

Ng o N,
T u)pbs

p e

zistime, ze FgPS #* TQPS. To je zapri¢inené tym, ze funkcia Ng o Ng, nemd vlastnosti
negatora a teda ani vysledna funkcia nesplia vlastnosti t-normy. Napriklad, ak zoberieme
parameter ¢ = 2, dostaneme funkciu:

27xy

F3, (z,y)

- 1+ 2z + 2y + 222y

Obr. 5.9: T-norma vzniknuta postupnym skladanim (nalavo) a F22PS (napravo).

Teraz si budeme vsimat s-normy. Ked presko¢ime konstrukciu s-normy, aj t-normy:

Ngy 0 Ng o Ngy, s
_—
Ty, S5,

ey

dostaneme vysledok, kde S’SPS =59 Py Rovnako by to platilo, i keby sme preskodili viac
krokov konstrukcie s-normy a t-normy. Podobne to plati i pre Lukasiewiczovu t-normu.
V pripade, ze z t-normy chceme skonstruovat t-normu pomocou preskocenia krokov, nepo-
dari sa nam to. Musime najskor skonstruovat dudlnu s-normu k pévodnej t-norme a z nej
mozeme preskocit lubovolny pocet krokov.

Sktisme sa pozriet ¢i podobné vysledky dostaneme i pri opa¢nom skladani negétorov:

1 Nsu x Ns, (c+1)(A —2) N, x Ns, (2 +2c+1)(1—x)
14 ¢(1—x) 1+4¢(1—x) 14 (2 +2¢)(1 —x) 14 (e +2¢)(1 —x)
Nsu, x Ns, (3432 +3c+1)(1 —x)
"1+ (B 43¢+ 3c)(1 —x) I+ (+32+3c)(1—x) 7’
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NgoNgy...NgoNg,oNg=
2n+1

Ngy,oNg...Ngo Ng, oNg =
2n

1= ((ec+ 1) =1)1—x)

Ked sa pokusime preskocit len konstrukciu s-normy:

Ngy o N,
Ty, =5 Fy,
vyjde ndm z rovnakych dovodov vysledok ako predtym, ze ngsu #* TzPsu' Ked ale
zoberieme:

P ey

Ng o Ngy, o Ng s

_— .
71 S5 ps
tak SSPS =5 Py Rovnaky princip moézeme uplatnit i pri Lukasiewiczovej t-norme. Z toho
vyplyva, ze pri konstrukcidch s neparnym poc¢tom skladani to funguje a pri parnom nie,
pretoze nam vznikne neklesajica funkcia, ktord nemé vlastnosti negatora.

Obr. 5.10: T-norma vzniknutd postupnym skladanim (nalavo) a F3,  ~(napravo).

5.2 Konstrukcia t-noriem a s-noriem pomocou Yagerovho a
standardného negatora

Rovnako, ako so Sugenovym negatorom, si v tejto casti ukdzeme ako sa budi stcinova a Lu-
kasiewiczova t-norma a ich dudlne s-normy menif, ked na ne aplikujeme Yagerov a Stan-
dardny negator. Najskor sa budeme venovat stcinovej t-norme, teda pouzijeme nasledujici
vztah:

Ny Ng Ny
Tlp — Sle —)TQPS — SQPY e

Po prvom kroku dostaneme:

Q=

SlPY — (:I?C + yc _ xcyC) )

39



Aby sme mohli zovSeobecnit postupni zmenu s-noriem, musime si zaviest substiticiu.
Nech a1 = z¢ a 7 = y° Zaroven nech plati, ze k € [1,00[ a k € N, potom ap41 =
(1-(1- ak)%)c avyer=(1—-(1- fyk)%)c. Tym dostaneme:

nh—t

Sfpy (o + vk —ap)e, k=1

Ked na vzniknutt s-normu aplikujeme standardny negator, dostaneme t-normu:
pg =1 = ((1=2)+ (1 —y) = (1-2)(1-y))e.

Rovnako ako pri s-norméch, i tu si musime zaviest substiticiu. Nech 1 = (1 — )¢
1
c

a 01 = (1 —y)°. Zaroven nech plati, ze k € [1,00[ a k € N, potom Sr+1 = (1 — (1 — Sg) )¢
adprr = (1—(1— 5;@)%)‘3. Tym dostaneme:

Tzkps =1~ (B + ok — Brr)e,

ol

T

n\»—A

k=1.

Pre 1plné odvodenie musime vykonat este dalsie dva kroky. Po dalSom kroku dostaneme
tito t-normu a s-normu:

1
c

o=

))es

1
c

T3, =1—(1— (1= (Ba+ 0 — B202)e))7,

Po tomto kroku sa predpisy pre Tffps a Sk daJu odvodit.

522P =[1-(1~-(az+7—ap)

TF, =1-(1—(TF,, )¢

npg n—1lpg

1
Spp, = (L= (L= Sy_1, ))e, k=n.

,k=n—1,

Tieto zmeny nézorne ilustruji obrazky 5.11 a 5.12.

(a) Sucinova t-norma. (b ) -norma T21Ps’ s parametrom (c) T-norma Tzlps, s parametrom
c= c=0.5.

Obr. 5.11: Stc¢inova t-norma a z nej odvodené t-normy.

Mobzeme si vsimniit, ze po niekolkych iteracidch sa stc¢inova t-norma, opét vzhladom na
parameter ¢, priblizuje bud k minimovej t-norme, alebo k drastickému siéinu. Z predpisu
Ty k P vidime, Ze pre ¢ > 1, t-norma konverguje k minimovej t-norme a pre parameter ¢ < 1,
naopak konverguje k drastickému sicinu. Podobne z predpisu Sk Je zrejmé, ze pre ¢ > 1
s-norma konverguje k maximovej s-norme a pre ¢ < 1 k drastlckemu suctu.
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(a) Pravdepodobnostny sicet.  (b) S-norma Sgpy, s parametrom (¢) S-norma S%Py, s parametrom
c=2. c=0.5.

Obr. 5.12: Pravdepodobnostny sticet a z neho odvodené s-normy.

Ak zmenime poradie negatorov, teda najskér pouzijeme Standardny negator a potom

Yagerov negator:
N, N N,
T1P —S> SlPS —Y> TQPY —S> SQPS Ceey

tak po aplikovani standardného negatora na sicinovi t-normu dostaneme samozrejme
pravdepodobnostny sicet. Znovu si zavedieme substiticiu, kde G =ray =y Zérovelﬁ
nech plati, ze ked k € [1,00[a k € N, potom a1 = (1—(1—ax)®)e ayrrr = (1—(1—7%)°)e.
Aplikovanim Yagerovho negatora na pravdepodobnostny sicet dostaneme:

))

o=
ol
o=

Ty, = (1—((1 -2 + (137 — (1 —a%)e(1—y°)

Pouzijeme substiticiu 51 = (1 — :pc)% ad = (1-— yc)%. Zaroven nech plati, ze k € [1, 00]
ak e N, potom Brr1 = (1 —(1— ﬂk)%)c adprr =1 —-(1- (5k)%)c. Po dvoch iteraciach

a aplikovanej substiticii budi maf t-norma a s-norma tvar:

1
c

T2kPY = (1= (Br + 0k — Brox)) e, k=1,

1
55,;3 =1—(1— (o +v—apm))e, k=2
Po tomto kroku sa predpisy pre Tffpy a Sﬁps daja odvodit.

Trlfpyz(l_(l_qu )C)%vk:n_L

_1PY
e 1
Sppy = 1= (1= (S5_1,))%, k=n.

Tieto zmeny nézorne ilustruju obrazky 5.13 a 5.14. Rovnako, ako predtym si moézeme
v$imnut, ze po niekolkych iteracidch sa stc¢inova t-norma vzhladom na parameter ¢ pribli-
zuje bud k minimovej t-norme, alebo k drastickému sucinu. Z predpisov pre ijpy vidime,
ze pre ¢ > 1 konverguje k drastickému sti¢inu a pre parameter ¢ < 1 naopak konverguje
k minimovej t-norme. Podobne z predpisu SﬁPS je zrejmé, ze pre ¢ > 1 s-norma konverguje
k drastickému stctu a pre ¢ < 1 k maximovej s-norme.
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(a) Stcinovd t-norma. (b) T-norma Tzlpy, s parametrom (c¢) T-norma Tgpy, s parametrom
c=2. c=0.5.

Obr. 5.13: Stc¢inova t-norma a z nej odvodené t-normy.
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(a) Pravdepodobnostny stcet. (b) S-norma SIIPS, s parametrom (c) S-norma S%Ps’ s parametrom
c=2. c=0.5.

Obr. 5.14: Pravdepodobnostny siicet a z neho odvodené s-normy.

Teraz sa podobne budeme venovat Lukasiewiczovej t-norme a jej zmendm po aplikacii
Yagerovho a standardného negatora. Najskor si vSimneme vztah:
NY NS NY
TlL — SlLY — TQLS — SQLY -
po prvom kroku bude mat s-norma tvar:

1
c

(1—((1 _xc)% + (1 —yc)% —1)9e, ak (1 —xc)% +(1 —yc)% > 1,

S, (z,y) =
1y (@:9) 1, inak.

Ked na to aplikujeme standardny negator a skisime vytvorit t-normu, dostaneme:

L= (= (1= (1))t

Ty (@) =S (1—(L—y)9)e —1)9)e,  ak(1—(1—2))c+(1—(1-y))F <1,
0, inak.

Thto t-normu mozeme vidiet na obrazku 5.15 s réznymi parametrami c.
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(a) Lukasiewiczova t-norma.  (b) T-norma T3, _, s parametrom (c) T-norma T3, _, s parametrom
c=2. c=0.5.

Obr. 5.15: Lukasiewiczova t-norma a z nej odvodené t-normy.

Mobzeme si vsimniit, Ze po niekolkych iteraciach sa aj Lukasiewiczova t-norma, vzhladom
na parameter ¢, priblizuje bud k minimovej t-norme alebo k drastickému stucinu. Z predpisov
pre t-normy vidime, Ze s parametrom ¢ > 1 konverguje k minimovej t-norme a s parametrom
¢ < 1 naopak konverguje k drastickému stucinu. Podobne z predpisu s-noriem, je zrejmé, ze
pre ¢ > 1 s-norma konverguje k maximovej s-norme a pre ¢ < 1 k drastickému stctu.
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(a) Lukasiewiczova s-norma.  (b) S-norma S, , s parametrom (c) S-norma Si, , s parametrom
c=2. c=0.5.

Obr. 5.16: Lukasiewiczova s-norma a z nej odvodené s-normy.

Ak zmenime poradie negatorov, teda najskér pouzijeme Standardny negator a potom
Yagerov negator, teda ak

Ng Ny Ng
TIL — SlLS ———)TQLY — SQLS ey

tak prva s-norma je samozrejme Lukasiewiczova s-norma Sy. Po aplikovani Yagerovho
negatora a nésledne standardného negitora, dostaneme nasledujiicu t-normu a s-normu:

(1—(1- xc)% +(1— yc)%)c)%, ak (1 — xc)% +(1- yc)% <1,

T2LY (z,9) = 1 inak.
1-(1—((1 —1(1—1x)0)%+ 1
Sag(wy) =4 (1= (1—y))e))e, ak (1—(1-2)%)c+(1—-(1-y))e >1,
0, inak.



(a) Lukasiewiczova t-norma.  (b) T-norma T3, , s parametrom (c) T-norma T3, , s parametrom
c=2. c=0.5.

Obr. 5.17: Lukasiewiczova t-norma a z nej odvodené t-normy.

Rovnako ako predtym si mézeme vsimnuft, ze po niekolkych iteraciach sa Lukasiewiczova
t-norma, vzhladom na parameter ¢, priblizuje bud k minimovej t-norme alebo k drastickému
stucinu. Z predpisov pre t-normy vidime, ze pre ¢ > 1 konverguje k drastickému sii¢inu a pre
parameter ¢ < 1 naopak konverguje k minimovej t-norme. Podobne z predpisu s-noriem
je zrejmé, ze pre ¢ > 1 s-norma konverguje k drastickému stc¢tu a pre ¢ < 1 k maximovej

S-norme.
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(a) Lukasiewiczova s-norma.  (b) S-norma Sz, _, s parametrom (c) S-norma Sz, _, s parametrom
c=2. c=0.5.

Obr. 5.18: Lukasiewiczova s-norma a z nej odvodené s-normy.

I tu sa nam objavuje prirodzend otazka, ¢i ndm rovnako ako pri Sugenovom negatore
nestaci poskladat negatory a vysledné skladanie aplikovat na t-normu, pripadne s-normu.

Prvych par iteracii vyzera takto:

1 1
c c

(1—a%e 251 (1—a2e D 11— (1—29e))e 251 (1—(1—(1—2%%)°)

o=

NyONs...NyONsoNyz(1—(1—NyON5...NYoN50Ny)C) 5

2nt1 2n-1
NsoNy...NyoNsoNy =1—(1—(NsoNy...Ny oNgoNy)°)e
2n 2?1?2

2n
Kvoli struktare Yagerovho negatora sme museli definovat postupnost rekurentne. Ked

sa pokusime preskocif s-normu pri stucinovej t-norme, cize:
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Ng o N;
T MF&PS

p .

zistime, zZe FQPS #* TQPS. To je zapric¢inené tym, ze funkcia Ng o Ny nemad vlastnosti
negétora a teda ani vysledns funkcia nespliia vlastnosti t-normy. Napriklad ak zoberieme
parameter ¢ = 2, dostaneme funkciu vykreslent na obrazku 5.19.

Obr. 5.19: T-norma vzniknuté postupnym skladanim (nalavo) a F,,_ (napravo).

Budeme sa venovat s-norméam. Ked preskoc¢ime konstrukciu s-normy, aj t-normy:

NYoNsoNy
e

S
TlP S2py...,

dostaneme vysledok, kde S;PY =5 Py Rovnako by to platilo, i keby sme preskocili viac
krokov konstrukcie s-normy a t-normy. Podobne to plati i pre Lukasiewiczovu t-normu.

Aby sme dostali funkciu, ktora je t-norma alebo s-norma, musime preskocit neparny pocet
krokov.

Skusme sa pozriet, ¢i podobné vysledky dostaneme i pri opac¢nom skladani negatorov:

1-2) ™ 1-1-2)9 2 1-1-1-2)9 251 -(1-01-1-2)9))".

Q=

)

Ny oNg...NgoNy oNg=(1—-(1—-NyoNg...Ngo Ny o Ng))
20 2n-2

1
c

NSoNy...NSoNyONS:1—(1—<N50Ny...NSoNyON5)C) .
ZIrH 2?;1

Ked sa pokusime preskocit len konstrukciu s-normy:

Ty

P “ey

Ny o N,
Y S F2PY

vyjde ndm z rovnakych dovodov vysledok ako predtym, ze FQPY % Ty Py I tu pri pre-
skoc¢eni neparneho poc¢tu krokov dostdvame s-normu, pripadne t-normu. Vysledni funkciu
vidime na obrazku 5.20.

Predchadzajice experimenty nam ukéazali spojitost medzi negatormi a z nich vzniknu-
tymi t-normami pripadne s-normami. Sugenov negator rovnako, ako Yagerov st involutivne
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Obr. 5.20: T-norma vzniknutd postupnym skladanim (nalavo) a Fh, —(napravo).

a maju podobny tvar. Pocas skladania negatorov na konci podkapitol 5.1 a 5.2 sme si mohli
v$imnut, Ze sa ndm postupne striedali negatory, ktoré sa zvic¢sovali alebo naopak zmenso-
vali, ¢im postupne zacali konvergovat ku Goédelovmu negatoru alebo Dudlnemu Gédelovmu
negatoru a funkcie, ktoré postupne konvergovali k nasledujicim funkciam:

f1<x):{1, ak x > 0,

0, akx=0,
1, akx =1,

€Tr) =
f2() {o, ak x < 1.

V nasledujicom texte pouzijeme klasické porovndvanie funkcii, teda f < g, ak f(z) <
g(z) pre kazdé = € [0,1] a slovne to vyjadrime, Ze f je mensia ako g, resp. g je vicsia
ako f. Tato konvergencia negatorov a funkcii, ma za nasledok i postupnii zmenu t-noriem
a s-noriem ku ich extrémom. Dalej si musime uvedomit, ze spojenie Sugenovho a Yage-
rovho negéatora so standardnym negatorom nam funkciu meni na opac¢ni, ¢o znamena, ze
ak na velky negator pouzijeme Standardny negator, ziskame ekvivalentne malt vyslednt
funkciu, konvergujicu k funkcii fs, a naopak. Tym sa ndm v postupnosti skladania nega-
torov striedaji kazdym krokom vécsie negdtory a nasledne mensie funkcie. Posledna vec,
ktort musime brat do uvahy, je fakt, Ze sa negatory striedaju i v tom, ¢i si aplikované na
vytvorenie t-noriem z s-noriem alebo naopak. V pripade, ze hovorime o neparnych ¢lenoch
postupnosti, tie st aplikované na vytvaranie s-noriem. To znamena, Ze ak sa negatory po-
stupne zmensuju, s-normy sa budu zvicsovat do drastického sictu. To je zapri¢inené tym,
ze tieto Coraz mensie negatory st na t-normu aplikované dvakrat (vid vztah: (4)). Rovnako
to plati i pre generovanie t-noriem.

Prirodzena otézka ostava, ¢i podobné chovanie plati aj pre iné involutivne negatory
a teda pokracovanie tejto prace by spocivalo prave v zovSeobecneni vyssie popisaného prin-
cipu na Iubovolny involutivny negétor a fubovolné t-normy/s-normy.
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Kapitola 6

Modelovanie fuzzy negatora

V tejto kapitole vyuzijem znalosti najmé o negatoroch a ich vlastnostiach, ziskanych v pre-
doslych castiach prace. Cielom tejto kapitoly je, na zdklade empirickych dat, zistit ako Iudia
v beznom, ¢asto vagnom, jazyku chiapu negaciu. Podobny experiment, vo svojej bakalar-
skej praci, predstavil aj Vojtéch Havlena [3], ktory skimal, ako Iudia vnimaji konjunkciu
v beznej komunikacii.

Sucastou experimentu bolo aj zostavenie dotaznika, ktory je v prilohe C. Ten pozos-
taval z vyrokov a ich negacii. Respondenti ohodnocovali tieto vyroky hodnotami jedna az
desat, ktoré reprezentovali stupen pravdivosti vyroku, podla ich osobného nazoru (1 - tplne
nepravdivy, 10 - uplne pravdivy). Ich ohodnotenia som nésledne transformoval na interval
[0, 1]. Na zaklade zozbieranych tdajov od respondentov som hladal funkciu, ktord modeluje
chapanie negacie v beznom jazyku.

Hladanie tejto funkcie som realizoval pomocou zndmych numerickych metéd, ako s
met6dy najmensich Stvorcov, [8] [6] a b-splinov [2].

Vyhodnotenie experimentu bolo spracované programom, ktorého implementacia je po-
pisana nizsie.

6.1 Zostavenie a spracovanie dotaznika

Dotaznik sa sklada zo Sestnastich vyrokov, a nachadza sa v prilohe C. Osem z nich su
povodné vyroky, zvysné st ich negacie. Vyberal som vyroky, ktoré stivisia s beznym zivotom.
Tie som nahodne usporiadal, aby si respondenti nevsimli, ako spolu pévodny a negovany
vyrok stuvisia. Teda sa tu nachidzaju vzdy dvojice spolu stvisiacich vyrokov. Su to tieto
dvojice: 1. a 8. vyrok, 2. a 6. vyrok, 3. a 9. vyrok, 4. a 11. vyrok, 5. a 13. vyrok, 7. a 14.
vyrok, 10. a 15. vyrok, 12. a 16. vyrok. Niektoré pévodné vyroky som znegoval striktne,
napriklad vyrok 1 a vyrok 10. Ostatné vyroky boli zdmerne znegované s réznym stupnom
vagnosti.

Po vyplneni dotaznika respondentami som hodnoty vlozil do textového stiboru. Naprog-
ramoval som jednoduchy program v jazyku C, ktory tento textovy subor spracoval a ulozil
do formétu .graph, s ktorym pracuje vysledna aplikicia. Program spolu s tymto textovym
siborom a siborom makefile je v prilozenom CD-¢ku. Aby som mohol porovnavat jednotlivé
negécie v dotazniku, vytvoril som pre kazdu dvojicu .graph sibor. Stcastou takého stitboru
je aj mnozina suradnic. Na x-ovej osi s reprezentované ohodnotenia pévodnych vyrokov
a na y-ovej osi ohodnotenia ich negacii. V pripade, Ze by vsetci respondenti odpovedali na
povodné vyroky hodnotou a € {1,2,...,10} a na znegované vyroky 11 — a, dostali by sme
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Standardny negator. Udaje z tohto textového stiboru boli spracované programom, ktorého
implementécia je popisana v nasledujicich kapitolach.

6.2 Implementacia programu

Obsahom tejto podkapitoly je najméa popis implementacie vyslednej aplikicie pre modelo-
vanie funkcii a naslednd aproximéacia so znamymi fuzzy negatormi. Na implementaciu bol
pouzity jazyk C++ norma 11, kvoli moznosti objektového programovania, prenositelnosti
programu a nizkej rézii pri spracovani matematickych operacii. Grafické uzivatelské roz-
hranie je vytvorené pomocou kniznice Qt. Vykreslovanie samotného grafu zaistuje kniznica
QCustomPlot, ktord poskytuje siroké moznosti z hladiska tvorby viacerych grafov sicasne,
ako aj jednoduché ovladanie stylu grafu a ich popisu. Navyse, nema ziadne zavislosti na
inych nestandardnych knizniciach a teda nie je problém s jeho prenositelnostou, alebo kom-
patibilitou.

Hlavnym cielom aplikacie je vytvarat vlastné funkcie na zaklade kontrolnych bodov
pomocou b-spline kriviek alebo metédy najmensich stvorcov a porovnavat ich s negatormi
ktoré boli popisované v tejto praci, pripadne zistit najlepsiu aproximaciu ku znamemu
negatoru. Aplikacia umoznuje ukladat a nacitavat uzivatelom vytvorené grafy vo forméte
* graph. Uzivatel si taktiez moze vykreslit nejaky zo znamych negatorov (Sugenov, Yagerov,
Standardny, atd.), ktoré sme v tejto praci skiimali, a porovndvat ich so svojimi negétormi.
Pri metéde najmensich stvorcov méa pristup ku predpisu vyslednej funkcie.

6.2.1 Ukladanie a nacitanie tried

Na ukladanie grafov sa pre jednoduchost vyuziva textovy format s koncovkou .graph. Kazdy
graf negatora je urceny tymito hodnotami: metéda (BSpline, Square), stupen b-spline alebo
metody najmensich Stvorcov polynomu, pocet kontrolnych bodov s ich hodnotami, pocet
bodov grafu s ich hodnotami, aby sa pri kazdom nacitavani nemusel cely graf prepocitavat
odznova, a krok na x-ovej osi grafu negatora. Tieto informacie sa do textového formatu
ulozia ako:

<typMetdody>\n

<po&etKontrolnychBodov>\n

(<kontrolnjBod>\n) *

<poletBodovGrafu>\n

<krok>\n

(<y_{i}>\n)*

Nagcitavanie informacii je implementované v triede MainWindow, v metéde loadFile,
ktorda mimo iného kontroluje validitu idajov a spravny format hodnot, ¢o zahrnuje, ¢i su
hodnoty v spravnom rozsahu, v spravnom poradi, ¢i je v sibore uvedeny spravny pocet
hodnoét, ¢i sa v subore nenachadzaji iné znaky, okrem povolenych, a spravnost numerickej
metody. Na zaver metoda zavola vykreslenie grafu funkcie.

Do siiboru s takymto formatom uklada informécie saveFile, ktora zabezpecuje spravnu
koncovku stiboru a presné uloZenie grafu na spatné vykreslenie.
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6.2.2 Proces vykreslovania

V tejto podsekcii sa zameriam na samotny beh programu a procesu vykreslovania, s jeho
logickymi c¢astami.

e V pripade, Ze nacitavame graf zo suboru, bezi program nasledujicimi krokmi:

1. Nacitanie dat zo siboru, ich kontrola, a nasledné ulozenie hodnét do privatnych
premennych.

2. Zobrazenie negatora zavolanim vykreslovacich funkcii, ktoré komunikujua s trie-
dou QCustomPlot. V tejto casti sa taktiez nastavuji vlastnosti vzhladu grafu.

3. Nastavenie prvkov uzivatelského rozhrania, pomocou ktorych bol graf vykresleny,
aby ho uzivatel mohol menit, pripadne porovnavat so zndmymi negatormi.

e V pripade, Ze hodnoty ziskavame z programu, po stlaceni uzivatela na tlacitko UloZ
zZmeny:

1. Nacitanie dat z grafického uzivatelského rozhrania programu od uzivatela. V
tejto Casti sa taktiez robi ich kontrola, aby uzivatel nemohol zadat ¢islo v zlom
formate.

2. Ziskanie hodnét negatora zavolanim statickych funkcii z tried BSpline alebo
SquareMethod.

3. Zobrazenie negatora zavolanim vykreslovacich funkcii, ktoré komunikujui s trie-
dou QCustomPlot. V tejto Casti sa taktiez nastavuju vlastnosti vzhladu grafu.

6.3 Vyhodnotenie experimentu

Vyplnenych a spracovanych dotaznikov bolo 199. Bolo osem vyrokov a ich negacii, ¢o zna-
mena, ze bolo vyhodnotenych priblizne 1600 udajov.

Udaje z vyplnenych dotaznikov som transformoval z mnoziny {1,2,...,10} do intervalu
[0, 1]. Nésledne pomocou zndmych numerickych met6d, b-spline kriviek a metédy najmen-
sich Stvorcov, boli tieto hodnoty aproximované funkciami jednej premennej. Nie vSetky
tieto funkcie mali vlastnosti fuzzy negatora. Program v tychto negativnych pripadoch na
nesplnenie jednotlivych vlastnosti upozornuje a nasledne ur¢i Sugenov negator, ktory tito
funkciu najlepsie aproximuje. P6vodntu funkciu aj vhodny negator vykresli. Grafy na obraz-
koch 6.1, 6.2, 6.3 ukazujud, ako jednotlivé vyroky dopadli, a ktorym zndmym negatorom sa
daji najpresnejsie aproximovat.

Zaujimavé je, ze vo vSetkych pripadoch boli porusené okrajové podmienky fuzzy nega-
tora. Dvojice vyrokov 1,8 a 10,15 som zadmerne znegoval striktne. Tak, ako som predpo-
kladal, boli vnimané z hladiska negacie ako najblizsie ku klasickej negécii, a teda funkcie
z nich vytvorené maji najblizsie k standardnému negatoru. Pri zvysnych dvojiciach bol
pri negovani pouzity rézny stupen vagnosti, ¢o sa prejavilo aj pri ohodnocovani pravdivosti
vyrokov, a teda nasledne to malo vplyv aj na priebeh prislusnych funkcii. Otédzkou ostéva,
do akej miery boli ucastnici experimentu ovplyvneni negaciou v klasickej logike, a ako by
to dopadlo pri menej technicky zalozenych respondentoch.
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(a) Sugenov negétor s paramet- (b) Sugenov negédtor s paramet- (¢) Sugenov negétor s paramet-
rom 0.18 (Cervend) s funkciou rom 0.14 (Cervend) s funkciou rom 0.63 (Cervend) s funkciou
vygenerovanou z vyrokov 1 a 8 vygenerovanou z vyrokov 2 a 6 vygenerovanou z vyrokov 3 a 9
(modrd). Podobnost grafov je (modrd). Podobnost grafov je (modrd). Podobnost grafov je
priblizne 91.25%. priblizne 56.35%. priblizne 62.62%.

Obr. 6.1: Ziskané funkcie vytvorené pomocou b-spline kriviek tretieho stupna.

(a) Sugenov negator s paramet- (b) Sugenov negétor s paramet- (¢) Sugenov negdtor s paramet-
rom 1.27 (Cervend) s funkciou rom 0.28 (Cervend) s funkciou rom 3.59 (Cervend) s funkciou
vygenerovanou z vyrokov 4 a 11 vygenerovanou z vyrokov 5 a 13 vygenerovanou z vyrokov 7 a 14
(modra). Podobnost grafov je (modrd). Podobnost grafov je (modrd). Podobnost grafov je
priblizne 53.3%. priblizne 53.46%. priblizne 47.95%.

Obr. 6.2: Ziskané funkcie vytvorené pomocou b-spline kriviek tretiecho stupna.

(a) Sugenov negdtor s para- (b) Sugenov negdtor s para- (¢) Sugenov negitor s paramet-
metrom -0.07 (Cervend) s fun- metrom 0.59 (Cervend) s fun- rom 0.71 (Cervend) s funkciou
kciou vygenerovanou z vyrokov kciou vygenerovanou z vyrokov vygenerovanou zo vSetkych pou-
10 a 15 (modrd). Podobnost gra- 12 a 16 (modrd). Podobnost gra- zitych vyrokov (modra). Podob-
fov je priblizne 79.73%. fov je priblizne 73.258%. nost grafov je priblizne 76%.

Obr. 6.3: Ziskané funkcie vytvorené pomocou b-spline kriviek tretiecho stupna.
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Kapitola 7

Zaver

V tejto praci som sa venoval triedam fuzzy negatorov, ich konstrukciam a aplikdciam pri
konstrukcii trojuholnikovych noriem a konoriem. Najskor som predstavil niekolko zaklad-
nych involutivnych negatorov. Venoval som sa aj generovaniu novych negatorov pomocou
rasticich bijekcii a ich vlastnostiam. Podarilo sa mi zovSeobecnit znamu konstrukciu nega-
torov pomocou funkcii, ktoré nie st nutne bijektivne.

Je zndme, ze ak p : [0,1] — [0,1] je rastiica bijekcia a e € [0, 1] je pevny bod negétora
N, tak p~!(e) je pevny bod p-transformécie negatora N. V préci boli stanovené podmienky,
za ktorych tento vztah plati aj ak p nie je rasttca bijekcia.

V dalsej ¢asti som sa venoval trojuholnikovym normam, ich aditivinym a multiplikativ-
nym generatorom a spoésobu generovania trojuholnikovych noriem pomocou tychto genera-
torov. Podobne som s$tudoval aj trojuholnikové konormy, kde som zaroven ukazal vztahy
medzi generatormi t-noriem a s-noriem. V zavere tejto Casti som riesil konstrukciu t-noriem
a s-noriem pomocou Sugenovho/Yagerovho negatora a pri ich opakovanom skladani so Stan-
dardnym negatorom. Tento spésob konstrukcie som aplikoval na dve zo Styroch zakladnych
trojuholnikovych noriem. Boli stanovené podmienky, za ktorych tymto skladanim vznikne
znovu t-norma/s-norma a zaroven boli uréené limitné t-normy/s-normy vzhladom k pouzi-
tym negatorom a vstupnym t-normam/s-normam.

Poslednd cast prace bola venovana vyhodnoteniu vysledku experimentu a aproximaécii
negatora. Tu bola aplikovand metéda najmensich stvorcov a b-spline krivky.

Dalsie pokracovanie prace by sa mohlo uberat zovSeobecnenim vysledkov konstruk-
cie t-noriem/s-noriem pomocou lubovolnych involutivnych negatorov. Zaujimava bude aj
otazka konvergencie takto skonstruovanych t-noriem/s-noriem.
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Priloha A

Obsah CD

Prilozené CD obsahuje:
e xdekre00-BP.pdf - text pisomnej spravy vo formate PDF
e tex/ - zdrojové kédy pisomnej spravy vo formate INTEX
e src/ - zdrojové kédy programu pre vykreslovanie funkeif
e examples/ - priklady grafov z empirickych dat
e Makefile - soubor pre preklad programu
¢ README.txt - ndvod na instalaciu a uzivatelska prirucka

e dotaznik/ - dotaznik s jednoduchym skriptom na jeho spracovanie
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Priloha B

Ukazka aplikacie

[ JOX ) 7 ~ MainWindow

Hodnoty kontrolnych bodov
1

1 0.807379
2 0.745758
3 0.668971
4 0.591429
5 0.510781
6 0.43773

7 0.310297
8 0.245504
9 0.194667

10 0.136364

Metdda vykreslovania:
B-spline

Stupefi numerickej metédy:

Krok metédy: 0,01

Skontroluj negétor

X UloZ zmeny

Stradnice: +

. >(podobnost: 76.0164%)

Obr. B.1: Hlavné okno aplikacie.
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P

riloha C

Dotaznik

V ramci svojej bakalarskej prace by som Vas rad poprosil o vyplnenie dotaznika, ktory slazi
pre zistenie Iudského chapania zndmych matematickych operacii. Kazdému vyroku priradte
¢islo 1-10, ktoré reprezentuje stupen pravdivosti vyroku podla Vasho osobného nazoru (1 -
uplne nepravdivy, 10 - Uplne pravdivy).

1.

2.

Stadium na vysokej gkole je jednoduché.

Byvat na Marse by bolo velké dobrodruzstvo.

. Matematika mé v zivote ¢loveka nenahraditeInt tlohu.

4. Dnesni rodicia nevedia vychovat slusné deti.

© oo N O

11.
12.
13.
14.
15.
16.

. Najkrajsim ro¢nym obdobim je leto.

. Na Marse by bola nuda.

. Blizka budicnost technoldgie spociva v umelej inteligencii.

. Stidium na vysokej $kole je naroéné.

. Matematika je veda, ktora je najvzdialenejsia od redlneho zivota.

. Pozeranie filmov je lepsie ako ¢itanie knih.

Deti st ¢im dalej, tym vychovanejsie.

V Japonsku nemajt dobra kuchynu.
Leto nie je az tak dobré ako zima.
Umeld inteligencia je len sci-fi rozpravka.
Knihu nemo6ze nahradit ziaden film.

Sushi je velmi chutné jedlo.
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Priloha D

Popis implementovanych tried

mainwindow.cpp - Trieda na kontrolu a riadenie funkcionality pozadovanej od aplikacie.
bspline.cpp - Trieda na pocitanie kontrolnych bodov pomocou b-splinov.

matrix.cpp - Trieda na operacie s maticami, vyuzivand pri metdéde najmensich stvorcov.

settings.cpp - Trieda na kontrolu a spracovanie poziadavkov od uzivatela pri priddvani
znamich negatorov.

squaremethod.cpp - Trieda implementujica vypocet bodov pomocou metédy najmensich
stvorcov.

uinterface.cpp - Trieda implementujtca pracu s uzivatelskym rozhranim.
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