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Abstrakt 
T á t o p r á c a sa venuje fuzzy logickým s p o j k á m , n a j m ä n e g á t o r o m , ich vlastnost iam a kon­
š t r u k c i á m . Zameral i sme sa aj na t ro juho ln íkové normy a konormy, teda na funkcie, k t o r é sa 
čas to použ íva jú na modelovanie fuzzy konjunkcie a disjunkcie. Ukáza l i sme možnos t i kon­
š t rukc ie t ro juho ln íkových noriem a konoriem pomocou invo lu t ívnych negá to rov . Ďalej sa v 
prác i venujeme aprox imác i i funkcie, vytvorenej na zák lade empi r i ckých d á t k u z n á m e m u 
fuzzy n e g á t o r u . 

Abstract 
This thesis deals w i t h fuzzy logical connections, mainly negations, their properties and 
constructions. We focused our attention on triangular norms and conorms, which are often 
used for modeling of fuzzy conjunction and disjunction. We showed the possibilities of 
constructions of tr iangular norm and conorm using involutive negations. Futhermore, we 
dealed wi th approximation of function, which was created using empir ical data to well 
known fuzzy negator. 
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fuzzy negá to ry , t ro juho ln íkové normy, t ro juho ln íkové konormy, m e t ó d a na jmenš ích š tvor­
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Kapitola 1 

Úvod 

V b e ž n o m živote sa čas to s t r e t á v a m e s vágnymi pojmami. Hľadal i sa preto spôsoby, ako 
tieto pojmy modelovať . Jednou z m o ž n o s t í je fuzzy logika. Rozd ie l medzi klasickou logikou 
a fuzzy logikou spoč íva v tom, že v klasickej logike m á m e dve p r a v d i v o s t n ě hodnoty (prav­
da/nepravda), k d e ž t o fuzzy logika m á nekonečný poče t p r a v d i v o s t n ý c h h o d n ô t z intervalu 
[0,1]. Vďaka tomu je s c h o p n á modelovať vágnosť. Fuzzy logika bola ap l ikovaná do m n o h ý c h 
smerov, cez kon t ro lné s y s t é m y po u m e l ú inteligenciu. 

T á t o b a k a l á r s k a p r á c a sa zameriava na s k ú m a n i e fuzzy n e g á t o r o v a ich v la s tnos t í , ako aj 
na v y t v á r a n i e nových negá to rov , pomocou skladania už z n á m y c h negá to rov . Fuzzy negá tory , 
tak ako v š e t k y fuzzy spojky, sú m o n o t ó n n y m i rozš í ren iami klas ických logických spojok. M y 
sme si v p rác i vš ímal i vzťahy medzi n e g á t o r m i a funkciami, k t o r é mo d e lu jú konjunkciu 
a disjunkciu. Navyše sme zisťovali, ako ľudia c h á p u negác iu v b e ž n o m jazyku . 

P r á c a je č lenená do piat ich h lavných kapi to l . K a p i t o l a 2 sa zameriava na zhrnutie zá­
k l adných v l a s t n o s t í a definícií negá to rov , k t o r é sú použ ívané v dalš ích čas t i ach p ráce . V tejto 
kapitole sú t ak t i e ž u v e d e n é n i ek to ré zo z á k l a d n ý c h p a r a m e t r i c k ý c h i n e p a r a m e t r i c k ý c h ne­
gá to rov , k t o r é sú pre t ú t o p r á c u dôleži té . 

K a p i t o l a 3 je venovaná funkciám, k t o r é mo d e lu jú vo fuzzy logike konjunkciu, teda tro­
j u h o l n í k o v ý m n o r m á m , ich definíciám a vlastnostiam. Ďa l šou časťou tejto kapi toly je vy­
svetlenie s p ô s o b u generovania t ro juho ln íkových noriem pomocou a d i t í v n y c h alebo mult ip-
l ika t ívnych gene rá to rov . N a p r ík l adoch u k á ž e m e , aké vlastnosti mus í spĺňať gene rá to r , aby 
výs l edná funkcia bola t ro juho ln íková norma. 

V kapitole 4 sa venujeme funkciám, k t o r é mo d e lu jú vo fuzzy logike disjunkciu, teda tro­
j u h o l n í k o v ý m k o n o r m á m , ich definíciám a vlastnostiam. Podobne, ako s t r o juho ln íkovými 
normami, i tu si p r e d s t a v í m e s p ô s o b generovania t ro juho ln íkových konoriem pomocou adi­
t í vnych a mu l t i p l i ka t í vnych gene rá to rov . Zameriame sa aj na vzťahy medzi g e n e r á t o r m i 
t ro juho ln íkových noriem a konoriem. 

K a p i t o l u 5 tvor í popis konš t rukc ie t ro juho ln íkových noriem a konoriem pomocou negá­
torov. 

V poslednej kapitole sa venujeme aprox imác i i fuzzy n e g á t o r a na zák lade empi r i ckých 
d á t , č ím zisťujeme, ako ľudia c h á p u negác iu v b e ž n o m jazyku . T á t o časť p r á c e nadväzu je 
na b a k a l á r s k u p r á c u Voj těcha Havlenu [ ], k t o r ý modeloval konjunkciu z n a m e r a n ý c h d á t . 

V p rác i sú p o u ž i t é obvyklé m a t e m a t i c k é symboly, v ý n i m k u tvor í len označen ie interva­
lov, k t o r é je nas ledovné : 

[a, b] = {x e R; a < x < b}, 

]a,b[= {x e M; a < x < b}, 

2 



[a,b[= {x G R; a < x < b}, 

]a, b] = {x e R; a < x < b}. 

Tvrdenia, u k t o r ý c h nie je u v e d e n ý zdroj, sú v l a s t n é a t eo re t i cká časť p r á c e bola zas l aná 
na Š V O Č v matematike a informatike. 
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Kapitola 2 

Fuzzy negatory, definície a 
vlastnosti 

Podobne, ako v klasickej logike, aj vo fuzzy logike m á svoje dôleži té miesto u n á r n y logický 
o p e r á t o r tzv. fuzzy negator. J e d n á sa o m o n o t ó n n e rozší renie klas ického n e g á t o r a , teda ho 
vieme definovať nasledovne: 

D e f i n í c i a 2.0.1. / ] Unárny operátor N : [0,1] —>• [0,1] sa nazýva negator, ak pre ľubovoľné 
a, 6 G [0,1] platí 

• (Nl) a <b^N(b) < N (a), 

• (N2) N(0) = 1,N(1) = 0. 

Okrem t ý c h t o v l a s t n o s t í m a j ú negatory aj m n o h é ďalšie, vďaka k t o r ý m sa delia na rôzne 
triedy. 

D e f i n í c i a 2.0.2. [7] Fuzzy negator N : [0,1] —>• [0,1] voláme striktný, ak má nasledujúce 
dve vlastnosti: 

• (N3): N je spojitá funkcia. 

• (N4): Ak x < y potom N (y) < N (x), \/x,y G [0,1]. 

V prípade, že negátor N splna involutívnost, teda ak: 

• (N5): N(N(x)) = x, V x G [0,1], 

hovoríme o silnom fuzzy negátore. 

V š i m n i m e si dve funkcie h(x) = 1 — x a f (x) = 1 — x2, (obr. 2.1). Obidve sp ĺňa jú 
vlastnosti ( N l ) až (N4), t a k ž e sa j e d n á o s t r i k t n é fuzzy negatory. Navyše h na rozdiel od 
/ je aj invo lu t ívna , ( sp ĺňa (N5)), teda je to silný fuzzy n eg á to r . N e g á t o r h vo svojej p rác i 
predstavil Lot f i A . Zadeh, [ ]. Ďalej s n í m budeme pracovať pod menom štandardný negátor 
a označovať ho budeme symbolom N$. Z v l a s tnos t í a p r ík ladov , k t o r é sme uviedl i je z re jmé, 
že nie k a ž d ý s t r i k t n ý fuzzy n e g á t o r m u s í byť silný. D á sa dokázať , že k a ž d ý si lný n e g á t o r 
je zá roveň s t r ik tný . 

P r i n e g á t o r o c h m ô ž e m e uvažovať o č i a s t o č n o m u s p o r i a d a n í . Nech m á m e dva fuzzy ne­
gatory Ni, N2- Hovor íme , že Ni < N2, ak pre k a ž d é x G [0,1], Ni(x) < A ^ ( x ) . Vďaka tomu 
m ô ž e m e hovoriť o n a j m e n š o m iVj_ a na jväč šom i V j negá to re : 

4 



Obr. 2.1: Funkcie h{x) naľavo a f (x) napravo. 

Gôde lov n e g á t o r 

D u á l n y Gôde lov n e g á t o r 

N~Í 

0, ak x > 0, 

1, ak x = 0, 

0, ak x = 1, 

1, ak x < 1. 

Okrem s p o m í n a n ý c h negá to rov , p o z n á m e m n o h é ďalšie negá tory , dokonca p a r a m e t r i c k é 
tr iedy negá to rov . Uvedieme a s p o ň tie na jznámejš ie : 

P r a h o v é n e g á t o r y 

Sugenove n e g á t o r y 

• Yagerove n e g á t o r y 

N0(x) = {n . " ' 0 € [ O , 1 [ 

NŠu(x) = Y^.> c € ] - l , o o ] , 

NY(x) = (1 -xc)č, c€]0 ,oo] . 

Ďalej sa budeme venovať S u g e n o v ý m a Y a g e r o v ý m n e g á t o r o m . Pozrieme sa na n iek to ré 
ich vlastnosti a o d v o d í m e súvis lost i , k t o r é z toho vyplýva jú . A k o p r v ú v las tnosť si vš im­
neme spoj i tosť . N a intervale [0,1] sú Sugenove i Yagerove n e g á t o r y spo j i t é . Parameter c len 
upravuje výs ledný tvar n e g á t o r a , čo ukazu jú i nas ledu júce obrázky. 

Obidve tr iedy n e g á t o r o v sú b i j ek t ívne a klesajúce, teda p l a t í aj v las tnosť ( N l ) . P o 
dosaden í do vzorca je NSU/NY(0) = 1 a NSU/NY(1) = 0, teda p l a t í i (N2). J e d n o d u c h ý m 
v ý p o č t o m sa ukáže , že p l a t í i v las tnosť (N4), a teda Yagerove a Sugenove n e g á t o r y sú 
s t r i k tné . 

Ďa lšou z v la s tnos t í , k t o r é si v š í m a m e , je involut ívnosť , (N5). Involut ívnosť je zovše­
obecnenie z á k o n a dvojitej negácie . V klasickej logike s p r a v d i v o s t n ý m i hodnotami 1,0 je 
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O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 
x x 

Obr . 2.2: Sugenove a Yagerove n e g á t o r y s v y z n a č e n ý m i parametrami. 

sp lnená automaticky, p r e tože p la t í : N(N(0)) = 0 a N(N(1)) = 1. V ú v o d e sme ukáza l i , 
že nie v š e t k y fuzzy n e g á t o r y musia byť invo lu t ívne . Zameriame sa postupne na Sugenove 
a Yagerove n e g á t o r y a z i s t íme, ako sú na t om s involu t ívnosťou. P r i a m y m d o s a d e n í m do­
staneme: 

AT í AT í \\ AT ( 1 ~ X \ 1 + CX-l+X x(l + c) 
Nsu{NSu(x)) = NSu — = — • = —— = X, 

\ 1 + cx J 1 + cx + c — cx 1 + c 

NY(NY(x)) = NY ((1 - x c ) c ) = ( l - ((1 - x c ý y y =x. 

Zrejme obidve triedy n e g á t o r o v sú invo lu t ívne , teda sú silné. 

2.1 Konštrukcie fuzzy negátorov 

N e g á t o r y m ô ž e m e konš t ruovať pomocou gene rá to rov , teda pomocou funkcií g : [0,1] —> 
[0,1], k t o r é sú spoj i té , ostro r a s t ú c e a sp ĺňa jú podmienky g(0) = 0 ,g ( l ) = 1. Spôsob 
generovania je d a n ý vzťahom: 

Ng(x) = g-\l-g(x)). (1) 

Zrejme Ng(0) = g - \ l - g(0)) = g-\ľ) = 1 a Ng(l) = g - \ l - g(l)) = g-\0) = 0. 
Vlas tnosť ( N l ) je pre Ng t iež sp lnená , lebo 1 — g je ostro k lesa júca a g - 1 ostro r a s t ú c a 
funkcia. 

Sugenove n e g á t o r y generujeme pomocou funkcie 

9c(x) 
' í g g f a k c G ] - l , 0 [ U ] 0 , o o [ , 

x ak c = 0, 

a g e n e r á t o r pre Yagerove n e g á t o r y m á tvar: 

gc(x) = xc. 

Nie pre k a ž d ý n e g á t o r existuje t a k ý t o gene rá to r . Existuje však vzťah medzi existenciou 
g e n e r á t o r a a s i lnými n e g á t o r m i . 

G 



Tvrdenie 2.1.1. / ] Funkcia Ng : [0,1] —>• [0,1] je silný fuzzy negátor práve vtedy, keď 
existuje spojitá rastúca funkcia g : [0,1] —>• [0,1] s vlastnosiami g(0) = 0 a g(l) = 1 taká, že 
pre každé x G [0,1] platí: 

Ng{x) = g-\l-g{x)). 

T ú t o konš t rukc iu sa p o k ú s i m e zovšeobecniť pre ľubovoľnú neklesa júcu funkciu g. Najskôr 
však m u s í m e vyriešiť p r o b l é m inverznej funkcie. 

2.2 Konštrukcie fuzzy negátorov založené na pseudoinverz-
ných funkciách 

N a j e d n o d u c h ý c h p r ík l adoch si vysve t l íme p r inc íp m o n o t ó n n e h o rozš í renia klas ického in­
ve rzného zobrazenia. 

D e f i n í c i a 2.2.1. [4] Nech g : [a, b] —>• [c, d] je neklesajúca funkcia, potom pre každé y G [c, d] 
je predpisom 

9i~1) (y) = sup(x G [a, b]; f (x) < y) 

definovaná pseudoinverzná funkcia g* - 1* 1 k danej funkcii g. 

P r í k l a d 2.2.1. Nech g\ : [0,1] —>• [0,1] je daná predpisom: 

Í
2x ak x E [0,1], 

\ akxe}\,\], 

x ak x € ] | , 1]. 

Funkcia g\ nie je síce bijekcia, ale na intervale [0, \\ je funkcia g\ spojitá a injektívna, 
preto na ňom môžeme nájst inverznú funkciu 9^^g^ Podobná situácia je na intervale 

]^,1]. Pseudoinverzná funkcia je teda daná takto: 

5 ( - i ) ( x ) = í f ak x e [0,1], 
\x ak x € ] | , 1]. 

Všimnime si, že zložením funkcií g\ o g\ je identita, no g\ o g\ nie je identita. 

A k si vo vzťahu (1) n a h r a d í m e funkciu g - 1 funkciou g[ ^ a funkciu g funkciou g\, 
dostaneme funkciu Ngi, k t o r á sp ĺňa vlastnosti negá to ra : 

Í
l - 2 a ; akxe[0,{[, 

i ak x G [|, i ] , 

\ — \x ak x € ] | , 1]. 

P r í k l a d 2.2.2. TVec/i g2 : [0,1] —> [0,1] je d a n á predpisom: 

g Á x ) = h ak x e [0,1], 

\x ak x G] 2,1]. 

7 



Obr. 2.3: Funkcie g\, g[ 1 \ g\ o g[ 1 \ g[ 1-> o g1 z p r í k l a d u 2.2.1 a n e g á t o r i V f l l . 

/ napriek tomu, že funkcia g2 je injektívna a existuje ku nej inverzná funkcia, nie je 
surjektívna, a preto jej inverzná funkcia nie je definovaná na celom intervale [0,1]. Jej 
monotónne rozšírenie na intervale [0,1] je dané predpisom 

Í
2x ak x E [0,1], 

\ akxe\\,\], 

x ak x e] ̂ , 1]. 

Zložením funkcií g2 ^ o g2 je identita, no g2 o g2 ^ nie je identita. 

A k vo vzťahu (1) znovu n a h r a d í m e funkciu g - 1 funkciou g2 ^ a funkciu g funkciou g2, 
dostaneme funkciu Ng2, k t o r á t iež sp ĺňa vlastnosti negá to ra : 

Í
l — \x ak x G [0, \ \, 

\ ak x e [\, f ] , 

2 - 2 x a k x G ] | , l ] . 
Vďaka p r e d c h á d z a j ú c i m p r í k l a d o m v id íme , že n e g á t o r y sa da jú vygenerovať aj pomo­

cou nespo j i tých alebo neklesa júcich funkcií g. Okra jové podmienky výs l edného n e g á t o r a 
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sú sp lnené vďaka o k r a j o v ý m vlastnostiam funkcie g a jej pseudoinverznej funkcie g*- - 1-1. 
S p r á v n y typ m o n o t ó n n o s t i a spojitosti sprava plynie z v l a s t n o s t í skladania funkcií a typov 
m o n o t ó n n o s t i a spojitosti funkcií g a g*- - 1-1. Preto: 

Tvrdenie 2.2.1. Nech g : [0,1] —>• [0,1] je neklesajúca, zľava spojitá funkcia s vlastnosťami 
g(0) = 0, g(l) = 1. Potom funkcia N : [0,1] [0,1], cžaná vzťahom N (x) = g(-~1\l—g(x)), 
je nerastúci, sprava spojitý negátor. 

P o d o b n é tvrdenie by sa dalo sformulovať aj pre sprava spo j i tú , p r í p a d n e ne spo j i t ú fun­
kciu g. 

P o z n á m k a 2.2.1. Ak použijeme ako generátor funkciu g% : [0,1] —>• [0,1], danú predpisom: 

0 o Ä x € [ 0 , l [ , 

1 ak x = 1, 

dostaneme Duálny Gôdelov negátor Nj. 

Nakoľko sa v ďalšom texte budeme zaoberať aj n e r a s t ú c i m i funkciami, tak podobne ako 
pre neklesa júce funkcie, je p s e u d o i n v e r z n á funkcia def inovaná aj pre n e r a s t ú c e . 
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D e f i n í c i a 2.2.2. [4] Nech g : [a, b] —>• [c, d] je nerastúca funkcia, potom pre každé y G [c, d] 
je predpisom 

= sup(x G [a, 6]; / ( x ) > y), 

definovaná pseudoinverzná funkcia g* - 1 - 1 k danej funkcii g. 

2.3 Pevné body fuzzy negátorov 

V tejto čas t i sa budeme venovať p e v n ý m bodom fuzzy negá to rov . Hľadanie p e v n é h o bodu 
m á n a j m ä v numerickej matematike veľký v ý z n a m , lebo m n o h é úlohy, k t o r ý c h zadanie 
s p o č i a t k u vyze rá ú p l n e inak, sa da jú t rans formovať na p r o b l é m hľadan ia p e v n é h o bodu. 
J e d n á sa o s a m o d r u ž n é body, k t o r é sú definované nasledovne: 

D e f i n í c i a 2.3.1. / ] Pevným bodom fuzzy negátora N, nazývame takú hodnotu e G [0,1], 
pre ktorú platí N (e) = e. 

Nie k a ž d ý fuzzy n e g á t o r m á p e v n ý bod . Jeden t a k ý je nap r ík l ad : 

N (x) 
0, ak x > 0.5, 

1, ak x < 0.5. 

Tvrdenie 2.3.1. / ] Ak e G [0,1] je pevný bod negátora N, potom pre každé x G N platí, 
že ak x < N (x), potom aj x < e a ak N (x) < x, potom e < x. 

A k je N s t r i k t n ý / s i l n ý negá to r , po tom vďaka spojitosti, m á p ráve jeden p e v n ý bod. 
To vo svojej p rác i [5] dokáza l i George K l i r a B o Y u a n . Vďaka č i a s t o č n é m u usporiadaniu 
n e g á t o r o v p la t í : A k Ni < N2, po tom e\ < e2, kde e i , e2 sú p e v n é body Ni, ÍV2. 

M n o h é n e g á t o r y m a j ú p e v n ý bod . M y sa budeme venovať p e v n ý m bodom Sugenových 
a Yagerových negá to rov . 

P r í k l a d 2.3.1. Pre výpočet pevného bodu pri Sugenových negátoroch potrebujeme vyriešit 
nasledujúcu rovnicu: 

1 — x 
x, 1 + cx 

po úpravách dostaneme kvadratickú rovnicu: 

cx2 + 2x - 1 = 0, 

pričom pre diskriminant D = 4 + 4c ; musí platit 4 + 4c > 0, teda c > —1. Riešenia 
rovnice sú: 

- i ± VTTc 
Xl,2 = , 

kde (—1 — y/T+~č)/c je záporné, a teda nevyhovuje. Pre kladné riešenie platí: 

C 

preto je pevným bodom Sugenovho negátora N$u. Pre c = 0 dostaneme štandardný 
negátor Ns, jeho pevný bod je e = \ . 
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P r í k l a d 2.3.2. Ďalšou triedou negátorov, ktoré vyšetríme, budú Yagerove negatory. Teraz 
budeme riešit rovnicu: 

(1 - x c ) č = x. 

Po jednoduchých úpravách dostaneme výsledok: 

2 ' 

ktorý evidentne patrí do intervalu ]0,1[, teda sa jedná o pevný bod negátora NY. 

2.4 Pevné body a p-transformácie fuzzy negátorov 

Nové fuzzy negatory m ô ž e m e konš t ruovať aj pomocou už z n á m y c h fuzzy negá to rov . Jedna 
z m o ž n o s t í je n a p r í k l a d p - t r ans fo rmác ia n e g á t o r a . 

D e f i n í c i a 2.4.1. [1] Nech p : [0,1] —> [0,1] je rastúca bijekcia a N : [0,1] —> [0,1] fuzzy 
negator. Pod p-transformáciou Np negátora N rozumieme funkciu definovanú nasledovne: 

N^x) = p-\N(p(x))). 

Tento nový pojem si vysve t l íme na k o n k r é t n y c h p r ík ladoch . 

P r í k l a d 2.4.1. Funkcia p{x) = x/(2 — x) je na intervale ]0,1[ bijekcia a rovnako aj jej in­
verzné zobrazenie p_1(x) = 2x/(l + x). Obidva navyše spĺňajú okrajové podmienky p(0) = 0 
a p(l) = 1. Ako negátor použijeme všeobecný Sugenov negátor. Potom: 

2-2x \ 1 - x 
Na (X) = p-1 Í 2 , 2 X \ 

S u K ' ľ \2 + (c-l)x) 2 + {c-ľ)x) 1 + ^x 

Zrejme G] — l , oo ] , teda Np(x) je tiež Sugenov negátor. Všimnime si, že pre c = 3 
dostaneme štandardný negátor. 

Vzhľadom k tomu, že sa j e d n á o Sugenov negá to r , pre p e v n ý bod p la t í : 

c: P -4 + 2 v ^ T T 
N * » c - 3 

Pre parameter c = 3 je p e v n ý bod e = \ . R o v n a k ý predpis dostaneme, ak si zoberieme 
p e v n ý bod všeobecného Sugenovho n e g á t o r a a aplikujeme inverzné zobrazenie bijekcie p: 

P ( 6 ) = c - 3 • 

P r í k l a d 2.4.2. Analogicky skúsime určit p-transformáciu Yagerovho negátora. Použijeme 
bijekciu ako v predchádzajúcom príklade a dostaneme: 

1 + 1 x 
1-x 
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A k o v p r e d c h á d z a j ú c o m pr ík lade , aj teraz u r č í m e p e v n ý bod novovzn iknu t ého n e g á t o r a , 
teda r ieš ime rovnicu: 

2 1 2 - x 
X. 

1 + 1 2-x 

2 - 0 7 2 Výsledok je: ep

Ny -

Znovu si m ô ž e m e vš imnúť , že r o v n a k ý predpis dostaneme, ak zoberieme p e v n ý bod 
Yagerovho n e g á t o r a a na ň o m aplikujeme inverzné zobrazenie našej bijekcie: 

p-\e) 
2^/1/2 

1 + v V 2 

Bolo u k á z a n é , že toto nie je n á h o d a , teda p la t í : 

Tvrdenie 2.4.1. / ] Nech N : [0,1] —> [0,1] je fuzzy negátor a p : [0,1] —> [0,1] je rastúca 
bijekcia. Ak e je pevným bodom negátora N, potom p-1 (e) je pevným bodom Np. 

D ô k a z . / / Priamym dosadením dostaneme: 

NP{p-\e)) = p-\N{p{p-\e)))) = p-\N(e)) = p~\e). 

S u 

y 0 .9 

1 
y 
0.9 

0.8 0.8 

0.7 0.7 

0.6 0.6 

0.5 0.5 

0.4 0.4 

0.3 0.3 

0.2 0.2 

0.1 0.1 

0 0 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

X 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

Obr . 2.5: N e g á t o r y z P r í k l a d o v 2.4.1 a 2.4.2 s parametrom c = 2. 

P o z n á m k a 2.4.1. Všimnime si funkciu p\ = 1 — x, ktorá nie je rastúca bijekcia, ale je 
klesajúca bijekcia a skúsme ju použiť pri p-transformácii negátora N$u: 

P l = ( l + c ) ( l - x )  
S u 1 + c ( l - x) 

Znovu sa jedná o negátor. Jeho pevným bodom bude: 

1 + C - y/Č+1 

I napriek tomu, že sme zmenili monotónnosť bijekcie, výsledok sa nezmení, a platí vzťah 
p1

1(e). Pre c = 0 opäť dostaneme štandardný negátor a pevný bod c = \-
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Vzhľadom k tomu, že typ m o n o t ó n n o s t i bijekcie nie je p o d s t a t n ý , vieme Tvrdenie 2.4.1 
zovšeobecniť. 

Tvrdenie 2.4.2. Nech N : [0,1] —> [0,1] je fuzzy negátor a p : [0,1] —> [0,1] je bijekcia. Ak 
e je pevným bodom negátora N, potom p-1 {e) je pevným bodom Np. 

A k o dôkaz m ô ž e m e použiť dôkaz tvrdenia 2.4.1, lebo sa v ň o m nijako nezohľadňuje typ 
m o n o t ó n n o s t i funkcie p. M y sa budeme ďalej venovať zovšeobecnen iu Tvrdenia 2.4.2 pre 
ľubovoľné funkcie p. Najskôr si zovšeobecn íme Definíciu 2.4.1 pre funkcie p, k t o r é nie sú 
b i jek t ívne . 

Zrejme mus í plat iť pí-^iNipiO))) = 1 a pí-^iNipil))) = 0, p r i čom / / ^ je pseudoin-
ve rzná funkcia k p. N a j j e d n o d u c h š í p r í p a d je, ak p(0) = 0 a p{l) = 1. Okra jové hodnoty 
však nemusia byť nutne len z m n o ž i n y {0,1} . A k p(0) = a > 0, potom N (a) G [b, 1], p r i čom 
b= inf (p( - 1>(a;) = 1). 

xe[o,i] 
A k p ( l ) = a < 1, potom N(a) G [0,6], p r i č o m b = sup ( / / " ^ ( x ) = 0). A k chceme 

xe[o,i] 

dos tať n e g á t o r pre neklesa júce funkcie, musia spĺňať p ráve jednu z nas ledujúc ich podmienok: 

• ( P l ) : p ( 0 ) = 0 A p ( l ) = l . 

• (P2) : A k p(0) = a > 0, tak N (a) G [b, 11; b = inf (p^Hx) = 1) a ak p ( l ) = b < 1, 
xx U ľ 

tak N (b) e [0, o]; a = sup ( p ( _ 1 ) ( x ) = 0). 
XG[0,1] 

Analogicky u r č í m e podmienky aj pre n e r a s t ú c e funkcie. Opäť je p o t r e b n é , aby funkcia 
p sp ĺňa la p ráve jednu z nas ledujúc ich podmienok: 

• ( P ľ ) : p ( 0 ) = l A p ( l ) = 0 . 

• (P2 ' ) : A k p(0) = a < 1, tak N (a) G [0,6]; b = sup ( p ( _ 1 ) ( ^ ) = 1) a ak p ( l ) = 6 > 0, 
XG[0,1] 

tak N (b) G [o, 11; a= inf (p^Hx) = 0). 
XG[0,1] 

Preto: 

Tvrdenie 2.4.3. Ak p : [0,1] —>• [0,1] je neklesajúca (nerastúca) funkcia a splna podmienky 
(PI) alebo (P2) ((PI') alebo (P2')), tak funkcia daná predpisom: 

N?{x) = p(-1XN{p{x))), (2) 

je fuzzy negátor. 

Teraz sa už m ô ž e m e pokúsiť zovšeobecniť Tvrdenie 2.4.1. N á s teda bude zauj ímať, kedy 
p la t í : 

i V ( p ( - 1 ) ( e ) ) = P ( - 1 ) ( e ) . (3) 

P r í k l a d 2.4.3. Zoberme si teraz funkciu, ktorá je neklesajúca, ale spojitá, a vytvoríme 
p-transformáciu negátora N$u: 

Í 0 ak x e [0 , | [ , 

\ 2 x - l ak x e [ i , l ] . 
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Obr . 2.6: Funkcie sp ĺňa júce podmienku (P2). 

Po aplikovaní vzťahu (2) dostaneme funkciu, ktorá splna vlastnosti negátora: 

1 ak x G [0 , \ [ , 

*&(*) = i ak x e 'Su^J \ 2+2c(2z-l) 
0 ak x = 1. 

Zložením funkcií p2 o P2 1-> vznikne identita, preto pj, ^ ( - ^ „ ( / ^ ( p ^ ^ ( e ) ) ) ) = P2 l\e)> 

teda pre spojité a neklesajúce funkcie, vďaka vztahu P2 o p[> ^ (x) = x, platí vzťah (3). 

Obr . 2.7: Funkcie a n e g á t o r z p r í k l a d u 2.4.3. 

P r í k l a d 2 .4.4. Zoberme si funkciu, ktorá je nerastúca, ale spojitá a zostrojíme p-transformáciu 
negátora Ngu

: 

í l ak x e [0,1], 
ľ K ' \2-2x a/fc s € ] § , ! ] . 
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Po aplikovaní vztahu (2) dostaneme funkciu, ktorá splna vlastnosti negátora: 

Í l ak x e [O, \\, 

O ak x = 1. 

Opát vznikne zložením p% o p^ 1-> identita, preto p% l\NgZ

u{p^{p^ ^(e)))) = p% l\e), 

teda pre spojité nerastúce funkcie, vďaka vztahu p% o p^ 1-> (x) = x, taktiež platí vztah (3). 

Obr . 2.8: Funkcie a n e g á t o r z p r í k l a d u 2.4.4. 

P r í k l a d 2.4.5. Teraz si budeme všímat nespojité, neklesajúce funkcie. Prvá, ktorú použi­
jeme pri p-transformácii negátora Ngu s parametrom c = 2, je: 

pA(x) 
f ak x E [0, |] 

O Ä X € ] | , 1 ] . 

Po aplikovaní vztahu (2) dostaneme funkciu, ktorá splna vlastnosti negátora: 

ak x e [0, yj], 

ak x G]Y[, J], 

ak x € ] f , f ] , 

±=f OÄ s € ] f , l ] . 

1- 2x 
1+x 

0.75 
2 - x 
1+x 
1-x 

k 2+x 

Teraz nevznikne zložením p^op^ ^ identita, a preto p\ ^ ( - ^ ^ ( / ^ ( p i ^(e)))) 7̂  P4 ^ (e ) . 
Avšak, eN2 G HipA a teda pre nespojité nerastúce funkcie taktiež platí vztah (3). 

Su 

P r í k l a d 2.4.6. Zoberme si funkciu p$ definovanú takto: 

í f ak x e [0,1], 
P5{X) = < X + 1 , ,! * 
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Obr. 2.9: Funkcie a negator z p r í k l a d u 2.4.5. 

Po aplikovaní vztahu (2) dostaneme funkciu, ktorá splna vlastnosti negátora: 

l - 2 x i+x ak x e [0, \ ] , 

N" (x) = <J0.25 a Ä s € ] i , § 
l - q ; 
2+rr 
x " x ojfcs € ] § , ! ] . 

Zložením p^op^ 1-> on i u tomto prípade nevznikne identita, navyše eN2 0 H(p$). Pria­
mym dosadením zistíme, že vztah (3) neplatí. Zmena typu spojitosti (na spojitost sprava) 
v tomto prípade zaručí platnost vztahu (3). 

Obr . 2.10: Funkcie a n e g á t o r z p r í k l a d u 2.4.6. 

P r e d c h á d z a j ú c e p r ík l ady n á s vedú k h y p o t é z e , že vzťah (3) p l a t í p r á v e vtedy, ked p e v n ý 
bod p ô v o d n é h o n e g á t o r a e p a t r í do oboru h o d n ô t funkcie p, čiže e G H (p). Nas ledujúc i 
p r ík lad n á m však ukáže , že podmienka e G H (p) je len pos t aču júca , no nie n u t n á . 
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P r í k l a d 2.4.7. Použijeme nespojitú, neklesajúcu funkciu p§, a vytvoríme p-transformáciu 
negátora N$u s parametrom c = 2: 

f ak x e [O, \ \ , 

a/fez € ] § , ! ] . 

Po aplikovaní vztahu (2) dostaneme funkciu, ktorá splna vlastnosti negátora: 

l - 2 x i+x ak x E [0,1], 
Nps6

u(x) = t 0.5 akxe]\,\], 

é+f ak * 

Napriek tomu, že p$ o p^ 1-> nie je identita a eN2 g" H(pe), platí vztah (3). 

P r í k l a d 2.4.7 ukazuje, že t á t o impl ikác ia sa n e d á otočiť. 

Obr . 2.11: Funkcie a n e g á t o r z p r í k l a d u 2.4.7. 

P o d o b n é výs ledky dostaneme aj pre n e r a s t ú c e , nespo j i t é funkcie p. Vzhľadom k tomu, 
že ak e G H (p), tak po p ( _ 1 ) (e ) = e, tak p la t í : 

Tvrdenie 2 .4.4. Nech N : [0,1] —>• [0,1] je fuzzy negátor a p je neklesajúca (nerastúca) 
funkcia, ktorá splna podmienku (PI) alebo (P2), ((PI') alebo (P2')). Ak e je pevným bodom 
negátora N a platí, že e E H (p), potom p^~l\e) je pevným bodom Np. 
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Kapitola 3 

Trojuholníkové normy, definície a 
vlastnosti 

Fuzzy n e g á t o r y sú čas to použ ívané p r i konš t rukc i i o s t a t n ý c h fuzzy logických spojok. M y 
sa jednej takej konš t rukc i i konjunktorov a disjunktorov budeme podrobne venovať, preto 
je p o t r e b n é postupne preds tav iť funkcie, k t o r é mode lu jú tieto spojky. V nas ledujúcej čas t i 
sa budeme zaoberať t ro juho ln íkovými normami . Tro juholn íkové normy sa vo fuzzy logike 
čas to použ íva jú na modelovanie konjunkcie. 

D e f i n í c i a 3 .0 .1 . [7] Funkcia T : [0, l ] 2 —>• [0,1] sa nazýva trojuholníková norma (skrátene 
t-norma) ak pre každé x, y, z G [0,1] •platí: 

• (TI) T (x, y) = T (y, x) komutatívnosi, 

• (T2) T(x,T(y, z)) = T(T(x,y), z) asociatívnost, 

• (T3) T(x,y) < T(x,z), ak y < z monotónnost, 

• (T4) T(x, 1) = x okrajová podmienka. 

M e d z i na jznámejš ie t-normy patr ia tieto š tyr i : 

• Minimová t-norma TM '• [0, l ] 2 —>• [0,1] 

TM(X,V) = m i n ( x , y ) , 

• Súčinová t-norma Tp : [0, l ] 2 —>• [0,1] 

Tp(x,y) = xy, 

• Lukasiewiczova t-norma TL : [0, l ] 2 —>• [0,1] 

TL(x, y) = max(x + y - 1, 0), 

• Drastický súčin Tp, : [0, l ] 2 —>• [0,1] 

TD(X,V) 
mm(x,y), ak m a x ( x , y ) = 1, 

0, inak. 
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Obr . 3.1: [ ] 3D grafy zák l adných t-noriem. 

Ďalej si uvedieme š tyr i z n á m e p a r a m e t r i c k é triedy t-noriem. 

• Frankove t-normy: 

Tp(x,y) 

'TM(x,y) 

Tp(x,y) 

TL(x,y) 

log„ (l + (p*-i)(p»-i) 
p - i 

ak p = 0, 

ak p = 1, 

ak p = +oo, 

inak, 

• Schweizer-Sklarove t-normy: 

Tp

ss(x,y) 

'TM(x,y) 

(xP + yP - l)p 

Tp(x,y) 

ak p = —oo, 

ak —oo < p < 0, 

ak p = 0, 

(max (0, x p + y p - l ) ) 1 / p ak 0 < p <+oo, 

TD{x,y) a k p = +oo, 
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• Yagerove t-normy: 

ak p = 0, 

Tl{x,y) = l max (0,1 - ((1 - X)P + (1 - y)pý) ak 0 < p < +oo, 

ak p = +oo, 

Sugeno-Weberové t-normy: 

TD(x,y) a k p = - l , 

T*w(x, y) = { max (o, ak - K p < +oo, 

Tp(x, y) ak p = +oo. 

3.1 Vlastnosti t rojuholníkových noriem 

Trojuholn íkové normy m ô ž e m e rozdeliť do rôznych skup ín podľa ich v l a s tnos t í . P re nás 
b u d ú zau j ímavé hlavne Arch imedovské t-normy, lebo sa da jú vyjadriť pomocou funkcií 
jednej premennej, tzv. gene rá to rov . Preto zhrnieme a s p o ň z á k l a d n é pojmy p o t r e b n é k za­
vedeniu archimedovskej vlastnosti . Rovnako ako negá tory , aj t -normy m ô ž e m e porovnávať 
a č i a s točne uspor i adať . 

D e f i n í c i a 3.1.1. [4] Ak pre t-normy T\ a T2 je pre každý bod (x, y) G [0, l ] 2 splnená 
nerovnost T\{x, y) < T2(x,y), hovoríme, že T\ je slabšia ako T2, alebo T2 je silnejšia ako 
T\ a píšeme T\ <T2-

D e f i n í c i a 3.1.2. [ ] Ak pre t-normy T i a T2 platí, že TX<T2 a T x ^ T2 t.j. ak T i < T2, 
ale T i ( x 0 , y o ) < T2(xo,yo) pre nejaký bod (x0,yo) e [0, l ] 2 , tak T i < T 2 . 

Z á k l a d n é t-normy m ô ž e m e uspor i adať nasledovne: 

TD(x,y) < TL(x,y) < TP(x,y) < TM(x,y). 

Vďaka m o n o t ó n n o s t i a o k r a j o v ý m podmienkam, m ô ž e m e zaviesť toto všeobecné uspo­
riadanie. 

TD{x,y) < T(x,y) < TM(x,y), 

čo z n a m e n á , že drastický súčin je na j s l abš ia t-norma a minimová t-norma je najsi lnejšia. 
V š e t k y o s t a t n é sú medzi n imi . 

M e d z i z á k l a d n é vlastnosti t-noriem patr ia tieto: 

Tvrdenie 3.1.1. [7] Nech T je ľubovoľná t-norma. Potom pre každé x, y G [0,1] platí: 

• T(l,x) = x, T(x, 1) = x, 

• T(0,x) = 0,T(x,0) = 0, 

• T(x,y) < x,T(x,y) < y. 

Ďalš í pojem, s k t o r ý m sa m ô ž e m e p r i t - n o r m á c h s t r e tnúť , je idempotencia prvku , čo 
z n a m e n á , že T ( a , a) = a. Je zre jmé, že k a ž d á t-norma m á a s p o ň dva i d e m p o t e n t n é prvky: 0 
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a 1. Tieto sa nazýva jú t r iv iá lne i d e m p o t e n t n é prvky. Čís la a G]0,1[, k t o r é u v e d e n ú v las tnosť 
sp ĺňa jú , n a z ý v a m e ne t r i v i á lnymi i d e m p o t e n t n ý m i p rvkami . 

Zoberme si súč inovú t-normu. I d e m p o t e n t n ý prvok by musel spĺňať Tp(a,a) = a, čo 
v tomto p r í p a d e z n a m e n á a2 = a. To p l a t í len pre 0 a 1, teda súčinová t-norma m á len 
t r iv iá lne i d e m p o t e n t n é prvky. Zau j ímavá t ro juho ln íková norma je min imová . P re ň u p la t í , že 
Va G [0,1], TM(CL, a) = a, čo z n a m e n á , že m i n i m o v á t-norma m á vše tky p rvky i d e m p o t e n t n é . 
Je to zároveň j e d i n á t-norma s takou v las tnosťou . 

Ďalej sa budeme venovať n i e k t o r ý m a lgeb ra i ckým vlastnost iam t-noriem. 

D e f i n í c i a 3.1.3. / ] Prvok x G]0,1[ nazveme deliteľ nuly danej t-normy T, ak existuje 
y G]0,1[ také, že T(x,y) = 0. 

Pozrime sa, ako sú na t om z á k l a d n é t-normy. Zrejme Tp ani TM n e m a j ú deli teľa nuly. 
P r i TL SÚ naopak v š e t k y hodnoty děl i te le nuly, rovnako ako aj p r i Tp,. 

P o z n á m k a 3.1.1. Vďaka asociatívnosti platí, že T(T(x, x), x) = T(x, T(x, x)). Pre predpis 

T(T(x,x),x) môžeme použit jednoduchšie označenie i ý 3 ' . Toto označenie môžeme rozšířit 

pre ľubovoľné n G N ako T (x,..., x) = Xjt\ 

n 

D e f i n í c i a 3.1.4. [ ] Hovoríme, že x G]0,1[ je nilpotentný prvok danej t-normy T, ak exis-
(n) 

tuje n G N také, že xT = 0 . 

Podobne ako pr i deli teľoch nuly, i t u v id íme , že Tp a TM n e m a j ú ž iaden n i l p o t e n t n ý 
prvok. Zato TL a Tp> m a j ú vše tky p rvky n i l p o t e n t n é . 

D e f i n í c i a 3.1.5. / ] Hovoríme, že t-norma T je archimedovská, ak pre všetky body (x, y) G 
]0,1[ 2 existuje n G N také, že 

(«) ^ x T ' < y. 

Zo z á k l a d n ý c h š ty roch t-noriem, sú a rch imedovské len T p , TL a Tp>. 

D e f i n í c i a 3.1.6. [4] 

• Hovoríme, že t-norma T je striktne monotónna, ak je rastúca na ]0, l]2 ako funkcia 
r:[0,l] 2^[0,l]. 

• Hovoríme, že t-norma T je striktná, ak je spojitá a striktne monotónna. 

Súčinová t -norma Tp je j e d i n á t -norma zo š ty roch zák l adných t-noriem, k t o r á je s t r i k t n á , 
p re tože je aj spo j i t á , aj striktne m o n o t ó n n a . Min imová a Lukasiewiczova t-norma sú spo­
j i t é , no nie striktne m o n o t ó n n e t-normy. D r a s t i c k ý súčin nie je ani spoji tý, ani striktne 
mono tónny . 

D e f i n í c i a 3.1.7. / ] Hovoríme, že t-norma T je nilpotentná, ak je spojitá a každé x G]0,1[ 
je jej nilpotentným prvkom. 

T y p i c k á p ř e d s t a v i t e l k a n i l p o t e n t n ý c h t-noriem je Lukasiewiczova t-norma. Min imová 
a súčinová t -norma sú síce spoj i té , ale bez ne t r iv iá lnych n i l p o t e n t n ý c h prvkov. D r a s t i c k ý 
súčin m á v š e t k y p rvky n i l p o t e n t n é , no nie je spoji tý. 
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3.2 Adi t ívne a mult ipl ikat ivně generá tory 

J e d n ý m z možných spôsobov konš t rukc ie t-noriem, je generovanie pomocou funkcie jednej 
premennej. Tieto funkcie n a z ý v a m e g e n e r á t o r y a m ô ž u byť b u d ad i t í vne , alebo mul t ip l ika­
t i vně . M y si u k á ž e m e p r í k l a d y obidvoch. 

D e f i n í c i a 3.2.1. [4] Nech funkcia f : [0,1] —>• [0, oo] je spojitá a klesajúca, pričom f {ľ) = 0, 
potom predpisom: 

T<f>(x,y) = r H m + m ) 

je daná t-norma a funkcia f sa nazýva aditívny generátor t-normy T<f>. 

V š i m n i m e si t r iedu F rankových t-noriem. Ich a d i t í v n y g e n e r á t o r je d a n ý parametricky 
takto: 

Inverzné zobrazenie k f p (x) je 

Ďalej sa budeme zaoberať súvis losťami medzi a r c h i m e d o v s k ý m i t -normami a a d i t í v n y m i 
g e n e r á t o r m i . 

Tvrdenie 3.2.1. [ ] Funkcia T : [0, l ] 2 —>• [0,1] je spojitá archimedovská t-norma práve 
vtedy, ak existuje aditívny generátor, ktorý ju generuje. 

Dras t i cký súčin TJJ nie je spoji tý, a teda ho neberieme do úvahy. Z o s t a t n ý c h zák l adných 
t-noriem je m i n i m o v á t-norma j ed iná , k t o r á nie je a r ch imedovská . T á je z nich t ak t i e ž j ed iná , 
k t o r á n e m á a d i t í v n y g e n e r á t o r . D á sa dokázať , že ked si zoberieme neoh ran i čený ad i t í vny 
gene rá to r / (t. j . s v las tnosťou /(O) = oo), vznikne n á m s t r i k t n á a r c h i m e d o v s k á t-norma 
a keď si zoberieme oh ran ičený a d i t í v n y g e n e r á t o r (/(O) G R), vznikne n á m n i l p o t e n t n á 
a r c h i m e d o v s k á t-norma. 

Okrem a d i t í v n y c h gene rá to rov m á m e aj mu l t i p l i ka t i vně . 

D e f i n í c i a 3.2.2. [4] Nech funkcia g : [0,1] —>• [0,1] je spojitá a rastúca, pričom g(l) = 1, 
potom predpisom: 

T<v>(x,y) = g-1(g(x).g(y)) 

je daná t-norma a funkcia g sa nazýva multiplikatívny generátor t-normy T < 9 > . 

Rovnako ako pr i a d i t í v n y c h gene rá to roch , i t u si v š i m n i m e Frankove t-normy. Ich mul­
t i p l i ka t í vny g e n e r á t o r je d a n ý parametricky takto: 

Í
x ak p = 1, 

ex~1 ak p = oo, 

^ET akpe ]0 , l[U ] l ,oo[. 

In x 

ln p-i 

ak p -

ak p : 

inak. 

1, 
+oo, 

x 

+ 1 

ak p -

ak p : 

inak. 

1, 
+oo, 
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Inverzné zobrazenie k g^{x) je: 

ak p = 1, 

(Op) (x) = < 1 + l n x ak p = oo, 

•1) + 1) a k p € ] 0 , l [ U ] l , o o [ . 

V š i m n i m e si , že pre ad i t í vny a m u l t i p l i k a t í v n y g e n e r á t o r F r a n k o v ý c h t-noriem pla t í : 
f p (x) = —lngp(x). Bolo u k á z a n é [4], že toto p l a t í pre ľubovoľnú t-normu a jej ad i t í vny 
a m u l t i p l i k a t í v n y gene rá to r , a preto n á m s tač í venovať sa len j e d n é m u typu gene rá to rov . 
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Kapitola 4 

Trojuholníkové konormy, definície 
a vlastnosti 

V nas ledujúcej čas t i sa budeme zaoberať t ro juho ln íkovými konormami. Tro juholn íkové ko-
normy sa vo fuzzy logike ča s to použ íva jú na modelovanie disjunkcie. 

D e f i n í c i a 4.0.1. [7] Funkcia S : [0, l ] 2 -> [0,1] sa nazýva trojuholníková konorma (krátko 
s-norma) ak pre každé x, y, z E [0,1] platí: 

• (SI) S(x,y) = S(y, x) komutatívnosi, 

• (S2) S(x, S(y, z)) = S(S(x,y), z) asociatívnosť, 

• (S3) S(x,y) < S(x, z), ak y < z monotónnosť, 

• (S4) S(x,0) = x okrajová podmienka. 

P o z n á m k a 4.0.1. Dá sa ukázať, že funkcia: 

S(x,y) = l - T ( l - x , l - y ) , 

kde T je t-norma, je s-norma. 

Trojuholn íkové konormy, k t o r é sú takto o d v o d e n é zo zák l adných t-noriem, vyze ra jú 
nasledovne: 

• Maximova s-norma SM '• [0, l ] 2 —>• [0,1] 

SM(x,y) = m a x ( x , y ) , 

• Pravdepodobnostný súčet S p : [0, l ] 2 —>• [0,1] 

Sp(x,y) = x + y - xy, 

• Lukasiewiczova s-norma SL '• [0, l ] 2 —>• [0,1] 

SL(x,y) = min(x + y, 1), 

• Drastický súčet SD '• [0, l ] 2 —>• [0,1] 

So(x,y) 
max(x,y), ak min(x , y) = 0, 

1, inak. 
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0 0 

Obr. 4.1: [ ] 3D grafy zák l adných s-noriem. 

Ďalej si uvedieme š tyr i z n á m e p a r a m e t r i c k é triedy s-noriem. 

• Frankove s-normy: 

'' SM(x,y) 

Sp(x,y) 

SL(X,V) 

1 - l o g p (1 + p - i 

ak p = 0, 

ak p = 1, 

ak p = +oo, 

inak, 

• Schweizer-Sklarove s-normy: 

0.25 

SŠs(x,y) 

SM{X,V) 

1 - ((1 - X)P + (1 - y)P - l)v 

Sp(x,y) 

1 - (max(0, (1 - x)p + (l-y)p ak 0 < p < +oc 

So(x,y) a k p = +oo, 

ak p = —oo, 

ak —oo < p < 0 

ak p = 0, 
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• Yagerove s-normy: 

{x,y) 

SD(X,V) 

min ^1, (xp + yp)p 

SM{X,V) 
) 

ak p = 0, 

ak 0 < p < +oc 

ak p = +oo, 

• Sugeno-Weberové s-normy: 

Slw{x,y) 

SD(X,V) 

m i n ^1, -

Sp(x,y) 

(1 +p) x+ (1+p) y -pxy 
1+p ) 

ak p = — 1, 

ak — 1 < p < +oc 

ak p = +oo. 

4.1 Vlastnosti t rojuholníkových konoriem 

Podobne ako t-normy, aj s-normy m ô ž e m e medzi sebou porovnávať . A k použ i j eme rov­
n a k ý s y s t é m p o r o v n á v a n i a ako pr i t - n o r m á c h a aplikujeme ho na š tyr i z á k l a d n é s-normy, 
dostaneme: 

Vďaka m o n o t ó n n o s t i a o k r a j o v ý m podmienkam, m ô ž e m e zaviesť toto všeobecné uspo-

čo z n a m e n á , že drastický súčet je najsi lnejš ia s-norma a maximová s-norma je na js labš ia . 
V š e t k y o s t a t n é sú medzi n imi . 

A j pre s-normy sa prvok a G [0,1], pre k t o r ý p l a t í S(a,a) = a, n azýva i d e m p o t e n t n ý 
prvok s-normy. Presne ako m i n i m o v á t-norma, tak aj m a x i m o v á s-norma, m á v š e t k y p rvky 
i d e m p o t e n t n é . 

Ďalej sa pozrieme na a d i t í v n e a m u l t i p l i k a t i v n ě g e n e r á t o r y t ro juho ln íkových konoriem. 

Tvrdenie 4 .1 .1 . / ] Funkcia S : [0, l ] 2 —>• [0,1] je spojitá archimedovská s-norma práve 
vtedy, keď existuje spojitá rastúca funkcia f : [0,1] —>• [0, oo] s vlastnosťou / ( 0 ) = 0 taká, že 
pre každé (x, y) G [0, l ] 2 platí: 

Funkcia f sa volá aditívny generátor s-normy. 

Adi t ívne g e n e r á t o r y F r a n k o v ý c h s-noriem a ich inverzné zobrazenia b u d ú vyzerať nasle-

SM(X,V) < SP(x,y) < SL(x,y) < SD{x,y). 

riadanie: 
SM{x,y) < S(x,y) < SD(x,y) 

S(x,y) = f-1(f(x) + f(y)). 

dovne: 
l n ( l — x) ak p = 1, 

ak p = oc 

J-} i inak, 
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V š i m n i m e si podobnosť medzi a d i t í v n y m g e n e r á t o r o m Frankových t-noriem f p (x) a adi­
t í v n y m g e n e r á t o r o m F r a n k o v ý c h s-noriem. Zrejme ffp{\ — x) = f p (x). 

Tvrdenie 4.1.2. [7] Funkcia S : [0, l ] 2 —>• [0,1] je spojitá archimedovská s-norma, práve 
vtedy, keď existuje spojitá klesajúca funkcia g : [0,1] —>• [0,1] s vlastnosťou g(l) = 0 taká, že 
pre každé (x, y) G [0, l ] 2 platí: 

S(x,y) = g~1(g(x).g(y)). 

Funkcia g sa volá multiplikatívny generátor s-normy. 

Pre Frankove s-normy m a j ú m u l t i p l i k a t i v n ě g e n e r á t o r y p a r a m e t r i c k ý predpis t a k ý t o : 

9spíx) 

p-i 

Inverzné zobrazenie k g^ (x) je: 

Í
l — x ak p = 1, 

— In x ak p = oo, 

1 — logp (x(p — 1) + 1) inak. 
V š i m n i m e si , že pre a d i t í v n y a m u l t i p l i k a t í v n y g e n e r á t o r F r a n k o v ý c h s-noriem pla t í : 

fsp(x) = ~^n9sp(x)- Bolo u k á z a n é , že toto p l a t í pre ľubovoľnú s-normu a jej ad i t í vny 
a m u l t i p l i k a t í v n y gene rá to r , a preto (podobne ako pr i t - n o r m á c h ) sa n á m s tač í venovať len 
j e d n é m u typu gene rá to rov . 

4.2 Konštrukcie trojuholníkových konoriem 
V kapitole 4.0.1 sme spomína l i s p ô s o b konš t rukc ie s-normy pomocou vzťahu: 

S(x,y) = l - ( T ( l - x , l - y ) ) . 

K e d si ho rozoberieme bližšie, m ô ž e m e si vš imnúť spoji tosť so š t a n d a r d n ý m n e g á t o r o m . 
Tento vzťah sa d á prepísať takto: 

S(x,y) = Ns(T(Ns(x),Ns(y))). (4) 

Š t a n d a r d n ý n e g á t o r sa za is tých okolnos t í d á nah rad i ť i n ý m n e g á t o r o m . To, k t o r ý ne-
g á t o r m ô ž e m e použiť a prečo , si vysve t l íme na p r ík l adoch . 

P r í k l a d 4.2.1. Skúsme si Ns nahradiť konkrétnym Sugenovým negátorom pre c = 2 a po­
stupne ho aplikovať na TM, Tp, TL a To: 

• TM 

N2 

SM

Su(x,y) = m a x ( z , y ) , 

ATf x + y + Xy 
S p ^ V ) = l + 2xy ' 
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-Ni 
' x+y+ixy 

S^Su(x, y) = \ l ~ A x y 
ak x+y+8xy < 1, 

inak, 

aNL( ) = | m a x ( a ; , y ) , ak mm(x,y) = O, 

1, mak. 

Z predpisov daných funkcií vyplýva, že sú komutativně, monotónne a okrajová podmienka 

je splnená. Jediný problém môže nastat pri asociativitě. SM

SU a S D

S U sú identické s-normy 
postupne s S M a SJJ, čiže pre ne asociativita platí. Po dosadení a jednoduchých úpravách 

]V2 N2 

zistíme, že aj S P

S U a ST

 S u sú asociatívne. 

o o 0,25 

0.75 
0.5 x 

Obr. 4.2: S-normy z P r í k l a d u 4.2.1. 

P r í k l a d 4.2.2. Skúsme si Ns nahradit konkrétnym Yagerovým negátorom pre c = 2 a po­
stupne ho aplikovat na TM, Tp, TL O- T D'-

TM 

SMY(XiV) = m a x ( x , y ) , 
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• Tp 

SpY{x, y) = (x2 + y2 - x2y2)2 

I 
2\ 2 

1 - (Jl - x 2 ) 2 + (l - y 2 ) 2 - lj J , aÄ;x 2 + y 2 + ( x 2 - y 2 ) 2 < 3, 

1, mafc, 

AT2 l m a x ( x , y ) , ak min(x , y) = O, 

I 1, mak. 

Z predpisov daných funkcií opäť vyplýva, že sú komutativně, monotónne, a okrajová 
podmienka je splnená. Znovu je jediný problém pri asociativitě. Po jednoduchých úpravách 

N2 N2 , , N2 

zistíme, že aj SP

Y a SL

Y sú asociatívne. Podobne ako v predchádzajúcom príklade sú 5 M

y 

N2 

a S D

Y identitcké postupne s S M O, SD-

o o 
0.25 O D 0.25 

O O 0.25 
0.25 

Obr. 4.3: S-normy z P r í k l a d u 4.2.2. 
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V i d e l i sme, ako to funguje pr i Sugenových a Yagerových n e g á t o r o c h . D á sa odvodiť , že 
to takto funguje pre v š e t k y invo lu t ívne negá to ry . Toto tvrdenie je z n á m e , avšak zvyča jne 
u v á d z a n é bez d ô k a z u , preto p r i d á v a m e aj dôkaz . 

Tvrdenie 4.2.1. / ] Nech T : [0, l ] 2 -> [0,1] je t-norma a N : [0,1] ->• [0,1] nech je 
ľubovoľný involutívny negátor, potom: 

S(x,y) = N(T(N(x),N(y))), (5) 

je s-norma. 

D ô k a z . Postupne si dokážeme vlastnosti s-noriem po aplikovaní involutívneho negátora N: 

• (SI) komutatívnost 

S(x, y) = N(T(N(x), N (y))) = N (T (N (y), N (x))) = S(y, x). 

• (S2) asociativita 

S(S(x, y),z)= N(T(N(S(x, y)), N (z))) = N(T(N(N(T(N(x), N(y)))), N(z))) = 

N(T(T(N(x),N(y)), N (z))) = N(T(N(x),T(N(y), N (z)))) = 

N(T(N(x),N(N(T(N(y),N(z)))))) = S(x,S(y,z)). 

• (S3) monotónnost 

y < z ^ N (y) > N (z) T (N (x), N (y)) > T(N(x),N(z)) 

N (T (N (x), N (y))) < N (T (N (x), N (z))) S(x, y) < S(x, z). 

• (S4) okrajová podmienka 

S(x, 0) = N (T (N (x), N (0))) = N (T (N (x), 1)) = N (N (x)) = x. 

4.3 Vzťahy medzi adi t ívnymi generá tormi t-noriem a s-noriem 

V tejto čas t i sa budeme zaoberať vzťahmi medzi ad i t i vn ími g e n e r á t o r m i t-noriem a s-
noriem. Budeme pracovať s a d i t í v n y m g e n e r á t o r o m F r a n k o v ý c h s-noriem, k t o r ý je d a n ý 
predpisom: 

Í
— l o g ( l — x) ak p = 1, 

x ak p = +co, 

log p S r r r m a k -
A k v uvedenom predpise a d i t í v n e h o g e n e r á t o r a F rankových s-noriem n a h r a d í m e výraz 

1 — x S u g e n o v ý m n e g á t o r o m , dostaneme nas ledu júcu funkciu: 

í - l o g ( ^ l ) a k p = l , 

f$Na"Hx) = \ ^ x a k p = +oo, 

log iľ^1 inak. 
^ p l + cx _1 

30 



Vygenerujeme s-normy postupne pre parametre p = l , p = o o a c = 2 . P re p = 1, c = 2 
dostaneme: 

s r - c , » ) = /Ír" (- . o , ( i ^ ) - * = í ± * ± s = s p 

Podobne vygenerujeme s-normu pre p = oo a c = 2: 

_3_x 3y \ = x + y + 4xy = ^ A T | U 

+ 2x 1 + 2y / l - 4 x i / L 

A k v uvedenom predpise a d i t í v n e h o g e n e r á t o r a F rankových s-noriem n a h r a d í m e výraz 
1 — x Y a g e r o v ý m n e g á t o r o m , dostaneme nas ledu júcu funkciu: 

l o g ( l — xc) c ak p = 1, 

fgN*\x)= { l-(l-xc)Xc a k p = +oo, 

log — 2 — T ; — inak. 
p ( l - x = ) c _ 1 

Znovu postupne vygenerujeme s-normy pre parametre p = l , p = o o a c = 2. Pre p = 1 
a c = 2 dostaneme: 

S[»* (x, y) = g™ ( - log (1 - x * ý - log ( l - y 2 ) * ) = ( x 2 + y 2 - x 2 y 2 ) * = sf. 

A pre p = oo a c = 2 dostaneme: 

P r i ap l ikovaní Sugenovho aj Yagerovho n e g á t o r a sme dostali r ovnaké výs ledky ako v P r í ­
kladoch 4.2.1 a 4.2.2. Toto pozorovanie sa d á zovšeobecniť nasledovne: 

Tvrdenie 4 .3 .1 . Nech N : [0,1] —>• [0,1] je involutívny negátor a funkcia f : [0,1] —>• [0,1] 
je aditívny generátor t-normy T. Potom foN: [0,1] —>• [0,1] je aditívny generátor s-normy 
S, ktorá je daná vzťahom S(x,y) = N (T (N (x), N (y))). 
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Kapitola 5 

Skladanie konštrukcií t-noriem a 
s-noriem 

V tejto čas t i sa budeme venovať podrobne j š i e konš t rukc i i (5). A k použ i j eme š t a n d a r d n ý 
n e g á t o r na t -normu T , dostaneme k nej d u á l n u s-normu S. K e d na takto s k o n š t r u o v a n ú 
d u á l n u s-normu S použ i j eme znovu š t a n d a r d n ý negá to r , dostaneme p ô v o d n ú t -normu T. 
Toto p l a t í nielen pre š t a n d a r d n ý negá to r , ale pre ľubovoľný invo lu t ívny n eg á to r . O t á z k a 
je, či m ô ž e m e dos tať inú t-normu pomocou tejto m e t ó d y , ak použ i j eme rôzne involu t ívne 
negatory na konš t rukc iu t-normy a s-normy, teda: 

teda T\ = T2 = TM pre ľubovoľnú dvojicu N\, N2. P o d o b n ý výs ledok dostaneme aj pre 
d ra s t i cký súčin . V nas ledujúc ich k a p i t o l á c h sa budeme venovať n a j m ä súčinovej a Lukasie-
wiczovej t-norme, kde sú výs ledky zauj ímavejšie . 

5.1 Konštrukcia t-noriem a s-noriem pomocou Sugenovho a 
š t andardného negátora 

V tejto čas t i si u k á ž e m e , ako sa b u d ú súč inová a Lukasiewiczova t-norma a ich d u á l n ě 
s-normy meniť , ked na ne aplikujeme Sugenov a š t a n d a r d n ý n eg á to r . Najskôr sa budeme 
venovať súčinovej t-norme a teda použ i j eme nas ledujúc i vzťah: 

S1(x,y)=N1(T1(N1(x),N1(y))), 

T2(x,y) = N2(S1(N2(x),N2(y))). 

A k Ni^N2, či je nutne aj T i / T 2 ? A k T1 = TM, potom: 

= Í M T M T O X ) , / ^ ) ) ) = N^N^SMÍX^))) 

T2(x,y) = N2(SM(N2(x),N2(y))) = N2(N2(TM (x, y))) 

SM{x,y) 

TM{x,y) 

po prvom kroku dostaneme: 

SiPsu(x,y) 
x + y — xy + cxy 

1 + cxy 
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T u si m ô ž e m e vš imnúť , že v č i ta te l i m á m e p o d o b n ý vý raz ako v súčinovej s-norme, 
pr ibudol len vý raz cxy. N a <Sip aplikujeme š t a n d a r d n ý n e g á t o r a dostaneme t-normu 
s predpisom: 

T a , = xy 
ps ' 1 + c ( l — x — y + xy) 

V č i ta te l i sa n á m objavila znovu súč inová t-norma a v menovateli vý raz (1 — x — y + xy). 
O d tohto bodu je tvar t-noriem a s-noriem predv ída teľný : 

„ , , x + y - xy + (c 2 + 2c)xy 
^ (*• V) = 1 + ( C 2 + 2 c ) x y > T 3 P s (x, y) 

a; y 
1 + (c 2 + 2c) (1 — x — y + xy) 

S 3 P s > , y ) 
x + y — xy + (c 3 + 3c 2 + 3c)xy xy 

1 + (c 3 + 3c 2 + 3c)xy " ' T 4 p s ( x ^ ) 1 + ( c3 + 3 c 2 + 3 c ) ( 1 _ x _ y + x y ) ' 

n p ^ ( X ' y ) = l + ( ( c + l ) « - i - l ) ( l - x - y + x y ) ' 

'~'npsu ^ ^ 
x + y - xy + ((c + 1)™ - l ) x y 

l + ( ( c + l ) n - l)xy ' 

Tieto zmeny n á z o r n e i lus t ru jú nas ledu júce obrázky. 

o o o o D ( 
(a) Súčinová t-norma. (b) T-norma T^p , s parametrom (c) T-norma T^p , s parametrom 

c =2. c =-0 . 9 . 

Obr . 5.1: Súčinová t-norma a z nej o d v o d e n é t-normy. 

M ô ž e m e si vš imnúť , že po niekoľkých i t e rác iách sa súčinová t-norma vzhľadom na pa­
rameter c pr ibl ižuje b u d k minimovej t-norme alebo k d r a s t i c k é m u súčinu . Z predpisov pre 
Tnps v id íme , že pre c > 0 t-norma konverguje k d r a s t i c k é m u súč inu a pre c < 0 naopak kon­
verguje k minimovej t-norme. Podobne z predpisov Snp je zre jmé, že pre c > 0 s-norma 
konverguje k d r a s t i c k é m u s ú č t u a pre c < 0 k maximovej s-norme, čo n á z o r n e i lus t ru jú 
nas ledu júce obrázky. 
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(a) Pravdepodobnostný súčet. (b) S-norma Ssp , s parametrom (c) S-norma Ssp , s parametrom 
c =2. c =-0 . 9 . 

Obr . 5.2: P r a v d e p o d o b n o s t n ý súče t a z neho o d v o d e n é s-normy. 

A k z m e n í m e poradie negá to rov , teda na j skôr použ i j eme š t a n d a r d n ý n e g á t o r a potom 
Sugenov negá to r : 

JVc NSu Ns 

llp —+ ^ 1 P S • J2p S t i —+ ^2p s • • • , 

tak výs ledok p rvého kroku m á samozrejme tvar p r a v d e p o d o b n o s t n é h o súč tu : 

Sips(x,y) = x + y - x y . 

Apl ikovan ím Sugenovho n e g á t o r a na Sip dostaneme: 

T2 (x y) = (C + 1)XV  
p ( s ") ' 1 + c(x + y — xy) 

V menovateli sa n á m objavila súčinová t -norma a v č i ta te l i d r u h ý riadok Pascalovho 
t ro juho ln íka . N a ú p l n e odvodenie predpisov potrebujeme eš te jeden krok: 

(c + l)(x + y - xy) - cxy (c 2 + 2c + l)xy 
2 p ^ x ' ^ l + c ( l - s y ) ' l 3 ^ « ^ » W 1 + ( c 2 + 2 c ) ( x + y _ x y ) -

Po tomto kroku sa predpisy pre T„ a 5 n p d a jú odvodiť . 

\n—1, / \ (c + iy-'xy 
TnP(x,y)-

SnpA x,y) 

1 + ((c + I )™" 1 -l)(x + y-xy)' 

(c + l ) ™ " 1 ^ + y - xy) - ((c + I )™" 1 - l)xy 
s ' l + ( ( c + l ) " - 1 - l ) ( l - a ; y ) 

Znovu si m ô ž e m e vš imnúť , že po niekoľkých i t e rác iách sa súčinová t-norma vzhľadom na 
parameter c pr ibl ižuje b u d k minimovej t-norme alebo k d r a s t i c k é m u súčinu . Z predpisov 
pre Tnp v id íme , že pre c > 0 t -norma konverguje k minimovej t-norme a pre c < 0 
naopak konverguje k d r a s t i c k é m u súčinu . Podobne z predpisu SnPs je zre jmé, že pre c > 0 
to konverguje k maximovej s-norme a pre c < 0 k d r a s t i c k é m u súč tu , čo n á z o r n e i lus t ru jú 
nas ledu júce obrázky. 
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(a) Súčinová t-norma. (b) T-norma T$p , s parametrom (c) T-norma T$p , s parametrom 
c =2. c =-0 . 9 . 

Obr . 5.3: Súčinová t-norma a z nej o d v o d e n é t-normy. 

0 0 
(a) Pravdepodobnostný súčet. (b) S-norma S2P , s parametrom (c) S-norma S2P , s parametrom 

c =2. c =-0 . 9 . 

Obr . 5.4: P r a v d e p o d o b n o s t n ý súče t a z neho o d v o d e n é s-normy. 

Teraz sa podobne budeme venovať Lukasiewiczovej t-norme a jej z m e n á m po apl ikovaní 
Sugenovho a š t a n d a r d n é h o n e g á t o r a . Najskôr si v š i m n e m e vzťah: 

Nsu, NS, Nsu, T\r —-> S\, ——> To, —-> So, • • •, 
1 L 1 L S u A L S ^LSu ' 

po prvom kroku bude mať s-norma tvar: 

Ä " [1 , mak. 

K e d na to aplikujeme š t a n d a r d n ý negator a skús ime vytvor iť t-normu, dostaneme: 

{ (c2+2c+l)(x+y-l-xy)+xy 

o 1 - ^ ( 1 " * - » + ^ ) 
, a k 2 - x - y + (c 2 + 2 c ) ( l - x ) ( l - y ) > 1, 

inak. 

T ú t o t-normu m ô ž e m e vidieť na na s l edu júcom o b r á z k u 5.5 s r ô z n y m i parametrami c. 
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(a) Lukasiewiczova t-norma. (b) T-norma T 2 í 

c = 2. 
s parametrom (c) T-norma T^L  

c = -0.9. 
s parametrom 

Obr . 5.5: Lukasiewiczova t -norma a z nej o d v o d e n é t-normy. 

M ô ž e m e si vš imnúť , že po niekoľkých i t e rác iách sa aj Lukasiewiczova t -norma vzhľadom 
na parameter c pr ibl ižuje b u d k minimovej t-norme alebo k d r a s t i c k é m u súčinu . Z predpisov 
pre t-normy, v id íme že pre c > 0 t-norma konverguje k d r a s t i c k é m u súč inu a pre c < 0 
naopak konverguje k minimovej t-norme. Podobne z predpisov pre s-normy je z re jmé, že 
pre c > 0 s-norma konverguje k d r a s t i c k é m u s ú č t u a pre c < 0 k maximovej s-norme, čo 
n á z o r n e i lus t ru jú nas ledu júce obrázky. 

(a) Lukasiewiczova s-norma. (b) S-norma S\L , s parametrom (c) S-norma S\L , s parametrom 
c =2. c =-0.9. 

Obr . 5.6: Lukasiewiczova s-norma a z nej o d v o d e n é s-normy. 

A k z a m e n í m e poradie negá to rov , teda na jskôr použ i j eme š t a n d a r d n ý n e g á t o r a potom 
Sugenov negá to r , teda ak 

Ns NSu Ns 

tak p rvá s-norma je samozrejme Lukasiewiczova s-norma SL- PO apl ikovaní Sugenovho 
n e g á t o r a a nás l edne š t a n d a r d n é h o n e g á t o r a dostaneme nas l edu júcu t-normu a s-normu: 

„2 

i s " ' [O, inak. 

S 2 l J ^ S ^ - a k 2 - x - y + (c 2

 + 2 c ) ( l - x ) ( l - y ) < l , 
i s Í l , inak. 
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0 0 0 0 0 0 

(a) Lukasiewiczova t-norma. (b) T-norma T2L , s parametrom (c) T-norma T2L , s parametrom 
c =2. c =-0 . 9 . 

Obr . 5.7: Lukasiewiczova t -norma a z nej o d v o d e n é t-normy. 

Rovnako si v o b r á z k u 5.7 m ô ž e m e vš imnúť , ako vďaka k l a d n é m u parametru c sa L u k a ­
siewiczova t -norma pribl ižuje k minimovej t-norme a ako sa pomocou z á p o r n é h o parametra 
pr ibl ižuje k d r a s t i c k é m u súčinu . P r i s -no rmách je to podobne, teda pr i parametri c > 0 po­
stupne vzn iká m a x i m o v á s-norma a pr i parametri c < 0 d ra s t i cký súče t . Vzn iknu t é s-normy 
v id íme na o b r á z k u 5.8. 

0 0 0 0 0 0 

(a) Lukasiewiczova s-norma. (b) S-norma S2L , s parametrom (c) S-norma S2L , s parametrom 
c = 2. c = -0 .9. 

Obr . 5.8: Lukasiewiczova s-norma a z nej o d v o d e n é s-normy. 

P r i p redoš lých pokusoch m ô ž e m e spozorovať, že aj súčinová aj Lukasiewiczova t-norma 
sa pr i o b m e n á c h n e g á t o r o v pr i konš t rukc iách z t-normy na s-normu a naopak, sp ráva jú 
rovnako. P r i voľbe Sugenovho n e g á t o r a na tvorenie s-noriem a š t a n d a r d n é h o n e g á t o r a na 
tvorbu s p ä t n ý c h t-noriem sa n á m pr i k ladnom parametri Sugenovho n e g á t o r a t-normy pri ­
bl ižujú k u d r a s t i c k é m u súč inu a s-normy k u d r a s t i c k é m u s ú č t u . P r i parametroch z intervalu 
] — 1, 0[ sa n á m z t-noriem s t áva m i n i m o v á t-norma a z s-noriem m a x i m o v á s-norma. O p a č n é 
poradie n e g á t o r o v n á m dáva o p a č n ú konvergenciu t-noriem a s-noriem. 

P r i r o d z e n á o t á z k a je, či n á m nes t ač í posk ladať negá tory , a výs ledné skladanie aplikovať 
na t-normu, p r í p a d n e s-normu. P r v ý c h p á r i te rác i í skladania vyze rá takto: 

l — X NS (c+l)x NSu^ l—X NS (c 2 + 2 c + l ) x NSu^ l — X 
1 + cx 1 + cx 1 + (c 2 + 2c)x 1 + (c 2 + 2c)x 1 + (c 3 + 3c 2 + 3c)x 

N$K (c 3 + 3c 2 + 3c + l)x N$UK l — x 
* l + (c 3 + 3c 2 + 3c)(x) * 1 + (c 4 + 4 c 3 + 6c 2 + 4c)x " ' ' 
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2n-l 

Ns o NSu • • • NSu oNso NSu 

2 1 + ( ( c + l ) n - l)x'' 

(c+l)nx 

2u 
* 1 - ( ( c + l ) n - l)x' 

M ô ž e m e si vš imnúť , že v menovateli i v č i ta te l i sa n á m tvor í vzor, k t o r ý sa opakuje 
a k a ž d ý m krokom inkrementuje. R o v n a k ý vzor m ô ž e m e vidieť v Pascalovom t ro juho ln íku . 
Keď sa p o k ú s i m e preskočiť s-normu pr i súčinovej t-norme, čiže: 

NsoNSu 

J-lp > ŕ2pg • • • , 

zis t íme, že F2ps ^ ^PS • To J e zapr í č inené t ý m , že funkcia N$ o Nsu n e m á vlastnosti 
n e g á t o r a a teda ani výs l edná funkcia ne sp ĺňa vlastnosti t-normy. N a p r í k l a d , ak zoberieme 
parameter c = 2, dostaneme funkciu: 

27xy 
1 + 2x + 2y + 22xy 

o o 
o o 

Obr . 5.9: T-norma v z n i k n u t á p o s t u p n ý m s k l a d a n í m (naľavo) a F2p (napravo). 

Teraz si budeme vš ímať s-normy. Keď preskoč íme konš t rukc iu s-normy, aj t-normy: 

Tu PSu 
dostaneme výsledok, kde 5 | p ^ = S2ps. Rovnako by to plat i lo, i keby sme preskočil i viac 

krokov konš t rukc ie s-normy a t-normy. Podobne to p l a t í i pre Lukasiewiczovu t-normu. 
V p r í p a d e , že z t-normy chceme skonš t ruovať t-normu pomocou preskočen ia krokov, nepo­
da r í sa n á m to. M u s í m e na j skôr skonš t ruovať d u á l n u s-normu k pôvodne j t-norme a z nej 
m ô ž e m e preskočiť ľubovoľný p o č e t krokov. 

S k ú s m e sa pozrieť či p o d o b n é výs ledky dostaneme i p r i o p a č n o m s k l a d a n í negá to rov : 

l - x ^ 
( C + 1)(1 - X) 7VS 

NS (c 2 + 2c + l ) ( l 

1 + c ( l - x) l + c ( l - x ) l + (c 2 + 2 c ) ( l - x ) l + (c 2 + 2c) ( l -x) 

x NS (c 3 + 3c 2 + 3 c + 1)(1 -x) 
1 + (c 3 + 3c 2 + 3c) (1 - x) 1 + (c 3 + 3c 2 + 3c) (1 - x) " ' 
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Ns o NSu ... Ns o NSu o Ns 
V v ' 

2n+l 

i V 5 u o J V 5 . . . Ns o NSu o Ns 

" v ' 
2n 

( c + l ) n ( l - z ) 
l + ( ( c + l ) « - l ) ( l - x ) ' 

l - ( ( c + l ) « - l ) ( l - x ) ' 

Keď sa p o k ú s i m e preskočiť len konš t rukc iu s-normy: 

vyjde n á m z r o v n a k ý c h dôvodov výs ledok ako p r e d t ý m , že F~2Ps Ý • Keď ale 
zoberieme: 

Ns o NSu o Ns s 

l i P > »b 2 c 

tak = S2Pg- R o v n a k ý p r inc íp m ô ž e m e up la tn i ť i p r i Lukasiewiczovej t-norme. Z toho 
vyp lýva , že pr i konš t rukc i ách s n e p á r n y m p o č t o m sk l adan í to funguje a pr i p á r n o m nie, 
p re tože n á m vznikne nek lesa júca funkcia, k t o r á n e m á vlastnosti n e g á t o r a . 

0 0 n o 

Obr . 5.10: T-norma v z n i k n u t á p o s t u p n ý m s k l a d a n í m (naľavo) a F2ps (napravo). 

5.2 Konštrukcia t-noriem a s-noriem pomocou Yagerovho a 
š tandardného negátora 

Rovnako, ako so S u g e n o v ý m n e g á t o r o m , si v tejto čas t i u k á ž e m e ako sa b u d ú súčinová a L u -
kasiewiczova t-norma a ich d u á l n ě s-normy meniť , keď na ne aplikujeme Yagerov a š t an ­
d a r d n ý ne gá t o r . Najskôr sa budeme venovať súčinovej t-norme, teda použ i j eme nas ledujúc i 
vzťah: 

l i p > b l p y —> l2ps > b 2 p y . . . . 

Po prvom kroku dostaneme: 

S i P y = (xc + yc - xcyc)c. 
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A b y sme mohl i zovšeobecniť p o s t u p n ú zmenu s-noriem, m u s í m e si zaviesť subs t i t úc iu . 
Nech « i = x c a 7i = yc. Zároveň nech p la t í , že k G [1, oo[ a k £ N, po tom otk+i = 
(1 - (1 - a k ) c ) c a 7 f c + i = (1 - (1 - 7fc) = ) c - T ý m dostaneme: 

siPy = («fc + 7fc - «fc7fc)s k = 1. 

Keď na v z n i k n u t ú s-normu aplikujeme š t a n d a r d n ý negá to r , dostaneme t-normu: 

T2ps = 1 - ((1 - * ) c + (1 - y ) c " (1 " x)c{l - y)c)l 

Rovnako ako pr i s -normách , i tu si m u s í m e zaviesť s u b s t i t ú c i u . Nech f3i = (1 — x)c 

a ôi = (1 — y ) c . Zároveň nech p la t í , že k E [1, oo[ a A: G N, po tom = (1 — (1 — Ä ) = ) c 

a = (1 — (1 — áfc)č) c . T ý m dostaneme: 

r | P s = i-{Pk + sk-PkSk)°, k = i. 

Pre ú p l n é odvodenie m u s í m e vykonať eš te ďalšie dva kroky. P o ďalšom kroku dostaneme 
t ú t o t-normu a s-normu: 

SlPy = (1 - (1 - ( a 2 + 72 - a 2 72) = ) c ) s 

TŠPs = 1 - (1 - (1 - ( & + ô2 - #,<$2)*)c) *, 

Po tomto kroku sa predpisy pre T* a S^PY d a jú odvodiť . 

r „ f c

P s = l - ( l - ( T n

f c _ l p s ) c ) i k = n - l , 

s k

n P Y = { i - { i - s k

n _ l p y y ý c , k = n. 

Tieto zmeny n á z o r n e i lus t ru jú o b r á z k y 5.11 a 5.12. 

0 0 0 0 0 0 

(a) Súčinová t-norma. (b) T-norma T\p , s parametrom (c) T-norma T2

1

f, , s parametrom 
c = 4. c = 0.5. 

Obr . 5.11: Súčinová t -norma a z nej o d v o d e n é t-normy. 

M ô ž e m e si vš imnúť , že po niekoľkých i t e rác iách sa súčinová t-norma, opäť vzhľadom na 
parameter c, pr ibl ižuje b u ď k minimovej t-norme, alebo k d r a s t i c k é m u súčinu . Z predpisu 
T%p v id íme , že pre c > 1, t-norma konverguje k minimovej t-norme a pre parameter c < 1, 

naopak konverguje k d r a s t i c k é m u súčinu . Podobne z predpisu S%P je zre jmé, že pre c > 1 
s-norma konverguje k maximovej s-norme a pre c < 1 k d r a s t i c k é m u súč tu . 
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(a) Pravdepodobnostný súčet. (b) S-norma S%p , s parametrom (c) S-norma Sfp j s parametrom 
c =2. 1 c = 0.5. 

Obr . 5.12: P r a v d e p o d o b n o s t n ý súče t a z neho o d v o d e n é s-normy. 

A k z m e n í m e poradie negá to rov , teda na j skôr použ i j eme š t a n d a r d n ý n e g á t o r a potom 
Yagerov negá to r : 

J-lp > <->! 
NY So 

tak po apl ikovaní š t a n d a r d n é h o n e g á t o r a na súč inovú t-normu dostaneme samozrejme 
p r a v d e p o d o b n o s t n ý súče t . Znovu si zavedieme subs t i t úc iu , kde ot\ = x a 71 = y. Zároveň 
nech p la t í , že ked k G [1, 00[ a k G N , po tom a k + \ = (1 — (1 — u k ) c ) c a 7fc+i = (1 — (1—7fc)c) = • 

Apl ikovan ím Yagerovho n e g á t o r a na p r a v d e p o d o b n o s t n ý súče t dostaneme: 

(1 _ ((1 _ xcyc + ( 1 _ ycyc _ ( 1 _ x c y c { 1 _ yCyyy 

Použ i j eme s u b s t i t ú c i u f}\ = (1 — xc) a ôi = (1 — yc) . Zároveň nech p la t í , že k G [1, 00 [ 

a k G N , po tom /3k+i = (1 ~~ (1 ~~ Ä ) = ) c a <5fc+i = (1 — (1 — f̂c) = ) c - P o dvoch i t e rác iach 
a aplikovanej subs t i túc i i b u d ú mať t-norma a s-norma tvar: 

(l-(/3k + ó k - /3kók)c)č, k = l, 

S%Ps = 1 - (1 - (ak + 7fe - afc7fc)c) = , A; = 2. 

Po tomto kroku sa predpisy pre T ^ p ^ a <SnPs d a jú odvodiť . 

T n P, 
( 1 - ( 1 - T * 

5. 
k — i 
"Po 

, k = n — 1, 

l - { l - { S k

n _ l p s Y ) ^ k = n. 

Tieto zmeny n á z o r n e i lus t ru jú o b r á z k y 5.13 a 5.14. Rovnako, ako p r e d t ý m si m ô ž e m e 
vš imnúť , že po niekoľkých i t e rác iach sa súčinová t-norma vzhľadom na parameter c pr ib l i ­
žuje b u d k minimovej t-norme, alebo k d r a s t i c k é m u súčinu . Z predpisov pre T^p v id íme , 
že pre c > 1 konverguje k d r a s t i c k é m u súč inu a pre parameter c < 1 naopak konverguje 
k minimovej t-norme. Podobne z predpisu S^p je zre jmé, že pre c > 1 s-norma konverguje 
k d r a s t i c k é m u s ú č t u a pre c < 1 k maximovej s-norme. 
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(a) Súčinová t-norma. (b) T-norma T 2

1

p , s parametrom (c) T-norma T 2

1

p , s parametrom 
c =2. 1 c = 0.5. 

Obr . 5.13: Súčinová t -norma a z nej o d v o d e n é t-normy. 

(a) Pravdepodobnostný súčet. (b) S-norma S{p , s parametrom (c) S-norma S{p , s parametrom 
c = 2. c = 0.5. 

Obr . 5.14: P r a v d e p o d o b n o s t n ý súče t a z neho o d v o d e n é s-normy. 

Teraz sa podobne budeme venovať Lukasiewiczovej t-norme a jej z m e n á m po apl ikáci i 
Yagerovho a š t a n d a r d n é h o n e g á t o r a . Najskôr si v š i m n e m e vzťah: 

NY NS NY  

1 l L > B±LY > I 2 L s > Z 2 L Y 

po prvom kroku bude mať s-norma tvar: 

SILY (z , y) 
(1 - ((1 - xc)č + (1 - yc)č - l ) c ) č , a k (1 - xc)c + (1 - yc)č > 1, 

1, inak. 

K e d na to aplikujeme š t a n d a r d n ý n e g á t o r a skús ime vytvor iť t-normu, dostaneme: 

' I _ ( l - ( ( ! - ( ! - xr)č + 

(-r. //) = <( (1 - (1 - y ) c ) ^ - l ) c ) ^ , ak (1 - (1 - x) c )^ + (1 - (1 - yf)^ < 1, 

0, inak. 

T ú t o t-normu m ô ž e m e vidieť na o b r á z k u 5.15 s rôznymi parametrami c. 
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(a) Lukasiewiczova t-norma. (b) T-norma T 2 i , s parametrom (c) T-norma T 2 i , s parametrom 
c = 2. c = 0.5. 

Obr . 5.15: Lukasiewiczova t-norma a z nej o d v o d e n é t-normy. 

M ô ž e m e si vš imnúť , že po niekoľkých i t e rác iách sa aj Lukasiewiczova t-norma, vzhľadom 
na parameter c, pr ibl ižuje b u d k minimovej t-norme alebo k d r a s t i c k é m u súčinu . Z predpisov 
pre t-normy v id íme , že s parametrom c > 1 konverguje k minimovej t-norme a s parametrom 
c < 1 naopak konverguje k d r a s t i c k é m u súčinu . Podobne z predpisu s-noriem, je zre jmé, že 
pre c > 1 s-norma konverguje k maximovej s-norme a pre c < 1 k d r a s t i c k é m u súč tu . 

(a) Lukasiewiczova s-norma. (b) S-norma SiL , s parametrom (c) S-norma SiL , s parametrom 
c =2. 1 c = 0.5. 

Obr . 5.16: Lukasiewiczova s-norma a z nej o d v o d e n é s-normy. 

A k z m e n í m e poradie negá to rov , teda na j skôr použ i j eme š t a n d a r d n ý negator a potom 
Yagerov negá to r , teda ak 

N s „ NY N s „ 
I 1 L > b l L 3 > I 2 L y > Z2Ls 

tak p rvá s-norma je samozrejme Lukasiewiczova s-norma SL- PO apl ikovaní Yagerovho 
n e g á t o r a a nás l edne š t a n d a r d n é h o n e g á t o r a , dostaneme nas ledu júcu t-normu a s-normu: 

T 2 L y (X, y) 
(1 - ((1 - xc)č + (1 - y c ) c ) c ) c , ak (1 - xc)č + (1 - y c ) č < 1, 

1, inak. 

'1 _ (1 _ ( ( ! _ ( ! _ x ) c ) s + 

o, 

ak ( l - ( l - x ) c ) č + ( l - ( l - y ) c ) č > 1, 

inak. 
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0 0 0 0 o o 

(a) Lukasiewiczova t-norma. (b) T-norma T^L , s parametrom (c) T-norma TiL , s parametrom 
c =2. 1 c = 0.5. 

Obr . 5.17: Lukasiewiczova t-norma a z nej o d v o d e n é t-normy. 

Rovnako ako p r e d t ý m si m ô ž e m e vš imnúť , že po niekoľkých i t e rác iách sa Lukasiewiczova 
t-norma, vzhľadom na parameter c, pr ibl ižuje b u d k minimovej t-norme alebo k d r a s t i c k é m u 
súčinu. Z predpisov pre t-normy v id íme , že pre c > 1 konverguje k d r a s t i c k é m u súč inu a pre 
parameter c < 1 naopak konverguje k minimovej t-norme. Podobne z predpisu s-noriem 
je zre jmé, že pre c > 1 s-norma konverguje k d r a s t i c k é m u s ú č t u a pre c < 1 k maximovej 
s-norme. 

(a) Lukasiewiczova s-norma. (b) S-norma S2L , s parametrom (c) S-norma S2L , s parametrom 
c = 2. c = 0.5. 

Obr . 5.18: Lukasiewiczova s-norma a z nej o d v o d e n é s-normy. 

I t u sa n á m objavuje p r i r o d z e n á o t ázka , či n á m rovnako ako pr i Sugenovom n e g á t o r e 
nes tač í posk ladať n e g á t o r y a výs ledné skladanie aplikovať na t-normu, p r í p a d n e s-normu. 
P r v ý c h p á r i te rác i í vyze rá takto: 

( i - xcýc ^ % i - ( i - xc)lc ^ ( i - ( i - ( i - xcýc)cýc ^ i - ( i - ( i - ( i - x c ý c ) c ý c 

NY o Ns ... NY o Ns o NY = (1 - (1 - NY o Ns ... NY o Ns o NY)C) č, 

2n+l 2n-l 

Ns o NY ... NY o Ns o NY = 1 - (1 - (Ns o NY ... NY o Ns o NY)C) o. 

2n 2n-2 

Kvôli š t r u k t ú r e Yagerovho n e g á t o r a sme museli definovať p o s t u p n o s ť r e k u r e n t n ě . K e d 
sa p o k ú s i m e preskočiť s-normu pr i súčinovej t-norme, čiže: 
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Obr. 5.19: T-norma v z n i k n u t á p o s t u p n ý m s k l a d a n í m (naľavo) a F2ps (napravo). 

Budeme sa venovať s - n o r m á m . K e d p reskoč íme konš t rukc iu s-normy, aj t-normy: 

N y o N g o N y Q S  

1 lp > b 2 p y 

dostaneme výsledok, kde 5 | p = S2PY . Rovnako by to plat i lo, i keby sme preskoči l i viac 
krokov konš t rukc ie s-normy a t-normy. Podobne to p l a t í i pre Lukasiewiczovu t-normu. 
A b y sme dostali funkciu, k t o r á je t -norma alebo s-norma, m u s í m e preskočiť n e p á r n y poče t 
krokov. 

S k ú s m e sa pozrieť, či p o d o b n é výs ledky dostaneme i p r i o p a č n o m sk l adan í negá to rov : 

( i - x) ^ ( i - ( i - xfýc ^ i - ( i - ( i - x)cýc ^ ( i - ( i - ( i - ( i - x)cý)cý. 

NY o Ns • • • Ns o NY o NSy = (1 - (1 - NY o Ns ... Ns o NY o Ns)c) č, 

2n 2n-2 

Ns o JVy . . . Ns o JVy o Ns = 1 - (1 - (Ns o NY ... Ns o NY o Ns)c) °. 

2n+l 2n-l 

K e d sa p o k ú s i m e preskočiť len konš t rukc iu s-normy: 

NY ONS^ 
-Llp > t2py . . . , 

vyjde n á m z r o v n a k ý c h dôvodov výs ledok ako p r e d t ý m , že FiP Ý T2py. I tu p r i pre­
skočení n e p á r n e h o p o č t u krokov d o s t á v a m e s-normu, p r í p a d n e t-normu. Výs lednú funkciu 
v id íme na o b r á z k u 5.20. 

P r e d c h á d z a j ú c e experimenty n á m ukáza l i spoj i tosť medzi n e g á t o r m i a z nich vzniknu­
t ý m i t -normami p r í p a d n e s-normami. Sugenov n e g á t o r rovnako, ako Yagerov sú involu t ívne 
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O t; O o 

Obr . 5.20: T-norma v z n i k n u t á p o s t u p n ý m s k l a d a n í m (naľavo) a - ^ 2 P y (napravo). 

a m a j ú p o d o b n ý tvar. P o č a s skladania n e g á t o r o v na konci podkapi to l 5.1 a 5.2 sme si mohl i 
vš imnúť , že sa n á m postupne striedali negá tory , k t o r é sa zväčšovali alebo naopak zmenšo­
val i , č ím postupne začal i konvergovat k u G ô d e l o v m u n e g á t o r u alebo D u á l n e m u G ô d e l o v m u 
n e g á t o r u a funkcie, k t o r é postupne konvergovali k nas l edu júc im funkciám: 

V na s l edu júcom texte použ i j eme klasické po rovnávan i e funkcií, teda / < g, ak f (x) < 
g(x) pre k a ž d é x G [0,1] a slovne to vy jad r íme , že / je m e n š i a ako g, resp. g je väčšia 
ako / . T á t o konvergencia n e g á t o r o v a funkcií, m á za nás ledok i p o s t u p n ú zmenu t-noriem 
a s-noriem k u ich e x t r é m o m . Ďalej si m u s í m e uvedomiť , že spojenie Sugenovho a Yage-
rovho n e g á t o r a so š t a n d a r d n ý m n e g á t o r o m n á m funkciu m e n í na opačnú , čo z n a m e n á , že 
ak na veľký n e g á t o r použ i j eme š t a n d a r d n ý negá to r , z í skame ekvivalentne m a l ú výs lednú 
funkciu, konvergu júcu k funkcii f2, a naopak. T ý m sa n á m v postupnosti skladania negá­
torov s t r i eda jú k a ž d ý m krokom väčšie n e g á t o r y a nás l edne menš ie funkcie. P o s l e d n á vec, 
k t o r ú m u s í m e brať do úvahy, je fakt, že sa n e g á t o r y s t r i eda jú i v tom, či sú ap l ikované na 
vytvorenie t-noriem z s-noriem alebo naopak. V p r í p a d e , že hovor íme o n e p á r n y c h č lenoch 
postupnosti , tie sú apl ikované na v y t v á r a n i e s-noriem. To z n a m e n á , že ak sa n e g á t o r y po­
stupne zmenšu jú , s-normy sa b u d ú zväčšovať do d ras t i ckého s ú č t u . To je zapr íč inené t ý m , 
že tieto čoraz menš ie n e g á t o r y sú na t-normu apl ikované d v a k r á t (viď vzťah: (4)). Rovnako 
to p l a t í i pre generovanie t-noriem. 

P r i r o d z e n á o t á z k a os táva , či p o d o b n é chovanie p l a t í aj pre iné invo lu t ívne n e g á t o r y 
a teda pokračovan ie tejto p r á c e by spočívalo p ráve v zovšeobecnení vyššie p o p í s a n é h o pr in­
c ípu na ľubovoľný invo lu t ívny n e g á t o r a ľubovoľné t-normy/s-normy. 

ak x > 0 

ak x = 0 

ak x = 1 

ak x < 1. 
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Kapitola 6 

Modelovanie fuzzy negátora 

V tejto kapitole využ i j em znalosti n a j m ä o n e g á t o r o c h a ich vlastnostiach, z í skaných v pre­
došlých čas t i ach p ráce . Cieľom tejto kapi toly je, na zák l ade empi r i ckých d á t , zistiť ako ľudia 
v b e ž n o m , čas to v á g n o m , j azyku c h á p u negáciu . P o d o b n ý experiment, vo svojej baka l á r ­
skej p rác i , predstavil aj Voj těch Havlena [ ], k t o r ý s k ú m a l , ako ľudia v n í m a j ú konjunkciu 
v bežne j komunikác i i . 

Súčasťou experimentu bolo aj zostavenie d o t a z n í k a , k t o r ý je v p r í lohe C . Ten pozos­
táva l z výrokov a ich negáci í . Respondenti ohodnocovali tieto vý roky hodnotami jedna až 
desať, k t o r é reprezentovali s t u p e ň pravdivosti vý roku , podľa ich osobného n á z o r u (1 - úp lne 
nepravd ivý , 10 - ú p l n e p r a v d i v ý ) . Ich ohodnotenia som nás l edne transformoval na interval 
[0,1]. N a zák lade zozb ie raných úda jov od respondentov som hľadal funkciu, k t o r á modeluje 
c h á p a n i e negácie v b e ž n o m jazyku . 

Hľadanie tejto funkcie som realizoval pomocou z n á m y c h numer i ckých m e t ó d , ako sú 
m e t ó d y na jmenš í ch š tvorcov, [8] [6] a b-splinov [2]. 

Vyhodnotenie experimentu bolo sp racované programom, k t o r é h o i m p l e m e n t á c i a je po­
p í s a n á nižšie. 

6.1 Zostavenie a spracovanie dotazníka 

D o t a z n í k sa s k l a d á zo še s tnás t i ch výrokov, a n a c h á d z a sa v p r í lohe C . Osem z nich sú 
p ô v o d n é výroky, zvyšné sú ich negácie . Vybera l som výroky, k t o r é súvis ia s b e ž n ý m ž ivo tom. 
T ie som n á h o d n e usporiadal, aby si respondenti nevš iml i , ako spolu p ô v o d n ý a negovaný 
vý rok súvis ia . Teda sa t u n a c h á d z a j ú v ž d y dvojice spolu súvis iacich výrokov . Sú to tieto 
dvojice: 1. a 8. výrok , 2. a 6. výrok , 3. a 9. výrok , 4. a 11. výrok , 5. a 13. výrok , 7. a 14. 
výrok , 10. a 15. výrok , 12. a 16. vý rok . N iek to ré p ô v o d n é vý roky som znegoval striktne, 
n a p r í k l a d vý rok 1 a vý rok 10. O s t a t n é vý roky bol i z á m e r n e znegované s r ô z n y m s t u p ň o m 
vágnos t i . 

Po v y p l n e n í d o t a z n í k a respondentami som hodnoty vložil do t e x t o v é h o s ú b o r u . Naprog­
ramoval som j e d n o d u c h ý program v j azyku C , k t o r ý tento t e x t o v ý s ú b o r spracoval a uložil 
do f o r m á t u .graph, s k t o r ý m pracuje výs l edná ap l ikác ia . P rogram spolu s t ý m t o t e x t o v ý m 
s ú b o r o m a s ú b o r o m makefile je v p r i loženom CD-čku . A b y som mohol porovnávať j edno t l ivé 
negácie v d o t a z n í k u , vy tvo r i l som pre k a ž d ú dvojicu .graph súbo r . Súčasťou t a k é h o s ú b o r u 
je aj m n o ž i n a s ú r a d n í c . N a x-ovej osi sú r ep rezen tované ohodnotenia p ô v o d n ý c h výrokov 
a na y-ovej osi ohodnotenia ich negáci í . V p r í p a d e , že by všetc i respondenti odpovedali na 
p ô v o d n é v ý r o k y hodnotou a G {1, 2 , 1 0 } a na znegované v ý r o k y 11 — a, dostali by sme 
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š t a n d a r d n ý negá to r . Ú d a j e z tohto t e x t o v é h o s ú b o r u bol i sp racované programom, k t o r é h o 
i m p l e m e n t á c i a je p o p í s a n á v nas ledujúc ich kap i to l ách . 

6.2 Implementácia programu 

Obsahom tejto podkapi toly je n a j m ä popis i m p l e m e n t á c i e výs lednej apl ikácie pre modelo­
vanie funkcií a n á s l e d n á a p r o x i m á c i a so z n á m y m i fuzzy n e g á t o r m i . N a i m p l e m e n t á c i u bol 
použ i t ý jazyk C + + norma 11, kvôli možnos t i ob jek tového programovania, p řenos i t e lnos t i 
programu a nízkej réžii p r i sp racovan í m a t e m a t i c k ý c h operác i í . Grafické užívateľské roz­
hranie je v y t v o r e n é pomocou knižnice Q t . Vykresľovanie s a m o t n é h o grafu zaisťuje knižn ica 
QCustomPlot, k t o r á poskytuje široké možnos t i z hľadiska tvorby v iacerých grafov súčasne , 
ako aj j e d n o d u c h é ov ládan ie š tý lu grafu a ich popisu. Navyše , n e m á ž i adne závis lost i na 
iných n e š t a n d a r d n ý c h knižnic iach a teda nie je p r o b l é m s jeho prenosi teľnosťou, alebo kom­
pat ibi l i tou. 

H l a v n ý m cieľom apl ikác ie je vy tvá rať v l a s t n é funkcie na zák l ade kon t ro lných bodov 
pomocou b-spline kriviek alebo m e t ó d y na jmenš í ch š tvorcov a porovnávať ich s n e g á t o r m i 
k to ré bol i pop i sované v tejto p rác i , p r í p a d n e zistiť na j lepš iu a p r o x i m á c i u k u z n á m e m u 
n e g á t o r u . Apl ikác ia umožňu je uk ladať a nač í tavať už íva teľom v y t v o r e n é grafy vo fo rmáte 
*.graph. Užívateľ si t ak t i e ž m ô ž e vykresliť ne jaký zo z n á m y c h n e g á t o r o v (Sugenov, Yagerov, 
Š t a n d a r d n ý , atd.), k t o r é sme v tejto p rác i skúmal i , a porovnávať ich so svojimi n e g á t o r m i . 
P r i m e t ó d e na jmenš í ch š tvorcov m á p r í s t u p k u predpisu výs lednej funkcie. 

6.2.1 Ukladanie a načítanie t r ied 

N a ukladanie grafov sa pre j ednoduchosť využ íva t e x t o v ý fo rmát s koncovkou .graph. K a ž d ý 
graf n e g á t o r a je u rčený t ý m i t o hodnotami: m e t ó d a (BSpline, Square), s t u p e ň b-spline alebo 
m e t ó d y na jmenš í ch š tvorcov polynomu, p o č e t kon t ro lných bodov s ich hodnotami, poče t 
bodov grafu s ich hodnotami, aby sa pr i k a ž d o m nač í t avan í nemusel celý graf p repoč í t avať 
odznova, a krok na x-ovej osi grafu n e g á t o r a . Tie to informácie sa do t e x t o v é h o f o r m á t u 
uložia ako: 

<typMetódy>\n 

<početKontrolnýchBodov>\n 

(<kontrolnýBod>\n)* 

<početBodovGrafu>\n 

<krok>\n 

(<y_{i}>\n)* 

Nač í t avan ie informáci í je i m p l e m e n t o v a n é v triede MainWindow, v m e t ó d e loadFile, 

k t o r á mimo iného kontroluje val id i tu úda jov a s p r á v n y formát h o d n ô t , čo zahrňu je , či sú 
hodnoty v s p r á v n o m rozsahu, v s p r á v n o m po rad í , či je v s ú b o r e uvedený s p r á v n y poče t 
h o d n ô t , či sa v s ú b o r e n e n a c h á d z a j ú iné znaky, okrem povolených, a správnosť numerickej 
m e t ó d y . N a záver m e t ó d a zavolá vykreslenie grafu funkcie. 

Do s ú b o r u s t a k ý m t o f o r m á t o m u k l a d á informácie saveFile, k t o r á zabezpeču je s p r á v n u 
koncovku s ú b o r u a p r e s n é uloženie grafu na s p ä t n é vykreslenie. 
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6.2.2 Proces vykresľovania 

V tejto podsekcii sa zameriam na s a m o t n ý beh programu a procesu vykresľovania, s jeho 
logickými časťami . 

• V p r í p a d e , že n a č í t a v a m e graf zo s ú b o r u , bež í program nas ledu júc imi krokmi : 

1. N a č í t a n i e d á t zo s ú b o r u , ich kontrola, a ná s l edné uloženie h o d n ô t do p r i vá tnych 
p r e m e n n ý c h . 

2. Zobrazenie n e g á t o r a zavo lan ím vykresľovacích funkcií, k t o r é komun iku jú s trie­
dou QCustomPlot. V tejto čas t i sa t ak t i e ž n a s t a v u j ú vlastnosti vzhľadu grafu. 

3. Nastavenie prvkov užívateľského rozhrania, pomocou k t o r ý c h bo l graf vykreslený, 
aby ho užívateľ mohol meniť , p r í p a d n e porovnávať so z n á m y m i n e g á t o r m i . 

• V p r í p a d e , že hodnoty z í skavame z programu, po s t l ačen í užívateľa na t l ač í tko Ulož 
zmeny: 

1. N a č í t a n i e d á t z grafického užívateľského rozhrania programu od užívateľa. V 
tejto čas t i sa t ak t i e ž rob í ich kontrola, aby užívateľ nemohol zadať číslo v z lom 
formáte . 

2. Získanie h o d n ô t n e g á t o r a zavo lan ím s t a t i ckých funkcií z tr ied BSpline alebo 
SquareMethod. 

3. Zobrazenie n e g á t o r a zavo lan ím vykresľovacích funkcií, k t o r é komun iku jú s trie­
dou QCustomPlot. V tejto čas t i sa t a k t i e ž n a s t a v u j ú vlastnosti vzhľadu grafu. 

6.3 Vyhodnotenie experimentu 

Vyplnených a sp racovaných do t azn íkov bolo 199. Bo lo osem výrokov a ich negáci í , čo zna­
m e n á , že bolo v y h o d n o t e n ý c h pr ib l ižne 1600 úda jov . 

Úda je z vyp lnených do tazn íkov som transformoval z m n o ž i n y {1, 2 , 1 0 } do intervalu 
[0,1]. N á s l e d n e pomocou z n á m y c h numer i ckých m e t ó d , b-spline kriviek a m e t ó d y najmen­
ších š tvorcov, bo l i tieto hodnoty a p r o x i m o v a n é funkciami jednej premennej. Nie vše tky 
tieto funkcie mal i vlastnosti fuzzy n e g á t o r a . P rogram v t ý c h t o n e g a t í v n y c h p r í p a d o c h na 
nesplnenie j edno t l i vých v l a s tnos t í upozorňu je a ná s l edne urč í Sugenov negá to r , k t o r ý t ú t o 
funkciu naj lepšie aproximuje. P ô v o d n ú funkciu aj v h o d n ý n e g á t o r vykresl í . Grafy na obráz­
koch 6.1, 6.2, 6.3 ukazu jú , ako j edno t l ivé vý roky dopadli , a k t o r ý m z n á m y m n e g á t o r o m sa 
da jú na jpresnejš ie aproximovat. 

Zauj ímavé je, že vo vše tkých p r í p a d o c h bol i p o r u š e n é okrajové podmienky fuzzy negá­
tora. Dvojice výrokov 1,8 a 10,15 som z á m e r n e znegoval striktne. Tak, ako som predpo­
kladal , bo l i v n í m a n é z hľadiska negácie ako najbl ižšie k u klasickej negáci i , a teda funkcie 
z nich v y t v o r e n é m a j ú najbl ižšie k š t a n d a r d n é m u n e g á t o r u . P r i zvyšných dvojiciach bol 
pr i negovaní použ i t ý rôzny s t u p e ň vágnos t i , čo sa prejavilo aj p r i o h o d n o co v an í p ravd ivos t í 
výrokov, a teda n á s l e d n e to malo vp lyv aj na priebeh pr í s lušných funkcií. O t á z k o u os táva , 
do akej miery bol i účas tn íc i experimentu ovp lyvnen í negác iou v klasickej logike, a ako by 
to dopadlo pr i menej technicky za ložených respondentoch. 
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(a) Sugenov negátor s paramet- (b) Sugenov negátor s paramet- (c) Sugenov negátor s paramet­
rom 0.18 (červená) s funkciou rom 0.14 (červená) s funkciou rom 0.63 (červená) s funkciou 
vygenerovanou z výrokov 1 a 8 vygenerovanou z výrokov 2 a 6 vygenerovanou z výrokov 3 a 9 
(modrá). Podobnosť grafov je (modrá). Podobnosť grafov je (modrá). Podobnosť grafov je 
približne 91.25%. približne 56.35%. približne 62.62%. 

Obr . 6.1: Z ískané funkcie v y t v o r e n é pomocou b-spline kriviek tretieho s t u p ň a . 

(a) Sugenov negátor s paramet- (b) Sugenov negátor s paramet- (c) Sugenov negátor s paramet­
rom 1.27 (červená) s funkciou rom 0.28 (červená) s funkciou rom 3.59 (červená) s funkciou 
vygenerovanou z výrokov 4 a 11 vygenerovanou z výrokov 5 a 13 vygenerovanou z výrokov 7 a 14 
(modrá). Podobnosť grafov je (modrá). Podobnosť grafov je (modrá). Podobnosť grafov je 
približne 53.3%. približne 53.46%. približne 47.95%. 

Obr . 6.2: Z ískané funkcie v y t v o r e n é pomocou b-spline kriviek tretieho s t u p ň a . 

(a) Sugenov negátor s para- (b) Sugenov negátor s para- (c) Sugenov negátor s paramet-
metrom -0.07 (červená) s fun- metrom 0.59 (červená) s fun- rom 0.71 (červená) s funkciou 
kciou vygenerovanou z výrokov kciou vygenerovanou z výrokov vygenerovanou zo všetkých pou-
10 a 15 (modrá). Podobnosť gra- 12 a 16 (modrá). Podobnosť gra- žitých výrokov (modrá). Podob-
fov je približne 79.73%. fov je približne 73.258%. nosť grafov je približne 76%. 

Obr . 6.3: Z ískané funkcie v y t v o r e n é pomocou b-spline kriviek tretieho s t u p ň a . 
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Kapitola 7 

Záver 

V tejto p rác i som sa venoval t r iedam fuzzy negá to rov , ich k o n š t r u k c i á m a a p l i k á c i á m pr i 
konš t rukc i i t ro juho ln íkových noriem a konoriem. Najskôr som predstavil niekoľko základ­
ných invo lu t ívnych negá to rov . Venoval som sa aj generovaniu nových n e g á t o r o v pomocou 
ras túc ich bijekcií a ich vlastnostiam. Podar i lo sa m i zovšeobecniť z n á m u konš t rukc iu negá­
torov pomocou funkcií, k t o r é nie sú nutne b i jek t ívne . 

Je z n á m e , že ak p : [0,1] —>• [0,1] je r a s t ú c a bijekcia a e G [0,1] je p e v n ý bod n e g á t o r a 
N, tak /9 _ 1(e) je p e v n ý bod p - t r ans fo rmác ie n e g á t o r a N. V p rác i bo l i s t anovené podmienky, 
za k t o r ý c h tento vzťah p l a t í aj ak p nie je r a s t ú c a bijekcia. 

V ďalšej čas t i som sa venoval t r o j u h o l n í k o v ý m n o r m á m , ich a d i t í v n y m a mul t ip l ika t ív -
nym g e n e r á t o r o m a s p ô s o b u generovania t ro juho ln íkových noriem pomocou t ý c h t o generá­
torov. Podobne som š tudova l aj t ro juho ln íkové konormy, kde som zároveň u k á z a l vzťahy 
medzi g e n e r á t o r m i t-noriem a s-noriem. V závere tejto čas t i som riešil konš t rukc iu t-noriem 
a s-noriem pomocou Sugenovho/Yagerovho n e g á t o r a a p r i ich opakovanom sk l adan í so š t an ­
d a r d n ý m n e g á t o r o m . Tento s p ô s o b konš t rukc ie som aplikoval na dve zo š ty roch zák l adných 
t ro juho ln íkových noriem. B o l i s t anovené podmienky, za k t o r ý c h t ý m t o s k l a d a n í m vznikne 
znovu t-norma/s-norma a zároveň bol i u rčené l imi tné t -normy/s-normy vzhľadom k použi ­
t ý m n e g á t o r o m a v s t u p n ý m t - n o r m á m / s - n o r m á m . 

P o s l e d n á časť p ráce bola venovaná vyhodnoteniu výs ledku experimentu a ap rox imác i i 
n e g á t o r a . T u bola ap l ikovaná m e t ó d a na jmenš í ch š tvorcov a b-spline kr ivky. 

Ďalšie pok račovan ie p r á c e by sa mohlo ube rať zovšeobecnen ím výs ledkov konš t ruk ­
cie t -noriem/s-noriem pomocou ľubovoľných invo lu t ívnych negá to rov . Zau j ímavá bude aj 
o t á z k a konvergencie takto skonš t ruovaných t-noriem/s-noriem. 
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Príloha A 

Obsah C D 

Pr i ložené C D obsahuje: 

• xdekreOO-BP.pdf - text p í somnej s p r á v y vo fo rmá te P D F 

• tex/ - zdrojové k ó d y p í somnej s p r á v y vo f o r m á t e DT£]X 

• src / - zdrojové k ó d y programu pre vykresľovanie funkcií 

• examples/ - p r í k l ady grafov z empi r i ckých d á t 

• Makefile - soubor pre preklad programu 

• R E A D M E . t x t - n á v o d na inš ta lác iu a užívateľská p r í ručka 

• d o t a z n í k / - d o t a z n í k s j e d n o d u c h ý m skr ip tom na jeho spracovanie 
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Príloha B 

Ukážka aplikácie 

• o •  

Hodnoty kontrolných bodov 

1 

1 0.807379 

2 0.745758 

3 0.668971 

4 0.591429 

5 0.510781 

6 0.43773 

7 0.310297 

8 0.245504 

9 0.194667 

10 0.136364 

Metóda vykresľovania: 

B-spline 

Stupeň numerickej metódy: 

B 

Krok metódy: 0,01 Q 

Skontroluj negátor 

Ulož zmeny 

>(podobnosť: 76.0164%) 

Obr. B . l : H lavné okno apl ikácie . 
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Príloha C 

Dotazník 

V r á m c i svojej baka lá r ske j p r á c e by som Vás r á d poprosi l o vyplnenie d o t a z n í k a , k t o r ý slúži 
pre zistenie ľudského c h á p a n i a z n á m y c h m a t e m a t i c k ý c h operác i í . K a ž d é m u v ý r o k u priradte 
číslo 1-10, k t o r é reprezentuje s t u p e ň pravdivost i v ý r o k u podľa Vášho o so b n éh o n á z o r u (1 -
úp lne nepravd ivý , 10 - ú p l n e p r a v d i v ý ) . 

1. Š t ú d i u m na vysokej škole je j e d n o d u c h é . 

2. Bývať na Marse by bolo veľké d o b r o d r u ž s t v o . 

3. Ma tema t ika m á v ž ivote človeka n e n a h r a d i t e ľ n ú úlohu. 

4. D n e š n í rod ič ia nevedia vychovať s lušné deti. 

5. Na jk ra j š ím r o č n ý m o b d o b í m je leto. 

6. N a Marse by bola nuda. 

7. Bl ízka budúcnosť technológie spoč íva v umelej inteligencii. 

8. Š t ú d i u m na vysokej škole je n á r o č n é . 

9. Ma tema t ika je veda, k t o r á je na jvzdia lenejš ia od r eá lneho ž ivota . 

10. Pozeranie filmov je lepšie ako č í t an ie kn íh . 

11. D e t i sú č ím ďalej, t ý m vychovanejš ie . 

12. V Japonsku n e m a j ú d o b r ú kuchyňu . 

13. Le to nie je až tak d o b r é ako z ima. 

14. U m e l á inteligencia je len sci-fi r ozp rávka . 

15. K n i h u n e m ô ž e nah rad i ť ž i aden film. 

16. Sushi je veľmi c h u t n é jedlo. 
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Príloha D 

Popis implementovaných tried 

mainwindow.cpp - Trieda na kontrolu a riadenie funkcionality požadovane j od apl ikácie , 
bspline.cpp - Trieda na p o č í t a n i e kon t ro lných bodov pomocou b-splinov. 
matrix.cpp - Trieda na operác ie s mat icami , v y u ž í v a n á p r i m e t ó d e na jmenš í ch š tvorcov, 
settings.cpp - Trieda na kontrolu a spracovanie pož i adavkov od užívateľa p r i p r idávan í 
z n á m i c h negá to rov . 
squaremethod.cpp - Trieda i m p l e m e n t u j ú c a v ý p o č e t bodov pomocou m e t ó d y na jmenš í ch 
š tvorcov. 
uinterface.cpp - Trieda i m p l e m e n t u j ú c a p r á c u s už íva teľským r o z h r a n í m . 
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