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Abstrakt:

Cilem diplomové préce je analyzovat komunikaci vyuzivajici koherentnich stavi svétla z po-
hledu metod detekce. Konkrétné jde o porovnani metod vyuzivajicich heterodynni detekei,
idedlni méfeni faze a tzv. jednoznacénou diskriminaci koherentnich stavi. Kromé téchto
standardnich detekénich metod se prace zabyva i analyzou metody nové, a to Sumem
indukovanou detekci. Jednotlivé metody jsou porovnavany z pohledu pravdépodobnosti

uspéchu realizace a pravdépodobnosti chyby detekce.

Klicova slova:

detekce, koherentni stavy, heterodynni detekce, kanonické méteni faze, jednoznacéné urceni
stavu, Sumem indukované méreni, pravépodobnost spravné detekce, pravdépodobnost tispéchu
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Abstrakt:

The aim of the thesis is to analyse and compare several methods of detection usable for
communication with phase encoded coherent states. In particular, we compare heterodyne
detection, canonical phase measurement, unambiguous state discrimination and a new me-
thod: the noise induced measurement. We discuss the performance of these measurements

in terms of the probability of correct detection and the probability of success.
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1 Uvod

1.1 Kvantova optika

Kdyz roku 1899 prisel Max Planck s hypotézou spojenou s vyzarovanim cerného télesa,
odstartoval novou epizodu chéapani svéta kolem nas. Max Planck ve své hypotéze praco-
val s iplné novou predstavou toho, jak se svétlo muze chovat. Planck nejenze nepodporil
predstavu Isaaca Newtona, kterd popisuje svétlo coby proud mechanickych ¢astic a ktera
byla vSeobecné uznavana az do 19. stoleti, soucasné vsak nesouhlasil ani s predstavou svétla
jakozto viny, popsané Ch. Huygensem, kterd Newtonovu teorii v 19. stoleti nahradila diky
experimentum napiiklad T. Younga, kdyz - na rozdil od Newtona - dokézala vysvétlit jev
interference. Planckovo pojeti vSsak neodpovidalo ani v té dobé nejpropracovanéjsi teorii

svetla od J. C. Maxwella, ktery popisoval svétlo jako elektromagnetické vinéni.

Planck totiz pracoval s myslenkou, ze ¢erné téleso nevyzaruje energii spojité, ale po urcitych
diskrétnich hodnotach — kvantech — kde jedno kvantum energie je piimo imeérné frekvenci
svétla a konstanté imérnosti h [1]. Kdyz o nékolik let pozdéji A. Einstein vysvétlil foto-
elektricky jev pravé i na zakladé Planckovy hypotézy, oteviela se tim fyzikalnimu svétu

cesta do doposud neprobadanych vod kvantové mechaniky.

Od té doby nésledovala celd fada dalsich objeviu - kvantova mechanika pomohla k lepsimu
pochopeni atomarni struktury latek a elementarnich ¢astic, ¢imz dala vzniknou celé radé
dil¢ich kvantovych odvétvi vcetné kvantové chemie ¢i kvantové elektroniky. Pochopeni
toho, jak spolu interaguje svétlo a hmota vedlo k tomu, ze byl roku 1960 sestaven prvni

laser [2].

Vznik laseru dal védcum do rukou vyborny nastroj ke zkoumani dalsich vlastnosti svétla.
Experimentélni realizace nelinedrnich optickych procesi, jednofotonovych ¢i entanglovanych

stavu vedly k rozvoji novych oblasti uvnitt kvantové optiky jako napiiklad kvantova ko-



munikace a kvantové zpracovéni informace [3].

Soucasna kvantova optika se zabyvéa napiiklad vyzkumy generovani ultrakratkych lase-
rovych pulzi, interakce svétla a jinych fyzikalnich systémii, kvantovych pocitacu ¢i efek-

tivni kvantové komunikace.

1.2 Kvantova komunikace

Védecky pokrok ve dvacadtém stoleti v oblastech fyziky a matematiky vedl k vyvoji efek-
tivnejsich technologii pro komunikaci a sifeni informaci. Tyto technologie tvoii jeden ze
zakladnich pilitu informacni spolecnosti a nasi globalni ekonomiky, které jsou vysoce zavislé
na rychlych a bezpeénych metodéach pro prenos a distribuci informaci. Aby dokazaly uspo-
kojit stale se zvysujici naroky na rychlost a bezpecnost, Sifrovani a metody komunikace, je

nutné tyto technologie a metody neustéle vyvijet a zlepsovat [4].

Jednou z vyhodou kvantovych komunikacnich systému je pravé jejich bezpecnost. Na
zékladé poznatku z kvantové mechaniky totiz lze zajistit, aby komunikace mezi dvéma
stranami (pojmenujme je Alice a Bob) nebyla kompromitovéna [3]. Tato ¢innost se nazyva
kvantovd kryptografie anebo kvantovad distribuce klice. Zakladni myslenka této procedury
vychazi z pravidel kvantové mechaniky, kde kazdé pozorovani méni systém, ktery je po-
zorovan [5]. Tedy skutecnost, ze je zde nékdo, kdo odposlouchavd komunikaci mezi Alici
a Bobem, se projevi v komunika¢nim kandlu mezi nimi [6]. Prvni takovy komunikaéni
protokol (BB84) vznikl v roce 1984 a je pojmenovan po Charlesi H. Bennetovi a Gillesi
Brassardovi, ktefi jej navrhli [7]. V dnesni dobé jsou kryptografické systémy zalozené na

kvantové distribuci klice dostupné dokonce uz i komeréné [8, 9].

V kvantovych komunika¢nich systémech se jako komunikac¢ni médium vyuzivaji fotony,
které umoznuji snadnou zménu kvantového stavu, soucasné se volné neméni v ¢ase a Spatné

interaguji s okolnim prostfedim [3]. Potfebnou informaci muzeme vkladat bud'to do inten-



zity anebo do faze komunika¢niho optického pole[2; 10].

V kapitole 2 této prace se nejprve seznamime se zakladnimi pojmy a koncepty kvantové
komunikace potfebnymi pro nase ucely. Kapitola 3 vysvétluje optické nastroje, které jsme
v na$i praci pouzivali. Kapitola 4 ndm pftiblizi konkrétni metody, které jsme zkoumali.
Tato kapitola se rovnéz pokousi dané metody charakterizovat z pohledu presnosti vysledku
a uspésnosti jednotlivych realizaci, a na zavér mezi sebou porovnat. Posledni kapitola,

kapitola 5, shrnuje vysledky této prace.



2 Teoretické koncepty

Na tvod se pokusime vysvétlit nékolik zakladnich konceptu, které tato prace, potazmo
kvantova komunikace, vyuziva. PopiSeme si, jak je mozné pomoci svétla komunikovat, jak

se kvantova komunikace lisi od klasické a jakou roli v tom hraje pravdépodobnost.

2.1 Obecny popis klasické komunikace

Zéakladem kazdé efektivni komunikace musi byt spoleénd soustava symbolu, kterou dokazou
obé strany stejné identifikovat. V nasem ptipadé pujde o komunikaci mezi stranami A a B,

kde

A (Alice) kéduje znaky {a;}
B (Bob) méfi (¢te) znaky {b;}.

V nejjednodussim piipadé jsou mnoziny {a;} a {b;} totozné a Bob vzdy presné dekdduje
Alici zaslané symboly.

V redlném ptipadé vsak muze v dusledku vnéjsich vlivi, jako je napiiklad sum, dojit k
piipadum, kdy pri ¢teni dojde k chybé. Takovou komunikaci lze charakterizovat pomoci

matice podminénych pravdépodobnosti
Py = P(bjla;), (1)

kde P;; je pravdépodobnost, ze Bob zméfil symbol b; pokud Alice kédovala symbol a;.
S pomoci téchto pravdépodobnosti 1ze cely komunikaéni protokol kvantitativné ohodnotit,

napiiklad pomoci kapacity nebo pravdépodobnosti chyby [11].

2.2 Kvantova komunikace

Kvantova komunikace spoc¢iva v tom, ze informace, kterou si Alice s Bobem predavaji, je
kédovéana do kvantovych systému. Kvantové stavy jsou obecné neortogonalni a prirozené

vedou na zavislost typu (1).



Historicky nejstarsi funkéni protokoly (napiiklad BB84) pro kvantovou komunikaci vyuzivaji
polarizace fotoniu [3]. Muzeme tak napiiklad fotontim s vertikdlni polarizaci, které Alice
vysila, ptitadit hodnotu 1 a fotontim s horizontalni hodnotu 0. Neortoganila se pak projevi
pri zasilani polarizaci diagondlnich ¢i kruhovych. V nejjednodussim pripadé tak Bob podle

jejich polarizace precte binarni vzkaz.

Jinou variantou je kédovani pomoci ruznych ¢asovych oken. Sleduje se zde pouze jeden

méd a rozhodujici je ¢as ve kterém foton dorazi [2, 12].

V této praci se budeme zabyvat komunikaci kédovanou do faze optického signédlu. Jako
kvantovy systém, skrze ktery komunikace probiha, budeme pracovat vyhradné s kohe-
rentnimi stavy, které si popiSeme na nasledujicih fadcich. Za¢néme vsak od zacatku: Budiz

svétlo!

2.2.1 Anihilaéni a kreacéni operatory
V zékladnim priblizeni{ muzeme jeden méd svétla popisovat jako harmonicky oscilator s
hamiltonianem

A

H = hw(n+ <), (2)

1
2
vyjadiujicim jeho energii, kde n je operdtor poctu castic, ktery muzeme vyjadrit jako soucin

h=ala (3)

operatort a' a a. Protoze tyto operatory popisuji zménu systému pfidénim anebo odebranim
jednoho kvanta energie, nazyvame je kreacni (a') a anihilacni (a). Uzitim kvadratur & a p

muzeme oba operatory vyjadrit nasledujicimi vztahy:

bt



Samotné operatory & a p nabyvaji tvaru:
at +a i(a" — a)

ij:—’ A:
2 T

Na nasledujicich strankach budeme nadale zachovavat konvenci h = 1.

2.2.2 Koherentni stavy
Koherentni stavy jsou vlastnimi stavy anihila¢niho operatoru
aler) = ala), (6)

kde a je anihilacni operator a « vlastni ¢islo. Koherentni stav lze vyjadiit pomoci baze

Fockovych stavu |n) jako nekone¢nou superpozici:

n

o) = e (=) i o m

Tyto stavy maji Poissonovské rozdéleni poctu fotont se stfedni hodnotou |a|? [13].

Koherentni stavy, jsou kvantovym analogem klasické komplexni amplitudy, a kvalitni la-

sery produkuji zafeni popsatelné pravé takovymito stavy [3].

2.2.3 Reprezentace ve fazovém prostoru a Wignerova funkce

Na zékladé historické analogie s mechanickym oscilatorem muze byt svétlo popisovano
jako elektromagneticky oscilator se statistikou komplexni amplitudy «, kde je redlna a
imaginarni c¢ast této komplexni amplitudy vyjadiena pomoci slozek polohy z a hybnosti p a
nésledné rozdélenim P(z,p) ve fazovém prostoru. Toto rozdéleni vyjadiuje pravdépodobnost

nalezeni libovolného paru hodnot z a p béhem jejich soucasného méteni.

VVVVVV

netickych vln, ale pomoci stavii modu pole, které jej plné charakterizuji. Ukazuje se vsak,



Ze ne vzdy je pro nas tento stavovy popis vyhodny a ze bychom na svétlo také radi nahlizeli
jako na distribuci jeho elektrickych a magnetickych slozek namisto popisu stavy v Hilber-
tové prostoru. Ackoliv cesta k takovémuto popisu neni tak snadnd jako v klasickém piipadé
- naptiklad uz Heisenbergovy relace neurcitosti ndm neumoznuji studovat x a p zaroven -

je mozna pomoci tzv. Wignerovy funkce.

Uzitim formalismu Wignerovy funkce muzeme stav jednoho modu svétla, jehoz operator

hustoty je p, charakterizovat redlnou dvourozmérnou funkci

W(z,p) = %/exp(%m (x —qlplr +q) dq (8)

Prestoze je tato funkce realna a normalizovand, muze nabyvat zdpornych hodnot. Z tohoto
duvodu se spiSe nez o rozdéleni pravdépodobnosti mluvime o kvazipravdépodobnostnim
rozdéleni. I tak ma vsak velmi uzitecné fyzikdlni vlastnosti. Marginalni rozdéleni Wignerovy

funkce

P.(z) = /_00 W (z,p)dp, P,(p) = /_OO W(z,p)dx 9)

jsou rozdélenim pravdépodobnosti, které plné popisuji statistiku mérenych hodnot kvad-

raturnich operdtoru z a p [13].

Pro ndzornost uved me Wignerovu funkeci vakua popsanou

Wo(z,p) = % exp(—z? — p?) (10)

a koherentniho stavu s amplitudou « definovaného
1
Wes(z,p) = p exp(—(z — 20)* = (p — po)?), (11)

kde ao = m\/%'po zpusobuje posunuti Weg oproti Wy. Zminéné Wignerovy funkce ilustrujeme

na obrazku 1.



Obrazek 1: Wignerova funkce vakua (vlevo) a koherentntho stavu (vpravo).

Pti pohledu na rovnice 10 a 11 vidime, Ze se jedné o gaussovské funkce. Pro lepsi piehlednost
muzeme situci zjednodusit a prezentovat stavy v dvojrozmérném modelu. Pti tomto zob-
razeni funkce znazornujeme v poloviné jejich extrému. Vakuum tak muzeme schematicky
znéazornit jako kruh kolem pocatku, koherentni stav je potom vakuum posunuté o ampli-

tudu « (obr.2).

p Koherentni
stav,

Im(a)-

Vakuovy
stav '

Obrazek 2: Zobrazeni vakuového a koherentniho stavu ve fazovém prostoru



2.3 Meéreni a pravdépodobnost

V kvantové fyzice lze libovolny stav |¢) vzdy vyjadrit v bazi vlastnich stavu |ax) néjakého

métfeni A. Stav [¢) je tak superpozici vSech moznych vlastnich stavu tohoto méreni
[0) =Y caylar). (12)
ag
Pravdépodobnost, ze danym métenim detekujeme prave vlastni stav |ay), je ddna jako

Py, = {ax¥)]” (13)

Idealni projektivni méfeni je popsano pomoci projektoru na dané stavy, které jsou urceny

jako
2k = Jax){ax] (14)
a pro pravdépodobnosti naméteni |ay) plati

Poy, = (VIZ19), (15)

vvvvvv

miru (POVM). Jejimi elementy jsou operdtory odpovidajici moznym vysledkum méteni [6].
Pro méfitelnou B s moznymi vysledky by je POVM formovana operatory II;, a pravdépodob-

nosti detekce prislusnych hodnot b, jsou
Py, = Tr[pll] (16)

Tyto POVM operéatory jsou hermitovské, jejich soucet je jednotkovy operdtor a obecna

pravdépodobnost detekce hodnot by, podle vztahu (16) lezi na intervalu (0, 1).



3 Optické nastroje

Cilem této kapitoly je provést ctenare veskerymi néstroji, které budeme pro upravu, zpra-
covani, ¢i analyzu optickych signali v této praci potiebovat. Snahou je popsat dané nastroje
tak, aby v nasledujicich kapitolach stacilo pouze odkazat a ¢tenar bude védét, kde potiebné
informace najit. Z tohoto duvodu je na nasledujicich strandch vénovana pozornost nejen
strance matematické, ale i strance experimentalni - popisujeme zde tedy i to, jakych fy-

zikalnich mechanismu vyuzivame, ¢i jak si danou véc predstavit v laboratofi.

3.1 Deéli¢ svazku

Deélicem svazku (BS) je opticky ndstroj, ktery slouzi bud'to k rozdéleni jednoho svazku na
vice svazku, anebo k interferenénimu délen{ dvou prichozich svazku. Reéi kvantové optiky
to znamena, ze déli¢ zprostredkovava interakci dvou modu svétla pii zachovani celkového

poctu fotonu. Hamiltonian této interakce vypada takto:

A

H = 06(alb + abh), (17)
kde G a b odpovidaji anihilaé¢nim operatorum interagujicich modum a @ € R. Po interakci
dvou vstupnich médu svétla ziskavame na vystupech z délice nasledujici:
UtaU = acos© + bsin©
U0 = beos© — asin O, (18)
kde © je definovana ptes propustnost ¢ a odrazivost r délice tak, ze
= cos © (19)
r=sinoO. (20)
Tyto parametry délice uvadi, jaka ¢ast vstupniho svazku bude pokracovat skrze déli¢ déale
a jaka se odrazi pry¢. V nasi praci budeme nejcastéji pracovat s vyvazenymi délici, které
zapisujeme jako BS1. Kromé nich budeme uvazovat jesté i silné nevyvazené délice s t — 1,

které znacime BS2.

10



3.2 Operator posunuti

Operator posunuti definujeme

~

D(x) = exp(xa' — x*a). (21)

Tento operator posune amplitudu @ o komplexni ¢islo x [13]

N

D'(x)aD(x) = a+ x. (22)

Experimentélné lze toto posunuti provést pomoci silné nevyvézeného délice (propustnost ¢
jde k 1), na kterém nechédvame interferovat koherentni stav |3) se silnym koherentnim
stavem |ag). Za téchto podminek stav |3) ovlivni pouze amplituda «g, o kterou se stav ve

fazovém prostoru posune. Pro koherentni stavy, kterymi se nase prace zabyva plati

Ups|B,a0) = [tB + rag, tag —1/3) (23)

uzitim vlastnosti ¢ — 1 pro silné nevyvazeny déli¢, muzeme prvni vystupni méod dale

upravovat:
r r
46+ rag) = (8 + La0)) ~ |8+ “a) (24)
coz muzeme zapsat jako

[t +rao) ~ D (Fa0) [8), (25)

jak je schematicky naznaceno na obrazku 3.

Vidime tedy, ze posunuti o libovolnou komplexni amplitudu v muzeme dosadhnout interfe-

renci s koherentnim stavem |£v).

11



B D(a)IB)_

BS2

t—1

Obrazek 3: Experimentalni provedeni operace posunuti. Na déli¢i s propustnosti ¢ — 1

interferuje signdl |5) se silnym koherentnim stavem |ay).

3.3 Detektory

Potieba vysoké citlivosti méficich piistroju, af uz v kvantové komunikaci, & v riznych
védeckych a prumyslovych aplikacich jako je fluorescencni spektroskopie, profilovani vzdéle-
nych objektu optickou radarovou technikou, kvantova vypocetni technika a kryptografie
a dalsich, vede k stale rostoucimu zajmu o nizkodroviiovou detekci svétla a zobrazovani.
Fotonové citani je dlouhodobé povazovano za techniku vhodnou pro dosazeni maximalni
citlivost v méreni optickych signalu, ktera nachazi vyuziti zejména v aplikacich, kde je doba
meéreni velmi kratka, nebo okamzik prichodu optického signalu musi byt znam s vysokou

presnosti [14].

Fotonové ¢itaci a ¢asové korelované jedno-fotonové ¢itaci techniky byly vyvinuty za pouziti
fotondsobictu (PMT), coz jsou trubicové detektory s vysokym vnitinim ziskem. Vysoce
vykonné PMT se prumyslové vyrabi od 1940 a dnesni komeréné dostupné zarizeni muze

poskytnout ¢itani dokonce az do fadu miliont za sekundu.
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Mezi nejvétsi vihody PMT patif velkd detekénf oblast (= cm?), coZ znacné zjednodusuje
konstrukei optického systému. PMT nicméné trpi nizkou uc¢innosti detekce. PMT vyuzivaji
emise elektronu z fotokatody, tj. wvnéjsi fotoelektricky jev, jako primarni krok detekce.
Nevyhodou vnéjsiho fotoelektrického jevu je, ze fotoelektrony jsou vysilany ve vsech smeérech,
véetné smeéru zpét do fotokatody. Proto kvantova tcinnost, tedy pravdépodobnost, Ze foton
uvolni fotoelektron, je mensi nez 0,5. Nejlepsi katody dosahuji kvantové ucinnosti asi 0,4

pro vlnové délky mezi 400 a 500 nm [15].

Detektory na polovodi¢ové bazi jsou cennou alternativou k PMT. Kromé dobte znamych
vyhod pevno-latkovych systému ve srovnani se zafizenim z vakuovych trubic (mald veli-
kost, robustnost, nizky ztratovy vykon, nizké napéti, vysokd spolehlivost, nizké naklady,
atd.), poskytuji polovodic¢ové detektory vyssi detekéni ic¢innost, zejména v ¢ervené a blizké

infracervené oblasti spektra [14].

Polovodicové detektory (tzv. fotodiody) totiz oproti PMT vyuzivaji wvnitiniho fotoelek-
trického jevu. To znamenad, ze fotony generuji pary elektron-dira uvniti polovodice. Vnitini
fotoelektricky jev teoreticky pracuje s kvantovou ti¢innosti 1. V praxi lze s dobrou kifemikovou
fotodiodou doséhnout kvantové iéinnosti kolem 0,8 na vlnovych délkéch okolo 800 nm [15].
Ve fotodiodéch oddéluje elektrony a diry elektrické pole, takze ve chvili kdy je zafizeni
osvétleno, protéka fotoelektricky proud skrz zatizeni. Proud zpusobeny jedinym péarem
elektron-dira je bohuzel ptilis maly na to, aby byl zaznamenan pifimo a jednotlivé fotony
tedy mohou byt detekovany pouze v piipadé, ze polovodicovy detektor ma vnitini mecha-

nismus zesileni.

13



3.3.1 Lavinové fotodiody (APD)

Vhodny mechanismus zisku existuje v tzv. lavinovém efektu. Fotodioda je v tak vysokém
zavérném napéti, ze nosice pohybujici se skrz strhavaji nové pary elektron-dira z miizky
materidlu polovodice. Tento lavinovy efekt je pouzivan ve standardnich lavinovych foto-
diodéch a poskytuje stabiln{ zisk v tddu 10% az 10 [15].

Takovyto, fotonovym prurazem indukovany, lavinovy zisk uz muze byt pouzit pro detek-
tory ¢itani fotonu, avSak vyssi zisky maji za nasledek nestabilitu, ktera vede ke zniceni
diody. Aby se lavinovému zni¢eni diody zabranilo, je piipojen bud’to aktivni anebo pasivni
zhasinaci obvod, ktery obnovuje normalni funkénost diody po jednotlivych fotonovych de-

tekcich. Tento princip se casto nazyva Geigerovym rezimem fotodiody [15].

V nésledujicich odstavcich si popiseme lavinovou fotodiodu matematicky.

Lavinova dioda je detektor, ktery nam dava dva druhy vystupu. Prvni nastava, kdyz de-
tektor detekuje fotony. Tomuto vystupu budeme déle v textu fikat "klik” (detektor ”klikl”)
a budeme mu pfisuzovat hodnotu ”1”. Druhym ptipadem je situace, kdy detektor fotony

nedetekuje. V tomto ptipadé fikame, ze "neklikl”a ziskavame hodnotu ”0”.

Idedlni méteni timto detektorem muzeme popsat nasledujicimi POVM elementy:
ot = 10){0] (26)
pro ptipad kdy detektor fotony nedetekuje a
Mo =1 =11, (27)

pri detekei fotonu.

Pri uziti redlnych detektoru vsak musime v méfeni zohlednit dvé nové veli¢iny: ztrdty a
temné kliky. Ztraty jsou zpusobeny zejména nizkou kvantovou ué¢innosti detektoru. Temné
kliky popisuji situaci, kdy detektor klikne, ackoliv na néj zadny foton nedopadéd. Duvodem

téchto temnych kliku je samovolné spusténi laviny uvnitt detektoru bez pritomnosti vnéjsich
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fotonu.

POVM elementy realného méreni APD detektorem maji nasledujici tvary:

Mot = (1= Pric) Y _[1 = n(1 = Pri)]"|n)(n] (28)
Hok =1- Hnot>

kde Prg je pravdépodobnost temnych kliku a n jsou ztraty. V nasi praci budeme vychazet

z vlastnosti APD detektorti stanovenych na n = 0,5 a Prxg = 107°.

Pravdépodobnosti piislusnych vysledku pro teoretické i realné detekce jsou dany jako

Pnot = <¢|Hn0t’¢> (29)

Pok - <¢|Hok|¢>7 (30)

kde |¢) symbolizuje stav, ktery mérime.

3.3.2 Homodynni detektor

Naprosto odlisnym typem detektoru je tzv. Homodynni detektor. Zatimco u APD jsme in-
tenzitné vyhodnocovali pravdépodobnou (ne)piitomnost fotont, tento typ detekce je scho-

pen mérit hodnoty libovolné kvadratury [13]:
Z(0) = £ cosf + psind. (31)

Zakladni schéma homodynniho detektoru je znédzornéno na obrazku 4.
Zakladem homodynniho detektoru jsou dva mody vstupniho signalu. Prvni z nich je méd

signalni a;, ktery budeme analyzovat. Druhym - referencnim - médem je silny koherentni
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Obréazek 4: Schéma homodynniho detektoru. Signdlni moéd interferuje na vyvazeném delici
BS1 s lokalnim oscilatorem. Oba vystupy jsou detekovany fotodiodami PD a nasledné

vzajemné odecteny. Zrcatko slouzi k tizeni faze lokalniho oscildtoru.

signal ago s dobte definovanou fazi 6, ktery nazyvame lokdlni oscildtor. Lokalni oscilator
je natolik silny, ze zanedbavame jeho kvantové fluktuace a muzeme jej popisovat klasicky.
Fézi lokalniho oscilatoru jsme schopni kontrolovat naptiklad pomoci piezo-elektricky po-

hyblivého zrcatka.

Tyto dva signéaly spolu nechdme interferovat na vyvazeném deéli¢i a vystupni stavy deteku-
jeme pomoci intenzitnich detektoru. Namétrené hodnoty intenzit fotoelektrickych proudu
11 a 1o se elektronicky zpracuji a nasledné od sebe odectou. Rozdil intenzit io = 19 — 1

obsahuje interferenc¢ni clen lokalniho oscildtoru a signalu.
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Predpokladejme, ze naméfené intenzity i; a io jsou umérné fotonovym cislum n; a ne

signalu vedoucich k obéma detektorum. Ty jsou dany jako

A~ AR A AT A
hy=ald, a ny=dldl (32)

za pouziti operdtoru vystupnich médu

t 1. N 1
a; = E(a —aro), Gy = E

kde a oznacuje anihila¢ni operdtor signalu a aro komplexni amplitudu lokalniho oscilatoru

(@+ aro), (33)

(jak jiz bylo fe¢eno, na lokélni osciléator pohlizime klasicky), je velikost intenzity i5; imérna

rozdilu fotonovych cisel
fgp = g — My = A} o0 + arod’. (34)
Vyjadiime nyni lokalni oscildtor pomoci amplitudy a nenulové hodnoty faze jako
aro = |0éLo|€i‘9 (35)
dosazenim tohoto vyrazu do rovnice (34) ziskavame vyraz
figr = |azole™ a+ |apole® al. (36)

Pokud nynf operdtory @ a a' vyjadifme pomoci rovnic (5) a upravime exponencialn{ funkce,

ziskdame vyjadreni
o1 = V2 |apol| (Zcos@ + psinf), (37)

coz presné odpovidd méteni kvadratury (31).
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3.3.3 Dokonalé méreni faze

Ackoliv je vyuzivani faze kvantovych stavu svétla jednim ze zakladnich konceptu kvantové
komunikace [3], jeji pfimé méfeni je znac¢né problematické. Fazi totiz, bohuzel, neni mozné
vyjadrit jako kvantové-mechanickou pozorovatelnou, a tedy nemuze byt projekéné mérena.
Nejlepsi mozné predstavitelné méreni, takzvané ”kanonické méreni faze” [16], muzeme ma-

tematicky popsat jako projekci na idealizované fazové stavy

oo

10) =) k) (38)

k=0
Tyto fazové stavy nejsou normované, ¢imz jsou podobné vlastnim stavim spojitych operatoru
(jako poloha a hybnost), ale na rozdil od nich jsou neortogondalni. Préavé tato neortogona-
lita souvisi s tim, ze neni mozné fazi zmérit kompletné a je nutné ji odvozovat na zaklade

analyz vysledku jinych méfeni [17].

3.3.4 Prahova PNR detekce

Metoda prahové PNR (Photon number resolving) detekce v nasem pfripadé znamend, zZe
mame detektor, ktery dovede mérit nami stanovené minimalni -prahové- mnozstvi fotonu
M. Znamena to, ze detektor nam dava informaci, zda v promérovaném signalu bylo alespon

M fotonu, ¢i nikoliv.

Takto popsany idealni prahovy detektor pro métfeni koherentich stavi se da vyjadrit po-

moci POVM elementu

L= 3 ) (39)

e =1 — M (40)

kde M je minimalni mnozstvi fotonu, které chceme mérit.
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V ptipadé, ze chceme tento detektor popsat pomoci redlnych komponent, vyjdeme v nasem
zjednoduseném modelu - uréenému pouze pro méreni koherentnich stavu - z prvku, které
jej tvori - z délicu a APD detektoru. Za pomoci vyvazenych délici a APD detektoru
vytvorime kaskadu schopnou méfit minimélni pfesné mnozstvi fotonu. Schéma experi-
mentalni realizace takovéhoto méreni pro detekci 8 fotonu, které predpokladame v této

préci, je znazornéno na obréazku 5.

V idealnim realném ptipadé detektor funguje tak, ze prichozi signdl je rozdélen do vétvi de-
tektoru az na jednotlivé fotony a pocet APD detektoru, které kliknou, ndm davaji presnou
informaci o minimalnim poétu piftomnych fotont. Ctendii zabyvajicimu se problematikou
experimentalnich sestav PNR detektoru i jejich realizaci muzeme doporucit z literatury

napiiklad [18, 19].

V nami prezentovaném usporadani se signal musi nejprve rozdélit na M casti aby mohl

byt detekovan:
ﬂ QM
| ()

Prislusné pravdépodobnosti toho, zda néco detekujeme ¢i nikoliv, jsou poté dany:

e e )
e (e )
kde
otr = (1 — Prr) nf%[l —n(1 = Prg)]"n)(n| (44)
Iowr=1—1,0n. (45)
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Hodnoty n a Prx opét odpovidaji ztratam a pravdépodobnosti temnych klikti zminénych

v kapitole 3.3.1.

0)
BS1
0)
BS1 BS1
0)
B 0) 0)
0)

'ﬂ 0)

Obrazek 5: Experimentalni realizace nami vyuzivaného prahového PNR detektoru pro

méteni 8 fotonu. BS1 znac¢ime vyvazené délice a D detektory APD.
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4 Analyza detekénich metod

Zatimco predeslé kapitoly nas vybavily predevsim teoretickym aparatem k popisu zéakladnach
konceptu jak v kvantové fyzice samotné, tak pri popisu méreni, v této kapitole jiz bu-
deme diskutovat konkrétni detekéni metody a vysledky ziskané pomoci matematického
modelovani v programu Matlab. Na zacatek vzdy kratce metodu ptredstavime, poté pre-
zentujeme vysledky a na zavér metodu zhodnotime. Kazdou z metod budeme analyzovat
pro zvolené parametry amplitud(a, #), u¢innosti detektort (n), pravdépodobnosti vyskytu
temnych kliku (Prg) a mnozstvi rozliSovanych komunika¢nich stavii (NV); kde zasadni pro
nas bude pohled na pravdépodobnost uspéchu (Psye.) a pravdépodobnost spravné detekce

(Psp), které si vysvétlime hned v nésledujici kapitole.

4.1 Pravdépodobnosti tispéchu a spravné detekce

V kapitole 2.3 jsme si ukazali, jakym zpusobem se da vyjadrit pravdépodobnost deteko-
vanych veli¢in. Nyni je pro nas dulezité uvédomit si, ze mohou existovat detekéni metody,
které pracuji podminéné. To znamend, ze v dané metodé cilené snizime pravdépodobnost
jejiho uspéchu tak, abychom zvysili pravdépodobnost toho, ze vysledek bude pravdivy. V
praxi to muze znamenat, ze detektor, do kterého jsme pustili signdl, nam c¢asto nemusi
dat vyhodnotitelny vysledek, ale kdyz uz nam jej da, budeme védét, ze se bude vice blizit

pravdivé hodnoteé.

Praveé pro popis téchto situaci u analyz detekénich metod v této praci, je nutné si tyto

dva parametry kvantifikujici méfeni vysvétlit.

Prvnim parametrem je pravdépodobnost tuspéchu (Pgye.). Tuto pravdépodobnost budeme
vztahovat k provedeni danych detekénich metod. Bude nas zajimat, jestli se dand me-
toda podarila realizovat. V této pravdépodobnosti nebudeme zkoumat vysledek metody,

ale pouze to s jakou pravdépodobnosti jsme schopni vysledku dosahnout.
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Pravdépodobnost spravné detekce (Psp) se oproti tomu zamétuje vyhradné na vysledek a
fika ndm, jak muzeme této metodé vérit - jakou ma chybovost. Pro pravdépodobnost chyby

plati

Pchyby =1- PSD- (46)

Pro lepsi pochopeni uvedeme na ptikladu: Méjme méteni, které je ispésné, pokud z mnozstvi
detektoru v sestavé klikne pravé jeden. Pj,.. nam tika s jakou pravdépodobnosti klikne
prave jeden, libovolny, detektor. Psp pak udava s jakou pravdépodobnosti identifikoval

tento jeden detektor signal zaslany Alici.

Obé zminéné pravdépodobnosti se napii¢ metodami vyrazneé lisi a je potieba peclivé vazit,

pro jaky konkrétni ptipad je pro nas vyhodna ktera konkrétni detekéni metoda.

4.2 Jednoznacné urceni pomoci APD

Prvni popisovanou metodou je Jednozna¢né urceni/diskriminace pomoci APD (APD unam-
biguous discrimination (zkracené APD)) [20]. Princip této metody spociva v tom, zZe
vstupni signal, ktery chceme analyzovat, fyzicky rozdélime na N kopii, kde N je celkovy
pocet moznych komunikacnich stavi, které se od sebe snazime rozlisit. Na kazdou kopii
nasledovné aplikujeme operator posunuti a méiime pomoci APD detektoru. Schematicky

je dana metoda zobrazena na obrazku 6.

Formalné muzeme cely proces popsat nasledujicim zpusobem:
Méjme vstupni koherentn{ signal |3) s nezndmou amplitudou |3le?, ktery ptivedeme do
Multiportu, ktery vstupni signél rozdéli na N stejnych casti - kopii. Kazdy ze ¢lenti méa nyni

tvar

)
TRy

8) - \%V (47)
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D(oe' ™)

A\

1B D(oe' ™)

D(oe' ™)

e B 5= g

Obréazek 6: Schematické znazornéni detekéni metody. Signédl je nejprve multiportem
rozdélen na N kopii, a poté jsou aplikovany operatory posunuti D(ap),..., D(ay_1).

Vysledné stavy jsou detekovany pomoci APD.

Na kazdou kopii nyni aplikujeme operator posunuti tak, ze n-ty stav posune o amplitudu

Q. = 1] elen
n \/N 9
kde¢n:2”"an—0,l,...,N—1.

(48)

Vznikly stav |¢,,) mé tvar

181

Dt o). (19)

Zéakladni myslenka dané metody vychazi z predpokladu, ze paklize je
Y = pn, (50)
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pak se amplitudy odec¢tou a my ziskavame vakuovy stav. V ostatnich pripadech amplituda
zustane nenulova a my dostdvame koherentni stav |\/%> posunuty ve fazovém prostoru o
ay,. Vysledkem je tedy mnozstvi koherentnich stava |¢,) o ruznych amplituddch z nichz

jeden je vakuovy, napiiklad:

[@0), (1), 10), o [dv-1), (51)

které prividime na APD detektory. Vzhledem k symetrii situace, muzeme pro potieby

analyzy vychazet ze situace, kdy

¥ =0, (52)

tedy
b= =0, (53)

a tak
|¢0) = 10). (54)

Vysledkem danych posunuti jsou tak koherentni stavy |¢,,):

100, [61), D),y [ON—1)- (55)

Jak by vypadalo experimentalni usporadani pro konkrétni pripad, naptiklad N = 4, je vidét
na obrazku 7. Multiport rozdélujici signal |3) je zde realizovan pomoci trojice vyvazenych

delicu BS1.
Kazdé jednotlivé méreni muze vyustit v jeden ze dvou moznych vysledka - 1 (naméfili

jsme signdl), anebo 0 (pfi absenci signalu), které popisujeme pomoci POVM elementt

popsanych v kapitole 3.3.1 .

24



1Z(-a/2 i))

BS2

BS1 BS2 |Z(a/2 i)
IB) [Z(a/2))

BS1 BS1 BS2

|2(-a/2))

o

Obrazek 7: Experimentalni usporadani systému pro N=4. BS1 je vyvazeny déli¢, zatimco
BS2 jsou délice nevyvazené, pro které jde ¢ — 1. Pismenem D jsou oznaceny APD detek-

tory. Z = (t/r) tak, aby doslo k posunuti |8 + a,).

Vysledky méteni 0,1 stavu |¢,) budeme zaznamenavat jako vektor V(an)

Volgo) \ [ wo
Vi(lén)) o
V(‘bn) = V2(|¢2>) = VU2 )

\VN—1(|¢N—1>) 'UN—I)

kde v, € {0,1}.
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Pravdépodobnost toho, ze na n-tém detektoru namérime na stavu |¢,) hodnotu 0 resp. 1,

je dana:

P(vn = 0) = (¢n[not| dn), (56)
P(vn, = 1) = (¢n|lok|¢n)- (57)

Jak jsme jiz zminili, zdsadni je pro nds pohled na pravdépodobnost tspéchu (Pysye.) a
pravdépodobnost spravné detekce (Psp). Vyjdéme z predpokladu, ze v idedlnim posunuti
daném vztahem (49) musime ziskat V (¢,), ktery ma pravé jeden element roven nule, a to

v ptipadé kdy ¢ = ¢,,. Vsechny tyto situace davaji pravdépodobnost tispéchu

=

Pouce P(v, =0) [T Plv; = 1), (58)

J#n

i
[e=)

kde n,j € (0, N — 1).
Pravdépodobnost Pi,,.. obsahuje vSechny varianty, kdy na pravé jednom detektoru ne-

detekujeme signal.

Pravdépodobnost spravné detekce vychazi z rovnice (52) a vysledkovy vektor V m4 tvar:

VSD - 1 ’

Z toho plyne, ze pravdépodobnost spravné detekce Psp je dana jako

Plog = 0) [Tjp Plv; = 1)
Pee '

Psp = (59)

Nyni budeme diskutovat vysledky dané detekéni metody.

26



4.2.1 Idedlni detekce

V prvnim pripadé pouzijeme idedlni detektory. To znamena detektory beze ztrat a temnych
klika popsané v kapitole 3.3.1 vztahy (26) a (27). V tomto piipadé je pravdépodobnost
spravné detekce Psp = 1, coz znamena, ze ve chvili, kdy ndm metoda da vysledek, tak
vime, ze je spravny. Jak ale z grafu, popisujicich danou metodu, uvidime, jistota spravné de-
tekce je vykoupena (ne)tspésnosti jejtho provedeni Pj,... Na obrazku 8 vidime znézornéné
pravdépodobnosti tspéchu dané metody Py, v zavislosti na amplitudé signalu pii uziti
ruznych poc¢tu komunika¢nich stava N. Nejvyssich hodnot pii a = 1 na téchto grafech
dosahujeme pro N = 4, coz byl pro nds minimalni pocet stavu, ktery jsme v metodé pro
komunikaci uvazovali. V tomto ptipadé jsou hodnoty Pj,.. = 0.098 pii Psp = 1. Zvétsenim

amplitudy Pj,.. vyrazné vzroste a dostavame se az na hodnotu 0,73.

succ

—— N=16

Obrazek 8: Znazornéni zavislosti hodnot Pi,.. na hodnotach amplitudy pro ruzné mnozstvi
komunikacnich stavia N. Obrazek ilustruje vztah mezi P,,. a hodnotami amplitudy

proménnymi na intervalu (1,2) pfi zméné po¢tu komunikacnich stavi N=4, N=8 a N=16.

27



4.2.2 Realna detekce

Nyni pouzijme detektory redlné. Faktor ztrat se ndm projevi na tc¢innosti jednotlivych APD
detektorti. Jak jsme jiz povédéli v kapitole 3.3.1, budeme uvazovat n = 0,5 a Prxg = 107°.
Jiz zavedenim téchto parametri nam musi byt jasné, ze pfijdeme o jistotu spravnych
vysledku. Na obrazku 9 muzeme vidét pokles hodnot Psp pro stalou hodnotu amplitudy

pri zméné poctu komunikacnich stava V.

0.999 - b

N=4

0.998 - b

0.997 i

0.996 b

0.995 b

0.994 - 1

0993 1 1 1 1
10 10 10 10 10 10

Obrazek 9: Zavislost Psp a Psy.. na proménném poctu komunika¢nich stava N pfi uziti

realnych detektoru. Amplituda o = 1. Pro lepsi prehlednost je osa x v logaritmické skéle.

Jak se projevi ruzné hodnoty ztrat (n) a temnych klika ( Prg ) na pozadovanych pravdépodob-

nostech Py,.. a Psp pti proménnych hodnotach « ilustrujeme na obrazku 10.
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1=0,5; Py =10"° n=0,1; P =10

a,
) a=3 b) a=3
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0.995+ Nea 1 0.975+ 1
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——N=16 N=8
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1072 107 107 107 10° 10° 107 107 107 107 107 107 10° 10°
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. _10-2 - . 402
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1 ; ; ; 1 ; ; ; ;
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09 J 0.9- ]
0.8F 1
0.8F 1
07F ]
07F 1
0.6 1
=} a=3 [=}
23 06 1 .8
05 ]
05F 1
0.4 1
0.4 1 0al a-3 |
N4 ——N=4
03t N=8 | 02f N=8 |4
=1 ——N=16 et ——N=16
02 . . . 04 . . . .
107 107"° 107" 10° 10° 107 107 107" 107" 10° 10°
succ PSUCC

Obrazek 10: Znazornéni hodnot pravdépodobnosti Py,.. a Psp pii zméné amplitudy a mezi
hodnotami (1, 3) a ruznych hodnotach 1 a Prg, uvedenych v zahlavi grafu, pro konkrétni
hodnoty N. Kazda z kiivek méa své minimum na @ = 1 a maximum pii = 3, jak je na

grafech vzdy znédzornéno u N = 16.

Detailnéjsi pohled na vliv nedokonalosti na méteni vidime na obrazku 11. Zavislost Psp a
Py na hodnoté ucinnosti  ukazuje graf 11a) a na temnych klicich Prg graf 11b). Oba

grafy zachovavaji amplitudu na hodnoté 1 a mnozstvi rozliSovanych stavu na N = 4.
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Obrazek 11: Znazornéni zavislosti pravdépodobnosti Py,.. a Psp na ruznych hodnotach 7
a Prg. Pro graf a) plati Prx = 1075, pro b) = 0,5. Amplituda zafixovdna pro oba na
a = 1 a pocet rozliSovanych stavi na N = 4. Kazd4 z kiivek grafu a) ma na ose y jiné

méritko.

4.2.3 Vyhodnoceni

Jak je z vysledku analyzy patrné, dand metoda ma vyborné vlastnosti, co se Psp tyce.
Tato pravdépodobnost se, za podminky nizké hodnoty pravdépodobnosti temnych kliki, v
nasSich modelech nedostala pod 99% ani v piipadé, kdy uzivame realnych detektoru. Tato

jistota je vsak vykupovéana nizkou Pj,.. metody.

P#i blizsim zkouméani grafi na obrazcich 10 a 11 bychom si méli povsimnout, co nam
se sledovanymi velicinami Psp a P, délaji ruzné hodnoty pravdépodobnosti temnych
kliku a ztrat. Muzeme velmi dobfe vyhodnotit, ze Prx vyrazné snizuje Psp. Piimo podle
obrazku 11b) muzeme Fici, ze ndmi stanovend zakladni hodnota Pry = 107° se nachézi v
oblasti, kdy dany detektor muzeme povazovat za temnymi kliky témér neovlivnény - hod-
noté Prx = 107° odpovidd Psp = 0,99. Nami uchopend hodnota Prx = 1072 se nachézi
na hrané vyrazného poklesu Psp, nebot uz pro Prx = 0,15 se Pgp ~ 0,5. Oproti tomu

vyjadiené ztraty n, ackoliv maji jasny piimy vliv na Py, pro nas nakonec tak zasadni
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nejsou. Na obrazku 11a) vidime, ze i kdyz jsme nechali faktor 1 volny na intervalu (0, 1),

docilili jsme zmény jediné desetiny u pravdépodobnosti Py,.. a u Psp jesté méné.

Za komentar rovnéz jesteé stoji éast kiivky Pi,e. na obrazku 11b) vpravo. Jasné vidime, ze
kiivka nejprve roste, priblizné na hodnoté Prg = 0, 73 dosahuje svého maxima, a pak strmé
klesa k nule. Toto chovani si muzeme vysvétlit pomoci pripomenuti toho, co vlastné Py,
vyhodnocuje. Jak jiz bylo popsano vztahem (58) Pj,.. popisuje situaci, kdy vsechny kromé
jednoho detektoru kliknou. Paklize ale zvySujeme Prgx k jedné, je stale tézsi pozorovat
nekliknuti detektoru a Py,.. musi jit k nule. Nicméné detektory s takovymito hodnotami

Pri jsou davno prekonané, a proto se dané oblasti nebudeme déle vénovat.
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4.3 Heterodynni detekce

Heterodynni detekce (Heterodyne detection (HTR)) vychdzi z mechanismu, popsaného v
kapitole 3.3.2, jakym nam homodynni detektor umoznuje métit kvadratury = a p a podle
toho nasledné zaznamenavat vysledky do fazového prostoru. Nyni popiseme, jak nam tato
informace muze pomoci pti komunikaci a jak na tomto detektoru zalozit detekéni metodu

fazoveé zavislych komunikaénich stavu.

Zacénéme u zobrazeni ve fazovém prostoru. Predstavme si, ze mame dva homodynni detek-
tory, které ndm umozni z jednoho signalu ziskat jak hodnotu kvadratury x - prvni - tak
kvadraturu p - druhy. Cena, kterou za to platime, je sice zvyseni hladiny Sumu obsazené v
ziskanych datech, ale jak vidime na obrazku 12, jsme schopni na zakladé téchto vysledku
urcit hodnotu faze v daného signalu a s jeji pomoci se pokusit rozlisit zaslané koherentni

stavy.

N Im(Q)

Obrazek 12: Znazornéni faze v stavu |a) ve fazovém prostoru. Kvadratury = a p ziskavame

z méteni dvéma homodynnimi detektory.
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Kdyz jiz vime, jak ziskat fazi ptichoziho signalu, podivejme se opét do fazového prostoru, ve
kterém zobrazujeme koherentni stavy. Paklize jsou tyto jednotlivé stavy dostatecné silné
- maji velkou amplitudu - a je jich takové mnozstvi (N), aby se nepiekryvaly, muzeme
kazdému z nich priradit takovou vysec¢ prostoru A, kde vysledky, které namérime pomoci
homodynniho detektoru, budou s jistotou odpovidat stavu, kterému dana vyse¢ nélezi.
Tato vyse¢ je rovna A = QW”, kde N je mnozstvi stavu, které rozlisujeme. Situaci ilustru-

jeme na obrazku 13.

O

)

O
O
O

Obrazek 13: Znédzornéni vice koherentnich stavu |a,) ve fazovém prostoru. Kazdy z téchto
stavi ma svou vyseC¢ danou thlem A, do které spadaji vysledky z detekce, které nej-

pravdépodobnéji danému stavu prislusi.

Nyni zavedme do problematiky situaci, kdy budto amplituda neni dostatecné velik4,
anebo mnozstvi rozlisovanych stavi (N) je takové, ze dochézi k prekryti. Hodnoty zanesené
do fazového prostoru detektorem mohou s nenulovou pravdépodobnosti nalezet vice sou-

sedicim stavim. Abychom se zbavili neptesnosti, které by se kvili tomu do vysledki méteni
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dostaly - ¢im jsou signdly slabsi, tedy blize poc¢atku, tim vétsi prekryti vznika a tim méné
presné vysledky dostavame - zavedeme pomocnou proménnou R. Tato proménna je para-
metr, ktery urcuje oblast, ve které povazujeme vysledky za nejednoznacné. Za pouzitelné

budeme povazovat takové dvojice [z, p], které splnuji
2’ +p° = R (60)

R tedy tvoii polomér kruhu ve fazovém prostoru. N&s pristup ilustrujeme na obrazku 14.

Obrazek 14: Soubor prekrytych stavi |a,). Oblast, na kterou se pii vyhodnocovani
zamérujeme dand parametrem R, je vyznacena barevnym piechodem. Vysledky v oblasti

kruhu do poloméru R povazujeme za nepiesné a zahazujeme je jako netspésné méreni.

Soucasna detekce x a p vede na sdruzenou hodnotu pravdépodobnosti Pes(x,p), jejiz
presnou formu muzeme odvodit ze znalosti Wignerovy funkce koherentniho stavu (kapitola

2.2.3). Pcg(x,p) definujeme:
Pog(z,p) = % exp(—(z — K)? — (p — L)?), (61)

kde K = Re(a) a L = Im(«), coz odpovidd redlné a imaginarni slozce amplitudy o

meéreného signalu.
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Pro analyzu vysledku potrebujeme ziskat pravdépodobnosti P,,.. a Psp, k cemuz musime
(61) preintegrovat pres vhodné zvolenou oblast. Nejprve zavedeme polarni souradnice, které

nam funkei (61) upravi do tvaru:

Pes(r,€) = — exp(—(rcos(€) — K)? — (rsin(€) — L") (62)

Pravdépodobnost vyjadiujici uspéch metody je dana jako:

P - / / L exp(—(rcos() — K2 — (rsin(€) — L)) dr de, (63)

kde o = (0,27). Po prvni integraci vyuZijeme symetrie problému a toho, ze v analyze
vychazime z predpokladu, ze vstupni stav je |ag), tedy stav ktery ma imaginarni slozku
L = 0 a realnou slozku K > 0, a tyto predpoklady zahrneme i v nasledujicim modelovani.
Soucasné do integrace podle r zavedeme vysSe zminény parametr R tak, ze namisto mezi

od R do oo integrujeme od A do B. Ziskavame tak tvar:

Pyee = /%NG_A2_B2_K2 [@_BQ"'QAKCOS(E) _ €A2+23Kcos(f) _
0
o 3(2A%42B2+ K24 K cos(2€) VTErf(A — K cos(€))K cos(§) + (64)

42 (2A7+2B?+ KP4+ K? cos(26) VTErf(B — K cos(€))K cos(€)] d€

Dale jiz pokra¢ujeme numericky a pii feSeni zalezi jen na nas, jaké mezni hodnoty A, B

zvolime pro zamezeni prekryvu stavu pobliz stiedu.

Jako spravné vysledky vyhodnotime prave ty, které se nachdzi nad hodnotou R v rozmezi
thlu A. U vyrazu (63) a (64) nyni polozime integra¢ni oblast o = < 5, 2> a ziskavame
PS?,LCC7

B = .

ktera tyto udalosti popisuje a kde stejné jako u Py,.. integrujeme v mezich A = R a

Pravdépodobnost spravné detekce Psp je potom dana jako podil

PA
Psp = PZZZ ) (65)
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4.3.1 Idedlni detekce

P1i idealnim méreni opét predpokladame perfektni vlastnosti detektoru. Pro toto méreni
urc¢ime mnozstvi rozlisovanych komunika¢nich stavi (volime 4, 8, 12, 16) a u¢ime hodnotu
amplitudy (volime postupné o = {1;1,5;...,3}). Na obrdzku 15 vidime, jak se hodnoty
Piuce & Psp méni v zavislosti na zméné parametru R € (0,00). Nalevo (u osy y) jde R
k nekonecénu, napravo k nule. Vysledky odpovidaji predpokladu, ze ¢im vétsi stanovime

polomér R, tim vyssi bude Pgp na ukor toho, ze spoustu vysledku zahodime, a tedy klesne

PS'UCC‘

Obrazek 15: Znazornéni hodnot pravdépodobnosti Ps,.. a Psp pfi zméné parametru R na
intervalu (0, 00). Graf a) srovnavé tyto zmény pro ruznd N pii zafixovdni amplitudy o.

Graf b) fixuje pocet rozlisovanych stavu a ilustruje zavislost na a € {1;1,5;...,3}.

4.3.2 Realna detekce

Béhem redlné detekce se projevi ticinnost detektoru, kterou jsme stanovili na nyrr = 0, 85.
Na grafech obrazku 16 muzeme pozorovat prubéh vyhodnocovanych dat pro Psp a Paye.
nejprve pii zafixované hodnoté amplitudy a zméné poctu rozlisovanych stava N. Poté i
srovnani Psp a Py pii proménném parametru « a fixni hodnoté N pro 4 a 8 rozliSovanych

stavi.

36



L L L L L
0.3 0.4 0.6 0.7 0.8

L
0.2

Obrazek 16: Znazornéni hodnot pravdépodobnosti Py,.. a Psp pfi zméné parametru R na
intervalu (0, 00) pro realné méfeni. V modelu byly pouzity redlné detektory o ucinnosti
nurr = 0,85. Graf a) srovnava tyto zmény pravdépodobnosti pro ruznd N pii zafixovani
amplitudy «. Graf b) fixuje pocet rozlisovanych stavi na N = 4 a N = 8 a ilustruje

zavislost na «a, které volime z mnoziny o = {1;1,5;...,3}.

4.3.3 Vyhodnoceni

Paklize nechame R = 0, pracujeme s vysledky bez jakychkoliv omezeni - kazdé méreni nam
da vysledek, ktery muzeme vyhodnotit - musime vSak predpokladat vyssi pravdépodobnost
chyby daného vyhodnocovani. Oproti tomu, paklize R — oo, dostavame se do oblasti, kde
se prekryti projevuje méné a Psp stoupa. Nutné za to ale zaplatime zahozenim velkého

mnozstvi namétenych dat, a tedy snizenim Py
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4.4 Kanonické méreni faze

Méjme opét snahu komunikovat pomoci N ruznych, koherentnich stavu. Kazdy z téchto
stavll pojmenujeme |3,), kde amplituda m4 hodnotu |S3|e*", ¢, = Q”T", n=40,...,N—1}.
Tato metoda Kanonického méteni faze (Canonical phase measurement (PM)) spociva
v primém méfeni faze, kde nam kazdé realizované meéreni déd hodnotu faze v, a tedy

pravdépodobnosti tispéchu dané metody je

Psucc =1. (66)

Nicméné stale zustava otazka, jak této informaci muzeme vérit - tedy, jaka je pravdépo -

dobnost spravné detekce Psp.

Pravdépodobnost, s jakou |5,) vede na vysledek 9, je:

P(0) = [(Ba]9)]%, (67)
kde
0) => e n)

je kanonicky stav faze a 0 € (0, 2m).

Hodnotami z (67) ziskdme kfivku rozlozeni pravdépodobnosti napfi¢ celym intervalem
(0,27). Pro ilustraci, obrazek 17 ukazuje P (V) pro dva stavy |fa),|0s) € |Bn). Na obréazku

je rovnéz dobfe patrny prekryv téchto pravdépodobnosti.

Protoze vime, ze komunikujeme pomoci N moznych stavi s hodnotou faze ¢,, rovnomérné
rozlozenou na intervalu (0, 27), jsme na zakladé hodnot diléich pravdépodobnosti z dis-
tribu¢éni ktivky schopni zjistit, s jakou pravdépodobnosti odpovida ziskana hodnota o

konkrétnimu stavu |f3,). Rozdélime proto tento interval na N dilu tak, ze kazda jedna
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Obrazek 17: Znézornéni rozlozeni pravdépodobnosti P(9) = |(3,]9)]? pro hodnoty ¥ €
(0,27) a n = {2,3}. Pocet rozlisovanych stavu N =4 a |5]| = 1.

hodnota faze ¢,, lezi pravé uprostied téchto dili. Kazdy dil nam déva oblast .S,,, ve které
predpokladédme, ze naméfené vysledky podle (67) nejpravdépodobnéji odpovidaji hodnoté
taze p,. Situaci pro pripad, kdy N = 4, ilustrujeme na obrazku 18.

Za pravdépodobnost spravné detekce Psp definujeme integral na oblasti S,,:
Pan = P(S,) = [ P()av, (68)
S77L

kde P(S,,) > P(Snzm) pro vechna n ={0,..., N —1}.
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[(Bal9)F

uréeni hodnoty faze 9

Obréazek 18: Znazornéni oblasti S,,, odpovidajici hodnotam ¢,,. Integrace pres dané oblasti
urcuje s jakou pravdépodobnosti budou naméteny ¥ pro stav s ys. Modelovano pro 4

rozliSované komunikacni stavy N a |G| = 1.

4.4.1 Meéfeni

Jak jiz bylo fe¢eno (66) Py, = 1, proto jsme se v dané metodé zaméfili pouze na ziskavani
informace o Psp. Na obrdzku 19 a) vidime jak se Psp méni, kdyz pro koherentni stavy s
konkrétnimi hodnotami amplitud a« = 1, a = 2 a a = 3 ziskdvame zavislost na ruzném
mnozstvi rozliSovanych komunikaénich stavi.

Poté jsme « nechali volné a sledovali zménu Psp pro N =4, N =8 a N = 16. Tato data

prezentujeme na grafu 19 b).
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Obrézek 19: Zobrazeni vysledku Kanonickym méfenim faze. Graf a) porovnava hodnoty
Psp pri uziti konkrétnich hodnot amplitudy « pro ruznd N. Graf b) situaci obraci a fixuje

pocet komunikac¢nich stavi oproti volnym hodnotdm amplitudy na intervalu (1, 3).

4.4.2 Vyhodnoceni

Tato metoda je charakteristickd svou 100% pravdépodobnosti tspéchu. Hodnoty Pgp se
nicméné rovnéz drzi pomérné vysoko a naptiklad pro N = 8 se i pti a = 1 stdle pohybujeme
nad 40%, coz se s ohledem na takto nizkou amplitudu, vysoké N a Pj,.. d4 povazovat za

velmi dobry detekéni vysledek.
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4.5 Sumem indukované méreni

Posledn{ metodou, kterou se v ramci této prace budeme zabyvat je Sumem indukované
méfeni (Noise induced measurement (NIM)). Sumem indukované méfen{ vyuziva stejnych
experimentalnich komponent jako metoda Jednoznacného rozliseni pomoci APD a témi
jsou posunuti, délice a APD detektory. Presto vSak se metoda vyrazné lisi. Privedeny
neznamy koherentni signél |3) nejprve posuneme o ndhodné zvolenou komplexni amplitudu
ay, kterd je z mnoziny uvazovanych signalu {«;} s amplitudou |ale™i, j € {0,..., N — 1},
kde ¢; = 2% a N je mnozstvi rozliSovanych stavu, a naslednou detekci poté provadime
pomoci prahového PNR detektoru popsaného v kapitole 3.3.4. Pokud bude zaznamenany
pocet fotonu vyssi nez prah M, prohldsime, ze metoda uspéla a zjistila stav |3), ktery se

nejpravdépodobonéji rovnd |ay)

Méjme na vstupu koherentni signdl |3), ktery odpovidd jednomu z moznych stavi, po-
moci kterych komunikujeme. Tento nezndmy vstupni signal posuneme o ay, kde £k € j je

ndhodné zvolené, ale znamé. Ziskdvame tak stav |vx)

) = |8 + ) (69)

Pravdépodobnost toho, ze ziskdvame pravé tento stav |vx) je % Tato nahoda, ktera vytvari

podobu stavu |y,) je zminény Sum, ktery se v metodé vyskytuje.

Prestoze méreny stav |y;) generujeme ndhodné, vzdy vime, o jakou amplitudu «y byl
puvodni stav |3). Pro potieby analyzy budeme nyni, stejné jako v predchozich ¢astech,

uvazovat ze 5 = ay.

Stav |y,) nyni zméfime pomoci prahového PNR (kapitola 3.3.4) a pokud obdrzime kladny
vysledek, prohlasime, ze bylo méreni tspésné. Za kladny vysledek budeme povazovat de-
tekei alespon M fotonu, kde M je parametr ovliviiujici pravdépodobnost uspéchu i spravnosti
detekce a muzeme si jej libovolné zvolit.

V piipadé, ze se hodnoty fézi nezndmého stavu |5) a ndhodné pridaného |ay) rovnaji,
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ziskavame nejsilnéjsi signal. Oproti tomu, kdyz jsou faze opacné, bude amplituda nulova.
Ostatni hodnoty amplitudy 7, lezi mezi témito dvéma hranicemi. Z tohoto pfiblizeni je
patrny vyznam stanoveni dané hranice M. Cim vyssi zvolime hraniéni hodnotu M, tim
pravdépodobnéji bude detekovany stav |3) piimo stav |ay). Zbyvajici piipady, kdy detekce
hranice M nedosdhne zahazujeme a povazujeme je za neispésné méreni. [lustraéni schéma

dané metody ukazuje obrazek 20.

Nahodné
vybran
1B) stav |, )

L. Nasledue | Dlae™)IB) g

posunuti

D(ae' ™)

Obrazek 20: Znézornéni Sumem indukované detekéni metody. Prichozi signal |B) je posu-
nut o ndhodné zvolenou komplexni amplitudu a4 a poté promérovan. Signél je detekovan
prahovym PNR detektorem (D(M)), ktery mé stanovenou detekéni hranici M a ktery jej
vyhodnoti.

Pro idedlni méfeni prahovym PNR detektorem vyuzivame vztahu (39) a (40) a pravdépodobnosti

meéteni na stavech |v;) jsou poté dény:

Prot(k) = (Ve Mnot| ) (70)
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Por(k) = (vi Mok | ) - (71)

Pro redlné méreni vyuzijeme vztahu (41) - (45) a vytvorime analogickou zavislost pravdépodobnosti

Pot(k) a P, (k) zaménénim vstupniho stavu |5) za stav |y;) ve vztazich (41) - (43).

Pro naslednou analyzu (jak idedlniho, tak realného méreni) jsou opét dulezité pravdépodobnosti

uspéchu dané metody a spravné detekce. Pravdépodobnost tspéchu dané metody je
P, ok(k)7 (72)

kde N je mnozstvi rozlisovanych stavu.

Pravdépodobnost spravné detekce uréime jako

Pok; (m)

Psp = ———"—
szol Pok(k')

: (73)

kde m € {0,..., N — 1} a m je spravnd hodnota féze stavu |3).

4.5.1 Idedlni méreni

Béhem idealniho méfeni budeme vychézet z detektoru popsanych vztahy (39) a (40) po-
moci kterych nebudeme sledovat jen pouhou zavislost Psp na Py, ale i zavislost Psp na

hrani¢ni hodnoté poc¢tu mérenych fotonu M. Tyto zavislosti ilustrujeme na obrazku 21.

4.5.2 Realné méreni

Redlné méteni - a tedy nutnost danou situaci prevést do soustavy délicti, posunuti a
APD detektoru - ndm u této metody dava moznost diskutovat dvé situace. Prvni z nich
predpoklddé, ze ackoliv nejsme schopni métit podle vztahu (39), stdle mame po ruce nékolik

idealnich APD detektorii, které netrpi ztratami a temnymi kliky. Tuto situaci v obréazcich
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Obrézek 21: Zobrazeni vysledkit Sumem indukovanym mérenim. Graf a) ukazuje zavislost
Psp na hodnoté hranice M pti uziti riaznych hodnot amplitudy « od 0,5 do 2 pfi fixnim
poctu rozlisovanych komunikac¢nich stavia N = 4. Graf b) porovnava hodnoty Psp a Pyyec

rovnéz pii zafixovani IV a volbé ruznych amplitud.

pojmenovavame zkracené ,Idealni APD”. Zminénou druhou situaci se mini nutnost uzit
realné APD detektory a tedy nutnost zatizit vysledky ztratami a temnymi kliky. Tuto si-
tuaci pojmenovavame ,,Redlné APD”. Na obrazku 22 porovname tyto dvé ”realné”situace

s detekel idedlni.

Kromé porovnani s idedlnim piipadem se na obréazku 23 u tohoto redlného méreni podivame
i na to, jak se na ném podepisi temné kliky. Zavislost na hodnotach n zde diskutovat ne-
budeme. Realny prahovy PNR detektor modelujeme kaskadou APD detektoru, pro které
jsme jiz v kapitole 4.2 tuto zavislost simulovali a vyhodnotili ji z pohledu analyzy jako

méné zajimavou.
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Obrézek 22: Porovnani idedlnich a redlnych vysledki u Sumem indukované metody detekce.

Na grafu a) jsou vidét zavislosti pravdépodobnosti spravné detekce a pravdépodobnosti

uspéchu dané metody. Graf b) vynasi Psp v zdvislosti na hraniéni hodnoté méreni fotonu

M. Oba tyto grafy jsou zobrazeny pro a =1 a N = 4.
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Obrazek 23: Zavislost Psp a Pj,.. na ruzné volenych hodnotach pravdépodobnosti temnych

kliku Prg. Kazda z kiivek znaci prubéh této zavislosti s prihlédnutim k hrani¢ni hodnoté

M poctu detekovanych fotonu. Kazda z kiivek ma tak své minimum pro piipad kdy M =1

a maximum pro M = 15. Model pocita s hodnotou « =1, N =4 an=0,5.
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4.5.3 Vyhodnoceni

Pii analyze vysledki dané metody zjistujeme, Ze ackoliv je jeji mechanismus zaloZen na
sumu, tato metoda jde pravdépodobnosti spravné detekce limitné k jedné. Obrazek 23
ilustruje, jak vyrazné zména na hodnotach Py,.. a Psp probiha, ¢im vice se blizime k Prx =
0,5. Vedle toho muzeme pozorovat naprosto minimélni vliv temnych kliku pti hodnotach
Pri < 0,01. Za pozornost rovnéz stoji zavislost Psp na Py, s prihlédnutim k hrani¢nim
hodnotam M. U této metody totiz muzeme sledovat situaci, kdy uzitim méné dokonalych
systému, neschopnych rozlisovat jednotlivé fotonu, vyrazné zvysujeme pravdépodobnost
spravné detekce daného systému (obrazek 22b). S touto informaci v§ak musime pracovat

velmi kriticky, nebot kazdé zvyseni Pgp znamend sniZeni Piyc..

4.6 Porovnani analyzovanych metod

Zavérecna cast kapitoly vénované detekci se bude zabyvat porovnanim vsech metod pri
uziti stejnych vhodné zvolenych podminek. Protoze jsme se jiz s metodami seznamili, do-
volime si nyni drobné zjednoduseni kvuli vyssi prehlednosti a orientaci mezi metodami.
Metodu Jednoznaéného urceni pomoci APD budeme déle znaéit jen ”APD”, Sumem in-
dukované méreni - ”NIM”, Kanonické méreni faze oznacime "PM”a Heterodynni detekci

jen "HTR”.

4.6.1 Idealni podminky

Na uvod uvazime vsechny 4 metody za idealnich podminek - tedy bez temnych kliku a

obéma uc¢innostmi n = nyrr =1, « =1 a N = 4. Situace je zobrazena na obrazku 24

Z modelu vyplyva, ze paklize se ptame po nejvyssi Psp je optimalni metoda APD, paklize
chceme Py,.. = 1, pak je to PM. HTR je optimdlni mezi témito body. NIM je za idealnich
podminek nejhorsi, ale je zajimavi vidét, ze pro idealni PNR detektor a nizké Py,.. prekonava

HTR.
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Obrazek 24: Porovnani detekénich metod pti idealnich podminkach a poctu rozlisovanych

stavu N = 4.

4.6.2 Realné podminky

Druhou vybranou dvojici jsou realné podminky. Zde je pravdépodobnost temnych kliku
Prx = 107°, 1 = 0,5, ngrr = 0,85. Situaci pro & = 1 a N = 4 muZeme pozorovat na

obrazku 25.

Situace zustava obdobna. Oproti idedlnimu méreni pozorujeme pouze mirné zmény zpusobené
zahrnutim ztrat. Protoze pravdépodobnost temnych kliku Prg je stéle jesté v oblasti témér
minimalntho vlivu, jsou rozdily oproti idealu zpusobené zejména hodnotou n. NIM opét
muze byt lepsi nez HTR, ale pouze v oblasti prilis§ malych Pj,.., ve které obé metody

zaostavaji za APD.

48



@=1,N=4,1=05m,=085P,=10°

09

0.8-

——— NIM \
06

% APD \

® PM \

— - —HTR

0.5 \\

0.4

Obréazek 25: Porovnani detekénich metod pii redlnych podminkéch a poctu rozlisSovanych

stavu N = 4.

4.6.3 Podminky slabych signala

Pokusme se nyni najit pripad, ve kterém je NIM optimdalni. Uvazme komunikaci s ve-
lice slabym signalem, coz muze nastat v dusledku znacné ztratovych kanalu, a detektory
s jednotkovou ucinnosti, za kterou ale APD plati zvySenou pravdépodobnosti temnych
klikti. Popsanou situaci pro hodnotu amplitudy o = 0, 1, faktor ztrat obou detektoru

n = ngrr = 1, N = 1 a pravdépodobnost temnych klikii Prgx = 1072 ilustrujeme na

obrazku 26.
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Obrézek 26: Porovnani detekénich metod pti ndmi vybranych podminkéch a rozlisSovanych

stavu N = 4.

Z obréazku 26 vidime, ze za téchto podminek prestava APD fungovat a optimalni metodou

detekce se z pohledu Pgp stava NIM.
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5 Zavér

Cilem této prace bylo analyzovat ruzné detekéni metody koherentnich signéalta pii mysleném
komunikacnim uziti. Z tohoto hlediska kladla nejvyssi duraz na analyzu pravdé-

podobnosti tspéchu jednotlivych metod Pi,.. - tedy na to, s jakou pravdépodobnosti se
dand metoda podafi realizovat - a pravdépodobnost spravné detekce Psp - tedy pravdépo-

dobnost popisujici chybovost dané metody.

V tvodnich kapitolach jsme se seznamili s historickym kontextem kvantové fyziky i kvan-
tové komunikace. Predstavili jsme si zaklady toho, jak kvantové komunikovat a seznédmili se
s hlavnim komunika¢nim médiem vyuzivanym v této praci - koherentnimi stavy. Nasledné
jsme presli k popisu dil¢ich prvku, které nam umoznuji provadeét rozlicné komunikaéni tech-
niky. Témi jsou délice svazku, operator posunuti a 4 rozdilné detektory. Kazdy z popsanych
detektoru jsme vyuzili v jedné analyzované metodé. Na zavér jsme si vysvétlili, co pro nés

znamenaji zminéné pravdépodobnosti ispéchu metody a pravdépodobnost spravné detekce.

notach amplitud, po¢tu rozlisovanych komunikacnich stavu a to jak v idealnich pripadech,
tak pak pii uziti realnych komponent, kde bylo nutno zahrnout i ztraty a chybovost de-
tektoru. Tato analyza byla provadéna pomoci matematickych modelti v programu Matlab.
Konkrétné byla modelovana metoda Jednozna¢ného urceni pomoci APD detektoru, me-
toda Heterodynni detekce, metoda Kanonického méteni faze a na zavér metoda nova a to

metoda Sumem indukovaného meéteni.

Tato metoda spoc¢iva v tom, ze k neznamy prichozi stav nahodné posuneme o komplexni
amplitudu jednoho z moznych komunika¢nich stavu. Tento krok fizeny Sumem - ndhodou
pak vyhodnocujeme pomoci prahovym PNR detektorem, pomoci kterého vybirame takové

piipady, kdy zméfeny stav obsahuje néjaké dané minimalni mnozstvi fotonu.
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Posledni kapitolu nasi prace jsme vénovali porovnani vSsech metod mezi sebou. Zjistili jsme
ze za idedlnich podminek je optimalni trojice detekénich metod tvorend Jednoznacnym
urcenim pomoci APD, Kanonickym méfenim fiaze a Heterodynni detekci. Metodé Jed-
noznacného urceni pomoci APD muzeme nejvice vérit, Kanonické méreni faze ma zase

nejvyssi Pyyue.. Heterodynni detekce lezi v oblasti mezi témito metodami.

Ve chvili, kdyz jsme ptesli do redlnych podminek, celd situace zustala prakcitky nezménéna.
Vsimame si vSak metody Heterodynni detekce, kterda by se dala za idealnich i realnych
podminek povazovat za takzvanou ”zlatou stiedni cestu” mezi Jednozna¢nym uréeni pomoci
APD detektoru a Kanonickym métfenim faze. Nedosahuje sice tak vysoké Psp, jako prvni
zminéna, ale to "dohani”vyssimi hodnotami Pi,... Metoda Sumem indukovaného méfen{
prekonava Heterodynni detekei az pti nizkych hodnotach Py, kdy uz je optimalnéjsi Jed-

noznacné urceni pomoci APD.

Zmeéna situace nastava az ve chvili, kdy jsme uvazili scénér s velice slabymi signaly a de-
tektory s vysokou u¢innosti, ale soucasné i vyssi pravdépodobnosti temnych kliki. V tomto

piipadé se stdvé optimalni metodou pravé Sumem indukované méfent.
Dalsim krokem v nasi analyze by byla presnéjsi charakterizace parametru, pii kterych

je Sumem indukované méfeni optimalni, a analyza jeho aplikace na pifimé méreni faze

namisto rozlisSovani diskrétnich stav.
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