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Anotace

BENADIK, VLADISLAV. Diferencidlni pocet funkce vice proménnych — sbirka
feSenych a nefeSenych piikladt, Pedagogicka fakulta Jihodeské univerzity, Ceské

Budé¢jovice 2011.

Prace obsahuje feseni zakladnich ptikladt diferencialniho poctu funkce vice
proménnych (specialné dvou a tii proménnych). Zahrnuje ptiklady na feSeni defini¢niho
oboru, prvnich a druhych parcidlnich derivaci, urCovani lokalnich extrémua funkci
(explicitn€ 1 implicitné¢ zadanych) a nalezeni rovnice tecné roviny ke grafu funkce

v bodé&. Ptiklady jsou fazeny dle obtiZznosti.

Kli¢ova slova: funkce, definicni obor, prvni parcialni derivace, druha parcialni

derivace, stacionarni bod, lokalni minimum, lokalni maximum, te¢na rovina.



Abstract

BENADIK, VLADISLAV. The differential calculus of functions of several variables -
a collection of solved and unsolved examples, University of South Bohemia -

Pedagogical faculty, Ceské Budg&jovice 2011.

This thesis includes solving the basic examples of differential calculus
(especially two and three variables). The work covers examples of the solutions of the
domain, the first and second partial derivatives, determining the functions of local
extremes (both explicitly and implicitly given) and find the equation of the tangent

plane to a point in the graphs of functions. The examples are sorted by difficulty.

Key words: function, domain of definition, first partial derivative, second partial

derivative, stationary point, local minimum, local maximum, tangent plane.
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Uvod

Cilem mé diplomové prace je vytvoreni sbirky uloh fesenych a nefeSenych
ptiklada ze zékladi diferencidlniho poctu vice proménnych, ptedevsim vsak dvou a tii
proménnych. Prace je urcena pro studenty ucitelstvi matematiky pro zakladni i stfedni
Skoly. Ptiklady jsou vybrany tak, aby na nich byl ukézan co nejsrozumitelnéji postup pii

feSeni riznych typt uloh.

Diplomova prace je rozdélena do ¢tyt hlavnich kapitol, které obsahuji zékladni
problémy diferencidlniho poctu. Prvni kapitola se zabyva definicnimi obory funkci vice
proménnych, druha kapitola jejimi parcialnimi derivacemi. Jsou zde feseny piiklady jak
funkei zadanych explicitné, tak 1 implicitné. V nasledujicich dvou kapitoldch zuro¢ime
praktické zkusenosti procvic¢ené z prvnich dvou kapitol pii vypoctech lokalnich extrémi
a teénych rovin. Ptiklady jsem volil tak, aby byl ¢tenaf seznamen se zakladnimi postupy

pfi feSeni jednotlivych typt ptikladi (pfevazné ukazkovych k danému tématu).

V uvodu kazdé kapitoly se nachazi vybér zékladni teorie, kterou by mél ¢tenar
minimalné znat k tomu, aby zvladl dané vypocty. Je potfeba mit uz zakladni znalosti
z matematické analyzy, prevazné z funkci jedné proménné. V piikladech jsem se snazil
tuto teorii co nelépe Ctendfi priblizit. Pro dalsi studium a rozsifeni obzorl tohoto tématu

bych doporucil predevsim literaturu [2], [3], [4], [6].

Priklady jsou v této praci fazeny dle obtiznosti. U nékterych piikladi jsou
uvedena dv¢ feseni, aby ctenat doséahl Sir§iho ndhledu na dany problém. Kazdy piiklady
je podrobné vysvétlen a u vétSiny je doplnén obrazkem, pro lepsi pochopeni jak

zadaného prikladu, tak i teorie.



Prace je napséna v Microsoft Office Word 2007 a ptevedena do formatu PDF.
Obrazky jsou vytvoreny a upraveny v programech Maple 12, GeoGebra a Zoner Photo
Studio 8.



1. Defini¢ni obor funkce dvou proménnych

V této kapitole se budeme zabyvat uré¢ovanim defini¢niho oboru. Kazdy ptiklad je
doplnén grafickym zobrazenim vysledku. Na zacatku kapitoly je stru¢na teorie, tykajici

se tématu, kterou jsem pievzal a upravil z literatury [2], [4], [5].

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1.1: Eukleidovskym n-rozmérmym prostorem (zna¢ime E,) rozumime
mnozinu vSech usporadanych n-tic realnych Cisel, tj. E,, = R X R X ... X R. Body tohoto
prostoru maji podobu A = [a4,a,, ...,a,]. Vzdalenost bodl X = [x1, %, ..., x,],Y =

[V1, Y2, -, Yn] UrCuje tzv. eukleidovska metrika (zna¢ime p):

p(X,Y) =

Definice 1.2: Funkce f je zobrazeni f: M — R (kde R je mnozina realnych ¢isel a M je
mnozina v eukleidovském prostoru R X R), které kazdému prvku [x,y] € M piitazuje

prave jedno y € R. Mnozinu M nazveme defini¢nim oborem funkce f, zna¢ime Dy.

Poznamka 1.3: Pokud nebude definicni obor specifikovan, tak jim rozumime

maximalni mnozinu, na které mizeme funkci definovat.

Definice 1.4: Necht a = [ay,ay,..,a,], potom mnozina f(M) = {f(a)|a € Dy}

se nazyva obor hodnot funkce f na mnozin¢ M.



1.2 Re$ené priklady

Priklad 1.1: Najdéte defini¢ni obor funkce f: f(x,y) = y + Vv 2x a zakreslete.
Reseni:

Zajima nas, pro které uspotadané dvojice [x,y] € R X R bude funkce dvou
proménnych definovana. Ze zadani vidime, ze y neni omezeno zadnou podminkou,
tudiz patii do intervalu (—oo; 00) a pro X plati podminka: 2x = 0 — x = 0, to znamena
X patii do intervalu (0;00). Defini¢nim oborem dané funkce je polorovina, pro kterou

plati x € (0;00) Ay € (—o0; ). Vysledek je tedy:

Df = {[x,y] € R X R |x € (0;00),y € (—00; 00)}.

Obrazek 1.1: Defini¢ni obor funkce f: f(x,y) = y + V2x.

Piiklad 1.2: Urete definiéni obor funkce f:f(x,y)=V4—x2+y2—4

a zakreslete.
Reseni:

Opét nas zajima, pro které usporadané dvojice [x,y] € R X R je dana funkce
definovana. Rozd€lime si postup do dvou fazi, kdy nejdiive budeme vySetiovat

podminky existence prvni odmocniny a poté druhé:

4—x254—x2>0-|x|<2=2>x€(=22)



Vy2—4-y*—420-|y| 22>y € (—o,-2)U(2,00).
Defini¢ni obor dané funkce je:

Df ={[x,y] ER X R |x € (—2,2),y € (—o0,—2) U (2,00)}.

S
w
[}
o
[X)
[}
S

Obrazek 1.2: Defini¢ni obor funkce f: f(x,y) = V4 — x2 + {/y? — 4.

Priklad 1.3: Zjistéte, pro které uspoiadané dvojice [x,y] € R X R je funkce
f:f(x,y) =+/16 — x? — y? definovana a defini¢ni obor znazornéte.
Reseni:

Vysetiime podminky, kdy ma dana odmocnina smysl:

J16—x2—y2 516 —x2 —y? >0 > x%2 +y% < 16.

V tomto piipadé vyslo, Ze vSechny uspoiadané dvojice [x, y], které jsou feSenim
(defini¢nim oborem) se nachazi v kruhu o polomeéru 4 se stiedem v poc¢atku. Definiénim
oborem funkce f:f(x,y) =+/16 —x2 —y? je kruh s polomérem 4, v¢etné hrani¢ni

kruznice: D = {[x,y] € R X R |x* + y* < 16}.



Obrazek 1.3: Defini¢ni obor funkce f: f(x,y) = /16 — x? — y?2.

Priklad 1.4: Naleznéte defini¢ni obor funkce

fif(y) =2 +y2—4)- /(16 —x2 — y2).
Reseni:

Nejprve uréime, pro ktera [x,y] je odmocnina definovana, tedy musi platit, Ze
(x? +y%2 — 4)(16 — x? — y?) > 0. Rozd&lime to na dva piipady. Prvni, kdy budeme
predpokladat, ze jsou ob& zavorky zaporné nebo rovny nule a druhy, kdy

predpokladame, ze jsou zavorky kladné nebo rovny nule.
Prvni pripad: (x> + y> =4 <0 A (16 —x2—y2<0) > (x> +y?2 < 4) A
A (x? +y?% > 16).
Pro zjednoduseni a lepsi viditelnost to lze napsat jako: 4 > x2 + y? > 16.

Z tohoto zapisu lze vidét, Zze se jedna o kruh (vCetné¢ hranicni kruZznice)
s polomérem 2 a pocatku soustavy a vnéjsi okoli kruznice (vCetné hrani¢ni kruZnice)

s polomérem 4. Tyto dva mnoziny se neprotnou. Proto tento pfipad nema feseni.
Druhy pripad: (x> + y?> —4 >0 A(16 —x2—y?>0) > (x2 +y2 = 4) A
A (x? +y? < 16).

Opét pro zjednoduseni a lepsi viditelnost to Ize napsat jako: 16 > x2 + y? > 4.



Tedy definiénim oborem funkce f: f(x,y) =/ (x2 + y2 — 4)(16 — x2 — y2) je

mezikruzi téchto dvou kruznic véetné hrani¢nich kruznic, tj.:

Dr = {[x,y] ER xR |16 = x* + y* > 4},

Obrazek 1.4: Cervené vykreslena nerovnost 16 > x? + y? > 4.

Priklad 1.5: Urdete defini¢ni obor funkce f: f(x,y) = In(4 — x? — y?) a zakreslete ho

do kartézské soustavy soufadnic.
Reseni:

Abychom nasli defini¢ni obor této funkce, je potieba zjistit, pro jaké dvojice
[x,y] je argument logaritmu kladny, tj. 4 —x? —y? > 0. To znamena, Ze plati:
Dy = {[x,y] € R X R|x* + y* < 4}. Definiénim oborem je tedy kruh s polomérem 2

a se stfedem v pocatku soustavy soufadnic.

Obrazek 1.5: Cervené vykreslena nerovnost x? + y? < 4.



Priklad 1.6: Urcete a zakreslete defini¢ni obor funkce f: f(x,y) = In (Zx + :—x)
Reseni:
Dand funkce je definovana, jestlize plati: 2x + ﬁ > 0. Pravou stranu nerovnice

Y ‘1 s , L1 .. o8xZ+ .
pfevedeme na spole¢ného jmenovatele, tim ziskame nerovnici Ty > 0. Zlomek je

kladny, kdyz plati: ((8x%2+y > 0)A(4x>0))V ((8x%+y < 0)A(4x <0)).
Vidime tedy, ze D = {[x,y] ER X R|(y > —8x* Ax > 0) V (y < —8x* Ax < 0)}.

Obrazek 1.6: Vykreslena nerovnost (y > —8x%2 Ax > 0) V (y < —8x2 Ax < 0).

Priklad 1.7: Urcete a nakreslete defini¢ni obor funkce f: f(x,y) = {/x(siny).
Reseni:

Tento piiklad bude specificky tim, Ze se nam zde objevila funkce sinus, ktera je
periodicka. Postup bude ale stejny jako u pfedchozich ptikladi. Nejprve si tedy uréime
podminky, pro které [x,y] ma odmocnina smyl: x(siny) =0 - (x = 0Asiny >0)V
(x <0 Asiny < 0). Defini¢ni obor se tedy rovna (nesmime zapomenout, Ze je funkce

sinus periodicka):



oo

Dy ={[x,y] ER X R; (x >0AyE U (2km, (2k + 1)71))

k=0

v (x <0AyE U;:)((Zk — Dm, 2kn)>}.

Obrazek 1.7: Defini¢ni obor funkce f: f(x,y) = i/x(siny).

1.3 NereSené priklady

1. Urcete defini¢ni obory funkci dvou proménnych a zakreslete:

a) f:f(x,y)=log(l—x)+1—-y> [10],

) fifGuy) = [5r 1ol

0 fifey) =Gy —DGE-x—y) [2]
d) fifGey) =log(Zom) 0],

x+y+1

e) fif(xy)=y1-(x*+y>) [2]




2.Parcialni derivace

V druhé kapitole si ukazeme, jak derivovat funkci vice proménnych. Budeme

derivovat funkce zadané jak explicitné, tak i implicitné. Teoreticka cast je pievzata

z [1], [4], [6], [7], [14], [11].

2.1 Zakladni pojmy

Definice 2.1: Pro € > 0 definujeme:

€ —okolibodux ERXR:U.(x) ={y € R XR:p(x,y) < €}.

Prstencové € — okoli bodu x € R X R: P.(x) = U{i;) ={yeRXR:0<p(xvy) <e}

Definice 2.2: Funkce f ma vbodé C = [a, b] limitu A, jestlize ke kazdému € > 0

existuje & > 0 tak, ze nerovnost |f(x,y) — A| < € plati pro vSechny body P.(C).

Poznamka 2.2: Limitu funkce f vbodé¢ [a,b], ktera je rovna A, znafime znakem

lirrl[x,y]—>[a,b] f(X, J’) = A.

Definice 2.3: Rekneme, Ze funkce f je spojita v bodé x, = [a, b] svého defini¢niho

oboru, jestlize plati: limpy 15051 f (%, ) = f(a, b).

Definice 2.4: (Vnitini bod mnoziny)

Necht' A € M. Bod x, € M je vnitini bod mnoziny A, existuje-1i néjaké U.(x,) S A.
Definice 2.5: (Parcialni derivace funkce dvou proménnych)

Necht f je funkce 2 proménnych definovana na Dy € R X R a necht’ bod x, = [a, b] je

vnitfnim bodem Dy.

10



Rekneme, Ze funkce f ma parcialni derivaci podle proménné x v bodé x,, pokud
existuje vlastni limita:

f(a+h,b)—f(a,b)

limh—>0 h

Rekneme, e funkce f mé parcidlni derivaci podle proménné y v bodé x,, pokud
existuje vlastni limita:

f(a,b+h)—f(a,b)

limh_)o h

Poznamka 2.5: V nckteré dalsi literatufe, tak i1 na internetu, je uvedeno misto

£ (xo, yo+h)—f(x0, ¥0) f(x, ¥0)—f(x0, ¥0)

limy,_, podobnd  limita  lim,_,,, (respektive

h X—Xo
limh—>0 f(xo, 3’0+h2—f(xo, Yo) a limy—>y0 f(xo,yj)]i/;ixo, yo)).

Poznamka 2.6: V praxi pocitame parcialni derivace tak, ze derivujeme funkci f podle
proménné X a proménnou Y bereme jako konstantu. Obdobné pocitdme i parcialni

derivace funkce f podle y, kdy x bereme jako konstantu.

Poznamka 2.7: Derivace funkce podle x znaéime £, (x, y) nebo %, derivace podle y

“r ‘ of (x.y)
znacime f, (x,y) nebo o

Definice 2.6: (parcialni derivace funkce tii proménnych)

Necht’ f je funkce 3 proménnych definovanad na Df € R X R X R a necht’ bod x, =

[a, b, c] je vnitinim bodem Dy.
Rekneme, Ze funkce f ma parcialni derivaci podle proménné x v bodé x,, pokud
existuje vlastni limita:

f(a+h,b,c)-f(a,b,c)
H .

lirnh—>0

Rekneme, Ze funkce f mé parcidlni derivaci podle proménné y v bodé x,, pokud

existuje vlastni limita:

f(a,b+h,c)-f(a,b,c)

limh_>0 h

11



Rekneme, Ze funkce f ma parcialni derivaci podle proménné z v bodé x,, pokud

existuje vlastni limita:

f(a,b,c+h)-f(a,b,c)

lirnh—>0 h

Poznamka 2.8: Parcidlni derivace se pocitaji uplné stejnym principem, jako u funkce
dvou proménnych (definice 2.5), jen stim rozdilem, Ze pii derivovani podle X

(respektive y) bereme i z jako konstantu a piibude zde navic jesté derivace funkce podle
z, kdy logicky x a 'y bereme jako konstanty a znaéime f, (x, y, z) nebo M

Poznamka 2.9: U vétSiny piikladi se budeme setkdvat 1 s druhou parcidlni derivaci.
Jedna se o nasledné derivovani jiz derivovanych funkci tak, Ze prvni parcialni derivaci
podle x vezmeme jako funkci a postupujeme jako pii prvni derivaci (tudiz derivujeme
podle x a y bereme jako konstantu). Stejn¢ opakujeme postup i u druhé parcialni

derivace podley.

Druhé parciélni derivace, které jsme poprvé derivovali podle X a pak také podle

X zna01me — = f (x,y).

Druhé parciélni derivace, které jsme poprvé derivovali podle y a pak také podle

y znamme = f (x,y).

Derivacim, které jsme poprvé derivovali podle jedné proménné a podruhé

2

. . , o o S . . v, 0
derivovali podle druhé, se fikd smiSené parcidlni derivace. Budeme je znacit " afy =

fey 6 V) rgrae = fie(3,7).

Uplné stejny postup aplikujeme i pii druhych parcialnich derivacich funkce tii

proménnych.

a%f  9%f
ax,axl 0x;0x;

Véta 2.7: Pokud jsou smiSené derivace vV bodé xy = [xq, X3, ..., X, ] SPOjité,

9%f _ 9%*f
axjaxi - axiaxj'

pak jsou si v tomto bod¢ rovny, tzn.
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Véta 2.8: Necht existuji vlastni derivace funkci f, g v bodé a = [ay,a,], kde a € Dy

R X R. Potom:
f+9) (@ =f(a)+g (),
(f-9)(@=f(a)- ga+f(a):-g(a),

£\ oy _ f@g@-f@g @
(5) (@ =1

Véta 2.9: (Derivace slozené funkce)

Necht' funkce h = g°f, kde f je vnéjsi funkce a g je vnitini funkce, a € Dj,.

Necht g(a) = b, necht existuji vlastni derivace f (g(a)),g (a). Potom existuje

(f ° 9) () aplati (f(9())) = £ (9(@) - g (@.
Véta 2.10: (Derivace elementarnich funkci)
Plati:

e (x™) =nx"1prox>0n€R
e (sinx) =cosx,prox € R

e (cosx) = —sinx,prox €RR

1

cos?x’

e (tgx) = pro x € (—§+kn;§+kn),k €Z

1

sin2x’

e (cotgx) =— prox € (krr,(k + 1)),k € Z
e (e¥) =e* prox €R
e (Inx) = 2, prox >0

e (a¥) =a*-Ina,prox ER,a>0

1
V1-x2'

e (arcsinx) = prox € (—1;1)

e (arccosx) = —%xz, prox € (—1;1)

1
1+x2’

e (artgx) = prox € R

e (arccotg x) = —Tlxz, prox € R
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Véta 2.11: (Diferencovatelnost funkce dvou a tfi proménnych)

Necht’ existuje funkce dvou proménnych x,y a bod x, = [x,, x,]. Funkce f je
diferencovatelna v bod¢ a = [ay, a,], existuji-li ¢isla A;, A, € R a spojita funkce dvou

proménnych x, y takova, ze w, = 0 a plati:
f(xo) — f(a) = A1 (x1 — ay) + A (%, — ap) + wy |xo — al.

Necht’ existuje funkce tii proménnych x,y, z a bod x, = [x;, x5, x3]. Funkce f je
diferencovatelna v bod¢ a = [a,, a,, as], existuji-li ¢isla A;, A, € R a spojita funkce tii

proménnych x, y, z takova, Ze w, = 0 a plati:
flxo) — fa) = A1(xy — aq) + Ay (x; — az) + A3(x5 — az) + wy, [xo —al.
Véta 2.12: (Postacujici podminka diferencovatelnosti)

Necht’ existuje funkce dvou proménnych f (respektive tfi proménnych), kterd
méa vSechny parcidlni derivace spojit¢é vbodé¢ t € Dr. Potom je funkce f

diferencovatelna v tomto bodé.
Implicitni funkce

Funkce jedné proménné muze byt zadana explicitné ve tvaru y = f(x) nebo

implicitné ve tvaru F(x,y) = 0, kde F je funkce dvou proménnych.

V nékterych ptipadech rovnice F(x,y) =0 definuje jednozna¢né funkci
y = f(x), jindy ne.

M¢jyme néjakou rovnici kiivky, napiiklad ndm zndmou rovnici jednotkové
kruznice
x? +y? —1 = 0. Tato rovnice popisuje kiivku, kterou si vSak nemiizeme piedstavit
jako graf funkce popsany y = f(x). Nicméné kolem kazdého bodu x = [a, b] na této
ktivce lze najit alespon jisty usek, ktery uz je grafem funkce. A co je dulezit&jsi, je
grafem diferencovatelné funkce (viz. véta 2.11). V tomto piipad¢€ lze ptislusnou funkci

vyjadiit explicitnim zpisobem (v naSem piikladu je to pro b > 0,y = V1 —x?%,b <
0,y =—V1—x?).
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Véta 2.13: (Véta o implicitni funkei)

Necht' F je funkce dvou proménnych. Necht dale F mé na n¢jakém okoli bodu x, =

[a, b] spojité parcialni derivace F,, Fy' aplati: F(a,b) =0a Fy' (a,b) # 0.

Potom existuje okoli Us(a) C R a existuje pravé jedna funkce f definovana na

tomto okoli takova, Ze plati:

e f(@=0h
e F(x f(x)) = 0 pro viechna x € Us(a).

e Na Us(a) ma f spojitou derivaci, pro kterou plati:

fi= =2 ydey = £ ).

Fy(x,)'

Poznamka 2.13: V nékteré dalsi literatufe se setkame s obdobnym znacenim derivace

of
. = xy(x) ..
y (x) = ﬁ, které budu pouzivat i ja v pifkladech.
@(x:)’(x))

Poznamka 2.13: Ekvivalentn¢é feSime i implicitni funkci tfi proménnych pro x, =
[a,b,c]. Plati-li: F(x,) =0 a E,(x,) = g—’;(xo) # 0. Pak f ma spojitou derivaci, pro

S—J’:(x.yz(x))

g(x,y,Z(x)) '

g—i(x,y,z(x)) . (x) =

kterou plati: z, (x) =
plati: z, (x) M ezt °
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2.2 Resené priklady na parcialni derivace:

Priklad 2.1: Vypocitejte prvni parcialni derivace funkce
f:f(x,y) = 3x3 4+ 5x — 2y* + +4x2y3.
Reseni:

Méme danou funkci f: f(x,y) = 3x3 + 5x — 2y* + 4x?y3, nyni udélame prvni
derivaci funkce f podle x (y budeme brat jako konstantu) a potom derivaci funkce f

podle y (kde x budeme brat jako konstantu). V tomto konkrétnim ptipadé pro vypocet

budeme pouzivat vétu 2.10 (piesnéji pravidlo (x™) = nx™1):
af (x, .
f(axJ’) = f,(x,y) =9x*+5— 0+ 8xy3 = 9x% + 5 + 8xy3
af (x, ,
fgyy) = fy(x,y) =0+ 0 —8y® + 12x%y* = +12x*y* — 8y>.

Déle jiz budeme pro zjednoduseni znadit parcialni derivace jen f,(x,y)

a f,(x,y).

Piiklad 2.2: Vypocitejte prvni a druhé parcialni derivace funkce
fif(x,y) =x3+ 3x%y + 3y2x + y3.
Reseni:

Tato funkce je obdobna jako funkce uvedena vyse, proto postup derivovani bude

stejny:
fo(x,y) = 3x% + 6xy + 3y? = 3(x + y)?

fy(x,y) = 3x% + 6yx + 3y% = 3(x + y)2.
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Ted ptistoupime k druhym. Budeme brat kazdou z prvnich derivaci jako funkci

a ty postupné derivujeme opét podle x a podle y. Vysledkem budou druhé parcialni

derivace:
% = £t y) = 6(x +)
%y”) = (6, y) = 6(x +)
62%;;') = foy(x,y) = 6(x +y)
% = fGoy) = 6(x + ).

Dale jiz budeme pro zjednoduSeni znacit druhé parcidlni derivace jen

fre(uy) af,2(6,y) @ fioy (6,9) = fo(x, 7).

Priklad 2.3: Zjistéte prvni a druhé parcialni derivace funkce f(x,y) = sinx - cosy.
Reseni:

V této funkci mame soucin dvou periodickych funkci. Ve vété 2.10 nalezneme
pravidla, podle kterych budeme derivovat ((sinx) = cosx a (cosx) = — sin x). Opét

bereme nejdiiv X jako proménnou a Yy jako konstantu a poté naopak.
Prvni parcidlni derivace:
fo(x,y) = cosx -cosy
fy'(x, y) =sinx - (—siny).

Po vypocitani prvnich parcialnich derivaci se zaméfime na druhé. Postupujeme

stejné jako v ptikladu 2.2.
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Druhé parcialni derivace:
f,;'z (x,y) = —sinx - cosy
fyz (x,y) = —sinx -cosy

fx;(x, y) = fyl;c(x: y) = —cosx -siny.

Piiklad 2.4: Vypocitejte vSechny derivace az do druhého fadu funkce
h:h(x,y) = = In(x + y?) ([3]).
Reseni:

Uz na prvni pohled je patrno, Ze se jednd o slozenou funkci, proto musime

zvolit odlisny piistup na rozdil od predchozich piikladi. Podle véty 2.9 vime, Ze

(f(9(@)) =£'(9(@) - g'(a). V nasem piikladé je funkce f = In a g = x +y2. Pii

vypoctech budeme aplikovat jak tuto vétu, tak véty o parcialnich derivacich.

Prvni parcidlni derivace:

, 1 1
h ) = ]l = —
<(6y) x + y? x + y?
. 2y
h,(x,y) = 2y = .
y(07) x+y2 VT xvy?

Prvni parcialni derivace si prepiseme do tvaru: h,(x,y) = (x + y?)~%;

hy,(x,y) = 2y - (x + y*)~*. Opét tedy budeme muset pouzit vétu 2.9 o derivaci slozené
funkce a navic i vétu 2.8 o podilu (soucinu) dvou funkci.

Druha parcialni derivace:

1

hea(ty)=-(x+y)2 1= NCESDE
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4y? N 2
(x+y2)?  (x+y2)

he(xy) = —(x+y) 22y -2y ++42- (x +y*) ' =

_2(x-y9)

C (x+y?)?

. o B ez 2y
hxy(x::V) = hyx(x'y) = _Zy(x ++ty )= (x + y2)2'

Priklad 2.5: Vypocitejte druhé parcialni derivace funkce f:f(x,y,z) =

([3D.

1
Jx2+y2+z2

Reseni:
Tento ptiklad je obdobny, jako ptedchozi ptiklad 2.3. Mame slozenou funkci,

1
kterou ptepiseme do tvaru f(x,y,z) = (x? + y? + z2?)"z. Podle pravidla o derivovani

sloZzené funkci jednoduse derivujeme.
Prvni parcialni derivace:

X
Gty + 22

. 1 3
fx(x;y:Z) = _E(xz +y2 +Z2) 2 zx = —=

y
\/(xz + y?% + z2)3

, 3
fy(xy,2) = —3(x? +y* +22)72- 2y = —

Z

3
’ 1 _2
f(x,)I;Z) == _—(x2+y2+22) 2'22:— .
z 2 \/(xz + y2 4 z2)3

Parcialni derivace ostatnich proménnych se budou pocitat analogicky, a proto

vZzdy uvedu postup jen u jedné promeénné. Druhé parcidlni derivace:

. 5
fr2(x,y,2) = =1(x* + y* + 22)72 + (=x) - (—;) c(x2+y?+4z3)72-2x =
1 3x? 2x%2 —y% — 7?2

— + =
(2 +y2+22)7 (2 +y2+22):  (x2+y%+77)
y y y

19



2y2 _x2 _ZZ

oy, = 5
(x2 +y%2+22)2

2Z2 _xZ _y2

fZHZ(xry'Z) = 5
(x2+y%2+22)2

Smisené parcidlni derivace:

Fiy (6, 3,2) = fre(2,y,2) = 0+ (=x) - (=2) - (2% + y?422) 72 2y = — 2

5
(x2+y2+42z2)2

3xz

fa@y,n) = fr(yn) = ——
(x2+y2+2z2)2

. 124 3
fyz(6,¥,2) = f,(x,¥,2) = =
(x2+y2+2z2)2

Priklad 2.6: Vypoctéte prvni derivaci funkce f:f(x,y) = x2y* + 2x* + 3xy? — 2
v bodé [1; 0]

a) podle definice parcialnich derivace,

b) podle vét o parcialnich derivacich.
Reseni:

a) Podle definice parcialnich derivaci plati:

1o = Ii 6x2-0+2x4+3x-0—2_1_ 2x4—2_1_ 2-(x*=1)
£(1.0)=m x—1 T Tx—1 a4 x—1
S22 =-D*+1) . 2-(x—-DE+DE*P+1)
= lim = lim =

x—-1 x—1 x—1 x—1

= lirriZ (x+1(x*+1) =38
X—

, 6-1-y>+2-1+3-1-y2-2 6y3 + 3y? 322y + 1
£(1,0) = lim &2 S NN e ) ) g C D)
y-0 y—O y—0 y y—0 y

= lim3y(2y +1) = 0.
y—0
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Parcialni derivace jsou:
£:(1,0) = 8;
£,(1,0) = 0.

b) Nyni si ukazeme ekvivalentni zpisob, jak Ize druhé derivace v bod¢ urdit.
Vypocteme parcidlni derivace v obecném bod¢ a teprve poté dosadime za proménné

soufadnice daného bodu:

f(x,y) = 6y%-2x + 2 4x3 + 3y? = 12xy3 + 8x3 + 3y?
fy(x,y) = 6x% - 3y? + 3x - 2y = 18x%y? + 6xy.

Mame vypocitané derivace funkce v obecném bodé [x,y]. Abychom ziskali

vysledek, sta¢i dosadit za proménné X a y:

£(1,00=12-1-0+8-1+3-1=8
f,(1,0)=18-1-04+6-1-0=0.

Priklad 2.7: Vypottéte 22 (a), 227’; (@), % (a) funkee
f:f(x,y) =4x%y + 2Inx? — y3,

je-li a = [1,2], popiipadé a = [—1,3].

Reseni:

Nejprve vypocitame prvni parcidlni derivace dle pravidel o derivovani, ale bod
jesté nebudeme dosazovat. Dosadime aZz do druhych derivaci, které vypocitame

Z prvnich:
2 1 4
fe(x,y) = 8xy + 2+ —-2x = 8xy +

fy(x,y) = 4x* — 3y2.
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Druhé parcialni derivace jsou rovny:

’ 4

fe(,y)=8y+4-(-1)-(x)2-1=8y -

x2
f,2(x,y) = 0~ 6y = —6y

fx;(x: y) = fyx(x: y) = 8x — 0 = 8x.

Nyni dosadime dané body a ziskame hodnoty:

’ 4
fr(12)=8-2--=12

f,2(1,2) = =62 = —12
foy(1,2) = f,(1,2) = 16

f2(-1,3)=8-3 =20

- (-1)?
f,2(-1,3) = —6-3 =18

fiy(=1,3) = fy(—1,3) = —8.

Piiklad 2.8: Vypocitejte prvni a druhou derivaci funkce x? + 2xy — y? = a?, kde
a € R ([3]).

Reseni:

Tuto funkci mame zadanou v implicitnim tvaru, proto musime pozménit postup
pii feSeni tohoto prikladu. Nejprve predpokladame, ze existuje néjaky obecny bod, pro
ktery plati rovnost F(x,) =0, pak musi platit i Z—j: (x,y) # 0 (dle véty 2.13):
Z_f, (x,y) = Fj; = 2x — 2y # 0. Ted, kdyz mame splnény tyto dvé podminky, mizeme

zaCit derivovat. Protoze ale pocitdme derivaci v obecném bod¢, nebudeme za y

dosazovat soufadnici bodu, ale budeme derivovat podle X a y budeme brat jako funkci
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(pokazdé, kdyz budeme derivovat Yy, vlozime tam znaceni, ze jsme derivovali podle vy,

pro prvni derivaci se znaci y, a pro druhou derivaci y;z).
Prvni parcidlni derivace:
2x + 2y + 2xy, — 2yy, = 0.

Z rovnice vyjadiime y,, tim ziskAme prvni derivaci funkce podle x:

x+y

Y =Ty

Zderivujeme jako slozenou funkci 2x + 2y + 2xy, — 2yy, = 0, abychom

ziskali druhou parcialni derivaci:
2+ 2y, + 2y, + 2xy;2 — 2V Ve — Zyy;z = 0.

, N2
—2-4y,+2(yy)

<y 1ws " " , . x+y , . .
Vyjadiime : = a dosadime za = ——= (prvni derivaci).
Y] V2t Vy2 ox—2y Yo=—1 0 )

2(x2+2xy-y

’ 2
Ted staci zjednodusit zlomek na y,. = — ) ). Je patrné, ze ve zlomku (na

misté jmenovatele) je nase puvodni funkce (mizeme ji nahradit konstantou na pravé

2a?

stran€ rovnice) a tim nam vyjde druha parcialni derivace: y,. = — G

Toto je jeden z postupd, jak derivovat implicitni funkci. Po derivovani vyjadiime
¥y, ¢imZ ziskame prvni parcialni derivaci. Tento postup budeme pouzivat pii zjistovani
extrému implicitnich funkci. Jiny postup abychom uréili prvni parcialni derivaci je
podilem derivace funkce f podle x a derivace funkce f podle y. Z toho Ize vidét, pro¢
nesmi byt derivace funkce f podle y rovna nule, nebot’ by zlomek nemél smysl. Tento
postup si ukdZzeme u piikladu 2.10. Obdobné tento postup plati i u funkei tii

promé&nnych.
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Priklad 2.9: Mame funkci 2x + 3y —e*™ = 0. Vypocététe prvni a druhou parcialni
derivaci této funkce.
Reseni:

Abychom ziskali prvni derivaci, budeme postupovat jako v piiklad¢ 2.8.
Zjistime, zda plati podminky takové, ze predpokladame existenci n¢jakého bodu, pro
ktery plati.: fy'(a) =3—-e*Y(—1) #0 a f(a) = 0. Piistoupime k derivaci funkce
podle x a y bereme opét jako slozenou funkci:

e* v -2

2—3y9;—€x_y(1—y3;)=0—>y9;=m.

Kdyz mame vypocitané prvni derivace, dopocitame druhé tak, ze vezmeme

funkci 2 — 3y, — e* (1 — y,) = 0.a tu op&t derivujeme jako v piikladu 2.8:
0-3y.—e*(1—y)(1—y) —e*¥(-y.) = 0.
Abychom ziskali druhé derivace, tak nam staci vyjadrit y;z :

—e*¥(1-y,)"
exy —3

Y2 =

Poznamka k prikladu: V nékteré literatufe se miZeme setkat s tim, Ze se do druhé
parcidlni derivace za y, dosadi prvni parcialni derivace a upravi se tak vysledek, aby

nam tam zUstali pouze dvé proménné X,y (viz priklad 2.8).

v i ool , e . . x% oy z?
Priklad 2.10: Vypocitejte prvni parcialni derivaci funkce StET == 1.

b2 c?
Reseni:

Funkci mame zadanou v implicitnim tvaru, ale mame tfi proménné. Opét,

abychom mohli derivovat, musi existovat né&jaky bod, pro ktery plati F(x,y,z) =0

a Z—i (x,y,z) # 0 dle véty 2.13: E, = —Ciz -z # 0. Podminky jsou pro néjaky libovolny
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bod (ktery nalezi definicnimu oboru funkce) splnény, proto muizeme pfistoupit

k derivacim, dle poznamky 2.13:

2
, z X xc?
Zy = -—
X2 za?
2
2, 2
. 2z Y yc
Z, = - —
Yo —2Z.g za?
c

Priklad 2.11: Vypocitejte prvni parcialni derivace funkce In(x?) + xyz — 3xyz? = 0.
Reseni:

Opét mame funkci tii proménnych, ale nyni zvolime odlisSny postup. Nebudeme
postupovat jako v ptikladé 2.10, ale jako v piikladé 2.9 kdy funkci derivujeme
a vyjadiime promeénné Z,,C,Z;,, které jsme ziskali pfi derivovani. Pfedpokladdme, ze pro
néjaky bod z Dy plati podminky F(x,y,z) =0 a Z—Z (x,y,z) # 0. Poté lze pfistoupit

k parcialnim derivacim:

1 , , , . _ —xyz+3xyz® — 1
x_z.x+yz+xyzx—3yz —6xyzz, =0 > 2, = Xy — 6xyz
b xyz, — 3x77 — bxyzz, = 0 - 7, = X X
_ _ = - - .
XZ + XYZy Xz XYyZZzy Zy xy — 6xyz

Piiklad 2.12: Vypocitejte prvni parcidlni derivaci funkce xe? —ylnx—8=0
v bodé [1,?] ([7]).
Reseni:

Musime zajistit, aby dany bod vyhovoval rovnici funkce. Proto dosadime za
x =1 a dopoc¢itiame druhou soufadnici bodu: 1e?Y —yln1—8=0 - e?’ =8.
Po zlogaritmovéni rovnice obdrzime: y = In+/8. Tedy bod ma soufadnice [1,ln \/§]

Nyni zjistime, zda bod vyhovuje i druhé podmince ve véte o implicitni funkci:
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z—fl(l,ln\@) # 0, 1. f, = 2xye? —Inx # 0 pro bod [1,InV8]: 21n/8 e2nV8 % 0 -

In 8 # 1. Nerovnost plati, proto vime, ze existuje derivace a mizeme derivovat.

Prvni parcidlni derivace:
ezy+x-2y-ezy-y,;—%—y,;-lnx= 0.

Vyjadiime y,, dosadime za proménné dany bod a ziskame vysledek:

. _ln\/§—8_) _ 1+1n\/§
X" 161nv8 Yo =735 16 °

2.3 NereSené priklady

1) Vypogitejte prvni parcilni derivace funkei [4]:
a) f:f(x,y) =e*cos(xy),
b) f:f(xy) =Iny(2x% +y?),
) fif(xy) =J(xf—%y2),
d) fify) =
e) f:f(x,y,2)=x%yz?
f) fif(x,y,2) =x3+y?—2%—-2x+3y+z,
o) f:fGy2)=zmn(%).
2) Vypogitejte druhé parcialni derivace funkci:
a) f:f(xy) =sin(x*+y?) [4],
b) f:f(xy) =Py +xy®®  [4],
¢) f:f(x,y) =e*cos(xy) +e”sin(xy) [4],
d) fify) =2 3]
e) f:f(xy)=In(x+y3) [3],
3) Urcete yy, .. funkce x +y° + xy? + 2 = 0 [2].

4) Vypoditejte z,, 23', u funkci:
a) x2+y?—zx+zy*—1=0 [2],
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b) 2x2 —3y?+z24+x—-2y+7=0 [4],
c) x2+y-sinz+x3z22—-6=0 [4],

d) z=xy-sin(xz) [4],

e) x2+y?+z2=a*> [2],

) x+y+z=¢* [2]
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3. Extrémy funkce dvou proménnych

V této kapitole, tykajici se lokalnich extrému funkce, jsem pouzil pfevazné teorii
z literatury [4], [10], [11], [14]. Tuto literaturu jsem pouzil jak u prvni podkapitoly, tak

i u druhé.

3.1 Extrémy funkce zadané explicitné a implicitné

Véta 3.1: Rekneme, Ze funkce dvou proménnych f ma vbodé ¢ € R X R lokalni

minimum (resp. lokdlni maximum), jestlize existuje okoli U (U € Df) bodu ¢ (¢ =

[x1,x,]; d = [y1,¥2]), tak ze f(c) < f(d) (resp. f(c) = f(d)), pro viechna d € U.

Rekneme, Ze funkce dvou proménnych f ma v bodé ¢ € R X R ostré lokalni
minimum (resp. ostré lokalni maximum), jestlize f(c) < f(d) (resp. f(c) > f(d)), pro
vSechna d € U\{c}.

Véta 3.2: Ma-li funkce dvou proménnych f v bodé ¢ € R X R extrém, pak v tomto bod¢
plati g—i (o) = Z—i (¢) = 0 (pro funkci tfi proménnych plati: Z—i (o) = Z—£ (o) = ‘;—]Zc (o) =
0).

Definice 3.3: Bod ¢ € R X R, pro ktery plati g—i (o) = Z—f} (¢) = 0 se nazyva stacionarni
bod (plati i pro funkci téi proménnych, kdy g—i (c) = g—i (c) = g—/; (c) =0).

Definice 3.4: Necht f je realna funkce dvou (respektive tii) proménnych. Necht

Vv libovolném bod€ Dy existuji vSechny parcidlni derivace druhého fadu. Hessovou

matici funkce f chapeme matici druhého fadu:
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feo fey frz
(resp. tietiho fadu H(x,y,2) = | fyx fi2 fyz |)-

fox fay S
Definice 3.5: Necht’ existuje ¢ € Dy a necht’ existuji druhé parcidlni derivace funkce
"y . fe foy -
dvou proménnych f. Potom polozme: D,(c) = | 7. 2 |,D1(c) = | fxz|.
fyx f y2

Necht’ existuje ¢ € Dy a necht’ existuji druhé parcidlni derivace funkce tii

proménnych f. Potom polozme:

fo Ly £ g
Dy() =[x fy fal D) = | 2 f’iy Di(0) = |fel.
foe foy frn o

Poznamka 3.5: Determinanty D, D,, D5 jsou subdeterminanty Hessovy matice:

fio foy fe
HEO) = fx fir frsl
fox foy fi

Véta 3.6: (Postacujici podminka pro lokalni extrém)

Bud’ ¢ € Dy stacionarnim bodem funkce dvou proménnych f. Necht’ ma funkce

f spojité parcialni derivace az do druhého fadu. Pak plati:
1) Jestlize D;(c) > 0,D,(c) > 0, pak funkce f ma v ¢ lokalni minimum.
2) Jestlize D;(c) < 0,D,(c) > 0, pak ma funkce f v ¢ lokalni maximum.
3) Jestlize D,(c) < 0 ma funkce f v ¢ sedlovy bod.

4) Jestlize D,(c) = 0, pak nelze rozhodnout, zda funkce f ma v bodé ¢ lokalni

extrém, sedlovy bod, ¢i ani jedno.

Bud’ ¢ € Dy stacionarnim bodem funkce tff proménnych f. Necht mé funkce f

spojité parcialni derivace az do druhého fadu. Pak plati:
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1) je-li D;(c) >0,D,(c) >0,D3(c) >0, funkce f ma vc ostré lokalni

minimum;

2) je-li D;(c) <0,Dy(c) >0,D3(c) <0, funkce f ma vc ostré lokalni

maximum;

3) jestlize pro determinanty neplati 1) ani 2), extrém nenastane. Je-li néktery
Z determinantd roven nule a ostatni maji znaménko jak je uvedeno v 1) nebo 2), pak

extrém muze, ale nemusi nastat.

Poznamka 3.6: Tato véta ukazuje, jak lze subdeterminantl vyuzit k vySetieni lokalnich

extrému.

3.1.1 ReSené priklady

Priklad 3.1: Vypoctéte extrémy funkce f:f(x,y) = x2 —xy + y? — 2x + y a urlete

jejich hodnotu.
Reseni:

Dle véty 3.2 ur¢ime parcidlni derivace, z kterych vytvofime soustavu rovnic.

Jejim vyfeSenim ziskame stacionarni body:
f(6y) =—x+2y+1=0.

v w7 v ’ . 1 ,
Soustavu vyfeSime tak, ze zZ prvni rovnice vytkneme x =1 + Sy a dosadime

do druhé rovnice. Obdrzime rovnici: —1 — %y + 2y + 1 =0. Po jednoduché uprave

zjistime, Ze y = 0. Tuto hodnotu zpétné¢ dosadime do prvni rovnice a ur¢ime jediny
stacionarni bod [1,0]. Poté uz jednoduse dopocitime z prvnich derivaci druhé parcialni

derivace;:

fiz(x,y) =2
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f,2(6y) =2

fey(,¥) = fyx(x,y) = =1,

Druhé derivace jsou ¢iselné hodnoty, proto nemusime dosazovat stacionarni bod
a stai tyto hodnoty dosadit do Hessovy matice. Z piislusnych subdeterminanti této
matice zjistime, o jaky druh extrému se v daném bodé¢ jedna nebo zda tam extrém vibec
je.
D,(1,0) = |_21 _21| >0AD,(1,0)=2>0— podle véty 3.6 mizeme Fci,

Vv tomto bod¢ je lokalni minimum.

Hodnota extrému je f(1,0) =12 —-1-0+0>—2-1+ 0= —1.

Obrazek 3.1: Funkce f: f(x,y) = x? —xy + y* — 2x + y.

2 2
Priklad 3.2: Mame zadanou funkci f:f(x,y) = —x? + x%y? — y? Zjistéte extrémy

této funkce.
Reseni:

Nejprve vypocitame prvni parcidlni derivace. Tim ziskdme dvé€ rovnice o dvou

neznamych a ur¢ime staciondrni bod (¢i body) dle véty 3.2:
fi=—x+2xy?=0

fy = —y+2yx? = 0.
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napiiklad timto zpiisobem: z prvni rovnice vytkneme pied zavorku X, takze ziskame tvar
x(—1+2y?) = 0. Aby byla splnéna rovnost, musi platit x =0Vy = i%. Tyto

hodnoty dosadime do druhé rovnice. Dopocitanim zjistime soutadnice stacionarnich

bodi, které jsou:

Nasledné¢ zjistime druhé derivace:

fxz =—-1+ 2y2
fyz = —1+ 2x?
fry = fyx = 4xy.

Ted’ jiz staci do druhych derivaci dosadit stacionarni body a vypocist hodnoty,
které dosadime do Hessovy matice. Z nich ur¢ime hodnoty subdeterminantd. Pak podle
véty 3.6 odvodime, o jaky druh extrému se v daném bod¢ jedna nebo zda-li tam extrém

vibec je.

Pro bod a = [0,0]:
£,2(0,0) = —1,£,2(0,0) = —1, £,,(0,0) = £,,,(0,0) = 0.

D,(0,0) = |‘01 _°1| >0 AD,(0,0) = —1 < 0 - podle véty 3.6 s¢ jedna o lokélni
maximum.

i] abode = [—i-—iz]:

1
Probodb—[\/—i,\/E 575

fie=0f,2=0,fry = fyn = 4

D,(b) = |(2’ (2)| — D,(e) <0 AD;(b) = 0 =D,(e) - D,(b) = Dy(e) <0, body b

a e jsou sedlové body funkce.
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Probod c = [—\%%] abodd = [%;—% :

fe =0,f,2 =0, fry = fyx = —4.
0 -2
D,(c) = |_2 ; | = D,(d) <0 AD;(c) = 0= D,(d) = D,(c) = D,(d) < 0, body
c a d jsou sedlové body funkce.

Takze jsme zjistili, Ze [0; 0] je jedinym bodem, kde se nachazi extrém a nalezneme zde

lokalni maximum.

20 0 -25

50 25

Obrizek 3.2: Funkee f: f(x,y) = =% +x2y2 - L.

Priklad 3.3.: Vypoctéte lokdlni extrémy funkce f:f(x,y) =In(x —y) —x? + 6y
([12]).

Reseni:

Vypocitame prvni parcialni derivace jako v pfedchozich piikladech a z nich

vypocitame staciondrni bod (¢i body) ze soustavy rovnic:

f,;=%—2x=0—>1—2x2+2xy=0

2 1
fy=(—1)m+6=0—>—1+6x—6y=0.

33



Z druhé rovnice vytkneme x = ctya dosadime do druhé rovnice. Tim ziskdme
- 1 2 1 . . g1 y .
rovnicl: 1 —2 (g + y) + 2y (g + y) = 0. Ztéto rovnice vyjadiime proménnou Y:
17 i W ’ , . s s ’ ’
y=— kterou zpétné dosadime do druhé rovnice a dopocitame neznamou X. Tim
ur D 17
obdrzime stacionarni bod [3, ?].
Nyni vypocitame druhé parcialni derivace:

o N2 _ 9 _ 1 5 1-2(x-y)?
fxz—( Dx—y) 2= )2 2= T2

’ 1

fyZ = (—D(x _y)—z -0= Tz

foy = fye = D =972 =~

Do druhych parcialnich derivaci dosadime stacionarni bod:

f(32) = G ORI

1712
(B-%

f:(3Y)=-——1,=-36

- 172
(3-%

i (39) = £ (3Y) = —@ = -36.
6

Poté zjistime Hessovu matici a na zdklad€¢ véty 3.6 zjistime, zda se jedna

0 extrém:

—38 —-36 . , 1. )
DZ(B,%) = |—36 —36| >0 AD1(3,%) = |—38| < 0 — jedna se o lokalni maximum.
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Obrazek 3.3: Funkce f: f(x,y) = In(x — y) — x% + 6.

P¥iklad 3.4: Mame danou funkci f: f (x,¥) = X" *¥°, vypocitejte jeji extrémy.
Reseni:

Mame zadanou funkci dvou proménnych. Abychom zjistili extrémy této funkce,
musime nejprve vypoclitat prvni parcialni derivace, které polozime rovny nule.
ObdrZzime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych. ReSenim soustavy jsou stacionarni

body:
fi=eXt . 2x =0
fy = e tv* . 2y = 0.
Je ziejmé, Ze plati:
et = 0v2x=0->x=0;eX =0v2y=0-7y=0.
x2+y?

Ptipad e = 0 nikdy nemuze nastat, proto soufadnice staciondrniho bodu ziskame

z druhych podminek rovnic. Stacionarni bod ma tedy soufadnice [0,0].

Ted staci dopocitat druhé parcidlni derivace, dosadit stacionarni bod, abychom

vypocitali hodnoty a ty poté mohli dosadit do Hessovy matice:
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fio=eX ™ 2x 2x + e 25 £5(00)=1-0+1:2=2
fo=e" 2y 2y +eX 25 £,(000=1-0+1-2=2

foy = €4 2x - 2y + X% 0 > £,1(0,0) = £,,.(0,0) = 0.

Dosadim hodnoty do matice a zni odvodime hodnoty piislusnych

subdeterminanti:
2 0
D, = |0 2| >0;D, = |2| > 0.

Podle véty 3.6 se v bod¢ [0,0] nachazi lokalni minimum.

T
EEC T

05

05 05

Obrézek 3.4: Graf funkce f: f(x,y) = e** 7",

Piiklad 3.5: Vypocitejte lokalni extrémy funkce dané rovnici
fif(e,y,2) =x*+y?+ 2%+ 2x + 4y — 6z ([3]).
Reseni:

Ze zadéani vidime, ze mame danou funkeci tii proménnych. Postup je stejny jako

u funkei dvou proménnych, které jsme jiz pocitali vyse. Urc¢ime prvni parcidlni derivace

36



vSech proménnych, které polozime rovny nule. Obdrzime soustavu tii rovnic o tiech

neznamych:
fi=2x+2=0
fy=2y+4=0
f, =2z—6=0.
Je zteymé, ze x = —1; y = —2; z = 3, tedy stacionarni bod mame jen jeden a ten

ma soufadnice [—1,—2,3]. Nyni vypocitame druhé parcialni derivace a dosadime
do nich stacionarni bod. Vzhledem k tomu, Ze druhé parcialni derivace jsou ¢isla, jsou

jejich hodnoty ve vSech bodech defini¢niho oboru stejné:
feo=fye=frz =2
fav = Fox = 0.fer = fox = 0. fy; = fy = 0.
Z Hessovy matice ziskame ptislusné subdeterminanty:

2 0 0
0 2 0
0 0 2

D, = >O;D2=|g (2’|>0;01=|2|>0.

Na zakladé véty 3.6 obdrzime, Zze v bodé [—1, —2,3] je lokalni minimum.

2 2 2
Piiklad 3.6: Mg&me f:f(x,y,z) = —’1‘—6—%—27, zjistéte u této funkce lokalni
extrémy.
Reseni:

Mame zadanou funkci tii proménnych. Vypocitame prvni parcialni derivace,
vSech proménnych, které dame rovny nule. Ziskdme soustavu tii rovnic o tfech

neznamych:
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’ 2
fyzgy:

f, =-z=0.

N| -

Je ztejmé, Ze stacionarni bod je jediny a ma soutadnice [0,0,0].

Ted vypocitdme druhé parcialni derivace. Dosadime do nich staciondrni bod
a ur¢ime hodnoty. Vzhledem k tomu, Ze druhé parcialni derivace jsou ¢isla, jsou jejich

hodnoty ve vSech bodech defini¢niho oboru stejné:
v g e
fig Ty Joeis
foy = fox =0.fez = fox = 0, fyz = fy = 0.

Z Hessovy matice ziskame pfislusné subdeterminanty:

o
w
I
© O ok

OI

1

2

0
2
9

>0;D1=|%|>0.

S vin O
S |-

Podle véty 3.6 jsme uréili, Ze v bod¢ [0,0,0] se nachazi lokalni minimum funkce

2 ZZ

f(x:y’z) = _ﬁ_Y___

16 9 4

Priklad 3.7: Mame danou funkci x2 + y?% + z% — 2x + 2y — 4z = 0, vypocitejte jeji

extrémy.
Reseni:

Funkci mame zadanou implicitné€. V kapitole 2 jsme si ukézali, jak postupujeme
pfi derivovéni takto zadanych funkci. Funkci zderivujeme a vyjadiime z, , zjl,, které
polozime rovny 0. Tim ziskame dvé rovnice o tfech neznamych. Jako tieti rovnici
vlozime do soustavy i zadanou funkci f. Vyfesenim soustavy rovnic ziskdme stacionarni

body:
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2—2x_

2X+ 222, —2—4z, =0z, =

2z—4
. , . —2y—2
2y+2ZZy+2—4‘Zy=0—>Zy=m=

X2+ v2+272 —2x+2y—4z=0.

Z prvnich dvou rovnic je zfejmé, ze 2—2x =0->x=1a -2y—-2=0-

y=-—1.

Ziskané hodnoty dosadime do tfeti rovnice soustavy:
x2+y?+2z2—-2x+2y—4z=0->1+1+4+22-2-2—-4z—-10=0-
—>z2—4z-12=0.

Nyni vypocitame kotfeny kvadratické rovnice, které vyjdou z; = 6 a z, = —2. Tim jsme

ur¢ili dva stacionarni body [1,—1,6] a [1,—1, —2].

2 A Zyy =

Vypocitdme druhé parcidlni derivace, ze kterych vyjadiime Z;z , Z
Zyx Za proménné z,, Zjl, dosadime 0, protoze v prvnich parcialnich derivacich jsme
urcili, Ze jsou rovny 0, aby byla splnéna podminka o stacionarnich bodech:
-2
2z —4

24222, + 222, — 42, =02, =

, . . . . -2
2+ 2ZyZy + 2ZZy2 - 4‘Zy2 =0- Zy2 = 7 — 4

ZZ,'CZ;, =0-0.

Do druhych parcialnich derivaci dosadime stacionarni body, abychom urcili

hodnoty. Ty poté dosadime do Hessovy matice a pomoci véty 3.6 ur¢ime typ extrému:

Pro bod [1,—1,6]:

z.2(1,—1,6) = —i,z;z(l,—1,6) = —i,z,:y(l,—lb) = 7,,(1,—1,6) = 0.
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1

4
1
0 —

D,(1,-1,6) =

>0AD;(1,-1,6) =—><0- podle véty 3.6 se jedna
0 lokalni maximum.

Pro bod [1,—1,-2]:

’

2;2(1; _11 _2) = %' Z;Z (1' _1' _2) = i’ ny(]-; _11 _2) = Z:;x(]-' _11 _2) =0.

(=)

>0AD;(1,-1,-2) =7 >0~ podle véty 3.6 je vtomto

O IR

D,(1,-1,-2) =

1
4

bodé lokalni minimum.

Obréazek 3.5: Graf funkce x? + y? + z2 — 2x + 2y — 4z = 0.

3.1.2 NereSené priklady

1) Urcete lokalni extrémy funkeci:

a) f:f(x,y)=5+4x—2x*+3y—y? [10],

b) f:f(x,y)=+1—-x%—y% [10],

40



¢) f:f(x,y)=x3+y3+3xy [10],
d f:f(x,y,z) =x—4xy —y?+52z%—2yz [10],
e) f:f(x,y,z) =25—x%—y?—2z2 [10].

2) Vypocitejte lokalni extrémy funkce zadané implicitné:
x2+y?2+22-2x+2y—4z—-10=0 [2].
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3.2 Extrémy funkce 2 proménnych vazané
na mnozinu (metoda primého dosazeni a

Lagrangeova metoda)

Definice 3.7: Je dana funkce dvou proménnych g. Tato funkce vymezuje v rovingé

mnozinu bodi M = {[x,y]; g(x,y) = 0}. Podminka g(x,y) = 0 se nazyva vazba.

Rekneme, Ze funkce dvou proménnych f nabyva vbodé ¢ € R X R lokélni extrém
vzhledem Kk vazbové podmince g(x,y) = 0, jestlize ma funkce f vbod¢ ¢ lokalni

extrém vzhledem k mnoziné M N Dy.

Poznamka 3.7: Funkce g vuvedené definici vymezuje Casto vroviné nékterou
ze znamych kiivek nebo jejich casti — pfimku, kruznici, elipsu, atd. Hleddme tedy

lokalni extrémy funkce f na kiivee M nebo by bylo mozno fici ,,nad* kiivkou M.
Lagrangeova metoda
Véta 3.8: (Nutna podminka extrému funkce vzhledem k mnozin¢)

Necht’ funkce dvou proménnych f a g maji v oteviené mnoziné A € Dy spojité parcialni

derivace 1. fddu, M € A,c € M(c = [x4,x3]) ag;,(c) + 0.

Potom, jestlize funkce f ma v bod¢ ¢ lokalni extrém vzhledem k mnoziné M, plati, ze
existuje 4,4 # 0 takové, Ze f,(c) + Ag,(c) =0 A f,(c) + g, (c) = 0. Mnozina M je

popsana rovnici g(x,y) = 0.

Poznamka 3.8: Bod extrému funkce f vzhledem kM je stacionarnim bodem

Lagrangeovy funkce L(x,y) = f(x,y) + 1g(x, y).
Véta 3.9: (Postacujici podminka lokalniho extrému funkce vzhledem k mnozin¢)

Necht' jsou splnény piedpoklady nutné podminky lokdlniho extrému funkce

vzhledem k mnozing.
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Jestlize Lagrangeova funkce L(x,y) = f(x,y) +Ag(x,y) ma vbodé ¢ =
[x1,x,] lokalni extrém, ma funkce f vbodé ¢ = [xq,x,] lokalni extrém vzhledem

k mnoziné M a to stejného typu.
Metoda primého dosazeni
Poznamka 3.9:

V nékterych piipadech lze zrovnice g(x,y) =0 jednoznatné urit X ¢&i Y,
napiiklad y = g(x). Pak za y dosadime g(x) do f(x,y), tak vznikne funkce jedné

proménné f (x, g(x)). U ni pak hleddme lokalni extrémy béZnymi metodami.

Pokud nelze pouzit tuto metodu, vyuziva se Lagrangeovy metody.

3.2.1 ReSené priklady

Priklad 3.9: Urcete lokalni extrémy funkce f: f(x,y) = e* na mnoziné
M ={[xyllx+y—-1=0}
Reseni:

Tento ptfiklad budeme fesit pomoci dosazovaci metody. Z rovnice g(x,y) = x +
y—1=0 lze jednoduse vyjadfit libovolna neznama, kterou dosadime do funkce
fif(x,y) =e*. Tim ziskame funkci jedné proménné. My vyjadiime proménnou vy,

tj.:
x+y—-1=0-y=1-—x.

Nyni do funkce f dosadime za proménnou y a budeme zkoumat extrémy funkce

jedné proménné (proménné x): f(x, g(x)) = ¥ = exx",

Déle budeme, pro piehlednost, funkci f(x, g(x)) znagit jako funkei h(x).
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Nutna podminka pro lokadlni extrém funkce jedné promeénné

. . . . . o, . 2
Funkci h derivujeme a derivaci polozime rovnu nule: h (x) = e** (1 — 2x) = 0.
7w r . wr M /4 14 W . r w 14 M —_— 2

Z vyse uvedené rovnice uréime stacionarni bod. Je ziejmé, ze musi platit; e*™*" =

0V (1 — 2x) = 0. Prvni moznost nemiize nastat, nebot’ je vzdy e*™*” > 0. Proto plati

1-2x=0->x= % Stacionarni bod je x = %

Abychom ziskaly druhou soufadnici stacionarniho bodu funkce f, dosadime

hodnotu prvni derivace do funkce g: g G,y) = %+ y—1=0-y= %

Postacujici podminka pro lokalni extrém funkce jedné promenné

Vypocitame druhou derivaci:
R (x) = e (1 — 2x)(1 — 2x) + e **(=2).

Po upravé ziskame: h (x) = ex"xz((l—Zx)2 — 2). Do druhé derivace dosadime

stacionarni bod x = %: h’ G) =23-e7%>0. Funkce h ma vbodé x =% lokalni
maximum.

Zaver

Funkce f: f(x,y) = e* ma v bodé¢ E,ﬂ lokdlni maximum vzhledem

k mnozing M.

Priklad 3.10: Urdete lokdlni extrémy funkce f: f(x,y) = x% + 2x + 2y na mnoZiné
M = {[x,ylly + x* = 0} ([10]).
Reseni:

Tento piiklad budeme feSit metodou piimého dosazeni, nebot z vazebni
podminky y + x? =0 lze jednoduse vyjadfit neznama y (y = —x?). Za tu pak

dosadime do funkce f, ¢imz ziskame funkci jedné proménné X:
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fif(x,g(x) =x%+2x + 2(—x%) = —x? + 2x.
Déle budeme funkei f(x, g(x)) znagit jako funkci h.
Nutna podminka pro lokalni extrém funkce jedné proménné
Vypocitdme prvni derivaci a ur¢ime stacionarni bod:
h(x)=-2x+2=0-x=1.
Stacionarni bod funkce f vypocitame dosazenim x = 1 do funkce g:
y + 12 =0 - y = —1 - stacionarni bod: [1, —1].
Postacujici podminka pro lokalni extrém funkce jedné proménné
Urc¢ime druhé parciélni derivace:
h'(x)=-2<0.

Druhé derivace vysla ¢iselna hodnota, proto nemusime nic dosazovat: Rovnou
tedy vime, ze funkce f: f(x,y) = x% + 2x + 2y mé v bod& [1, —1] lokalni maximum

vzhledem k mnoziné M.

Priklad 3.11: Urcete lokalni extrémy funkce f: f(x,y) = 4x + 4y — 3 na mnoziné
1,1
M = {[x,y1| 5 +3 = 2} ([0D).
Reseni:

Tento piiklad budeme fteSit pomoci Lagrangeovy metody. Vytvoiime
Lagrangeovu funkci z funkci f a g. Poté ji zderivujeme podle proménnych, A budeme
brat jako konstantu, a derivace polozime rovny nule. Tim ziskame dvé rovnice o tfech
neznamych X,y a A. Jako tfeti rovnici dame do soustavy funkci g. Lagrangeova funkce

bude mit tvar:

L(x,y)=4x+4y—3+l(%+§=2).
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Prvni parcidlni derivace:

. A
Lx(x'y) = 4’_x_2

, A
Ly(x,y) =4 - }7

Soustava rovnic bude vypadat:

A
4—x—2=0
A
4—F:O

1 1
§+§—2

Soustavu vyiesime tak, Ze z prvni a druhé rovnice vyjadiime lambda: 1 = 4x?% A

A = 4y2. Tyto vyrazy dame do rovnosti: 4x? = 4y?2. Zjednodu$ime a vypocitime, Ze:

x =yVx=-yV—x =Y. Podosazeni do tfeti rovnice ziskame pro:
1 1
—Xx=yi——+—-=2-0=2
y y
1 1
xX=—-yi——+—-=2-0=2
y y

1+1 2->2=72 1
X=y—+—=2-2=2y->y=1.
y ¥

Ted dopocitame hodnotu proménné x: x = y — x = 1 a hodnotu A:
A =4-12 - 1 = 4. Stacionarni bod ma soufadnice: [1,1].

Nyni vypocitame druhé parcidlni derivace, do kterych dosadime stacionarni bod
a vypocitame hodnotu. Tu dosadime do Hessovy matice, kde pomoci subdeterminantii

uré¢ime typ lokalniho extrému:
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()
N

. 21 .
sz(xry) =x_3_>Lx2(1!1) = =38

)
= - [
N

. 21 .
Ly (x,y) = F - Lyz(l,l) =

Lyy(x,y) = 0.

D,(1,1) =8| > 0,D,(1,1) = |g g| > 0 — podle véty 3.6 ma Lagrangeova funkce

v bodé [1,1] lokalni minimum a tedy i funkce f ma v tomto bod¢ lokalni minimum.

Priklad 3.12: Urcete lokalni extrémy funkce f: f(x,y) = i + %, kde a,b > 0, na
mnoziné
M = {[x,yllx* + y* = 1} ([2]).
Reseni:
Nebot mame mnozinu M zadanou komplikovanéjsim podminkou (nelze

jednoduse vyjadfit jedna proménna), budeme tento piiklad pocitat pomoci Lagrangeovy

funkci. Tuto funkci vytvofime z funkcei f a g:

X
L(x,y) =E+%+/1(x2 +y2 —1).

Vypocitdme prvni parcialni derivace Lagrangeovy funkce, které poloZime rovny

nule a spolu s funkei g vytvofime soustavu tfi rovnic o tfech neznamych x y a A:
L,(x,y) = % +2Ax =0
L'y(x,y) = % + 21y =0

x2+y?=1.

Soustavu vyfeSime tak, zZe z prvni a druhé rovnice vyjadiime proménou X, resp.

1 1 , v ., . 1 1
7Y = "o Ty dosadime do tieti rovnice: + =

DX =— e T
y 4A%2a2 = 42%p2

1. Vyraz
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va?+b? . va?+b? va?+b?
y tedy ).1 = ; 22 = —
2ab 2ab 2ab

upravime a vyjde ndm: A=+ . Zpétné

dosadime do rovnic a dopocitame proménné X a y:

Pro A, = 2 vyide x; = —2—, ¥ = ——

1= Toqy IO =T T T

Pro A, = — 2 vyide x; = ——2—, y; = ———
2= 2ab Yl 1= T Ve Y1 T T ez

, . L, . _ b a —_ b _ a
Mame tedy dva stacionarni body: A = [—m,—m] ,B = [ NPTEL \/a2+b2].

Vypocitame druhé parcialni derivace Lagrangeovy funkce:

L;Z (x' }’) =21
L;z (x,y) = 24
Lyy(x,y) = 0.

Do druhych derivaci dosadime stacionarni body, vypocitime hodnoty. Ty

dosadime do Hessovy matice a pomoci véty 3.6 urime typ extrému:

b a L va2+b2 . va2+p2
Probod A = [W,ﬁ]. sz(x,y) = b ,Lyz(x,}/) = ab
Vaz+p? 0
_ |Va?+b? _ ab e .
D,(A) = — | > 0,D,(A4) = . s > 0 — lokalni minimum v bodé A.
ab
b a L _ */a2+b2 , _ ‘/a2+b2
PFO bOd B - [_ \/a2+b2'_\/a2+b2]' sz(x;Y) - _T;Lyz(ny) - = ab )
VaZ+p? 0
_ va2+b2 _ - ab , , .
D,(B) = |— — < 0,D,(A4) = ) e >0 — lokdlni maximum
ab
v bod¢ B.
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Piiklad 3.13: Urcete rozméry bazénu tvaru kvadru tak, aby pii daném objemu V byl

obsah plochy jeho dna a stén nejmensi mozny.

Reseni:

V =abc— dany objem kvadru, ktery bereme jako funkci tii proménnych a kde V znaéi
konstantu. Toto je funkce g.

S(apc) = 2ab+2bc +ac - obsah ploch jeho dna a stén, branych jako funkce f.

Z objemu vyjadiime libovolnou neznémou - €= a dosadime do funkce tif

proménnych S, tim ziskdm funkci dvou proménnych § ( ) = 2ab + 2% + %. Kdyz

|4
a,b,%

mame jednu funkci dvou proménnych, budeme pokracovat v hleddni extrémi jako

v predeslé kapitole. Nejprve derivujeme:

S,=2b-2¥% —»a=0
S, =2a-%—>b#0.

Vytvoiime soustavu rovnic, abychom vypocitali staciondrni body:

2b—22 =0
a
14
Za—b—2=0.

Z prvni rovnice vytknu b a dosadim do druhé, tim ziskam 2a—}//—2 =0. Po upravach

a4

dostaneme a(Z—%S):O. Vidime, z¢ a, =0va, =2V . a; nebude feleni, nebot

nemiZeme mit nulovy rozmér kvadru. Proto jako jediné feSeni Ize brat

3

a, =32V = b= Al , C0Z je staciondrni bod T = [3\/2V,3‘/TZ_V, 3\/ZV].

Vypocitdme druhé parcidlni derivace, dosadime stacionarni bod a vypocitdme

hodnotu. Jako v predchazejici kapitole budeme urcovat, zda je v tomto bod¢ extrém

pomoci véty 3.6:
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4y , V2v
Sy =—5 = Sys (i/zv,—, 3\/21/) =2
a 2
L2V (s — 2V
sz ﬁﬁsb2< ZV, 2 2V =8
Sop = Spq = 2.

3 3
D, (3\/21/,“72_", 3\/21/) - g §| >0AD, (i/zv,*/Tz_V, 3\/21/) — 2> 0 - dle véty 3.6 Ize

vidét, ze v bodé¢ [\3/ 2V,32v /2,7 ZV] se nachazi lokdlni minimum. Tim jsme vypocitali

rozméry kvadru, které jsou rovny soutadnicim stacionarniho bodu.

3.2.2 NereSené priklady

1) Urcete lokalni extrémy na dané mnoziné M funkei:

a) f:f(,y)=x—y;M={[xyllx*+y*=2} [10],

b) fif(xy)=x2+L +xM={[xyllx-y?=1} [10]

o) fiftuy2)=x-2y+2zM={[x,yzllx* +y*+2z* =1} [2],

Q) fifCy)=x*+yiM ={xyl|s4+3=1},(a=0b=%0) [2],
XY 1},(a>b >c>

a2  b%2 2

e) f:f(x,y,z)=x2+y2+ZZ;M={[x,y,Z]
0 [3]
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4. Tec¢na rovina ke grafu funkce
K této kapitole jsem pouzil teorii z literatury [2], [3], [4], [10].

4.1 Zdkladni pojmy

Véta 4.1: Graf funkce f dvou proménnych (respektive f tii proménnych) ma v bodé
t = [ty, t2], t € f (respektive t = [ty, t,, t3], t € f) teCnou rovinu pravé tehdy, kdyz je

Vv tomto bod¢ funkce fdiferencovatelna.

Pak rovnice te¢né roviny ma tvar xg = f(t) + fx'1 ) (x;—t))+ fx'2 (t) -
(e —t;)  (respektive  xy = f(8) + £, () - (or = t) + f,(O) - Crz — t2) + £, (O -
(x3 — t3)).
Poznamka 4.1: Rovnice teéné roviny Ize také psat ve tvaru f, (Ox; + fx'2 (t)xy, — x5 +
¢ = 0 (respektive fy, ()x1 + fr,(©)x; + fi,()x3 — x4 + ¢ = 0), kde ¢ € R.
Poznamka 4.2: U funkci jedné proménné jsme byli zvykli, Ze vtecném bodé
prochazela jen jedna tecna a ta méla s funkci spolecny pouze tento bod. U funkci vice

proménnych miZe prochazet timto bodem vic tecen, které ale tvoti pouze jednu te¢nou

rovinu! A ta nemusi mit s plochou jen tento spole¢ny bod.
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4.2 ReSené priklady

Priklad 4.1: Najdéte rovnici te¢né roviny k funkci f:f(x,y) = x? +y? vbodé
t =[1,1].

Reseni:

Abychom mohli vypocitat te€nou rovinu, musime zjistit, zda je dana funkce
diferencovatelnd v okoli daného bodu t. Ze zadéani je patrno, ze funkce ma spojité

parcialni derivace na celém defini¢nim oboru.

Vypocitame prvni parcialni derivace funkce v bod¢ t:
fe(,y) = 2x = f,(1,1) = 2
f,G0y) =2y - f,(1,1) =2

f(1,1) = 2.

KdyZ méame vypocitané vSechny potiebné hodnoty, sta¢i pouze dosadit

do rovnice te¢né roviny, kterou mame uvedenou ve vété 4.1:
z=2+4+2-(x—-1D+2-(y—1)->z=2x+2y—2.

Po jednoduché upravé lze ziskat rovnici tecné roviny ve tvaru, ktery mame

uvedeny v poznamce 4.3:

x+y—%z—1=0.
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Obrazek 4.1: Graf funkce f a jeji te¢né roviny.

Priklad 4.2: Naleznéte rovnici te¢né roviny k funkei f: f(x,y) = arctg(3x —In %y)
v bodé t = [0,2].

Reseni:

V okoli bodu t je funkce diferencovatelna, proto mizeme vypocitat rovnici tecné
roviny. Vypoc&itdme jako v pfedchozim ptikladé prvni parcidlni derivace a funkéni

hodnotu v daném bodé:

3
1+ (3x— ln%y)2

fe(,y) = - £,(0,2) =3

£ (e y) = ] - £02) =1

y (1 +(3x - ln%y)2

£(0,2) = 0.
Nyni dosadime hodnoty do rovnice, dopocitame a ziskame rovnici tecny:

z=0+3-x—-0)+1-(y—2)-3x+y—2—-2z=0.
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Obrazek 4.2: Graf funkce f a te¢né roviny

Priklad 4.3: Najd¢ e
ajdéte rovnici tecné roviny k ploSe z = arctg y
- = = Vtecném 5 ¢ —
[1,1, Z] ([3D). x bodé t =
Reseni:
V tomto piikladé ma
e o .
v predesljch prikladech mame. rovnict zadanou  elvivalentnim - zpusobem jak
adech (vime, 7e z = axo
Kdy? dosadime ’ (vime, Ze z = f(x,y)). Tecny bod je zaddn tfemi soufadni J :
v 8 2 i 1
hodnota funk prvni dvé soutfadnice bodu t do rovnice plochy, méla b -
ota funkee steina. iako ie tieti , méla ; .
a z4 e stejn4, jako je treti souradnice bodu. To je kontrola, Ze bod o
aroveti je to funkéni ' , z¢ bod lezi na plos
) , ¢ni hodnota £(t). Ted mizeme vypoditat j ] plose
v predchozich piikladech: itat jednoduse te¢nu jako

— y
[ R a— ’ 1
x xz +y2 - Zx(l;l) = —E

z - ' 1
Yo x2 + y? _)Zy(l,l) =§.
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Dosadime do rovnice tecné roviny:

T

=0.
2

T
Z=—%(x—1)+%(y—1)+z—>—x+y—Zz+

v ’ .« . T
Te¢na ma rovnici —x +y — 2z + 5= 0.

Obrazek 4.3: Tecna rovina k plose z = arctg %

Priklad 4.4: Urcete te¢nou rovinu funkce uréené implicitng z3 + 3x%2z — 2xyz = 0

vbodét = [1,2,1].
Reseni:

Tentokrat je funkce zadana implicitné a vime, Ze v néjakém okoli bodu (v nasem
piipadé v okoli bodu t) mizeme funkci napsat jako F(x,y,z) = z3 + 3x%z — 2xyz.
Nejprve musime ovéfit, zda bod t vyhovuje rovnici: F(1,2,1) = 0 a zda E,(1,2,1) # 0.
Obé tyto podminky jsou splnény a tak muzeme funkci zderivovat podle pravidel

0 derivovani implicitni funkce v bod¢ (v bode¢ t):

2yz — 6xz
3z%2 + 3x? — 2xy

32,22 + 6xz + 3x%z, — 2y(z + 2x2,) = 0 > 2, =

2xz
3z% + 3x2 — 2xy’

3zyz% + 3x%z, — 2x(2yz, +z) =0 > z, =
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Dosadime bod t: z,(1,2,1) = —1,23',(1,2,1) = 1. V téchto piikladech, kdy mame
funkci zadanou implicitné, dosadime do rovnice teény za f(t) z-tovou soufadnici bodu

t.
Tecna rovina bude mit tedy rovnici:

z=—1x-1)+1(y+2)+1->—x+y—z+4=0.

Obrazek 4.4: Implicitni funkce z3 + 3x%z — 2xyz = 0 a jeji te¢nd rovina.

2 2 2
Piiklad 4.5: Urcete te¢nou rovinu K plose 316—6 + y: + ZT = 1vte¢ném bodé t = [2,1,1].
Reseni:

Funkci méme opét zadanou implicitné. Ovéfime podminky, zda existuje

derivace v bodé t:

2 2 2
F(2,1,1) = % + 1: + % — 1 =0 — vidime, Ze leva strana se rovna pravé. Podminka

je splnéna.

E (2,1,1): >z =2-1 =2+ 0 - derivace podle  je rizna od nuly, podminka je splnéna.

56



Podminky jsou splnény, proto mizeme ptistoupit k derivacim podle proménnych

X,y V bod¢ t:
1 1 . 1 1 __x
R-2x+0+1-222x—0—>§x+izzx—0—>Zx— P
1 1 . 1 1 oy
0+ -2y+2-222,=0->-y+-zz, =02z, = —.

Dosadime bod t: z,(2,1,1) = —g ;2,(2,1,1) = —1 . V t&chto piikladech, kdy

mame funkci zadanou implicitné, dosadime do rovnice teény za f(t) z-tovou soufadnici

bodu t.
Te¢nd rovina bude mit rovnici: z = 1 + (—%) x-2)+(-D-y—-1) -
»z=1-2+1-y+1-2z=-x—-2y+6->x+2y+2z—6=0.

2 2 2
Rovnice te¢né rovnice plochy 716—6 + y: + Zz =1vbodé tjex+2y+2z—6=

2 2 2
Obrazek 4.5: Implicitni funkce 316—6 + y: + Z: = 1 ajeji te€nd rovina.
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2 2 2
Priklad 4.6: Zjistéte tecnou rovinu k plose dané rovnici Z—z +% —i—z = —1 v bod¢

t=1[2,2,?],kdya =4,b =4,c = 2.
Reseni:

2 ZZ

2
Rovnice plochy po dosazeni konstant bude 316—6 + % -7 = —1, coz je rotacni

dvoudilny hyperboloid. Vidime, Ze nemame z-tovou soufadnici bodu t, kterou musime
ziskat dosazenim do rovnice plochy a dopocitanim. Tim nejen ziskame souiadnice bodu

t a hodnotu f(¢t):

2

4 4 _ 22_ 1 _
F(szxz)-R‘FE— __1_)7_1+E_)Z_i\/€'

zZ
4

Po dosazeni jsme ziskali dva te¢né body: t; = [2,2,\/6],t2 = [2,2, —\/8] Tim
muzeme vypocitat dvé tecné roviny K plose. Ovéfime podminku existence parcialni
derivace:

Fz'(X,y,Z)=—i'ZZ=—%Z¢O pro FZ'(tl):—%-\/eqO a pro FZ'(tz):—%-

(—\/ 6) # 0. Podminky plati, mizeme dopocitat derivace a rovnice tecen.

1 1 . : x
—2x—=+2z2z2, =0->z, ==
16 4 x X 4z

i-2y—%-222&,=0—>z&,=

¥
16 4z

, . ’ 1 , 1 , 1 ,
Dosadime body tq,t,: z.(t;) = ﬁ,zy(tl) = Wg'zx(tz) = —Z—%,Zy(tz) =

1
2ve6 '

Rovnice te¢en tedy bude vypadat:
Tesnan;:z=V6+5=(x=2) +5=(y—2) > 2V6z =8+x+y -
—>x+y—2\/€z+8=0.
Teénanzzzz—\/g—ﬁ(x—Z)—%(y—Z)—>2\/Ez=—8—x—y—>

>x+y+2V6z+8=0.
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2 2 2
Tec¢né roviny, k plose )16—6 + 31/—6 - Z: = —1 v bodech t;, t, maji rovnice x +y —

2v6z++8=0ax+y+2V6z+8=0.

2 2 2
Obrazek 4.6: Dvoudilny hyperboloid 716—6 + 31]—6 - ZT = —1 ajeho tecny.

4.3 NereSené priklady

1) Najdéte rovnici te¢né roviny k dané plose v daném bodé:
a) f:f(x,y) =3x%+2y%[-1,2,11] [4],
b) f:f(x,y) =e*-cosy,(0,0,1) [4],

C) f!f(X,y) = \/%3]2,[4,—3,31 [4]1
d) fif(uy) = +3A=[31,B=[-1-1] [10],

e) f:f(x,y)=3x2+2y*+x+vy,A=[-1,2],B=10,7] [10].
2) Vypodcitejte te¢né roviny k danym implicitnim funkcim v danych bodech:

a) Vx+,/y =3,[140] [4],
b) T-y?-Z=1[4v23] [4],

4

59



z2

xZ y2 .
d x2+y%+2z2=169,[3,4,12] [3],
e) ax?+by?+cz?=1,[x9,v0.20] [3]
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5. Vysledky nereSenych prikladua
Kapitola 1.3:

layDy=x<1Alyl<1

7

H 2 4
x
2

b)Df=(x=21Ay>-1DVx<1Ay<-1)

C)Dp:l1<x*+y?<4
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ADDp:(x>1Ay>-1-0)V(x<1Ay<-1-x)

e) Dp:x?+y* <1

Kapitola 2.3:

1.a) f, = e* - cos (xy) — ye* - sin (xy),fy' = —ye* - sin(xy)

2x ’ y

b) fc = (2x2+y2)'fy T (2x2+y?)

x3

’ y3 ’
Ofi=——=.f,=——
(x2+y?)2 (x2+y?)2

Y X
Dfe =G5 by = o
e) fr = 3x2yz?% f, = x32%,f, = 2x3yz
f)fi =3x*—2f,=2y+3,f, =-2z+1

0 f=-2f=2%=n()
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2. a) f.2 = 2cos(x? + y?) — 4x?sin(x? + y?) ,fj;’z = 2cos(x? +y?) —

4y?sin(x? + +y?), fry = —4xy sin(x? + y?)

b) pro a=x%y +xy? f.. = 10a®(ya + +2(2xy + yz)z),f;z = 10a3(xa +

2(x% + 2xy)?), fuy = 10a3((x + y)a + 2(x? + 2xy) (2xy + y?))
c)pro € = cosxy,S = sinxy: f,. = (1 — y?)e*C —
—2ye*S — yzeyS,f;z = (1 —x%)eYS + 2xe¥C — x?e*C, fy, = e¥(C + yC — xyS) —

—e*(S+ xS + xyC)

d) £ = 2sinx?+4x?cosx? .~ _ 2cosx3 .~ _ 2xsinx?
)fxz__ y ’fyz_ y3 'fxy_ yz
, 1 , Z(x_yz) ., Zy
e = — = = —
Vo = =Gy Iy = G v =~y
3 v = 1+y2 _ 2(3y3+3xy?-3y-x)(1+y?)
Ve T T ey Ve T (By2+2xy)3
c 2x—z+yt o 4xy®
4.3)z, = =
) X x-2z 'Y x-2z
- (4x+1) - (By+1)
b) z, = — Ly =
. (2x+3x2%22%) . sinz
OZy=—— "2y = —
(2x3z+y cosz) (2x3z+y cos z)
d) - _ ysin(xz)+xyzcos(xz) - _ x sin(xz)
x = 1-x2y cos(xz) 'y 1-x2y cos(xz)
T _x Y
e)z, = ~1Zy = ==
, , 1
)z, =2z, =
) Zx Y xty+z-1
Kapitola 3.1.2:

1.a) lokalni maximum v [1,%]

b) lokéalni maximum v [0,0]
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c) lokalni maximum v [0,0]

31 1 ..
d) [——,—,—], nelze urdit
20”4’ 20

e) lokalni maximum v [0,0,0]
2. lokalni maximum v [1, —1,6] a lokalni minimum v [1, —1, —2]

Kapitola 3.2.2:

1.a) lokélni minimum v E, - %] ) [— % ) %]

b) [1,0], neni extrém

. 1 2 2 .. 1 2 2
C) maximum v [—,——,—], minimum v [——,—,——]
3 3°3 3°3 3

ab? a’b ]
a?+b2’ a?+b2

d) maximum v [
e) minimum v [0,0, +c], maximum v [+a, 0,0]
Kapitola 4.3:

la)éx—8y+z+11=0

b)x—z+1=0

C)9x + 12y — 1252+ 100 =0
dz=-2x+9y+3

e)z=—-5x—-3y+13

22)2x+y=6

b)3x —3vV2y—z=3

c) 15x + 10y — 6z = 30

d) 3x + 4y + 12z = 169
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e) axox + byyy + czpz =1
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Zavér

Cilem této diplomové prace bylo vytvoreni sbirky feSenych a nefeSenych uloh
diferencialniho poctu vice proménnych, predev§im pak dvou a tii proménnych. Jelikoz
je toto téma obsahlé, zaméfil jsem se pouze na vypocty ukazkovych piiklada tak, aby
byl ¢tenat seznamen se zaklady dané problematiky. V uvodu kazdé kapitoly se nachazi
vybér ze zakladni teorie diferencialniho poctu vice proménnych, ktery je potiebny pii

vypoctech ukazkovych ptikladi.

Dané postupy feSeni piikladii jsem se snazil predlozit stru¢né¢ a predevSim
ptehledné. K vybranym piikladim jsem rovnéz ptipojil grafy, které umozni lepsi

pochopeni daného zadani problému i teorie.

Vzhledem Kktomu, ze je diferencialni pocet vice proménnych zajimavé
arozsahlé téma, musel jsem danou problematiku zobecnit a zkratit. Pfedev§im pak
kapitoly tykajici se lokalnich extrémi funkce vice proménnych a te¢né roviny funkce
vice proménnych. Pokud by ¢tenat projevil o toto téma hlubsi zajem, doporucil bych

k prostudovani piedevsim literaturu [2], [3], [4].
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