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Uvod

V soucasnosti existuje mnoho publikaci, které se zabyvaji diferencidlnim a inte-
gralnim poctem. Studenti si mnohdy nevi rady pri rozhodovéani, kterou literaturu
ke studiu dané problematiky vybrat. Mnozi se otazky, zda vse, co se u¢i a nauci, jim
bude k néc¢emu dobré. Cilem mé bakalarské prace je usnadnit a zefektivnit studen-
tim Ekonomické fakulty Jihoceské univerzity nejen pripravu ke zkousce, ale také
pomoci pochopit, jakym zptisobem diferencialni a integralni pocet vyuzit v redlném
zivote.

Obsahove je préace clenéna do ¢tyt kapitol. Prvni dveé se vénuji teorii. V teoretické
casti se student setkd s definicemi, vétami, poznamkami a priklady. Treti kapitolou
je sbirka Fesenych tiloh. Ctvrté kapitola se zabyva nefesenymi piiklady s vysledky.
Cela prace je doplnéna obrazky, tabulkami a prikazy pro program Maple tak, aby
student co nejlépe danou latku pochopil.

Prvni kapitola se zabyva diferencialnim poc¢tem. V prvni podkapitole jsou po-
psany zakladni pojmy a predstaveny elementarni funkce, se kterymi se jiz student
setkal na stfedni skole. Dale se student seznami s limitou funkce a zakladnimi po-
znatky, které s ni souvisi. Nasleduje podkapitola zabyvajici se spojitosti funkce, ktera
je zCasti popsdna pomoci limity. Poté se jiz student dostava k podkapitolam vénuji-
cim se derivaci funkce a jejim aplikacim. Vysvétlen je napt. pojem derivace, zakladni
vzorce pro derivovani, extrémy funkce, monotonie funkce, konvexnost a konkavnost
funkce ¢i Taylortav polynom.

Druhéa kapitola se zaméruje na integralni pocet. Nejdiive je studentim predsta-
vena primitivni funkce, poté techniky a zakladni vzorce pro integrovani, dvé metody
vypoctu primitivni funkce nebo urcity integral. Dilezitou podkapitolou jsou také
aplikace integralii, ve které je ukazana celd fada uzitecnych vlastnosti urcitého in-
tegralu.

V treti kapitole nalezneme tesené priklady. V ramci casti vénované diferencial-
nimu poctu se student od zakladnich prikladii na procviceni derivovani pres vysetio-
vani prubéhu funkce dostane az k vypoctu aplikacnich iloh. V aplikac¢nich tlohach
se pomoci derivace Tesi tkoly jako minimalizace objemu rota¢niho valce v rotacnim
kuzelu, okamzita rychlost helikoptéry, ale také zde nalezneme ekonomické aplikace
jako naprt. zjistovani, zda se firmé vyplati vyrabét pti urcité drovni produkci, nebo
maximalizaci zisku. V ¢éasti zabyvajici se integralnim poctem maji prvni priklady
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za kol procvicit integrovani, dalsi se zaméruji na aplikaci integral, tedy napr. ob-
sah plochy mezi grafy dvou funkci, objem télesa rotujiciho kolem osy x. Nakonec
jsou studentovi predstaveny aplikac¢ni tulohy, které by mohl vyuzit v praxi. Ty se
tykaji napr. prebytku vyrobce/spotiebitele, stfedni hodnoty ndkladové funkce nebo
spojitého turoku.

Ve ¢tvrté kapitole nalezne student nefesené priklady s vysledky, pomoci nichz si
muze overit, zda porozumél dané latce, a procvicit si ziskané dovednosti.



KAPITOLA ].

Diferencialni pocet

1.1 Elementarni funkce

S pojmem funkce jsme se jiz urcité v minulosti setkali. Nez pronikneme do taji
derivaci, pripomenme si zakladni funkce a pojmy.

Definice 1.1.1. [5] Zobrazeni f, kde {Ds, H;} C R, se nazyva redlna funkce
realné proménné.
Grafem funkce f potom nazveme mnozinu

{(z.f(@)) |z € Dy} C R

Poznamka. [7,[18] Pripomerime, ze Dy je defini¢ni obor funkce a Hy je obor hodnot
funkce.

Defini¢ni obor funkce je mnozina vsech hodnot, pro které je funkce definovana.
Obor hodnot funkce je mnozina vsech hodnot, kterych funkce na svém defini¢nim
oboru nabyva.

Poznamka. [5] U jednodussich funkci namalovat graf lze, u nékterych je to ale
prakticky nemozné. Jednu z kazdé této ,kategorie” si ukazeme.

Funkce signum (graf 1ze bez problému namalovat):

—1 za podminky x <0,
sgn(z) =< 0 za podminky z =0,
1 za podminky z > 0.

)
1(9—

0 T

b

-1

Obrézek 1: Funkce sgn z.
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Dirichletova funkce (graf prakticky nelze namalovat):

f(x) 1 za podminky x € Q (pokud z je racionélni ¢islo),
xTr) =
0 za podminky x € R\ Q (pokud x je iraciondlni ¢islo).

Obréazek 2: Dirichletova funkce.

Definice 1.1.2. [5, [I0] Necht je f redlnou funkei redlné proménné. Funkce f

(i) je shora omezend, pokud (EIA eRAVz e Df) (f(a:) < A),
(ii) je zdola omezena, pokud (Ela eRAVz € Df) (f(:v) > a),
(iii) je omezenda, pokud plati (i) a (ii),
(iv) je rostouci, pokud (‘v’xl,xg € Df) (:L‘l <xo = f(r) < f(acg)),
(v) je klesajici, pokud <Vl’1,l‘2 € Df) (:L‘l < x9 = f(x1) > f(mg)),
(vi) je neklesajici, pokud (le,xg € Df) (xl <xy = f(xy) < f(QJQ)),
(vii) je nerostouci, pokud (V:)sl,xg € Df) ($1 < xy = f(xq) > f(l‘g)),
(viii) je monoténni, pokud plati (iv), (v), (vi) nebo (vii),
(ix) je prostd, pokud plati (Vxl,mg € Df) (f(xl) =+ f(x2)>,
(x) ma maximum v bodé M € Dy, pokud plati (Vz € Dy)(f(M) > f(x)),
(xi) mad minimum v bodé m € Dy, pokud plati (V:c € Df) (f(m) < f(a:))

Definice 1.1.3. [19] Mé&jme funkce f a ¢ s definiénimi obory Dy a D,. Pokud pro Vz
plati x € Dy a g(x) € Dy, pak funkci f(g(x)) oznacujeme jako funkci sloZenou.

Definice 1.1.4. [9] Necht je funkce f prostd. Potom f~! nazveme inverzni funkci
k funkci f, pro kterou plati

(] folefa

e pro Vy € D1 je piifazeno pravé to x € Dy, pro které je f(z) =y.



1.1. Elementarni funkce

\ v, fla)=cotga

VIVE T

f(x) = arcsinx arccos T

yV \’\ yw -

/| W,

= arccotgx

Y

Obrazek 3: Grafy elementarnich funkci.
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1.2 Limita funkce
Definice 1.2.1. [5] Pro z € R* definujme:

o z+ (+00) = (+00) + 2 =400, kde a € R,

e 1+ (—00) =(—00)+x=—00, kde a € R,

o z-(+00) = (+00) =400, kde a € R*,
e 1 (+0)=(400) -2 =-00, kdea€eR",
o - (—00)=(—0) x=—-00, kde a € RT,
e - (—00)=(—0) =400, kde a € R™,
o +oo + (+o0) = £o0,

e = =0,

Poznamka. [5] Zbyva se podivat na vyrazy s +o0o, které se nedefinuji:

o +o0 — (+o0),

o (0.

Abychom mohli limitu funkce korektné definovat, je potteba zavést si nékolik pojmu.

Definice 1.2.2. [2, 24] Necht a € R a ¢ € R™.
e-okolim bodu a nazveme otevieny interval I,(a) = (a — €, a + ¢).
Prstencovym e-okolim bodu a nazveme mnozinu I,(a) = (a — €, a +€) \ {a}.

Poznamka. [24] Predchozi Definice nam prinesla zajimava zjisténi:
x € ly(a) & |z —al <e,

r € l(a) & |r—al <e.

Jinak Teceno, x patii do e-okoli bodu nebo prstencového e-okoli bodu a € R prave,
kdyz je jeho vzdalenost od a mensi nez €.



1.2. Limita funkce

Definice 1.2.3. [2, 24] Necht a € R a ¢ € R™.
Pravym, resp. levym, e-okolim bodu a nazveme otevieny interval

I (a) = {a, a+e),

resp.
I7(a)=(a—¢, a).

o

Pravym, resp. levym, prstencovym e-okolim bodu a nazveme otevieny interval

I (a) = (a, a+e),
resp.
I7(a)=(a—¢, a).

p

Definice 1.2.4. [6] Necht je funkce f definovdna na néjakém prstencovém e-okoli
uréitého bodu a. Rekneme, Ze ¢islo ¢ € R* je limita funkce f pro z jdouci k a € R*,
pokud pro Ve € RT existuje § € R tak, aby pro Vo € Dy spliujici 0 < [z —a| < §
platilo |f(x) — | <€ (jinak feCeno x € I,(a) = f(x) € [o(c)).

Zapisujeme:

glcl_rgf(x) =c.

Pokud
{7& +oo, pak tuto limitu nazveme vlastni limitou,
c

= 400, pak tuto limitu nazveme nevlastni limitou.

Poznamka. [12] K predchozi Definici dodejme zajimavy poznatek.

e Limita funkce v bodé a zavisi na chovani funkce v bodech, které jsou blizké
bodu a, nikoliv vSak v samotném bodé a. Zda je funkce f v bodé a definovana,
nemé na limitu funkce v bodé a zadny vliv, ani pfipadna hodnota f(a).

e Limitu funkce lze zkoumat ve vlastnim bodé (v redlném ¢isle), ale také v bo-
dech nevlastnich 400 nebo —oco. V obou pripadech mtze byt limita vlastni,
nevlastni nebo limita nemusi existovat.

Definice 1.2.5. [6] Necht je funkce f definovana na néjakém pravém, resp. levém,
prstencovém e-okoli uréitého bodu a. Rekneme, 7e ¢islo ¢ € R* je limita funkce f
pro z jdouci k a € R* zprava, resp. zleva, pokud pro Ve € R* existuje 6 € RT tak,
aby pro Vx € Dy spliujici « € (a,a +6), resp. x € (a — 0, a), platilo | f(z) — ¢| <e.
Zapisujeme:

lim f(z) =c,
z—a™t

resp.
lim f(z) =c.
r—a—

Véta 1.2.1. [I3] Funkce f méd v daném bodu a nanejvys jednu limitu a také
nanejvys jednu limitu zprava a nanejvys jednu limitu zleva.

Véta 1.2.2. [14] Necht je a € R. Potom plati:

lim f(zr) =c <« lim f(z)=c= lim f(x).

T—a z—a™t T—a~
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Véta 1.2.3. [14] Necht maji funkce f a g vlastni limity

limf(e) = & limg(e) =

a c1,co € R. Potom plati:

e lim[f(x) £ g(x)] = lim f(z) + lim g(z) = ¢; £ ¢y,

r—a T—ra T—ra

o lim(f(2) - g(o)] = lim f(o) L gla) = 1 -z

r—a
lim f(x)
e lim f(x) = £=a = g, kde ¢y #£ 0,
walg(e))  limg(x) o

o lim[f(z)| = c1.

1.3 Spojitost funkce

Definice 1.3.1. [2] Funkce f je spojita v bodé a € Dy, pokud pro VL,(f(a))
existuje I,(a) C Dy tak, ze f([o(a)) C Io(f(a)>.

Véta 1.3.1. [5] Necht je bod a € Dy. Funkce f je pak spojita v bodé a prave
tehdy, kdyz

lim f(z) = f(a).

Tr—a

Véta 1.3.2. [28] Rekneme, 7e je funkce f spojita v bodé a zprava, resp. zleva,
pokud

lim f(z) = f(a),

T—a4
resp.

lim f(z) = f(a).

T—a—

Do této chvile jsme se bavili o spojitosti v néjakém bodu funkce. Podivejme se na
to, jak vypada definice pro spojitost na intervalu.

Definice 1.3.2. [2§] Funkce f je spojita na intervalu

e (a,b) pravé, kdyz je funkce f spojita v kazdém bodé x € (a,b),

e (a,b) pravé, kdyz je funkce f spojitda v kazdém bodé z € (a,b) a v bodé a je
spojita zprava,

e (a,b) pravé, kdyz je funkce f spojitd v kazdém bodé x € (a,b) a v bodé b je
spojita zleva,

e (a,b) pravé, kdyz je funkce f spojitda v kazdém bodé z € (a,b), v bodé a je
spojita zprava a v bodé b je spojita zleva.

10



1.4. Derivace

1.4 Derivace

Definice 1.4.1 (Derivace). [23] Necht je na okoli bodu a € R definovana funkce f.
Déle za podminky, zZe existuje limita

o {@) = 1)

Tr—ra TrT — Q
je hodnota této limity derivaciﬂ funkce f v bodé a se znac¢enim f’(a). Pokud je tato
limita vlastni, resp. nevlastni, pak mluvime o derivaci vlastni, resp. nevlastni.

(z)=f(a)

Poznamka. [23] Ukazme si na ilustracnim prikladu, jak limita lim ! vznikla.

Graf na Obréazku 4| zndzornuje urazenou drahu vozidla v kilometrech v zdvislosti
na case v hodinach. Primérna rychlost mezi okamziky ¢, a t, je popsana vztahem

s(t2) — s(t)
th—t
Cim blize jsou hodnoty t; a t» k sobé blize, tim lépe odpovidd pramérna rychlost

rychlosti okamzité. V ¢ase t; se vozidlo pohybuje okamzitou rychlosti, ktera je dana

vztahem
s(ta) — s(t1)
ta—t to — 11 .

s — draha [km]

Obréazek 4: Vyznam derivace.

Priklad. Na jednoduchych prikladech si ukazme, jak lze pomoci limity zderivovat
konstantni funkci a funkci y = x.

Méjme v oboru R funkci f(x) = ¢ pro Vz.

lim 7“@ ~ flo) = lim e

rT—ra TrT — Q T—=a r — Q

pro Va.

!Derivace f’(a) je hodnota (vyjde tedy né&jakd konstanta — é&fslo) tga, kde a reprezentuje
thel, ktery svird teéna grafu funkce f v bodé [a, f(a)] s horizontdlni osou (osou z). Jedna se
o tzv. sklon te¢ny grafu funkce f.[3] Tedy prvni dulezitou véci k zapamatoviani — derivace je
v konecném dusledku realné cislo nebo také sklon teény grafu funkce.

11
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Méjme v oboru R funkci f(z) = x pro Vz.
f@)~fla) . a-a

lim lim — =1
T—ra €T — Q T—=a r — Q

pro Va.

Poznamka. Protoze se bude vlastni limita a vlastni derivace v nasledujicim textu
vyskytovat daleko castéji nez nevlastni, budeme v dalsim textu pojmem derivace
a limita oznacCovat vlastni derivaci a vlastni limitu.

Véta 1.4.1. [23] Necht mé funkce f v bodé a derivaci. Pak f je spojita v bodé a.
Matematicky teceno:

Fl@eR = limf(x) = f(a).
Poznamka. [5] K predchozi Vété je potieba dodat dulezity fakt.

Nezaménujme uvedenou implikaci. Neplati totiz obecné, ze kdyz je funkce v néjakém
svém bodé spojitd, nalezneme v ném i derivaci. Jako priklad muzeme uvést funkci
f(z) = |z| (v bodé a = 0 je tato funkce spojitd, v tomto bodé ale neexistuje derivace).

Véta 1.4.2. 2] Méjme funkci y = f(z) a derivaci f'(a) v bodé a. Funkce f je
pak spojitd v bodé a a zaroven lze bodem [a, f(a)] vést teénu ke grafu funkce f.
Rovnice tecny grafu se da zapsat jako

y=[(a) (x—a)+[f(a),

kde f’(a) reprezentuje smérnici tecny (derivaci funkce f v bod¢ a). Rovnice
muze mit alternativni zépis (inspirujme se poznamkou pod c¢arou ¢islo :

y=tga-(r—a)+fla).

. / Tz %

vvvvv

y=kr+gq.

Proménna k reprezentuje smérnici tecny nebo také hodnotu tg a. Navic ted jiz vime,
ze jde o prvni derivaci v urcitém bodé A = [a, f(a)]. Situaci zndzornuje Obrézek [l

12



1.4. Derivace

Véta 1.4.3. [2] Pokud ma funkce y = f(x) derivaci v kazdém bodé otevieného

intervalu I, mluvime o nové funkci ¢y = f'(x) (pfipadné 1, %, % nebo treba

Ly (x)), kterou oznac¢ime jako derivaci funkce f v intervalu [ .

Véta 1.4.4 (Techniky derivovani). [2, B] Abychom mohli spravné derivovat dané
funkce, je potieba znat nékolik klicovych technik.:

1. derivace k-nasobku:
k- f(2)) =k- f'(x) (vyplyvé z[4]), kde k € R,

2. derivace soucdtu:

[f () + 9(@)]" = f'(2) + 4'(z),

3. derivace rozdilu:

4. derivace soudinu:
[f(z)-g(@)] = f'(z) - g(z) + f(2) - g'(x),
[f(x) - g(z) - h(@)]" = f'(x) - g(x) - h(z) + f(z) - ¢'(x) - h(x) + f(2) - g(x) - (),

5. derivace podilu:

— : : ) za podminky g(z) # 0,

Véta 1.4.5 (Zakladni vzorce pro derivovani). [3] V predchozi Vété jsme si ukédzali
techniky derivovani, v této se zamérime na pravidla derivovani elementarnich funkei.

2Véta nam pfinesla jedno zajimavé zjisténi. MuZeme totiz mluvit o tom, Ze jsme funkeci f
zderivovali podle x (coz Casto Fikdme pii praktické praci s derivacemi), a také to znamend, ze ma
funkce f na intervalu I derivaci.

13



1. DIFERENCIALNI POCET

f(z) f(x) za podminky
c 0 celR
T 1 r e R
" n-a" | zeR,neRy
e’ e’ r e R
c* ¢ Inc reR,ceRT
Inz 2 r e RF
log, = ﬁ re€R,ceR"
sin(z) cos(z) reR
cos(x) — sin(z) reR
tg(x) @ |TE Ltk kEZ
cotg(x) _sin%(x) r#km, kel
arcsin () 1£x2 re(—1,1)
arccos(x) —\/1177 re(—1,1)
arctg(x) et reR
arccotg(z) | —1z reR

Tabulka 1: Zakladni vzorce pro derivovani.

Véta 1.4.6 (Derivace vyssich fada). [23] Zderivovanim funkce f dostédvame no-
vou funkei, kterou nasledné mizeme opét derivovat. Tento proces (tedy opakované
derivovani) nazyvame derivaci vyssich fada. Derivaci vyssich fadi muzeme reku-
rentné popsat takto:

fOz) = f(x), f(x) = (f("fl))/(:lz') za podminky n > 1.

Poznamka. [3] V souvislosti s predchozi Vétou uvedu par prikladi znaceni derivace
vyssich radi.
y' = dxg = f'(z) = 2% druhd derivace funkce f podle x
y'(a ) f(a) = %(a) hodnota druhé derivace funkce f v bodé a
y® = d:ck = f®(z) = Lf | k-t4 derivace funkce f podle z

dz*

y®(a) = f®(a) = Zif(a) hodnota k-té derivace funkce f v bodé a

14



1.5. Aplikace derivaci

Priklad. M¢jme funkci f(z) = 223 — 522 + x — 10.
fl(x) =62 —10x+1,  f"(z) =12z — 10,
f"(z)=12, f™ =0 ,kden>4.
1.5 Aplikace derivaci

1.5.1 Extrémy funkce

Véta 1.5.1. Stacioniarnim bodem funkce f oznacime takovy bod a € Dy, kde
plati f’(a) =0.

—e— stacionarni bod

Obrézek 6: Stacionarni body.

Poznamka. Protoze plati ve stacionarnim bodé
f(a) =0,
je tecna grafu funkce vedend bodem [a, f(a)] rovnobézna s osou .

Véta 1.5.2 (Existence lokdlniho extrému). [27] Pokud mé funkce f v bodé a lokalni
extrém, pak plati f'(a) = 0, nebo derivace v bodé a neexistuje.

Poznamka. Predchozi Véta nam svou nutnou podminkou pro existenci lokalniho
extrému fekla, kde lokalni extrém urcité nenastava. Nenajdeme ho tam, kde derivace
v bodé a existuje a zaroven f’(a) # 0.

Véta 1.5.3 (Existence globalniho extrému). [3, 27] Funkce f, kterd je spojita
na uzavieném intervalu (a,b), mé globdlni (absolutni) extrém. Ten se muze vy-
skytnout pouze v bodech a, b, stacionarnich bodech nebo bodech, kde derivace ne-
existuje.

Poznamka. 7 predchozi Véty je zvlast dilezitd posledni informace. Smysl hledat
globélni extrém spojité funkce na uzavieném intervalu (a,b) mé jen v uvedenych

bodech.
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1. DIFERENCIALNI POCET

=2, ~, 1

|
roles
&

924

Obréazek 7: Funkce —(z + 1)(x + 2).

Napf. méjme funkei f(x) = —(z 4+ 1)(x + 2) na uzavieném intervalu (—2,0). Body
podezrielé z globalniho extrému:

Z téchto tii vysledklt vybereme nejnizsi, resp. nejvyssi, hodnotu jakozto globalni
minimum, resp. maximum. Globalnim minimem je v nasem piipadé bod [0, —2],

globdlnim maximem bod [—32, 1].

1.5.2 Monotonie funkce
Definice 1.5.1. [5, [16] Necht je funkce f spojitd na otevieném intervalu (a,b)

(nazveme jej intervalem I) a pro kazdé x € I existuje f'(z). Potom plati nasledujici
tvrzeni (v zavorce alternativni pojmenovani):

(i) (Vm € I) (f’(x) > O) = f je rostouci na I,
(ii) (Va: € I) (f’(:c) < 0) = f je klesajici na I,
(iii) (Vx € I) (f’(x) = O) < f je konstantni na I,

(iv) funkce f je funkei monoténni na I, pokud plati jedna z prvnich dvou pod-
minek,

Poznamka. [27] K predchozi Definici je potfeba dodat dilezity fakt.

e Pokud ma funkce f derivaci, pak o monotonii funkce (tedy o tom, zda ros-
te/klesd) rozhoduje znaménko jeji derivace.

1.5.3 Konvexnost a konkavnost funkce

Definice 1.5.2. [27] Necht ma funkce f v bodé a € D; derivaci. Existuje-li
e-okoli bodu a takové, ze pro Vo € e \ {a} lezi vSechny body [z, f(z)] nad, resp.

16



1.5. Aplikace derivaci

pod tecnou (jeji rovnici jsme si uvedli ve Vété |1.4.2)) grafu funkce f v bodé a, je
funkce f konvexni, resp. konkavni, v bodé a.

27]

(a) Konvexnost (b) Konkavnost

Obrazek 8: Konvexnost a konkavnost funkce.

Véta 1.5.4. [5] Méjme funkci f spojitou na intervalu I = (a,b). Pro kazdé z € I°
(I 0 predstavuje otevieny interval (a, b)) navic existuje f(z) € R. Pro tyto pfedpo-
klady plati nasledujici tvrzeni:

e Je-li funkce f’ rostouci na I°, f je konvexni na I.

e Je-li funkce f’ klesajici na I°, f je konkavni na I.

Predchozi Vétou jsme si ukéazali, jak souvisi monotonie s konvexnosti a konkavnosti
funkce. Dalsim zpusobem, jak zjistit konvexnost a konkavnost funkce, je pouziti
druhé derivace.

Definice 1.5.3. [5] Mé&jme funkei f spojitou na intervalu (a, b). Pro kazdé x € (a, b)
(tedy vnitini bod intervalu) navic existuje f”(x) € R. Pro tyto predpoklady plati
nasledujici tvrzeni:

e Pokud pro Vz € (a,b) plati f”(z) > 0, f je konvexni na I.
e Pokud pro Vz € (a,b) plati f”(x) <0, f je konkavni na I.

S konvexnosti a konkavnosti souvisi dalsi pojem, ktery nam priblizi nasledujici
definice.

Definice 1.5.4. [27] Bod i nazveme inflexnim bodemE], praveé kdyz 36 > 0 takové,
ze je funkce f konvexni na intervalu (i—d, i) a konkdvni na intervalu (i,i+/)
¢i naopak.

3 Jinak feceno, v inflexnim bodé se nachazi jakasi hranice pfechodu funkce z konvexniho
tvaru na konkavni ¢i naopak.[I1]

17



1. DIFERENCIALNI POCET

Véta 1.5.5. [3] Pokud pro bod a € Dy plati
f'(a) =0n f"(a) #0,

pak ma funkce f v bodé a inflexni bod.

—e— inflexni bod

Obrazek 9: Inflexni body.

Protoze jsme se podivali, jak druhd derivace souvisi s konvexnosti/konkavnosti
funkce, zminime se i o tom, jak druhda derivace souvisi s monotonii.

Véta 1.5.6. [8] Jinym zptsobem, jak 1ze najit lokalni maximum ¢ minimum v bodé a ,
je nalezeni f”(a), tedy druhou derivaci v bodé a. Je-li bod a staciondrnim bodem

funkce f a zaroven

e f"(a) <0, potom méa funkce f lokdlni maximum v bodé a,

e f"(a) >0, potom ma funkce f lokdlni minimum v bodé a.

Obréazek 10: Lokalni extrémy.

1.5.4 Dalsi aplikace

Definice 1.5.5. [27] Funkce f ma v bodé a vertikdlni asymptotu x = a prave,
kdyz plati alespon jedna z nasledujicich rovnic:

18



1.5. Aplikace derivaci

e lim = +4o00,
r—a—

o lim = +00.
T—a+

Definice 1.5.6. [27] Piimka y = kx + ¢ je asymptotou funkce f v
(i) +oo,
pokud plati

(i) lim (f(:v) —k:x—q) =0,

T—-+00

(i) lim (f(x)—kz—q)=0.

T——00

Poznamka. [27] Primka y = kx + ¢ je asymptotou funkce f v 400, proto

0= lim M —  lim M —k
T—~+00 T r—+o00
k= lim 19

= ¢= lim f(z)—kx.

Poznamka. Specidlnim pripadem je horizontalni asymptota y = ¢, kde k = 0.

Véta 1.5.7 (Tayloriv polynom). [20] Mé-li funkce f v bodé a € Dy konecné derivace
az do tadu n, Taylorovym polynonem tadu n funkce f v bodé a nazveme
polynom

f'(a)
1!

f/l<a>
2!

T(x) = f(a)+ (r—a)+ (z—a)?+... +

3 f(k)(a) r—a)k
> e
Poznamka. [20] Je potieba si fici, k ¢emu vlastné Tayloruv polynom slouzi. Do-
kaze aproximovat hodnoty funkce, kterda méa v daném bodé derivaci. Jinak feceno,
pokud chceme aproximovat hodnotu f(a) v bodé a, pouzitim Taylorova polynomu
takovou hodnotu ziskame. Taylorav polynom dava v urcitém e-okoli bodu ¢asto lepsi
aproximaci nez rovnice tecny grafu funkce.

Véta 1.5.8 (L'Hospitalovo pravidlo). [I5] Necht ¢ € R* a je splnéna jedna z pod-
minek

e lim f(z) =limg(x) =0,

r—cC Tr—C

e lim f(z) = limg(x) = £o0.

Tr—cC r—C
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1. DIFERENCIALNI POCET

/
Potom existuje-li lim @ , existuje také lim Lx) pricemz plati
Tr—cC g ((1;) Tr—cC g(x)

lim 1) = lim /(@)

T—c g/(x) T—c g(.fl?) )

Poznamka. [5] Pti vysetfovani priubéhu funkce zkoumame:

e definiéni obor funkce f, pruseciky grafu s osami, symetrii (sudost, lichost,
periodicitu),

e spojitost, body nespojitosti, existenci asymptot,
e existenci derivace f’, monotonii funkce, lokélni a globdlni extrémy,

e existenci f”, konvexnost a konkdvnost.

Pomoci ziskanych vysledku pak na¢rtneme graf funkce (pokud je funkce f ,rozumna*).
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KAPITOLA 2

Integralni pocet

2.1 Neurcity integral

Definice 2.1.1 (Primitivni funkce). [4,26] Necht je funkce f definovana v intervalu
(a,b) za podminky —co < a < b < co. Primitivni funkei k funkci f v intervalu
(a,b) pak nazveme funkci F', ktera splnuje podminku

(Vz € (a,b))(F'(x) = f(2)) .

Poznamka. |4, 26] Pfedchozi Definice ndm mimo jiné prozradila dvé dulezita fakta.

e Vsimnéme si, ze jsme k definovani primitivni funkce vyuzili interval. Primitivni
funkce neni lokalni pojem, a tak o ni bez udani intervalu nema smysl viibec
hovorit.

e 7 definice plyne, ze primitivni funkce F' ma v kazdém bodé daného intervalu
derivaci (Definice [1.4.1)), a tudiz je i spojita (Véta [1.4.1)).

Priklad. Funkce F(x) = 2z je primitivni funkei k funkci f(x) = 2 na kazdém
intervalu (a, b), plati totiz F(x) = f(z) pro vsechna z.

Véta 2.1.1. [4, 26] Necht je funkce F' primitivni funkei k funkei f v intervalu (a, ).
Funkce G je pak primitivni funkci k funkei f v intervalu (a,b) tehdy a jen tehdy,
kdyz existuje takovd konstanta ¢ € R, Ze pro Vz € (a,b) plati

G(z) = F(z)+ C.

Poznamka. Vzhledem k tomu, Ze za konstantu C' lze dosadit jakoukoliv hodnotu
z oboru realnych cisel, kazda funkce, pro kterou existuje primitivni funkce, ma za-
roven téchto primitivnich funkci nekoneéné mnoho.

Definice 2.1.2. [4] Necht existuje k funkeci f primitivni funkce v intervalu (a,b).
Mnozinu vsech primitivnich funkei k funkei f v intervalu (a, b) nazveme neuréitym
integralem a zapiseme takto:
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2. INTEGRALNI POCET

Poznamka (Terminologie). [4, 26] Jestlize najdeme k funkei f primitivni funkei F
v intervalu (a, b), obvykle zapiseme rovnici takto:

/f(x) dz = F(z) + C.

/ operacni symbol pro integrovani

f | integrovana funkce

x | integrac¢ni proménna

dx | symbolické oznaceni proménné, podle které se integruje

C' | integra¢ni konstanta (C' € R)

Ukolu uréit / f(z)dz fikdme ,integrovat f“, ,vypocitat integral z f“ ¢i ,najit

primitivni funkei k funkei f“.

Véta 2.1.2. [26] Uvedme si dulezity fakt predtim, nez vyrkneme postacujici pod-
minku pro existenci primitivni funkce.

e Ma-li funkce f derivaci na intervalu (a, b), pak

/f fx)+C,  z€(ab).

Poznamka. Je vidét, ze se derivace a integrace funkce navzajem ,vyrusi“. Pokud
funkci zderivujeme a pak tuto zderivovanou funkci budeme integrovat nebo pokud
funkci zintegrujeme a pak tuto primitivni funkci zderivujeme, vyjde ndm vzdy pu-
vodni funkce.

Po integraci funkce ve vysledku figuruje krom vysledné funkce i konstanta C. Po-
kud budeme ,zpét* derivovat tuto vyslednou funkci, nezalezi na tom, jakou hodnotu
bude konstanta C' mit, protoze podle Véty vime, ze C' =

Véta 2.1.3 (Postacujici podminka pro existenci primitivni funkce). [4, 26] Je-li
funkce f spojitd na intervalu (a,b), ma funkce f v tomto intervalu primitivni
funkci.

Stejné jako jsme si u derivace funkce uvedli techniky derivovani, i integrovani funkei
se Tidi jistymi pravidly.

Véta 2.1.4 (Techniky integrovani). [26] Integrovani funkef se ¥di témito pravidly]
(f a g jsou funkce):

1. integrovani k-nasobku:

/(kf de = k - /f dz, kdek€R,

1Je tieba si uvédomit, ze pro soucin a podil integrovani plati jind pravidla nez u derivace, k tém
se v dalsim textu jesté dostaneme.
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2.2. Metody vypoctu primitivni funkce

2. integrovani souctu:
[ 1@+ g@)de = [ f@)de+ [ gla)dz,
3. integrovani rozdilu:

/f(x)—g(x)dx:/f(a:)dx—/g(x)dgg,

Véta 2.1.5 (Zékladni vzorce pro integrovani). [4,26] V predchozi Vété jsme si uka-
zali, jak integrovat funkce jako vétsi celky, v této se zamérime na pravidla integrovani
pro jednotlivé dil¢i funkce.

f(z) /f(:z:) dz za podminky
0 C _
k kx +C keR
reR,aeN
® e zeR~{0}, 0 €Z, a< -2
€(0,0),a ¢ Z
e® e’ +C reR
c” Z+C reER ¢>0,c#1
1 In|z|+C x#0
sin(z) | —cos(z) + C reR
cos(z) | sin(z) +C reR
sin21(a:) —cotgzr + C ve (kn,m+kn),ke€Z
e tgz + C 2 € (=L +km, T +kn), ke
= | arcsin(z) + C ze(—1,1)
T | arctg(z) +C reR

Tabulka 2: Zakladni vzorce pro integrovani.

2.2 Metody vypoctu primitivni funkce
V této kapitole se zamérime na dveé nejcastéji pouzivané metody hledani primitivni
funkce. Metoda integrace per partes (integrace po ¢astech) je odvozena na zakladé

vzorce pro derivaci sou¢inu dvou funkei (4.| bod Véty [1.4.4]). Substituéni metoda

23



2. INTEGRALNI POCET

je zalozena na vzorci pro derivaci slozené funkce (6 bod Véty [1.4.4)).

2.2.1 Metoda per partes

Véta 2.2.1. [4] Necht maji funkce f a g derivaci v intervalu (a,b), dale necht je
funkce H primitivni funkei k funkci f - ¢’ v intervalu (a,b). Funkce

f-9—H

je pak v intervalu (a,b) primitivni funkci k funkei f’ - g.
Obvykle metodu zapisujeme:

/(f’g) = fg—/(fg’)-

Dikaz. [26] Platnost [ (f'g) = fg — [(f¢') si jednoduse muzeme ovérit. Derivace
pravé strany rovnice je rovna integrované funkci f’¢g na levé strané rovnice:

(fg - / (fg’)>, = (fg9) - (/ (fg’))/ =f9g+fgd —(fd)="rg.

Poznamka. Volba funkci f’ a g neni nahodild. Aby doslo ke spravné volbé, je
potieba zkusSenost s integrovanim, kterd u ,rutinniho* derivovani neni potieba.

Priklad. Na prikladu [ x - sin (x) dx si ukdzeme, jak muze byt Spatna volba funkci
kontraproduktivni.

/x-sin(x)dx =

P1i této volbé jsme se po prvnim integrovani nedostali k vysledku. Zkusme ted funkce
volit jinak.

/x-sin(x)d$ =

= —cos(a:)-x—/(—cos(x) ‘1) dzx
= —ZcoS (:p)—i—/cos (x)dz

= —xcos(x)+sin(z)+C

Mizeme vidét, ze nam metoda per partes muze pomoci, ale také pridélat praci.
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2.3. Urcity integral a jeho vlastnosti

2.2.2 Metoda substitucni
Véta 2.2.2. [4] Necht pro funkce f a g plati:
e funkce f mé primitivni funkci F' v intervalu (a, b),

e funkce g mé v intervalu («, ) derivaci,

e g(a,B) C (a,b) (tedy funkce g zobrazuje interval («, 5) do intervalu (a,b)).

Funkce F (g(a:)) je pak v intervalu (o, () primitivni funkei k funkei
f((9(x)) - ' ().

Poznamka. Pro vétu muzeme uvést alternativni vzorec:
[ 1(9@)) - g'@)az = [ reyar,

pricemz t = g(x) a dt = ¢'(z) dx.

2.3 Urcity integral a jeho vlastnosti

Véta 2.3.1 (Newtonova formule). [4] Necht funkce F' je spojitd na intervalu (a, b)
a pro Vo € (a,b) plati F'(z) = f(x). Potom definujeme Newtoniv urcity integral
funkce f v mezich a,b (a nazyvame dolni mez, b nazyvame horni mez)

[ F= @)= FO) - Fla).

Véta 2.3.2 (Multiplikativita integralu). [29] Necht je funkce f spojita na intervalu
(a,b) a k € R. Pro Riemannuv integral funkce k - f potom plati:

/ab(k-f)(x)dx:k-/abf(a:)d:v.

Véta 2.3.3 (Aditivita integralu). [29] Necht jsou funkce f a g spojité na intervalu
(a,b). Pro Riemannuv integrél funkce f + g potom plati:

b b b
[+a@de= [ fyar+ [ g@)de.
Véta 2.3.4 (Nerovnost integrali). [29] Necht jsou funkce f a g spojité na intervalu

(a,b) a plati f(x) < g(z) pro Va € (a,b). Pro jejich Riemannovy integraly potom
plati:

/abf(a:)dxg/abg(x)dx.

2.3.1 Metoda per partes pro urcity integral

Véta 2.3.5. [4] Necht jsou funkce f a g spojité na intervalu (a, b) a maji na intervalu
(a,b) derivaci. Pokud existuji integraly [° f'g a [ f¢', plati

b b
/a f’(l‘)g(iﬂ) dz = [f(l’)g(gj)]g _/a f(l')g/(l‘) de.
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2. INTEGRALNI POCET

2.3.2 Metoda substitucni pro urcity integral

Véta 2.3.6. [4] Necht pro funkce f a g plati:

e funkce g je spojitd na intervalu («, 5) a ma v intervalu («a, 3) derivaci,

e funkce f je spojitd na intervalu g(«, 3).

Potom plati

B , 9(B)
[ #(o@) g @yde= [ sty
« gla
za predpokladu existence integrdlu na levé strané rovnice, pricemz t = g(x)

a dt = ¢'(z)dz.

2.4 Aplikace integrala

Nez se dostaneme k samotnym aplikacim a pouziti integrali, podivame se na nékteré
zajimavé poznatky.

Poznamka. [29] Urdity integral je interpretovan jako obsah plochy, kterou ohrani-
cuje graf funkce a osa x.

[29]

Obréazek 11: Obsah plochy ohranic¢ujici graf funkce a osa x.

Poznamka. [29] Pokud existuje funkce f, kterd neni na intervalu (a,c) spojitd,
a pokud existuje bod b € (a, c) takovy, Ze

e je funkce f spojitd na intervalu (a,b) a (b, c),
e v bodeé b existuji jednostranné limity funkce f,

definujme

/acf(x)da: = /abf(x)dx—l—/bcf(x)dx.
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2.4. Aplikace integralt

/

I :I:
a b C

[29]

Obréazek 12: Obsah plochy ohranic¢ujici nespojita funkce, osa = a integracni meze.

Véta 2.4.1. [4] Uvazujme funkci f, kterd je na uvedenych intervalech spojita.

1. Pokud je funkce f na intervalu (—a,a) sudé, potom plati
/a flx)dx = 2/af(x)dx.
—a 0
2. Pokud je funkce f na intervalu (—a,a) licha, potom plati

/a f(z)dz =0.

—a

3. Pokud je funkce f na R periodicka s periodou 7', potom plati pro Va,b € R

/anrT f(z)dz = /bb+Tf(x) dz .

Véta 2.4.2 (Plocha tutvaru ohraniceného dvéma funkcemi). [25] Mé&jme dvé spojité
funkce f a g, pro néz pro Vx € (a,b) plati f(z) > g(z). Potom obsah plochy, kterd
vznikne ohrani¢enim piimek z = a, x = b a grafy funkci f, g, je roven

[25]

Obréazek 13: Obsah plochy mezi dvéma funkcemi.

Véta 2.4.3 (Objem rotacniho télesa). [25] Méjme funkei f, kterd je spojitd na
intervalu (a, b). Potom objem rotacniho télesa, ktery vznikne rotaci grafu funkce f
kolem osy z, je roven

V:W/ab (f(m)Z) dz.
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2. INTEGRALNI POCET

Véta 2.4.4 (Délka grafu funkce). [25] Pokud ma funkce f derivaci, délkou grafu

funkce f oznacime
b
L:/ J1+ fi(z)2da

Véta 2.4.5. [2] Méjme spojitou funkei f, kterd je modelem vyjadiujicim ménici se
proménnou v zavislosti na case t € (a,b). Pokud chceme hodnoty f(t) ,nascitat®
(tedy akumulovat), pouzijeme urcity integral. Akumulaci hodnot tedy vypocteme
podle vzorce:

a

Stiedni hodnota f(t) se v obdobi (a,b) vypocte

=t [ faydr.

Véta 2.4.6. [25] Mé&jme funkei f, kterd ma na intervalu (a, b derivaci. Pravé derivaci
f'(t) interpretujme jako okamzitou zménu funkce f v case t. Celkovou zménu
funkce f mezi okamziky ¢t = a a t = b reprezentuje integral

/ab f'(t)dt.

Poznamka. V predchozim textu jsme se zabyvali integralem vlastnim, tzn. krajni
body intervalu, na kterém byl urcity integral pocitan, mély konec¢nou hodnotu. Zo-
becnéni, které zavedeme, pripusti, aby tyto hodnoty mohly byt i +oo.

Definice 2.4.1. [2] Necht mé funkce f primitivni funkei na otevieném intervalu.

Za predpokladu, ze uvedena limita existuje, definujeme pro a nalezici do otevieného
intervalu

70f(:10)dx: lim /tf(m)da:

t—400

t——o0

/af(as)dmz lim /af(x)dx.

Poznamka. [2] Jednd se o tzv. nevlastni integraly. Jestlize limita neexistuje
nebo je rovna 400, fekneme, Ze integral diverguje. V opacném ptipadé fekneme,
ze integral konverguje.

Véta 2.4.7. [2] M4a-li funkce f primitivni funkei F' € R, plati:
+o0 t a
/ f(z)dx = tngloo/f(x) dx+tLiI}100/f(x) dz .
—00 a t

Integraly lze vyuzit i pti urcovani konvergence/divergence ¢iselné rady.
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2.4. Aplikace integralt

Véta 2.4.8 (Integrélni kritérium). [22] Mé&jme kladnou ¢iselnou fadu Y a,, takovou,
n=1
ze na intervalu (0, +00) existuje spojitd a monoténni funkce f(n) = a, pro Vn.

Potom plati, Ze pokud integral

/:OO f(z)dx

konverguje, resp. diverguje, ¢iselna rada
+oo
> an
n=1

konverguje, resp. diverguje.

29






KAPITOLA 3

Sbirka reSenych uloh

3.1 Resené tlohy — diferencialni podet

ReSena tloha 3.1.1. Zderivujte funkce.

(a)y=2%—5x+9 (b) y =sin(x) - 2z (c) y =tg (cotg (x))
(d) y = Va2 + 21+ a3 () y=+y/z?- Ve (f)y:cos(w)-%ﬁ
B N _ 4x - cotg (z) . logyx
(8) y=1In (6 -tg(x)) (h) y = T ein(32) (i) y = @)
Reseni:
(a)
y = 2> —5x+9
y = [2° =5z +9] (1)
= (2°) = (5z)' + (9 (2)
= 3.2 =540 (3)
= 32 -5 (4)

Ve druhém kroku jsme si nejprve celou funkei rozdélili na diléi vyrazy. Ty jsme
jiz. v kroku (3) mohli zderivovat podle Tabulky . Konkrétné jsme vyuzili vzorec
pro derivaci ", k-nasobku a konstanty.

Maple
diff (x73—5%x+9,x);
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3. SBIRKA RESENYCH ULOH

(b)

(c)

(d)

32

Ve druhém kroku jsme
¢emz jednou funkci byla funkce f(z) = sin(z), druhou funkce g(z) = 2.
Ve tretim kroku bylo potieba zderivovat funkci f, jeji zderivovanou funkci je
f'(x) = cos(x), funkci g jsme zderivovali na konstantni funkci ¢'(z) = 2. Krok
(4) ndm prinesl uz jen finalni tpravu vysledku.

— sin(z) 22

— [sin(z) - 22 (1)
= (sin(@)) 2z +sin(2) - (20) (2)
= cos (z) - 2z +sin () - 2 (3)
_ 2<sin(x)+xcos(x)> (4)

vyuzili vzorec pro derivaci souc¢inu dvou funkei, pri-

= tg (cotg (x))

= [tg (cotg (x))y (1)

1

= [ cotg (x)) (2)
)

cos? (cotg (x)

T cos? (Citg (x)) . <_ stl(x)) )

Ve druhém kroku jsme zderivovali slozenou funkci f (g(x)) podle vzorce

tg(x) = m, vnitini funkci je v nasem pripadé funkce g(z) = cotg(x).
V kroku ttetim zbylo zderivovat uz jen funkci g.

y = Va2+azV1l+a3
li
Vv $2+x\/1+w3} (1)

I
/N /N /N /N

8

Wi Wl




3.1. Resené tilohy — diferencialni pocet

2 3 3
= T+V1+l’3+*'x7 (6)
3y/x 20 /(1 +a3)

V druhém kroku jsme si funkei rozdélili podle vzorce pro derivaci souc¢tu funkei.
V kroku tfetim jsme pouzili vzorec pro derivaci soucinu funkci. Ve ¢tvrtém kroku
jsme vyuzili vzorec pro derivaci slozené funkce. V patém a Sestém kroku jde jiz
pouze o findlni Gpravy s vyjimkou jednodussi derivace funkce 1 + 3.

Ve druhém kroku jsme odmocniny ,,prevedli® do tvaru mocniny. Ve tfetim kroku
jsme vyuzili vzorec pro derivaci mocniny x a také vzorec pro derivaci slozené
funkce f (g(x)) V kroku ¢tvrtém jsme pouzili vzorec pro derivaci souc¢inu funkei.
V patém kroku jsme provedli potiebné derivace a v kroku Sestém miizeme vidét
zderivovanou puvodni funkci.

(f) Pojdme si ukédzat dva zpusoby feseni. Nejdiive vyuzijeme vzorce pro derivaci
soucinu funkci, poté se podivime na mnohem jednodussi postup.

y = cos(m)-
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3. SBIRKA RESENYCH ULOH

= - \3/5 - 3. 3/ 4 (6>
B _\335 a 3 -_31:(:4 (M
1

Jako v predchozim ptipadé jsme pouzili ve druhém kroku vzorec pro derivaci
soucinu dvou funkei. V kroku (3), (5) a (6) jsme vyraz pouze upravovali, pficemz
ve tretim kroku jsme si ,,Sikovné® vyraz 3%/5 upravili na vyraz l’_%, abychom néa-
sledné mohli pouzit vzorec pro derivaci y = ™. V kroku ¢tvrtém jsme zderivovali
funkei f(z) = cos(m) na f'(z) = —sin(n) a g(z) = 273 na ¢'(z) = —3- 7L,
Protoze jsme v sedmém kroku ziskali konstanty v ¢itatelich zlomkl, mohli jsme
vyraz dale upravit. Konkrétné sin(m) = 0 a cos (7) = —1. K vysledku se dopra-
cujeme i tak, ze funkeci f(z) = cos(m) budeme brat ihned jako konstantu (a je

to i zpusob jednodussi).

<
Il
o
o
n
—~
~—
5
8

<
I
Q
@}
»n
—~
SN~—

(e
- ()

3Vt

(g) Opét si ukazeme dva ruzné postupy reseni.

34

y = In (ex-tg(x))

y = [ln (ew : tg(a:))

1 . '
- g {(e tg(w))} (2)
1 / x /
— pr : ((e’“") tg(x) +e” - tg(w) ) (3)
1 * to(p) 4 ot
- w0 ) .
e - tg(x) e

+
e* -tg(x) e*-tgx - cos? ()



3.1. Resené tilohy — diferencialni pocet

= 1+¥ (6)

tgx - cos?x

Ve druhém kroku jsme pouzili vzorec pro derivaci slozené funkce. Funkce
f(g(x)) =In (e’” : tg(x)) obsahuje vnéjsi funkeci f a vnitini g(z) = e* - tg(x).
Nejdiive jsme tedy zderivovali funkci f podle vzorce pro derivaci funkce
f'(x) = (Inz) = 1 v nasem pripadé f'(z) = nga:)' Podle vzorce pro deri-
vaci slozené funkce dale nasleduje soucin s derivaci funkce g. Na tu jsme ve
tretim kroku aplikovali vzorec pro derivaci souc¢inu funkei. Ve étvrtém kroku
doslo k derivaci, v patém k roznésobeni zavorky, krok (6) prinesl ,pokraceni*

zlomku a finalni vysledek. Dalsim zptisobem je vyuziti vzorce pro logaritmus.

y = In (ex : tg(m))

y = {ln (em . tg(x))}/
= {ln(eg’:) +1In (tg(:c)) ,
= (ln(ex)), + <ln (tg(a:)))I
— i et + 1 . 1
Cen tg(z) cos?(x)
= 1+ tgx '1(3082 x
_ 4x - cotg (x)
Y7 T (3x)
,  [4x-cotg(x)]’
vyo= sin (3x) (1)
B (41’ - cotg (x))/ -sin (3z) — 4z - cotg (x) - (sin (33:)>,
= e (2)
sin® (3z)
(49@ - cotg (x))/ = (42)" - cotg (z) + 4x - (cotg (x))/ (3)

(4 cotg (x) — sin4gp)2) -sin (3z) — 4x cotg (z) - (3 cos (393))
- sin? (3z) (4)

Ve druhém kroku jsme podle vzorce pro derivace podilu dvou funkei cely vyraz
zderivovali. Jednou z funkei je funkce v ¢itateli, druhou funkeci je funkce ve jme-
novateli. Dale uz zbyva zderivovat funkci h(x) = 4x - cotg (x), jejiz derivace
je rozepsana ve tretim kroku pomoci vzorce pro soucin dvou funkci. Ve ¢tvr-
tém kroku jsme vyraz ze tretiho kroku zderivovali, stejné jako slozenou funkci
f(g(:c)) = sin (3x), jeji derivace je rovna vyrazu f(g(a:)>/ = 3 - cos (3z). Vyraz
samoziejmé muzeme dale upravovat, nam ale bude postacovat tento.
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(i)

log,,
/ tg (22 + 5)
log,q ]’
/ 10
_— 1
4 tg (22 + 3) (1)

!/
(logyg7)’ - tg (2° + §) — logg - (tg (z* + %))
2
(tg (22 + %))
tg (z24+%) 1 2\
(i) ~tow o (i ()
2
(te (2 +19))
tg (z24+2) 2z+1
2
(tg (22 + %))
V druhém kroku jsme vyuzili vzorec pro derivaci podilu dvou funkci. Ve tretim

kroku jsme dospéli k tomu, ze f'(z) = (logyyz) = —g5. Ve &tvrtém kroku
vidime derivaci ptuvodni funkce.

(4)

ReSena tloha 3.1.2. Vypoctéte velikost thlu, ktery svird v bodé a = —2 teéna
5
grafu funkce y = cos (z) - €7 2% s osou z.

ResSenti:

Zadanou funkci nejprve zderivujeme. Vyuzijeme pritom vzorec pro derivaci soucinu
funkei a slozené funkce.

y = COS(ZL‘)-B_gx

= N (sin (z) + 2 - cos (x))

9T
sin () 4 3 - cos (2)

6536

Vzpomenme si na Vétu kde tg(a) = f'(a) = y'(a). Dalsim krokem tedy bude
vypocteni hodnoty f'(a).
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J(—2) = ~sin(=2) + 5 - cos (—2)

o5-(—2)
= 289.365

tg(a) = 289.365, ted uz zvyva jen vypocteni hodnoty .

tg(a) = 289.365

a = arctg(289.365)
89.85°
Uhel, ktery svird v bodé a = —2 tetna grafu funkce y = cos (x) - e~3% 5 osou x, je

89.85°.

Maple

tg alfa:=fdiff (cos(x)xexp(—5xx/2), x=-2);
arctan (tg_alfa);
evalf(convert (%, degrees));

Resen4 tloha 3.1.3. Najdéte stacionarni body body funkce f(x) = * T4°+2,

ResSeni:

Pro nalezeni stacionarnich bodu pouzijeme rovnici f'(x) =y = 0.

r (6x5+4x3+2)/
= (W) (45 4 40® 4 2)
_ (€x5+4z3+2) . (5x4 + 12%2)

Vyraz e T2 hude vzdy kladny diky kladné konstanté e, zbyva tedy vysetrit vyraz
Srt + 1222

Szt 4+1222 = 0
2 (52 4+12) = 0

Déle abychom zjistili nulové body, musi platit
=0 Vv  522412=0.

Z prvni rovnice vyplyva, ze prvnim stacionarnim bodem je 0, druha rovnice nema
feseni, protoze 5x? # —12 pro zadné .

Jedinym staciondrnim bodem je tedy bod x; = 0.
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f:= x — e (x"5+4%x"3+2);
df:=diff (f(x),x);
solve (df ,x);

Resena

uloha 3.1.4. Najdéte derivaci tretiho radu

y =122+ - (— cos(2$)) + 3

ResSenti:

"

(12354 +ax- ( - cos(2x)> + 1)/

481% + (:C' : < - cos(2x)) +x- ( - cos(21:))l) + (7Y
481% + ( — cos(2z) + x - (2 : sin(Qw))) — 2

481° — cos(2x) + 2w sin(2x) — 272

(482%) — (cos(?x)), + (21: sin(Qx))/ — (z7%

14427 4 2 sin(2z

)+
1442? + 2sin(2z) 4 2sin(27) + 4z cos(2m) 42273
1442” + 4 sin(2z) + 4z cos(2x) + 227°
(1442°)" + (4 sin(2z )) (4x cos(2x)) + (2273)

(2z)" - sin(2z) + 2z - (sin(Qx))l + 2273

Maple

funkce

288z + 8 cos(2x) + ((4:(:)’ - cos(2x) + 4x - (cos(2x))/> — 6"

2882 + 8 cos(2x) + 4 cos(2x) — 8z - sin(2x) — 6z~
288z + 12 cos(2x) — 8xsin(2z) — 6274

f:= x —> 12%x 4+x*x(—cos (2xx))+(1/x);
diff (f(x),x$3);

ResSena tloha 3.1.5. Vysetfete prubéh funkce

ResSeni:

Nejprve se podivame, jak je to s definicnim oborem funkce.
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3.1. Resené tilohy — diferencialni pocet

Protoze se nachazi ve funkénim predpisu funkce zlomek, ve jmenovateli nesmi byt
0. Tedy
2 —1+#0.

Plati
Df = R AN :l:l .
Maple

f:=x—>x"3/(x"2-1);
body_ nespojitosti:=solve (denom(f(x))=0,x);

V bodech x = £1, které nam indikuji nespojitost funkce, zjistime, jak se ,,chova*
zadana funkce.

Y a3 -1
93—}1_1%7 2172 -1 N O+ N >0
y a3 -1
s e T R
. x3 1
lim = —=-
z—1_ g2 — 1 0_
. x3 1 L
m —— —= _— =
xi)1+ .TQ —1 0+ o0

(f(x),x=—1,left):%=value(%);
Limit (f(x),x=—1,right):%=value (%);

(f(x),x=1,left):%=value(%);

(f(x),x=1,right):%=value (%);

Zjistime také limity v nevlastnich bodech. Vyuzijeme L’Hospitalova pravidla.

y 3 Y z3) i 322 i 3z
m -————7 = m -——— = 1m — = 1m — = —-00
z——oco 2 — 1 T——00 (;pz — 1)’ z——00 21 T——00
3 3\/ 3 2 3
lim 2x = lim & — lim 2 = lim == +00
z—+oo 4 — 1 T—+00 <x2 — ]_)/ z—+oo 2 z—+oo 9

Limit (f(x),x=infinity ):%=value(%);
Limit (f(x),x=infinity):%=value (%);

Déle si mizeme vSimnout, zZe je funkce f licha, jelikoz pro Vx € Dy plati

Ly = 9
f( ) (—ZE)2—1

1'3
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3. SBIRKA RESENYCH ULOH

r = 0
03
=0
02 -1
= y=0
flx) =0
3
x
=0
2 —1
2 =0
= =0

prusecik s osou_y:=f(0);
prusecik s osou_ x:=solve (f(x)=0);

Na jakych intervalech funkce nabyva kladnych/zépornych hodnot, to zjistime
dosazenim ¢isla z daného intervalu do funkce. Intervaly ziskame pomoci bodu
nespojitosti a priisecikii s osou x.

x ‘ (—o0, —1) ‘ (—1,0) ‘ (0,1) ‘ (1,+00)
-+ -1 +

zaporne__hodnoty_na_intervalech:=solve (

f(x)<0,x);
kladne__hodnoty_na_intervalech:=solve (f(x

)>0,x);

Pomoci derivace zjistime monotonii a konvexnost/konkévnost funkce.

J = (903)
2 -1

(@) - (@ = 1) +a? - (2% = 1)

@ -1y
3 (a?—1) 427 20
G
- (2 —3)
@-p 0

22 (2?=3) = 0 = a41=0, 22=v3, 13=—3
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3.1. Resené tilohy — diferencialni pocet

X1, o a T3 jsou stacionarni body funkce. Pomoci nich a bodii nespojitosti opét
rozdélime definiéni obor na intervaly a zjistime lokdlni extrémy.

df:=diff (f(x),x);

stacionarni_body:=solve (df ;x);

o] (—o0.~v3) | (—vB.-1) | (-1,0) | 0.) | (1L,V3) | (VB +00)
R N Y Y

Z tabulky muzeme zjistit, na kterych intervalech je funkce klesajici/rostouci. Tak
napf. pokud chceme zjistit monotonii pro interval (0, 1), z tohoto intervalu
dosadime jednu hodnotu do prvni derivace funkce.

y/ _ z? - (IQ - 3)
@@= 1p
r = 0.5
0.5%- (0.5 =3) o
(052—-1)2 9
11 . . o,
-3 < 0 = naintervalu (0, 1) je funkce klesajici
7 tabulky muzeme rovnéz vycist, v jakych bodech nabyva funkce lokalnich
extrémi. V bodé z = —v/3 mé funkce lok&ln{ maximum, v bodé x = V3 lokln{
minimum.

klesajici_na_intervalech:=solve (df<0,x);
stoupajici_na_intervalech:=solve (df>0,x);

Dalsim krokem ve vySetfovani pribéhu funkce je zjisténi konvexnosti/konkévnosti
funkce na jednotlivych intervalech. K tomu nejdrive spo¢itame inflexni body.

/!



3. SBIRKA RESENYCH ULOH

43 — 62 dx(zt — 32?)
= — Dy =R +1
@—12  (2—1p @ ~

423 — 6z dx(z* — 32°)

(1}2 — 1>2 (132 — 1)3 =0 = z;=0

dff:=diff (df,x);
dff:=normal (%);
inflexni_bod:=solve (dff ,x);

Po dalsich upravach rovnice jsme dospéli k tomu, ze jedinym inflexnim bodem je
bod x; = 0. Ke zjisténi konvexnosti/konkdvnosti funkce na ruznych intervalech si
defini¢ni obor opét rozdélime podle bodu nespojitosti a inflexnitho bodu.

z | (—o0,—1) | (=1,0) | (0,1) | (1,+00)
- n | u [ nf[ U

Napriiklad jsme tedy zjistili, Ze je funkce na intervalu (—oo, —1) konkavni.
Podivejme se, jak jsme k tomu dosli. Z tohoto intervalu dosadime libovolnou
hodnotu do druhé derivace funkce. Podle znaménka pozname, zda se jedna
o konvexnost ¢i konkavnost.

y  4a® —6z dx(at — 32?)
T @ @1y

T = =3

4-(=5)-((=5)'=3-(-5?) 35
((_5)2 _ 1)3 1728

35
1728

< 0 = naintervalu (—oo, —1) je funkce konkavni
konkavni_na_intervalech:=solve (dff <0,x);
konvexni_na_intervalech:=solve (dff >0,x);

Z limit vypocitanych na zacatku feseni plyne, ze funkce ma dvé vertikalni

asymptoty bez smérnice, a to x = —1 a x = 1. Zkusme najit asymptoty
se smérnici. Pripomenme, Ze asymptota se smérnici ma tvar y = kx + q.
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k= lim fl@) _ lim *2-1

r—+oo rz—+oo

z—+too 2 — 1

z—+oo | — =
T

= lim ——
z—xoo 1 — ()

g= lim (f(ﬁ)—kx) = lim

T—7F00

. 0
= lim >
z—F+oo \1 — ()
=0
kl:=limit (f(x)/x,x=infinity );
ql:=limit (f(x)—kl*x,x=—infinity );
k2:=1limit (f(x)/x,x=infinity );
q2:=limit (f(x)—k2xx,x=infinity );

Zjistili jsme, ze kromé dvou asymptot bez smérnice mizeme nalézt v grafu funkce
i asymptotu se smérnici ve tvaruy =1-2x+0 = x.

Nyni jiz miizeme funkci nakreslit.
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r=—1
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Obrazek 14: Funkce mi—il
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with (plots , display ):

gl:=plot (f(x),x=-5..5,y=—5..5, discont=true):
g2:=plot (x,x=-=5..5,y=—5..5,linestyle =3):
g3:=plot ([—1,t,t=1infinity .. infinity],y=-5..5):
gd:=plot ([1, t t —infinity .. infinity],y=-5..5):
dlsplay([gl,g2,g3,g4], axesfont=[TIMES,ROMAN,10]);

ResSena tloha 3.1.6. Naleznéte Taylortiv polynom stupné 2 v bodé a = 5 funkce

y= Vi — 1.

Reseni:
Protoze je potteba najit Taylortiv polynom stupné 2, provedeme postupné prvni a
druhou derivaci zadané funkce.

7(@) = f(a) + T o

D £
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V nasem pripadé bude vypadat vzorec takto:

T(z) = f(a) + f’l(!a) (z—a)+ f/;(!a) (z—a)?.

fla) = Vvbt—1
= 439
flla) = 2:5°- (5" 1)2
125+/39
78
@) = 62-5-(5*—1)"2 —4-55. (5 — 1)~
7775v/39
24336

Nlo

125v/39 T775v/39
T(x) = 4V39+ ——- (v —5)+ 28— (v = 5)°

| 2l
125+/39 777539
_ 4354 125V30 TT75v/39

30 0t e

(z —5)?

Maple
T(x):=taylor(sqrt(x 4—1),x=5,3);

ReSen4 tloha 3.1.7. Josef si chce na zahradé postavit bazén se étvercovou podsta-
vou, poté ho bude chtit naplnit vodou, pricemz pocita se spotiebou 500 hektolitri
vody. Navic premysli, jak by usetfil na barvé, kterou bude (zevnitt) bazén natirat.
Vypoctéte rozmeéry bazénu tak, aby Josef pouzil co nejméné barvy na jeho natieni.

RegSeni:
Bazén ma ctvercové dno o strané x, jeho hloubka ma velikost h. Pro plochu P,
kterou bude Josef natirat, plati

P=2z*+4z-h.
Proménnou h miizeme vypocitat ze vzorce pro objem bazénu. Pro ten plati
V=2 h,

tzn.

y
=

)
pricemz

V =500 Al = 500001 = 50m?,
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tedy
50
Daéle hledame lokaln{ minimum funkce P.
50
P = 2’44z —
T
50/
/ _ 2 N
P(z) = (3: + 4z x2>
200
- (2
T
- (x2 1200 1)
200
P'(z) = 0
200
T
223 —200 = 0
2 = 100

x = /100 = 4.64 metru

Jesté ovérme, zda je tato hodnota skuteéné lokalnim minimem funkce P.

P'(z) = (21:—@)/

4
0 - 6 >0 = hodnota 4.64 je lokdlnim minimem

= 2 =
* 4.643

Rozmeér dna bazénu tedy bude cca 4.64 metru.

Hloubka bazénu bude h = 2—8 = 4‘56?12 = 2.32 metru.

Maple

df:=diff (x72+4%x%(50/x72) ,x);
rozmer:=evalf(solve (df=0,x));
hloubka:=50/4.64"2;

Resena tloha 3.1.8. [I] Do rotaéniho kuzele s polomérem a a vyskou b je vepsan
rotacni valec s polomérem r a vyskou v. Jaky je objem nejvétsiho rota¢niho valce,
ktery muze byt vepsan do rotacniho kuzele?
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(a) 3D pohled (b) Pohled ze strany

Obréazek 15: Rotacni valec vepsany do rotacniho kuzele.

Reseni:
Objem rotacniho valce zapiseme jako:

V = mru.

Musime zjistit, jak vhodné zvolit hodnoty r a v tak, abychom maximalizovali V.
Bohuzel je objem limitovan rozméry rota¢niho kuzelu. Jak pfesné, to ndm ukazuje
nasledujici rovnice. Vyuzijeme podobnosti trojuhelnikii.

a—r

Nésledné v dosadime do rovnice objemu.

vV = mr?. 7b(a—r)
a

B m, 3
= a(ar )

Timto krokem jsme se sikovné zbavili jedné nezavislé proménné a v maximaliza¢ni
funkci mame uz jen jednu. Pomoci prvni derivace najdeme lokalni extrém.

b

VvV = (;(GQ—T’S))/
= 7;[)(2(17’—37"2)
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b
7T—(Qar—SrQ) =0

a

b
7L(2(1—3?")-7“ =0 =
a

(2a —3r)-r = 0

Hodnota r musi byt nenulova, takze dale hledame takové r, kde plati

20—3r = 0
2

r = —a

3

Zjistili jsme, ze aby byl objem rotac¢niho valce co nejvétsi, jeho polomér musi mit
dvoutretinovou délku poloméru rotacniho kuzele. Ze vzorce po dosazeni r

dale vyplyva, ze rotacni valec o poloméru %a bude mit vysku %b.
Ziskané hodnoty dosadime do vzorce pro objem rotac¢niho vélce.

Objem nejvétsiho rotaéniho vélce, ktery mize byt vepsan do rota¢niho kuzele, je

49
roven 5-ma b.

ResSen4 tloha 3.1.9. Vojensk4 helikoptéra, kterd je privoldna do akce, se piimocare
pohybuje ze zakladny do mista s vojenskym cilem. Vzdélenost v kilometrech, kterou
urazi za dany cas, je ddna vztahem

s(t) = 1200(t* — 2t* 4+ 1?),

pficemz proménnd t € (0,0.5) pfedstavuje ¢as v hodindch. Vypocitejte vzdalenost
helikoptéry od zdkladny a jeji okamzitou rychlost po 24 minutach letu.
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Reseni:

Nejprve je potreba prevést minuty na hodiny, nebot ¢ je proménnda s jednotkou

hodiny. Vime, Ze 24 minut je % = 2 = (.4 hodiny.

5
Zadany cas dosadme do funkce.
s(t) = 1200(t* — 2t + 1?)
= 1200(0.4* —2-0.4% +0.4%)

— 69.12 km/h

Okamzitou rychlost zjistime podle prvni derivace funkce.
Zadany cas dosadme do zderivované funkce s.

S(t) = (12000 - 26> + 1))’

= 1200(4t> — 6t + 2t)

1200(4-0.4* —6-0.4>+2-0.4) = 115.2km/h

Po 24 minutach letu je helikoptéra od zdkladny vzdalena 69.12 km a leti rychlosti
115.2 km/h.

Maple

s(£):=(1200%(0.474 —2%0.473+40.472));
okamzita_rychlost:=fdiff (1200%(t 4—2xt"3+t"2),t=0.4);

Resen4 tloha 3.1.10. Na zahradni stil byla postavena sklenice s vodou, kterd se
zacala ihned odparovat. Odparovani vody je popsano funkei

o(t) =5(—t*+e' - 1),
pticemz o je mnozstvi odpafené vody v ml a proménnd ¢ € (0,4) predstavuje cas

v hodinach. Vypocitejte mnozstvi odpatrené vody a okamzitou rychlost odparovani
po 2.5 hodinach.

Reseni:
Mnozstvi odpatené vody spocteme dosazenim hodnoty 2.5 do zadané funkce.
o(t) = 5(—t*+e —1)
= 5(—(2.5)% +¢e* —1)
= 24.66 ml
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Okamzitou rychlost odparovani zjistime podle prvni derivace funkce.
Zadany cas dosadme do zderivované funkce o.

d(t) = (5(~t2+e —1))

= 5(=2t+¢)

5(-2-2.5+¢*%) = 35.91ml

Po 2.5 hodinach se odparilo cca 24.66 ml, pricemz se v tomto momentu odpatuje
voda rychlosti cca 35.91 ml za hodinu.

ReSena tloha 3.1.11. Nezodpovédny zaméstnanec nechal v restauraci oteviené
dvere od chladici mistnosti s jidlem. Teplota se ma v chladici mistnosti udrzovat
v rozmezi 2-6°, pricemz byla pred otevienim dveti zaméstnancem 3°C. Déle se
vyviji podle funkce

y(t) = % 4 2,

kde proménna ¢ predstavuje ¢as v hodinach. V jakém case od otevieni dveri se
spusti alarm, pokud je aktivovan pri dosazeni horni hranice povoleného rozmezi?
Jakou rychlosti nartista teplota v chladici mistnosti v okamziku ptil hodiny od ote-
vieni dveri?

ResSeni:

Abychom zjistili cas spusténi alarmu, je potieba zadanou funkci invertovat. Vyjad-
fime tedy ¢ jako funkci y.

o 61.63?5 + 2

[CRINS
|

61.631&

In(y —2) = In(e"%)

In(y —2) = 1.63t

In(y —2) ;
1.63
Horni hranici je 6°.
;o In(6 — 2)
1.63
= 0.85 hodiny
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0.85 - 60 = 51 minut, tzn. alarm se spusti po cca 51 minutach.

Rychlost rustu teploty v dany okamzik zjistime pomoci derivace funkce (dosazend
hodnota 0.5 znamena 30 minut = 0.5 hodiny).

yl(t) — (61'63t—|—2>/

= 1.63- "%

1.63 - %% = 3.68°C/hod.

30 minut po otevieni dveti stoupa teplota v chladici mistnosti tempem cca 3.68 °C/hod.

ResSen4 tloha 3.1.12. Nékladovou funkei firmy urcuje vztah
TC(q) =2z + 11z + 4.

Néaklady jsou v tisicich Ké. Vypocitejte mezni naklady, které prinese vyrobeni 100.,
150. a 500. jednotky.

Reseni:

Funkci pro mezni naklady ziskdme pomoci derivace funkce nakladt celkovych.

MC = TC'

= (2z+ 11z +4)
11 1
= —.— 42

2 Vi

Dosazenim hodnot 99, 149 a 499 ziskame mezni naklady pro 100., 150. a 500. jed-
notku produkece.

11

MC99) = — —=+2=2.55 tis. K¢
2 /99
11

MC(149) = 5 \/_+2—245t18 K¢
11

MC(499) = \/_ +2 = 2.25 tis. Ké
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ReSena tloha 3.1.13. Firma na vyrobu maljch souédstek produkuje své vyrobky,
pricemz jeji ndklady jsou dany funkci

TC(q) =2¢° = 3¢° + 10q,

kde g je v tisicich ks a naklady jsou v tisicich Ké. Jaké jsou minimalni primérné
néklady (AC) firmy?

ResSenti:

Vyuzijeme znalosti, ze aby byly primérné naklady minimalni, musi byt rovny na-
kladiim meznim.

AC(q) = MC(q)

= TC'(q)

2¢° —3¢+10 = 6¢°—6q+10
—4¢*+3¢ = 0

—q-(4¢—=3) = 0

—q-(4¢—=3) = 0

Reseni ¢, = 0 nebereme v potaz, a tak v bodé ¢, = % by mélo byt lokalni minimum
funkce AC. Ovéfme, zda je tomu opravdu tak. Musi platit AC"(g) > 0.

AC'(q) = (2¢° =3¢+ 10)
AC'(q) = 4¢-3

AC"(q) = (4¢-3)
AC"(q) = 4

AC"(g2) > 0 = hodnota gy je lokdlnim minimem

Tedy vypocteme zbyva vypocitat minimalni primérné naklady firmy.

AC(gy) = 2-(i)2—3-i+10

AC(q2) = 8.875 tis. K¢

Minimalni pramérné naklady firmy jsou 8875 Ké.
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ReSena tloha 3.1.14. Maloobchodni firma ziskdvd svij piijem podle funkce
R(q) = 1200¢q v K¢. Jeji naklady jsou ovliviiovany funkei C(q) = 4¢* + 3000 v
K¢. P1i vyrobé jakého mnozstvi jednotek bude firma maximalizovat svij zisk a jaky
bude celkovy zisk pii irovni této produkce?

Reseni:

Ziskova funkce firmy vypada takto:

P(q) = TR(q) — TC(q) = 1200q — (4¢* + 3000) .

Zisk je maximalizovan, kdyz se rovnaji mezni pfijmy a mezni naklady. Mezni ptijmy
ziskame derivaci celkovych ptijmi, mezni naklady derivaci celkovych nakladi.

TR(q) = TC(q)
(1200¢) = (4¢* + 3000)’
1200 = 124
qg = =£10

Vypocitali jsme lokalni extrém ziskové funkce, feSeni —10 nebudeme brat v potaz.
Ted musime ovérit, zda se skutecné jedna o lokalni maximum. Vypoctenou hodnotu
dosadime do druhé derivace ziskové funkce.

P'g) = (1200g - (4¢° + 3000))’

= 1200 — 12¢°
P"(q) = —24q
P"(10) = —240<0 = hodnota 10 je lokdlnim maximem

Zbyva spocitat, jakého celkového zisku firma dosahne pti tomto mnozstvi vyroby.

P = TR-TC
1200 - 10 — (4 - 10* + 3000)
12000 — (4000 4+ 3000)

P = 5000 K¢

Firma maximalizuje sviij zisk pfi mnozstvi 10 jednotek vyroby, jeji zisk je pti tomto
mnozstvi produkce 5000 K¢.
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ResSena tloha 3.1.15. V divadle se bude hrat premiéra nové ¢inohry. Sal mé ka-
pacitu 420 sedadel. Ten bude zaplnén pri cené vstupenky 200 K¢. Kazdé zdrazeni
vstupenky o 10 K¢ prinese snizeni poc¢tu prodanych vstupenek na predstaveni o 20.
P1i jakém poctu prodanych vstupenek divadlo maximalizuje sviij ptijem z predsta-
veni?

Reseni:
Nejdrive nalezneme poptavkovou funkci pro nas pripad. V obecném tvaru vypada

takto:
q=—ap+b,

kde ¢ je mnozstvi a p je cena.

Mnozstvi a cenu zndme. Naopak nezndme sklon funkce a a vertikdlni prisecik b.
Sklon funkce jsme schopni vypocitat ze zadanych udajia. Vime totiz, jak se zméni
poptavané mnozstvi, kdyz se zméni cena.

q—q1
P—n
420 — (420 — 20)
200 — (200 + 10)

= -2

a = —2, tzn.

420 =-2-2004+b = b=2820.

Poptavkova funkce na toto predstaveni je tedy ¢ = —2p + 820. Piijem R spocteme
jako soucin p - ¢, tedy

R=7p-(—2p+ 820) = —2p* + 820p.

Déle zjistime, pti jaké cené vstupenky ziska divadlo maximalni piijem — polozime
derivaci rovnou nule.

R = (—2p* +820p)
= —4p+ 820

—4p+820 = 0 = p=205

Druhou derivaci ovéfme, zda se skuteéné jedna o maximum.

R' = (—4p+ 820)
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= —4 = jednd se o maximum

Zbyva spocitat, pii jakém poctu prodanych vstupenek pri cené p = 205 divadlo
maximalizuje sviij prijem z predstaveni.
Cenu dosadime do poptavkové funkce.

qg=—2p+820 = —-2-2054 820

= 410 vstupenek

mnozstvi

420

410

Obrazek 16: Mnozstvi prodanych vstupenek v divadle v zavislosti na cené.

Divadlo maximalizuje sviij prijem z predstaveni, pokud proda 410 vstupenek. Z to-
hoto pohledu je tedy idedlni obsazenost salu 410 ze 420 mist.

ReSen4 tloha 3.1.16. Zjistéte, zda se firmé vyplati vyrabét 800 ks vyrobki denné,
pokud je jeji denni zisk (v K¢), ktery je popsan funkci

P(g) = 150q - ¢~ 00
zavisly na poctu vyrobenych jednotek ¢. Pokud se podle vypoctu vyroba v takovém

mnozstvi nevyplati, vyzkoumejte, zda a o kolik jednotek by méla firma vyrobu roz-
Sitit ¢i zredukovat.

Regeni:
Zadanou funkci nejdiive zderivujeme a dosadime hodnotu 800.
P'(g) = (150q- ¢ 1)
— ((1500) - T + 150 - (¢~ Tm1Y)
= (150 e Tom? 4 150q - (— 1 610100‘1)>
1000
— e 1w (150 — 0.15¢)
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e~ . (150 — 0.15 - 1500) = 13.48

Protoze je vysledkem kladna hodnota, zjistujeme, ze s kazdou dalsi vyrobenou jed-
notkou bude zisk rist.

Abychom zjistili, kdy bude vyroba z pohledu zisku nejefektivnéjsi, polozime derivaci
ziskové funkce rovnu nule.

P'q) = 0
e w4 - (150 — 0.15¢) = 0

Vyraz e~ w4 se nerovna nule pro zadné ¢, zkoumame tedy jen 150 — 0.15¢ = 0.

150 — 0.15g =

e}

qg = 1000

Vidime, ze vyroba je nejefektivnéjsi pti vyrobé 1000 jednotek. Firma by tedy méla
zvysit pocet vyrobenych kust o 200.
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3.2 Resené tilohy — integralni pocet

ReSena tloha 3.2.1. Vypodtéte.

(a) [ (3x4 — 223 — 8) dzx (b) [ (sin (z) + 2:6) dx (c) J (36“”") dx
(d) J (3" —47)?) da (e) J (5) do (£) J (- cos(x)) da
(g) [ ((x2 —3)- 6’21) dx (h) J (e” - Cos(x)) dx (i) [ (1n(x)> dx

dx

, 0 sin(x)
() J ((5l’+4) )d$ (k) / {(ms(x)_l)g

(V dalsim textu berme v potaz, ze se symbolické oznaceni pro proménnou, podle které
se integruje, vaze na cely vyraz mezi znakem integralu a dz.)

Reseni:

F(x) = /3x4—2x3—8d$

= /3x4dx—/2x3dx—/8dx (5)
A

+1 3+1

T

- 3. —92. _
3 4+1 3+1

8z (6)

3 1
= g z° — 5 ' =8z +C (,+C* déle nebudeme psat)  (7)

V prvnim kroku jsme vyuzili vzorec pro integraci souctu funkci. Funkci jsme roz-
delili na diléi funkce, které pak jiz snadno miizeme podle Tabulky [ integrovat.

7 . . ee g Vel a+1
V druhém kroku jsme mimo jiné vyuzili vzorce [z = Z—.
a+1

Maple
int (3xx 4—2%xx"3—-8,x);

F(z) = /sin(:v)—i—Qxdx

= [sin@@)dr+ [20de (1)

lerl

1+1

= —cos(x)+2-
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= —cos(z)+ 2? (3)

V prvnim kroku jsme opét vyuzili vzorec pro integraci souctu funkci. V druhém
kroku jsme vyuzili dvou vzorcu pfimo z Tabulky [2|

(c)
F(z) = /3€xdl‘
= 3/695 dz (1)
= 3¢ (2)

V prvnim kroku jsme pouzili vzorec pro integraci k-nésobku, treti krok prinesl
integraci funkce podle Tabulky 2]

(d)
F(z) = /(3@“ 472 dg
_ /(32x_2.3x.4x+42x)dx (1)
= [3de- [2.57 4 dr+ 4% da (2)

— /9xdx—2-/12xdx+/16xdx (3)
91’

12% n 16*
In9 In12 Inl6

V prvinim kroku kroku jsme upravili zadany vyraz. Ten jsme ve druhém kroku
poté rozdélili na nékolik dil¢ich funkci podle vzorce pro integraci souctu funkei.
Ve tretim kroku jsme vyraz upravili, ve ¢tvrtém jsme integrovali.

(e)

1
= / 275 dw (1)
—3+1
T3
= ) (2)
3
3 2
3 s
= 5 Va? (4)
Zlomek jsme v prvnim kroku upravili do ,stravitelnéjsi“ podoby, abychom
ve druhém kroku mohli pouzit vzorec [z% = % :
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= xsin(z) — /sin (x)dx (5)

= xsin(x) + cos (z) (6)

V prvnim kroku jsme zvolili u/(z) = cos(z) a v(z) = =z, tedy
u(x) = sin(x) (protoie Ju(z)dr = u(x) = sin(x)) a v'(x) = 1. V druhém
kroku je vypsan vzorec. V tretim a ¢tvrtém kroku jsme do vzorce dosadili a vy-
raz upravili. Paty krok prinasi vysledek.

F(z) = / (22 —3)-e 2 de (1)

= —§~ef2x (2% —3)
_/(_1.62x-2x)dx (4)
= e @yt [ de (5)
/ e gdy = | V@) = u@) = —ge (6)
v(zr) == v'(z) =1

2.
1 1

= —i'e’h x+§~/e*2xdx (9)
1 —2x 1 1 —2x
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/ (% —3) - e *dx

H(= e (2or)

—i e (2(x2 -3)+ 2z + 1))
—i ceTA <2x2 + 22 — 5)

(11)

(12)

(13)
(14)

(15)

V prvnich ¢tyfech krocich dosadime zvolené funkce do vzorce. Funkci

W' (z) = e?

¥ jsme zintegrovali pomoci substituéni metody. Ve ¢tvrtém kroku

muzeme vidét novy integral, na ktery je potteba opét aplikovat metodu per par-
tes. V patém az jedenactém kroku pocitame nové vznikly integral. Ve dvanactém
kroku vyrazy ,slou¢ime® a ve ¢trnactém ziskame vysledek.

F(z)

/ (e”“" : sin(x)) dz

/em - cos(x) dx

/ex - cos(x) dz

e” - cos(x)

—l—(e” -sin(z) — / (ez . cos(:r;)) d:r;)

e® - cos(z) + €° - sin(x)

— / (e‘” : cos(m)) dz
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()

2. /ex ~cos(z)dz = €"-cos(z)+ e -sin(z) (9)

et - (cos(:z:) + sin(z))

/egC -cos(z)dr = 5 (10)

V prikladu jsme museli dvakrat pouzit metodu per partes. V sedmém kroku jsme
zjistili, Ze se na pravé strané rovnice vyskytuje stejny integral jako na strané levé.
Proto jsme ho v osmém kroku pricetli na obé strany rovnice. Devaty krok nam
prinesl vysledek zintegrované funkce.

Fz) = /hm@dx (1)

= xz-In(z) —/(x ;) dz (5)
=z hmx)—l/(l)dx (6)
= x-In(z) —x (7)

= x- (ln(x) — 1) (8)

Abychom mohli funkei f(z) = In(x) zintegrovat, muzeme si ji predstavit jako
funkei f(z) = In(z) - 1. Poté jiz muzeme provést integraci metodou per partes.

Fz) = /@x+@%m (1)
- 2?5%35 )
_ ;x/@%dt (3)
S )
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(k)
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V prvnim kroku jsme pouzili substituéni metodu. Protoze dt = 5dx a na levé
strané rovnice se nachéazi pouze vyraz dx, musime cely vyraz vynasobit hodnotou
%. Vyraz zintegrujeme a potom za t dosadime vyraz dx + 4.

5 = sin(x) .
Fia) / (cos(x) - 1)3 ‘ @
t =cos(z) — 1

dt = —sin(z) dz

-

N = N
—_

2( cos(z) — 1)2

V  prvnim  kroku jsme  pouzili = substitu¢ni  metodu.  Protoze
dt = —sin(z)dz a na levé strané rovnice se nachdzi pouze vyraz
sin(z) dz, musime cely vyraz vynasobit hodnotou —1. Vyraz zintegrujeme a po-
tom za t dosadime vyraz cos(x) — 1.
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ResSena tloha 3.2.2. Vypoctéte obsah plochy, kterou ohranicuje funkce
f(z)=—2*+4aosaz.

y=—z>+4

—2 2
/ \ 7

Obrazek 17: Obsah plochy ohranic¢ujici graf funkce y = —2? + 4 a osa .

Reseni:

K vypocitani obsahu plochy pouzijeme urcity integral, nejdiive ale pro né¢j musime
urc¢it interval. Ten zjistime tak, Ze najdeme pruseciky funkce f s osou .
Polozime zadanou funkci rovnou nule.

fl@) =0
—2°4+4 = 0
r = £2

Budeme tedy integrovat v intervalu (—2,2).

S:‘/Q—:L'2+4dx = H—gj—i-llx}:
_ ‘(—233+4 2)—(—(_32)3+4 (—2))‘

Obsah plochy je roven 222

Maple
plocha:=int(—x"2+4,x=—-2..2);
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ReSena tloha 3.2.3. Vypoétste obsah plochy, kterou ohranicuje graf funkce

fl@)=a>—z+1ag(x)=—a+ 3.

ResSenti:

K vypocitani obsahu plochy pouzijeme urcity integral, nejdiive ale pro néj musime
urc¢it interval. Ten zjistime tak, Ze najdeme pruseciky obou funkeci.

Funkce dame do rovnosti.

flx) = g(x)

2—r+1 = —22+3x

2 —dxr+1 = 0

1 = 1—
To = 1 +
. . 1 1
Budeme tedy integrovat v intervalu (1 — 75 1+ 7
145
S:‘ ((x2—x+1)—(—x2+3x))dx

Obsah plochy je roven 2—*3@ 52,

fl1 := x —> x 2—x+1;

f2 = x —> —x2+43xx;

solve (f1 (x)=12(x),{x});

plot ({f1,f2},14+(1/2)*sqrt(2)..1 —(
plocha:=evalf(abs(Int (fl(x)— ( (x
+(1/2)*sqrt (2))));

/2)%*s
), x=1

1
)
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I+
’ / 212 —4a:+1dx’

“; — 222 —l—x} t7

\%
2v2
3

Maple

qrt (2));
—(1/2)xsqrt (2)..1
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ReSena tloha 3.2.4. Vypoltéte objem télesa, ktery vznikne rotaci kolem osy

v misté pod grafem funkce f(z) = - mezi body a = % ab=1.

3

ReSeni:

K vypocitani objemu télesa pouzijeme opét urcity integral, konkrétné vzorec:

V:W/b(f(a:)2) dx.

Do vzorce dosadme hodnoty ze zadani.
1
12
3
1
=T / r %dx

Objem télesa je roven 2mj3.

Maple
objem:=Pixint ((1/x73)72,x=1/2..1);
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Resena tiloha 3.2.5. Po vyrobcich firmy X je poptévka, kterou charakterizuje po-
ptavkova funkce D(q) = 50e %1, Jeji nabidku urcuje nabidkovd funkce
S(q) = 2.906¢ + 10. Proménnd p je cena a ¢ je mnozstvi. Vypocitejte prebytek
vyrobce a spotiebitele, kdyz vite, ze rovnovazné mnozstvi je 6 jednotek.

D p
nabidka nabidka
\
A ‘ P ‘
i poptavka i poptavka
¢ 4 7 q
(a) Piebytek spotiebitele (b) Prebytek vyrobce

Obrézek 18: Prebytek spotiebitele a vyrobce.

Reseni:

Abychom mohli spocitat prebytek vyrobce a spottfebitele, potrebujeme znat nejen
rovnovazné mnozstvi (¢*), ale také rovnovaznou cenu (p*). Napiiklad do nabidkové
funkce dosadime hodnotu 6.

S(6) = 2.906 -6+ 10
Pt o= 27.436

Prostor mezi obéma grafy a osou y rozdéluje primka y = p*. Plose ,nad“ ptrimkou
y = p* (tedy plose, kterou ohranic¢uje graf poptavkové funkce, pfimka y = p* a osa
y) oznacujeme jako prebytek spottebitele. Plose ,pod“ pfimkou y = p* (tedy plose,
kterou ohranic¢uje graf nabidkové funkce, primka y = p* a osa y) oznacujeme jako
prebytek vyrobce.

Prebytek spottebitele tedy vypocitame podle vztahu

/ (D(q) dg) = pq"

6
/ (5001 dg) —27.436-6 = 50[ —10-¢ %]’ — 164.616
0

- 50[ — 10016 (— 10 - e—o-l‘o)] — 164.616
=~ 60.98 K&
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Prebytek vyrobce vypocitame podle vztahu

*

q

Pq¢ - / (S(g)dq) .

0

6
27.436 - 6 — /2.906q +10dg = 164.616 — [1.453¢* + 10q|°
0
— 164.616 — [1.453 62+10-6 — (1.453 02410 - 0)}

= 52.308 K¢

Prebytek spottebitele je 60.98 K¢ a prebytek vyrobce 52.308 K¢.

ReSena tiloha 3.2.6. Vypoditejte celkové naklady na vyrobu 250 vyrobki, kdyz
znate funkci meznich naklad

MC(z) = \gi

v K¢ a vite, ze ndklady na vyrobu 100 vyrobkt jsou rovny 4500 K¢.

Reseni:
Protoze zname funkci meznich nakladu a plati MC = T'C’, kde T'C jsou celkové

naklady, zintegrujeme funkci meznich nakladi a dostaneme funkci pro néklady cel-
kové.

Ve 1
/de_ Q/ﬁdx
1 1
:§/x dx
1 (:ﬁ)
= - (% )+C
2 \3
TC(z) = = -Va3+C

Abychom mohli vypocitat konstantu C', vyuzijeme informaci ze zadani.

TC(100) = 4500
1
5 VI00P+C = 4500
C = 4166.67
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Funkce pro celkové naklady vypada takto:

1
5 V3 + 4166.67 .

Zbyva vypocitat celkové naklady na vyrobu 250 vyrobkii.

1
TC(250) = - V250° +4166.67

= 5484.29 K¢

Celkové naklady na vyrobu 250 vyrobki jsou rovny 5484.29 K¢.

ReSena tloha 3.2.7. Celkové néklady firmy jsou popsany funkci
TC(q) = 4¢* + 3¢+ 1,

kde ¢ je pocet vyrobenych jednotek v tisicich.
Na intervalu (3, 6) naleznéte stfedni hodnotu této funkce a bod, ve kterém se nachazi.

Reseni:

Naleznout stiedni hodnotu zadané funkce nam pomitize vzorec

1
TC(q) = /TC’ d
(q) =y (¢)dg
Do vzorce dosadime zadané hodnoty.
1 1
TC(q) = /TC’ d :7-/42 3¢+ 1d
(9) =y (¢) dg -3/ ¢ +3q+1dg
1 4 5.3 r
T 6-3 [3 ¢yt
1 4 3 4 3
= —— ||z 6 +--6"+6|—|--3+--3° 3}
6—3“3 T3 +] [3 *3 +]
= 985

Stredni hodnota je tedy rovna 98.5. Bod, ve kterém tuto hodnotu najdeme, vypoc-
teme podle rovnice
4* +3¢+1=985.

Rovnici spliiuji hodnoty ¢; = —5.33 a g = 4.58, v intervalu (3, 6) se nachdzi pouze
reseni qs.
Stfedni hodnota funkce T'C(q) se nachazi v bodé go = 4.58.
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Maple

f:=4%xq 2+3xq+1;
stredni__hodnota:=evalf((1/(6—-3))*int(f,q=3..6));
str_hodn_v_bode:=solve (f=stredni__hodnota );

ReSen4 tloha 3.2.8. Majitel bytu se rozhodne pronajimat bytovy prostor. Jaky
bude jeho celkovy prijem v K¢ od konce sestého do konce osmého roku, pokud zname
funkei (proménnd ¢ predstavuje ¢as — mésice) pro hustotu toku prijmu:

50
h(t) = 5000 + —.

Reseni:
Zajima nas celkovy prijem v K¢ od konce Sestého do konce osmého roku, tedy
od konce 72. mésice do konce 96. mésice.

TR(72,96) — / 5000+ dt

96
= {500015 +50In |t — 1|
72

= [[5000 -96 + 501n |96 — 1|] — [5000 - 72 + 501n |72 — 1]]
= 120014.56 K&

Celkovy prijem majitele bytu od konce Sestého do konce osmého roku bude cca
120000 Ke.

Resena tiloha 3.2.9. Firma investovala 750000 K¢ do novych vykonngjsich strojt,
které budou vyrabét produkty v jeji tovarné. Uspory, které vzniknou nasazenim
novych stroji, jsou dany vztahem

S(t) = 400000 - e~ 4

kde t je ¢as v rocich a S(t) v Ké. Za jak dlouho se firmé investice vrati?

Reseni:

Pocitame dobu od investice, ve kterou se firmé vrati vynalozené prostiedky. Polozime
tedy urcity integral funkce roven investici. Dolni mezi a bude 0, jelikoz se jedna
o cas, od kterého zac¢iname pocitat dobu. Horni mezi bude konstanta b, kterou

prozatim nezname, ale bude pro vypocet dilezita, jelikoz pravé b udava dobu splaceni
investice.
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b
/ 400000 - e %4 d¢t = 750000
0
b
400000 - / e 04 gy
0
b
400000 - (—2.5) - [e—o-ﬂ =
0
—1000000 - {e“b — 60'4'0} =
1000000 - [6_0'41’—1} _
e 0 _ 1 = —0.75
In(e %) = 1n(0.25)
—0.4b = —1.39
b = 3.475 roku

Investice se vrati za cca tii a pil roku.

ReSena tloha 3.2.10. Na dobroé&innou sbirku pfispivaji lidé podle funkce

55
\5/¥ )
kde proménnd ¢ reprezentuje ¢as ve dnech (funkce T'R je celkovy prijem v tis. K¢ za

obdobi t). Jaky je celkovy zisk dobroc¢inné sbirky za obdobi od druhého do devatého
dne, pokud se kazdy den vynalozi 8500 K¢ na potiebné vydaje?

TR(t) =

ReSeni:
Nejdiive vypocitame celkové nédklady za zadané obdobi. Jedna se o akumulaci hod-
not, kterou spocteme pomoci urcitého integralu.

55
oz di

g

/
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= 279.02 tis. K¢

Celkovy zisk dostaneme pomoci vzorce P = TR — TC. Tedy:
P =279020 — (9 — 2) - 8500 = 219520 KC¢.
Celkovy zisk dobroc¢inné shirky za obdobi od druhého do devatého dne je cca 220000 K¢.

Maple

TR:=evalf(int (55/(t"(1/5)),t=2..9));
TC:=(9—-2)%8500;
P:=TRx1000—-TC;

ResSena tloha 3.2.11. Student si chce nasetfit 100000 K¢& za 5 let, pficemz bude
na sporici ucet ukladat stejnou ¢astku kazdy rok. Spojity urok je roven 1.2 %. Kolik
penéz by mél student na ucet ukladat, aby dodrzel planovanou usetfenou castku,
kdyz vime, ze pri stejnych podminkéch by jednordzové musel vlozit na ucet cca
94176.45 K¢, aby planované castky dosahl.

ReSeni:

Podle vzorce[2]]

n
soucasna hodnota = / S-etdt,
0

pricemz n je pocet let v budoucnosti, S je vlozena roc¢ni castka, r je trokova sazba
a t je Cas (v letech od soucasnosti).

n
soucasnd hodnota = / S.e "t dt
0

5
_ S./e*0~012t dt
0

_ S,(_ 1 ),[eo.omr
0.012 0

= 485-S

Jelikoz musi byt soucasnd hodnota pribéznych vkladi rovna jednordzovému vkladu,
ziskame nasledujici rovnice.

485-S5 = 94176.45
S = 19417.82 K¢

Student by meél na tcet ro¢né uklddat cca 19417.82 K¢, aby si za pét let nasetril
100000 Ké.
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ResSena tloha 3.2.12. Novy student ve t¥idé, ktery byl poté po 30 dnech opét
presunut na jinou skolu, mél u ostatnich spoluzaki v pribéhu od patého do dvaa-
dvacatého dne od nastupu do t¥idy oblibenost (v %) popsanou funkei

(@) 1300d
d2+250°

Jakd byla v daném obdobi studentova prumérna oblibenost?

Reseni:

Vypocitdme stfedni hodnotu spojité funkce na intervalu (5, 22).

22
1 1300d
. d —
/O()dd 22—55d2—|—250dd

22
1 d
_ 7~1300-/7dd
225 J #5250

22

1 1 71
= b 0001 [ln|d2+250|]22
22 -5 2 5
N -1300-1-<1n|222+250|—1n|52+250|>
22 — 5 2
= 37.54 %

Studentova primérnda oblibenost v obdobi od patého do dvaadvacatého dne od na-
stupu do t¥{dy byla cca 38 %.
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KAPITOLA 4

NereSené ulohy

Uloha 4.1. Zderivujte funkce.

(a)y=2a"+z+9-1 (b)y:3x-<—2cos(x))—|—5ln(x)

(c) y = cos (sin(Zx)) d)y=vVrt-z- Cosl(x)
_ N = B tg(l’) . 63:(:—2

(©) y=er -V (0 y= B

Vysledky:

(a) 8z* +1—9-% (b) 2 + 6xsin(z) — 6 cos(x)

(¢) —2sin (sin(2x)) - cos(2x) (d) 4L ;(1 —x- tg(m))

3 /x7  cos(x)
(© ev - (\/% j \/%;O) n e3r2 . ((335 —1) t;g(x) +x- @)
2 \;;3 4z

Uloha 4.2. [27]Vysetiete pribeéh funkce

f(z) = V2x3 — 23.

Vysledky:

D¢ Hy € R, priseciky 21 = 0 a 29 = 3, y = —x + 1 asymptotou v +00 i —o0,
minimum v bodé 0, maximum v bodé 2.

Kladné/zéaporné hodnoty funkce:

x ‘ (—00,0) ‘ (0,3) ‘ (3, +00)
o+ I+ -
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Monotonie:

n [ n [ U

Uloha 4.3. Naleznéte Tayloriv polynom stupné 2 v bodé a = 5 funkce
y = —sin(3z).
Vysledky:
T(x)=1-2 (z—%)2.
Uloha 4.4. Vypodtéte.
(a) [cos?(x)dx (b) flnix) dz
<C) f siilo(sm()x—)fi dz (d) fx2 B cosg(ac) dz
Vysledky:
(a) 5- (x + sin(x) cos(x)) (b) hlz(x)
(€~ (@) % — - tg(e) ~ In|cos(a)

sin(x) — 3 g vl T ’

Uloha 4.5. Vypoététe objem télesa, ktery vznikne rotaci kolem osy z v misté
pod grafem funkce f(r) = —a? + 4.

Vysledky:

512
B

Uloha 4.6. Na  koncert kapely pfichdzeli divaci podle  funkce

u(t) = =2t 4+ 33t? + 15000, kde ¢ je ¢as v minutach a u(t) znac¢i mnozstvi pii-
chozich lidi. Jaka bude maximélni rychlost ristu poctu lidi?

Vysledky:

u'(t) je rychlost rastu, tedy u”(t) = 66 — 12t = 0 = t = %

= u/(4) = 181.5 lidi/min .
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Uloha 4.7. Zisk obchodu je vyjddfen jako funkce podtu pokladen ve firmé
P(x) = 43000x - e %1 kde z je pocet pokladen a P(z) zisk v K¢é. Pti jakém poctu
pokladen je maximalizovan zisk a kolik ¢ini?

Vysledky:

x = 10, maximalni zisk ¢ini cca 158188 K¢.

Uloha 4.8. Rybnik je kontaminovén odpadni vodou z tovarny. MnoZstvi ryb, které
v disledku havarie uhynou za ¢as t € (0,30) v minutéch, je vyjadieno funkei
p(t) = 0.1£2 - e799, Kolik ryb se otravilo béhem prvnich 20 minut?

Vysledky:
Cca 254 ryb.

Uloha 4.9. Funkce poptavky je déna ve tvaru P(q) = 100 — ¢, pficemz q je pocet
ks a P(q) je cena v K¢ zavisla na poptavaném mnozstvi. Jakd je primérnd cena
v rozmezi poptavky mezi 85 a 105 ks?

Vysledky:
Cca 88 Ké¢.
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Zaver

Studenti se casto setkavaji s otazkou, k ¢emu budou potrebovat to, co se v hodinach
matematiky naucili. Psani bakalaiské prace na téma diferencidlniho a integralniho
poc¢tu mne (a snad i studenty) presvédcilo o tom, ze mé toto téma Siroké vyuziti
1 v praxi.

Prace obsahuje teorii nutnou k pochopeni prikladi, dale resené priklady, které stu-
dentim pomohou pochopit uzitecnost dané problematiky v praxi, a také neresené
priklady s vysledky, diky nimz si budou moci zopakovat a procvic¢it nastudovanou
latku. Sbirku bude mozno vyuzivat nejen pii hodinach matematiky, ale i pro samo-
statnou préci studenta, k dalsimu procviceni a lepsimu pochopeni probirané latky.

Ctenaf by mél po dikladném prostudovani prace rozumét zakladnim pojmim
a umeét je aplikovat na feseni realnych problémt nejen v ekonomii. K tomu mu
z této prace zcela jisté pomohla celd fada teoretickych definic, ale hlavné praktické
priklady, obrazky nebo tabulky, které teorii velice dobte ilustruji a které se tykaji
elementarnich funkci, limit funkce, spojitosti funkce, derivaci a jejich aplikaci, neur-
¢itého i urcitého integralu a jeho aplikaci.
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Summary

Students often face the question what is mathematics knowledge from school lessons
good for. Writing a bachelor thesis with the topic of differential and integral calculus
persuaded me (and hopefully the students) that this subject has wide application
in practice.

The work includes the theory which is necessary for students to understand the
examples, then solved examples to help students to understand the usefulness of the
issue in practice. There are also unsolved examples with results that help them
to revise and exercise more deeply the learned matter. The collection will be not
available only when mathematics lessons, but also for independent student work,
for further practising and better understanding of learned matter.

After having properly studied the collection, readers should understand the basic
concepts and be able to apply them for solving real problems, not only in economics.
A lot of theoretical definitions, practical examples, images or tables that illustrate
the theory very well, should help students. These exampes, images and tables are re-
lated to elementary functions, limits of functions, continuity of functions, derivations
and their applications, indefinite and definite integral and its applications.

Keywords mathematics, calculus, function, derivation, integral
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