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Abstrakt
Úkolem bakalářské práce bylo prostudovat řešeńı algebraických a diferenciálńıch rovnic.
Zabýváme se v ńı Bairstowovou metodou, která je pro řešeńı homogenńıch diferenciálńıch
rovnic vyšš́ıch řádu nejvhodněǰśı. Implementace Bairstowovy metody a propojeńı s Gaussovou
eliminačńı metodou. Nakonec jsou provedeny testy na rychlost a přesnost výpočtu.
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Algebraická rovnice, lineárńı rovnice, kvadratická rovnice, kubická rovnice, kořeny poly-
nomů, iteračńı metody, Gaussova eliminačńı metoda, Bairstowova metoda, obyčejné dife-
renciálńı rovnice, homogenńı diferenciálńı rovnice, nehomogenńı diferenciálńı rovnice

Abstract
Bachelor´s thesis purpose was been study solution algebraic and differential equation. We
were studying Bairstow method, which is the most conducive to solution homogenous diffe-
rential equation higher order. Implementation Bairstow method and her connection with
Gauss elimination method. In the end we are performed tests on rate calculation and
accuracy

Keywords
Algebraic equations, linear equation, quadratic equation, cubic equation, roots of polyno-
mial, indirect method, Gauss elimination method, Bairstow method, ordinary differential
equations, homogeneous differential equations, heterogeneous equation

Citace
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2.1 Základńı tvar algebraické rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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Kapitola 1

Úvod

Ćılem této bakalářské práce bylo ověřeńı přesnosti a rychlosti výpočtu homogenńıch dife-
renciálńıch rovnic vyšš́ıch řádu s konstantńımi koeficienty pomoćı systému Bairstow-Gauss.

Ve druhé kapitole je rozebráno řešeńı algebraických rovnic. Jsou zde popsány metody
př́ımé a metody přibližné k určeńı kořen̊u rovnice (iteračńı). Z metod př́ımých jsou uvedeny
rovnice lineárńı, kvadratické, kubické a algebraické rovnice vyšš́ıch řád̊u. Z iteračńıch metod
jsou pak uvedeny např. metoda p̊uleńı intervalu, regula-falsi, Newtonova metoda a daľśı.
Dále je zde popsána Gausova eliminačńı metoda a na konci druhé kapitoly je rozebrána a
vysvětlena Bairstowova metoda.

Třet́ı kapitola se zabývá diferenciálńımi rovnicemi. Popsány jsou obyčejné a separabilńı
diferenciálńı rovnice. Dále jsou uvedeny homogenńı diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u s
konstantńımi koeficienty a nehomogenńı diferenciálńı rovnice druhého řádu.

Ve čtvrté kapitole se nacháźı dva př́ıklady poč́ıtané v programu Maple. Jedná se o
př́ıklady homogenńıch diferenciálńıch rovnic prvńıho a druhého řádu s konstantńımi koefi-
cienty.

Pátá kapitola se zabývá programem pro řešeńı diferenciálńıch a algebraických rovnic.
Je zde popsána implementace, která byla provedena v jazyce C/C++. Na konci je zmı́něn
převod Bairstow-Gauss.

Šestá kapitola se věnuje testováńı programu. A to zejména na rychlost a přesnost
výpočtu.

V sedmé kapitole jsou shrnuty dosažené výsledky bakalářské práce.
Posledńı kapitolou je př́ıloha, kde najdeme daľśı poč́ıtané př́ıklady v programu Maple a

návod na spuštěńı programu.
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Kapitola 2

Algebraické rovnice

2.1 Základńı tvar algebraické rovnice

Rovnici tvaru (2.1):

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x
1 + a0 = 0

(n ∈ N, ai ∈ C; i = 0, 1, ..., n; an 6= 0)
(2.1)

nazýváme algebraickou rovnićı n-tého stupně s jednou neznámou. Č́ısla a0, a1, . . . , an jsou
koeficienty rovnice.

Výrazy:
a0 . . . ablsolutni člen
a1x . . . lineárńı člen
a2x

2 . . . kvadratický člen
aix

i . . . člen i-tého stupně

Komplexńı č́ıslo, které je kořenem alespoň jedné algebraické rovnice s racionálńımi koe-
ficienty, se nazývá algebraické. Komplexńı č́ıslo α se nazývá transcendentńı, právě když
neexistuje žádná algebraická rovnice s racionálńımi koeficienty, která má kořen α.

K určeńı kořen̊u algebraických rovnic existuje řada metod, které budou přesněji posány
dále. Jsou to metody:

• Př́ımá

• Iteračńı

• Gaussova eliminačńı metoda

• Birstowova

• Jiné
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2.2 Metody př́ımé

Tyto metody děĺıme podle stupně polynomu.

2.2.1 Lineárńı rovnice

Lineárńı rovnice s jednou neznámou nazýváme algebraickou rovnićı prvńıho stupně, tj.
rovnici tvaru (2.2) :

ax+ b = 0
(a, b ∈ C, a 6= 0)

(2.2)

Obor pravdivosti je:

P = {− b
a
} (2.3)

2.2.2 Kvadratické rovnice

Kvadratickou rovnićı s jednou neznámou nazýváme algebraickou rovnićı druhého stupně,
tj. rovnici tvaru (2.4) :

ax2 + bx+ c = 0
(a, b, c ∈ C, a 6= 0)

(2.4)

Diskriminant kvadratické rovnice je:

D = b2 − 4ac (2.5)

Kvadratická rovnice s reálnými koeficienty:

ax2 + bx+ c = 0
(a, b, c ∈ R, a 6= 0)

(2.6)

Obor pravdivosti:

P = {−b±
√

D
2a } rovnice má dva navzájem r̊uzné reálné kořeny (D > 0)

P = {− b
a} rovnice má právě jeden reálný dvojnásobný kořen (D = 0)

P = {−b±i
√

D
2a } rovnice má dva komplexně sdružené imaginárńı kořeny (D < 0)

(2.7)
Zvláštńı př́ıpady

• Ryze kvadratická rovnice

x2 + C = 0
(C ∈ R)

(2.8)

Obor pravdivosti:

P = {±i
√
C} (C > 0)

P = {0} (C = 0)
P = {±

√
(−C)} (C < 0)

(2.9)
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• Kvadratická rovnice bez absolutńıho členu

ax2 + bx = 0
(a, b ∈ R, a 6= 0)

(2.10)

Obor pravdivosti:

P = {0,− b
a} (2.11)

• Normovaná kvadratická rovnice

x2 + px+ q = 0
(p, q ∈ R)

(2.12)

Diskriminant je tedy:

D = p2 − 4q = 0 (2.13)

• Kvadratická rovnice s komlexńımi koeficienty

ax2 + bx+ c = 0
(a, b, c ∈ C, c 6= 0)

(2.14)

2.2.3 Kubické rovnice

Kubickou rovnici s jednou neznámou nazýváme algebraickou rovnici třet́ıho stupně, tj.
rovnici tvaru (2.15) :

ax3 + bx2 + cx+ d = 0
(a, b, c, d ∈ C, a 6= 0)

(2.15)

Každou kubickou rovnici můžeme převést na normovaný tvar děleńım rovnice č́ıslem a

x3 +Ax2 +Bx+ C = 0 (2.16)

Každou kubickou rovnici v normovaném tvaru lze substitućı x = y − A
B převést na tzv.

redukovaný tvar

y3 + py + q = 0 (2.17)

Pro řešeńı těchto rovnic se použ́ıvaj́ı Cardanovy vzorce pro (D > 0 nebo D = 0),
pokud je (D < 0) muśıme poč́ıtat s goniometrickými funkcemi.

2.2.4 Algebraické rovnice n-tého stupně

Základńı věta algebry:

Každá algebraická ronice n-tého stupně n ≥ 1 s jednou neznámou má v tělese kom-
plexńıch č́ısel alespoň jeden kořen. Obor pravdivosti P každé algebraické rovnice s oborem
O ⊆ C neńı tedy nikdy prázdnou množinou.
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Pro řešeńı se použ́ıvá:

• rozklad mnohočlenu v součin kořenových činitel̊u

• Vietovy vztahy

2.3 Přibližné metody k určeńı kořen̊u rovnice

2.3.1 Metoda p̊uleńı intervalu

• funkce muśı být spojitá

• součin dvou funkčńıch hodnot je menš́ı než nula

Pokud jsou splněny předchoźı dva body, pak muśı existovat v daném intervalu kořen rovnice.

Princip metody:

Najdeme střed daného intervalu a t́ım nám vzniknou dva intervaly. Vybereme ten, kde
maj́ı funkčńı hodnoty funkce v krajńıch bodech intervalu opačná znaménka ⇒ hledaný
kořen lež́ı v tomto intervalu. Opět vybereme střed nového intervalu a výpočet opakujeme,
dokud nedosáhneme požadované přesnosti.

2.3.2 Metoda tětiv - regula falsi

• funkce muśı být spojitá

• součin dvou funkčńıch hodnot je menš́ı než nula

Pokud jsou splněny předchoźı dva body, pak muśı existovat v daném intervalu kořen rovnice.
Prvńı aproximace kořene vzhledem k bod̊um x1 a x2

x3 = x1 −
(x2 − x1) ∗ f(x1)
f(x2)− f(x1)

(2.18)

Metoda pracuje obdobně jako metoda p̊uleńı intervalu, jenže nebereme sřed intervalu, ale
tento interval vypočteme dle vzorce 2.18

Př́ıklad:

najděte jeden z prvk̊u oboru pravdivosti

P = {x ∈ R|x3 − x+ 7 = 0} (2.19)

př́ıslušná rovnice je tedy

f(x) = x3 − x+ 7 (2.20)

interval je

〈−2.5;−2〉 (2.21)

7



tedy

x1 = −2.5 tzn. f(x1) = −6.125
x2 = −2 tzn. f(x2) = 1

(2.22)

vypočteme x3 dle rovnice 2.18 a dostaneme

x3 = −2, 07 tzn. f(x3) ≈ 0.2 (2.23)

pro daľśı aproximaci použijeme metodu na intervalu 〈x1, x2〉 tzn. 〈−2.5,−2.07〉

2.3.3 Metoda tečen - Newtonova metoda

Metoda už́ıvaná k numerickému řešeńı soustav nelineárńıch rovnic. Nazývá se jako metda
tečen, protože přesněǰśı řešeńı rovnice f(x) = 0 je hledáno ve směru tečny funkce f(x) Pro
výpočet muśıme znát počátečńı hodnotu x0 a derivaci funkce f(x)

Poč́ıtá se podle vzorce:

x1 = x0 −
f(x0)
f ′(x0)

Iteraci provád́ıme tak dlouho, dokud hodnota f(xk) nelež́ı dostatečně bĺızko nuly.

xk+1 = xk −
f(xk)
f ′(xk)

Př́ıklad:

najděte jeden z prvk̊u oboru pravdivosti

P = {x ∈ R|x3 + 2x− 1 = 0} (2.24)

př́ıslušná rovnice je tedy

f(x) = x3 + 2x− 1 (2.25)

z té vypoč́ıtáme

f ′(x) = 3x2 + 2
f ′′(x) = 6x

(2.26)

interval je

〈0; 1〉 (2.27)

zvoĺıme

x1 = 0.5

vypočteme tedy

f(x1) = 0.125
f ′(x1) = 2.75
f ′′(x1) = 3

(2.28)
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podmı́nka f(x1) ∗ f ′′(x1) > 0 je tedy splněna dostaneme tedy

x2 ≈ 0.455
f(x2) ≈ 0.004

(2.29)

2.3.4 Iteračńı metoda

Danou rovnici f(x) = 0 vyjádř́ıme ve tvaru:

x = ϕ(x)

Pokud známe přibližnou hodnotu x1 kořene x0 rovnice a je-li splněna podmı́nka

|ϕ′(x1)| ≤ m < 1

pak

x2 = ϕ(x1)

je lepš́ı aproximaćı. Při daľśım použit́ı dostaneme ještě lepš́ı aproximaci kořene. Při |ϕ′(x)| >
1 muśıme použ́ıt inverzńı funkci k funkci ϕ.

2.3.5 Grafické řešeńı rovnic

Rovnici f(x) = 0, kterou máme řešit, naṕı̌seme ve tvaru ϕ(x) = ψ(x) a sestroj́ıme grafy
funkćı y = ϕ(x) a y = ψ(x). Prvńı souřadnice pr̊useč́ık̊u graf̊u obou funkćı jsou pak reálnými
kořeny rovnice f(x) = 0.

2.3.6 Graeffe - Lobačevského metoda

Tato metoda je navržena př́ımo pro řešeńı algebraických rovnic vyšš́ıho řádu. Dokáže
velmi snadno řešit i komplexńı kořeny. Využ́ıvá několik matematických zákonitost́ı a zde je
zmı́něna pouze pro přehled.

2.4 Gausova eliminačńı metoda

Mějme soustavu n lineárńıch rovnic s n neznámými:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2
.............................................

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = bn

(2.30)

kde a11 6= 0 a determinant soustavy ∆ 6= 0.

9



Postup

Prvńı rovnici soustavy (2.30) vynásob́ıme zlomkem −a21/a11 sečteme s druhou rovnićı.
Potom vynásob́ıme prvńı rovnici soustavy (2.30) zlomkem−a31/a11 a sečteme s třet́ı rovnićı,
atd., až se všechny členy obsahuj́ıćı neznámou x1 u všech rovnic (kromě prvńı rovnice)
eliminuj́ı a p̊uvodńı soustava rovnic (2.30) přejde v soustavu, kde k prvńı rovnici soustavy
(2.30) je připojena soustava n− 1 rovnic s n− 1 neznámými:

a′22x2 + a′23x3 + . . .+ a′2nxn = b′2
a′32x2 + a′33x3 + . . .+ a′3nxn = b′3
.............................................

a′n2x2 + a′n3x3 + . . .+ a′nnxn = b′n

(2.31)

Postupujeme-li u soustavy (2.31) obdobně, dostaneme soustavu n − 2 rovnic o n − 2
neznámých, atd. Konečně ze soustavy (2.30) dostaneme tuto soustavu s trojúhelńıkovou
matićı, která je ekvivalentńı se soustavou (2.30):

a11x1 + a12x2 + a13x3 + . . .+ a1nxn = b1

a′22x2 + a′23x3 + . . .+ a′2nxn = b′2

a′′33x3 + . . .+ a′′3nxn = b′′3

............................ ... ...

a(n−1)
nn xn = b(n−1)

n

z ńıž lze postupně vypoč́ıtat hodnoty všech neznámých, poč́ınaj́ıc výpočtem hodnoty neznámé
xn z posledńı rovnice.

Př́ıklad:

x + 2 y − 0, 7 z = 21
3 x + 0, 2 y − z = 24

0, 9 x + 7 y − 2 z = 27

Prvńı řádek vynásob́ıme (−3) a sečteme s druhým, poté vynásob́ıme znovu prvńı řádek
(−0, 9) a sečteme s třet́ım. Dostáváme tedy:

x + 2 y − 0, 7 z = 21
− 5, 8 y + 1, 1 z = −39

5, 2 y − 1, 37 z = 8, 1

Nyńı vynásob́ıme druhý řádek 5.2
5.8 , třet́ı ·(5, 8) a sečteme se třet́ım.

x + 2 y − 0, 7 z = 21
− 5, 8 y + 1, 1 z = −39

− 11.13
29 z = −779.1

29

Výsledek je tedy x = 30, y = 20, z = 70.
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2.5 Bairstowova metoda

Nejprve rozebereme kvadratickou rovnici v normovaném tvaru (2.5).

x2 + px+ q = 0
(p, q ⊆ R)

(2.32)

Na normovaný tvar lze převést kteroukoliv kvadratickou rovnici (2.4). Tohoto tvaru doćıĺıme
tak, že j́ı budeme dělit koeficientem a. Vznikne nám následuj́ıćı rovnice:

x2 + b
ax+ c

a = 0 (2.33)

Polož́ıme-li p = b
a , p = c

a dostáváme výše zmı́něný normovaný tvar rovnice. Nalezeńı kořen̊u
takovéto rovnice je velmi snadné, uvědomı́me-li si, že plat́ı:

a(x− x1)(x− x2) = 0, resp.(x− x1)(x− x2) = 0

Činitelé x− x1, x− x2 se nazývaj́ı kořenov́ı činitelé. Pro tyto kořeny plat́ı Vietovy vzorce:

x1 + x2 = − b
a

x1x2 = c
a

Bairstowova metoda rozkládá polynom vyšš́ıho stupně na součin polynomů řádu nižš́ıho,
z nichž jeden je vždy prvńıho nebo druhého stupně. Zadaný polynom P (x) se děĺı nor-
movaným polynomem D(x), který je druhého stupně a úpravou koeficient̊u p a q dle zbytku
tak, aby děleńı proběhlo bezezbytku.

Pokud nalezneme koeficienty p a q takové, že děleńı proběhne bezezbytku, je možné z
rovnice (2.5) vypoč́ıtat odpov́ıdaj́ıćı reálné či komplexńı kořeny. Vzniklý polynom Q(x) je
o dva stupně nižš́ı než p̊uvodńı polynom P (x) a stává se novým polynomem, pro který
hledáme řešeńı stejným zp̊usobem. Toto děleńı opakujeme, až nám zbude pouze polynom
stupně druhého či prvńıho.

Př́ıklad 1:

Hledáme kořeny polynomu (2.34), který poděĺıme polynomem (2.35). Děleńım dostaneme
výsledek, který je uveden v rovnici (2.36).

P (x) = x3 + 4x2 + x− 6 (2.34)

D(x) = x2 + 2x− 3 (2.35)

(x3 + 4x2 + x− 6) : (x2 + 2x− 3) = x+ 2
−x3 − 2x2 + 3x

2x2 + 4x
−2x2 − 4x+ 6

0

(2.36)

Zbytek po děleńı je nulový, takže polynom (2.34) lze přepsat na (2.37), což je hledaný
rozklad na součin polynomů nejvýše druhého stupně.

P (x) = Q(x).D(x) = (x+ 2)(x2 + 2x− 3) (2.37)
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Odpov́ıdaj́ıćı kořeny kvadratické rovnice jsou x1 = 1, x2 = −3. Vzniklý polynom Q(x) je
prvńıho stupně, tzn. x3 = −2.

Po děleńı nevznikl žádný zbytek, nebot’ jsme zvolili správné hodnoty koeficient̊u p a q
v rovnici (2.35). Tyto správné hodnoty je nutné ale nějak nalézt. Zp̊usob nalezeńı vhodných
koeficient̊u pro děleńı je uveden v následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 2:

Př́ıkladem polynomu, kdy děleńı proběhne se zbytkem, je rovnice (2.38). Pokud t́ımto poly-
nomem vyděĺıme řešenou rovnici (2.34), dostaneme výpočet (2.39). Zbytek po děleńı je
nenulový. Rozklad, který jsme źıskali, je uveden v rovnici (2.40). Výraz po provedeném
děleńı má tedy obecný tvar (2.41). Na základě hodnot A a B je nutné upravit koeficienty
p a q tak, aby po děleńı platilo A = 0 a B = 0.

D(x) = x2 + x+ 1 (2.38)

(x3 + 4x2 + x− 6) : (x2 + x+ 1) = x+ 3
−x3 − x2 − x

3x2

−3x2 − 3x− 3
−3x− 9

(2.39)

(x3 + 4x2 + x− 6) = (x+ 3)(x2 + x+ 1)− 3x− 9 (2.40)

P (x) = Q(x)D(x) +Ax+B. (2.41)

2.5.1 Iteračńı výpočet

Muśıme určit zp̊usob, jak upravit hodnoty p a q, aby po děleńı platil vztah (2.42).

A = A(p, q) = 0
B = B(p, q) = 0

(2.42)

Pro koeficienty p a q použijeme iteračńı výpočet, ve kterém koeficienty budeme upravovat
o určitý krok h nebo k tak, jak je uvedeno v (2.43) a (2.44). Hodnoty p0 a q0 jsou koeficienty
z předchoźıho zbytkového děleńı, či před prvńım děleńı to jsou náhodně generované hodnoty.

p = p0 + h (2.43)

q = q0 + k (2.44)

Př́ır̊ustky h a k nalezneme následuj́ıćım postupem:
Rozvineme A(p, q) a B(p, q) v okoĺı p0, q0 do Taylorovy řady (2.45)(2.46) a z této řady
použijeme pouze lineárńı člen.

A(p, q) = A(p0, q0) + h
∂A(p0, q0)

∂p
+ k

∂A(p0, q0)
∂q

(2.45)

B(p, q) = B(p0, q0) + h
∂B(p0, q0)

∂p
+ k

∂B(p0, q0)
∂q

(2.46)
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Podle požadavku A = A(p, q) = 0, B = B(p, q) = 0 přeṕı̌seme rovnice (2.45)(2.46) na
(2.47)(2.48). Ty uprav́ıme na tvar (2.49)(2.50).

A(p0, q0) + h
∂A(p0, q0)

∂p
+ k

∂A(p0, q0)
∂q

= 0 (2.47)

B(p0, q0) + h
∂B(p0, q0)

∂p
+ k

∂B(p0, q0)
∂q

= 0 (2.48)

h
∂A

∂p
+ k

∂A

∂q
= −A (2.49)

h
∂B

∂p
+ k

∂B

∂q
= −B (2.50)

Rovnice (2.49) a (2.50) představuj́ı dvě rovnice pro dvě neznámé h a k. Požadované výrazy
∂A
∂p , ∂A

∂q , ∂B
∂p , ∂B

∂q źıskáme z rovnice (2.41).
Nejdř́ıve muśıme do rovnice (2.41) dosadit za D(x) a potom rovnici (2.41) derivovat

(2.51)(2.52).

∂P

∂p
=
∂Q

∂p
D −Qx+

∂A

∂p
x+

∂B

∂p
(2.51)

∂P

∂q
=
∂Q

∂q
D −Q+

∂A

∂q
x+

∂B

∂q
(2.52)

Hledáme extrém, proto muśı platit, l’e derivace v daném bodě muśı být nulová a tedy ∂P
∂p = 0

společně s ∂P
∂q = 0. Po úpravě dostáváme rovnice (2.53) a (2.54).

∂Q

∂p
D −Qx+

∂A

∂p
x+

∂B

∂p
= 0 (2.53)

∂Q

∂q
D −Q+

∂A

∂q
x+

∂B

∂q
= 0 (2.54)

Jestliže rovnice (2.53) a (2.54) uprav́ıme, źıskáme vztah (2.55). Dostáváme rovnici podob-
nou rovnici (2.41). Je to vlastně přepis polynomu Q(x) po provedeńı děleńı polynomem
D(x). Zbytek po děleńı je vyjádřen výrazy ∂A

∂q a ∂B
∂q . Pokud spočteme hodnotu těchto

výraz̊u, budeme moci určit hodnotu koeficient̊u h a k.

Q =
∂Q

∂q
D +

∂A

∂q
x+

∂B

∂q
(2.55)

Rovnici (2.54) vynásob́ıme x a uprav́ıme, dostaneme výrazy (2.56) a (2.57).

∂Q

∂q
Dx−Qx+

∂A

∂q
x2 +

∂B

∂q
x = 0 (2.56)

Qx =
∂Q

∂q
Dx+

∂A

∂q
x2 +

∂B

∂q
x (2.57)

Podobně rovnici (2.53) uprav́ıme na tvar (2.58).

Qx =
∂Q

∂p
D +

∂A

∂p
x+

∂B

∂p
(2.58)
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Levé strany rovnic (2.57) a (2.58) jsou stejné, tedy plat́ı vztah (2.59).

∂Q

∂q
Dx+

∂A

∂q
x2 +

∂B

∂q
x =

∂Q

∂p
D +

∂A

∂p
x+

∂B

∂p
(2.59)

Za D dosad́ıme x2 − px− q a dostaneme (2.60).

∂Q

∂q
(x2 − px− q)x+

∂A

∂q
x2 +

∂B

∂q
x =

∂Q

∂p
(x2 − px− q) +

∂A

∂p
x+

∂B

∂p
(2.60)

Pokud provedeme naznačené operace, dostaneme výraz (2.61). V tomto výrazu srovnáme ko-
eficienty u jednotlivých mocnin x tak, jak je uvedeno v (2.62)(2.63)(2.65)(2.65) a dosad́ıme
výrazy (2.62) do (2.63) a (2.64) a uprav́ıme (2.64) a (2.65), obdrž́ıme zbývaj́ıćı hledané
výrazy pro výpočet h a k (2.66)(2.67).

∂Q

∂q
x3 − ∂Q

∂q
px2 − ∂Q

∂q
qx+

∂A

∂q
x2 +

∂B

∂q
x =

∂Q

∂p
x2 − ∂Q

∂p
px− ∂Q

∂p
q +

∂A

∂p
x+

∂B

∂p
(2.61)

pro x3 :
∂Q

∂q
= 0 (2.62)

pro x2 : −∂Q
∂q

p+
∂A

∂q
=
∂Q

∂p
(2.63)

pro x1 : −∂Q
∂q

q +
∂B

∂q
= −∂Q

∂p
p+

∂A

∂p
(2.64)

pro x0 : −∂Q
∂p

q +
∂B

∂p
= 0 (2.65)

∂A

∂p
=
∂A

∂q
p+

∂B

∂q
(2.66)

∂B

∂p
=
∂A

∂q
q (2.67)

2.5.2 Algoritmus výpočtu

1. Stanov́ıme p0, q0.

2. Polynom P (x) poděĺıme polynomem D(x) = x2 − px − q. Vznikne polynom Q(x).
Vypočtené koeficienty A, B dosad́ıme do soustavy rovnic (2.49) a (2.50).

3. Vypočtený polynom Q(x) poděĺıme znovu polynomem D(x) = x2 − px− q. Źıskáme
daľśı požadované výrazy ∂A

∂q a ∂B
∂q pro soustavu rovnic (2.49) a (2.50).

4. Dosazeńım výraz̊u ∂A
∂q a ∂B

∂q do rovnic (2.66) a (2.67) źıskáme zbývaj́ıćı výrazy ∂A
∂p a

∂B
∂p .

5. Výpočtem soustavy rovnic (2.49) a (2.50) stanov́ıme h a k.

6. Hodnoty h a k které nám vzniknou, dosad́ıme do rovnic (2.43) a (2.44) a opakujeme
postup od bodu 2. Muśıme stanovit kritérium pro zastaveńı výpočtu.
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2.6 Metody jiné

Do této skupiny bych zařadil metodu s automatickým zastaveńım výpočtu při nalezeńı
řešeńı.

Metoda s automatickým zastaveńım

Tato metoda použ́ıvá rovnice (2.68) k vypočteńı hodnot kořen̊u daného polynomu f(x).
Hodnota počátečńı podmı́nky je startovaćı bod, od kterého zač́ıná hledáńı kořene rovnice
a λ určuje směr hledáńı t́ım zp̊usobem, že hledaný kořen lež́ı na vzestupné části polynomu
(pro hodnoty λ záporné) nebo na sestupné části polynomu (pro hodnoty λ kladné).

Touto metodou lze nalézt všechny reálné kořeny funkce tak, že po nalezeńı prvńıho
kořene se posuneme o zvolený krok a vyzkouš́ıme, zda-li se se stejnou hodnotou λ dostaneme
do stejného bodu (nepřeskočili jsme žádný jiný kořen), otoč́ıme znaménko hodnoty λ a
vypoč́ıtáme daľśı kořen. Takto lze nalézt všechny reálné kořeny polynomu.

Nevýhodou metody je jej́ı nestabilita při špatné volbě parametru λ.

dx

dt
= λ ∗ f(x) f ′(0) = pp (2.68)
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Kapitola 3

Diferenciálńı rovnice

3.1 Obyčejné diferenciálńı rovnice

Obyčejná diferenciálńı rovnice n-tého řádu v implicitńım tvaru

F (x, y, y′, . . . , yn) = 0

Obyčejná diferenciálńı rovnice rozřešená vzhledem k derivaci největš́ıho řádu

yn = f(x, y, y′, . . . , y(n−1))

3.2 Obyčejné diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

Obyčejná diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

F (x, y, y′) = 0

Obyčejná diferenciálńı rovnice rozřešená vzhledem k derivaci největš́ıho řádu

y′ = f(x, y)

pozn. f je funkce dvou proměnných x, y definovaná na nějaké množině G ⊂ <2.

3.3 Separabilńı diferenciálńı rovnice

Obyčejná diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

y′ = f(x, y) (3.1)

Funkce f(x, y) je separabilńı, pokud ji lze vyjádřit jako součin dvou funkćı g(x) a h(y)
Rovnice 3.1 pak bude vypadat

dy

dx
= g(x)h(y)

odděĺıme (separujeme) proměnné

dy

h(y)
= g(x)dx
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zintegrujeme obě strany a dostaneme obecné řešeńı∫
dy

h(y)
=

∫
g(x)dx+ C

kde C je integračńı konstanta.

Př́ıklad:

Řešte rovnici:

y′ = 3x2(y − 2)

na intervalu x ∈ (−1, 1), počátečńı podmı́nky y(−1) = 1
Rovnici uprav́ıme na tvar

dy

y − 2
= 3x2dx

zintegrujeme rovnici

ln(y − 2) = x3 + ln(C) (3.2)

dosad́ıme počátečńı podmı́nku do rovnice 3.2 a dostaneme

1 = 2 + e−13 · C

vypočteme integračńı konstantu

C = −e

tu dosad́ıme do obecného řešeńı 3.2 a źıskáme partikulárńı řešeńı

y = 2− ex
3

e−1

3.4 Lineárńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

Tvar rovnice

a(x)y′ + b(x)y + cx = 0

Lineárńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu v normovaném tvaru

y′ + p(x)y + q(x) = 0

Homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

y′ + p(x)y = 0 (3.3)

Obecné řešeńı rovnice 3.3 ∫
1
y
dy = −

∫
p(x)dx
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Nehomogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

y′ + p(x)y + q(x) = 0

3.5 Homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice druhého řádu s
konstantńımi koeficienty

Základńı tvar rovnice

ay′′ + by′ + cy = 0

kde
a, b, c ∈ < a 6= 0

Charakteristická rovnice

ar2 + br + c = 0

řešeńı

r1,2 = − b

2a
±

√
b2 − 4ac

4a2

Při řešeńı charakteristické rovnice mohou nastat tyto 3 př́ıpady:

1. Oba kořeny jsou reálné a od sebe r̊uzné.

r1 6= r2 r1, r2 ∈ <

Řešeńı diferenciálńı rovnice je

y = C1 · er1x + C2 · er2x

2. Oba kořeny jsou reálné a sobě rovné.

r1 = r2 r1, r2 ∈ <

Řešeńı diferenciálńı rovnice je

y = erx(C1x+ C2)

3. Dva komplexně sdružené kořeny.

r1,2 = a± bi

Řešeńı diferenciálńı rovnice je

y = eαx[C1cos(βx) + C2sin(βx)]
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Př́ıklad 1:

Máme rovnici:

2y′′ − 8y′ + 6y = 0 y(0) = −1, y′(0) = 2 (3.4)

charakteristická rovnice:

2r2 − 8r + 6 = 0

charakteristická rovnice po úpravě

r2 − 4r + 3 = 0

vypoč́ıtané kořeny jsou tedy

r1 = 3, r2 = 1

Obecné řešeńı je tedy

y = C1 · e3x + C2 · ex (3.5)

prvńı derivace rovnice (3.5)

y′ = 3C1e
3x + C2e

x (3.6)

dosad́ıme počátečńı podmı́nky do rovnic (3.5) a (3.6) a dostáváme soustavu

−1 = C1 + C2

2 = 3C1 + C2

vypočtené integračńı konstanty jsou tedy

C1 =
3
2

C2 = −5
2

dosad́ıme do obecného řešeńı a źıskáme partikulárńı řešeńı.

y =
3
2
· e3x − 5

2
· ex

Př́ıklad 2:

Máme rovnici:

4y′′ + 4y′ + y = 0 y(0) = −1, y′(0) = −2 (3.7)

charakteristická rovnice:

4r2 + 4r + 1 = 0
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má dvojnásobný kořen

r1,2 = −1
2

Obecné řešeńı je tedy

y = e−
x
2 (C1x+ C2) (3.8)

Derivace obecného řešeńı.

y′ = −1
2
e

x
2 · (C1 + C2x− 2C2) (3.9)

dosad́ıme počátečńı podmı́nky do rovnic (3.8) a (3.9) a dostaneme soustavu

−1 = C1

−2 =
C1

2
+ C2

vypočtené integračńı konstanty jsou

C1 = −1 C2 = −3
2

dosad́ıme je do obecného řešeńı (3.8) a źıskáme partikulárńı řešeńı.

y = −e−
x
2 +

3
2
xe−

x
2 = e−

x
2 (−1 +

3x
2

)

Př́ıklad 3:

Máme rovnici

y′′ + 4y′ + 29y = 0 y(0) = 0, y′(0) = 10 (3.10)

Charakteristická rovnice

r2 + 4r + 29 = 0

vypoč́ıtané kořeny jsou

r1,2 = −2± 5i

obecné řešeńı je

y = C1e
−2tcos(5t) + C2e

−2tsin(5t) (3.11)

derivace obecného řešeńı

y′ = C1(−2e−2xcos(5x)− 5e−2xsin(5x)) + C2(−2e−2xsin(5x)− 5e−2xcos(5x)) (3.12)

dosazeńım počátečńıch podmı́nek obdrž́ıme soustavu rovnic

0 = C1

10 = −2C1 + 5C2
(3.13)
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vypoč́ıtané integračńı konstanty jsou tedy

C1 = 0, C2 = 2

Výsledek je tedy

y = 2e−2xsin(5x) (3.14)

3.6 Nehomogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice
druhého řádu s konstantńımi koeficienty

Základńı tvar rovnice

ay′′ + by′ + cy = s(x)

kde

x ∈ (J), a 6= 0
a, b, c . . . konstanty
s . . . spojitá funkce na intervalu J

Nejprve řeš́ıme homogenńı diferenciálńı rovnici pro s(x) ≡ 0 tzn.

ay′′ + by′ + cy = 0

z toho pak charakteristická rovnice

ar2 + br + c = 0

Př́ıklad:

Máme rovnici

y′′ + 2y′ − 8y = 3sinx

řešeńı př́ıslušné homogenńı diferenciálńı rovnice

y′′ − 2y′ − 8y = 0

charakteristická rovnice

r2 − 2r − 8 = 0

vypoč́ıtané kořeny jsou

r1 = 4, r2 = −2

řešeńı homogenńı diferenciálńı rovnice je tedy

y = C1e
4x + C2e

−2x (3.15)
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protože s(x) = 3sinx hledáme partikulárńı integrál ve tvaru

y = A sinx+B cosx
y′ = A cosx−B sinx
y′′ = −A sinx−B cosx

po dosazeńı do výchoźı rovnice máme

−A sinx−B cosx− 2A cosx+ 2B sinx− 8A sinx− 8B cosx = 3 sinx

porovnáńım koeficient̊u dostaneme

−9A+ 2B = 3
−9B − 2A = 0

odkud

A = −27
85

B =
6
85

obecné řešeńı je tedy

y = C1e
4x +

C2

e2x
− 27

85
sinx+

6
85

cosx

3.7 Homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice třet́ıho řádu s
konstantńımi koeficienty

Základńı tvar:

y′′′ + ay′′ + by′ + cy = 0 (3.16)

Charakteristická rovnice:

r3 + ar2 + br + c = 0

Po vyřešeńı charakteristické rovnice mohou nastat tyto př́ıpady:

1. Všechny kořeny jsou reálné a od sebe r̊uzné.

r1 6= r2 6= r3, r3 6= r1, (r1, r2, r3 ∈ <)

Řešeńı diferenciálńı rovnice je

y = C1 · er1x + C2 · er2x + C3 · er3x
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2. Dva reálné kořeny jsou si rovny a třet́ı je r̊uzný.

r1 = r2 = r, r3 6= r, (r, r3 ∈ <)

Řešeńı diferenciálńı rovnice je

y = (C1x+ C2)erx + C3 · er3x

3. Všechny kořeny jsou reálné a sobě rovné.

r1 = r2 = r3 = r, (r ∈ <)

Řešeńı diferenciálńı rovnice je

y = (C1x
2 + C2x+ C3)erx

4. Jeden kořen je reálný a zbylé dva jsou komplexně sdružené.

r1 ∈ <, r2,3 = α± iβ, (α, β ∈ <)

Řešeńı diferenciálńı rovnice je

y = C1e
r1x + [C2cos(βx) + C3sin(βx)]eαx

Př́ıklad:

Máme rovnici:

y′′′ − 2y′′ − y′ + 2y = 0

počátečńı podmı́nky:

y(0) = −2, y′(0) = 1, y′′(0) = 4

charakteristická rovnice:

r3 − 2r2 − r + 2 = 0

vypoč́ıtané kořeny

r1 = 2, r2 = −1, r3 = 1

obecné řešeńı je tedy

y = C1 · e2t + C2 · e−t + C3 · et

prvńı derivace

y′ = 2C1 · e2t − C2 · e−t + C3 · et

druhá derivace

y′′ = 4C1 · e2t − C2 · e−t + C3 · et
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dosad́ıme počátečńı podmı́nky

−2 = C1 + C2 + C3

1 = 2C1 − C2 + C3

4 = 4C1 + C2 + C3

vypoč́ıtané integračńı konstanty:

C1 = 2, C2 = −1
2 , C3 = −7

2

partikulárńı řešeńı je tedy

y = 2e2t − 1
2
e−t − 7

2
et

3.8 Homogenńı diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u s
konstantńımi koeficienty obecně

Základńı tvar rovnic vyšš́ıch řád̊u:

any
(n) + a(n−1)y

(n−1) + . . .+ a1y
′ + a0 = 0 (3.17)

Charakteristická rovnice:

anr
n + a(n−1)r

(n−1) + . . .+ a1r + a0 = 0 (3.18)

Po vyřešeńı charakteristické rovnice mohou nastat tyto 3 př́ıpady:

1. Všechny kořeny jsou reálné a od sebe r̊uzné.

r1 6= r2 6= . . . 6= rn, (r1, r2, . . . , rn ∈ <)

Pak řešeńı diferenciálńı rovnice je

y = C1e
r1x + C2e

r2x + . . .+ Cne
rnx

2. Dva či v́ıce reálných kořen̊u je si rovno.

r1 = r2 = . . . = rn, (r1, r2, . . . , rn ∈ <)

Pak řešeńı diferencíılńı rovnice je

y = (Cnx
n + . . .+ C1x+ C2)erx + . . .

3. Jedna či v́ıce dvojic kořen̊u je komplexně sdružená.

r1,2 = a1 ± bi

Pak řešeńı diferenciálńı rovnice je

y = (C1cos(b1x) + C2sin(b1x))ea1x + . . .
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Kapitola 4

Maple

4.1 Př́ıklady poč́ıtané v programu Maple

V této kapitole jsou pro ukázku uvedeny dva př́ıklady poč́ıtané v programu Maple.

Prvńı př́ıklad je homoggenńı rovnice 1.̌rádu a druhý je homogenńı rovnice 2.̌rádu s kon-
stantńımi koeficienty, se dvěma reálnými kořeny.

Daľśı př́ıklady diferenciálńıch rovnic 2. a 3. řádu jsou uvedeny v př́ıloze.
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Kapitola 5

Program

5.1 Implementace

Programu můžeme předávat několik parametr̊u (viz. př́ıloha). Po zpracováńı parametr̊u
mohou nastat dva př́ıpady.

• dojde k interaktivńımu zpracováńı a jsou vypisovány př́ıpadné výzvy

• je spuštěn režim, ve kterém se př́ımo zadávaj́ı koeficienty

Data je nutné mı́t v přesně stanoveném formátu.

5.1.1 Datové struktury

Je zde několik poĺı, které maj́ı mohutnost dle stanového řádu diferenciálńı rovnice. Tento
řád je vyjádřen parametrem n. Nejd̊uležiděǰśı pole, které tvoř́ı přechod mezi Bairstowovou
metodou a Gaussovou metodou, je pole matrix. Vznikne složeńım dvou poĺı, v prvńım se
nacháźı koeficienty u neznámých, v druhém parametry načtené ze vstupu. Daľśı d̊uležitou
strukturou je cislo ze které je tvořeno pole. V této struktuře se nacháźı následuj́ıćı položky:

• priznak

• cislo1

• znamenko

• cislo2

priznak . . . proměnná, která obsahuje př́ıznak reálného nebo komplexńıho kořene
cislo1 . . . položka, která obsahuje hodnotu reálného či komplexńıho č́ısla
znamenko . . . proměnná, podle které urč́ıme sin nebo cos č́ısla
cislo2 . . . proměnná, ve které nalezneme imaginárńı část komplexńıho č́ısla, pokud byl kořen
kompexńı.

5.1.2 Funkce a procedury

Prvńı procedurou je procedura InitVal, jej́ım parametrem je řád diferenciálńı rovnice,
druhým pak pole počátečńıch podmı́nek v bodě 0. Tato procedura slouž́ı k výpisu výzvy a
k načteńı koeficient̊u diferenciálńı rovnice.
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Procedura CalcRootsBair je těžǐstěm Bairstowovy metody. Provád́ı se do té doby,
dokud nedosáhneme požadované přesnosti, či nedojde k úplnému rozložeńı polynomu charak-
teristické rovnice. Tato procedura obsahuje několik dynamických poĺı, které slouž́ı k úpravám
koeficient̊u p a q vzniklých během běhu. Tyto koeficienty jsou poč́ıtány iteračńım zp̊usobem
popsaným v dř́ıve (viz. Bairstowova metoda). Součást́ı cyklu procedury je též voláńı funkćı
pro výpočet kvadratické a lineárńı rovnice. Nakonec se pomocná pole vymažou.

V proceduře Kvard docháźı k nalezeńı kořen̊u kvadratické rovnice. Tyto kořeny mohou
být realné nebo komplexńı.

Procedura LinR slouž́ı pro řešeńı lineárńı rovnice, nebot’ během rozkladu Bairstowovou
rovnićı se můžeme dostat až k lineárńımu tvaru rovnice.

Procedura solution poč́ıtá systém rovnic řádu n. Jsou z ńı volány ńıže popsané proce-
dury. Nakonec se zavolá procedura funkce result.

Funkce consistent zjǐst’uje, zda-li je daný systém rovnic konsistentńı a jsme schopni
výpočtu, pokud ne, vrát́ı chybu.

Ve funkci result se pracuje s hodnotou vrácenou funkćı consistent, pokud je systém
nekonzistentńı vyṕı̌se chybu, jinak dojde k voláńı funkce evaluate.

Funkce evaluate provede vynásobeńı řádk̊u matice, tak jak je zapotřeb́ı při výpočtu
soustavy.

5.2 Převod Bairstow - Gauss

Mějme diferenciálńı rovnici:

y(n) + an−1y
(n−1) + . . .+ a1y

′ + a0 = 0 (5.1)

Hledejme řešeńı rovnice (5.1) ve tvaru y = eλt, kde λ je zat́ım neznámé č́ıslo. Dosazeńım
do rovnice (5.1) dostáváme:

λneλt + an−1λ
n−1eλt + . . .+ a0e

λt = 0 (5.2)

Tuto rovnici vyděĺıme eλt a dostáváme :

λn + an−1λ
n−1 + . . .+ a0 = 0 (5.3)

Výslednou rovnici nazýváme charakteristickou rovnićı diferenciálńı rovnice (5.1).
Tato charakteristická rovnice je shodná s algebraickou rovnićı n-tého řádu, pro výpočet

jejich kořen̊u poul’ijeme Bairstowovu metodu.

5.2.1 Př́ıklad 1:

Máme lineárńı diferenciálńı rovnici čtvrtého řádu s konstantńımi koeficienty:

y′′′′ − y′′′ − 7y′′ + y′ + 6y = 0 (5.4)

29



Počátečńı podmı́nky
y(0) = 3
y′(0) = 4
y′′(0) = 5
y′′′(0) = 6

Charakteristická rovnice vypoč́ıtaná Bairstowovou metodou

r4 − r3 − 7r2 + r + 6 = 0

Vypoč́ıtané kořeny

r1 = 1
r2 = −1
r3 = −2
r4 = 3

Obecné řešeńı je tedy:

y = C1e
t + C2e

−t + C3e
−2t + C4e

3t (5.5)

Pro určeńı partikulárńıho řešeńı potřebujeme prvńı, drouhou a třet́ı derivaci obecného
řešeńı. Po dosazeńı do vypočtených derivaćı dostáváme:

C1 + C2 + C3 + C4 = 3
C1 + −1 C2 + −2 C3 + 3 C4 = 4
C1 + 1 C2 + 4 C3 + 9 C4 = 5
C1 + −1 C2 + −8 C3 + 27 C4 = 6

Vypoč́ıtané koeficienty jsou tedy:

C1 = 3.33
C2 = −0.75
C3 = 0.15
C4 = 0.26

Partikulárńı řešeńı:

y = 3.33et − 0.75e−t + 0.15e−2t + 0.26e3t (5.6)

5.2.2 Př́ıklad 2:

Máme lineárńı diferenciálńı rovnici třet́ıho řádu s konstantńımi koeficienty:

y′′′ − 2y′′ − y′ + 2y = 0 (5.7)

Počátečńı podmı́nky
y(0) = −2
y′(0) = 1
y′′(0) = 4
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Charakteristická rovnice vypoč́ıtaná Bairstowovou metodou

r3 − 2r2 − r + 2 = 0

Vypoč́ıtané kořeny

r1 = 2
r2 = −1
r3 = 1

Obecné řešeńı je tedy:

y = C1e
2∗t + C2e

−t + C3e
t (5.8)

Pro určeńı partikulárńıho řešeńı potřebujeme prvńı, drouhou a třet́ı derivaci obecného
řešeńı. Po dosazeńı do vypočtených derivaćı dostáváme:

C1 + C2 + C3 = − 2
2 C1 − 1 C2 + C3 = 1
4 C1 + C2 + C3 = 4

Vypoč́ıtané koeficienty jsou tedy:

C1 = 2
C2 = −0.5
C3 = −3.5

Partikulárńı řešeńı:

y = 2e2∗t − 0.5e−t − 3.5et (5.9)

Pokud řeš́ıme diferenciálńı rovnici s jinými počátečńımi podmı́nkami než v bodě 0, tak
se derivace komplikuj́ı a výpočet je mnohem složitěǰśı. Výpočet je velice komplikovaný i
pokud jsou kořeny komplexńı.
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Kapitola 6

Testy

6.1 Rychlost výpočtu obecného řešeńı

V této části test̊u jsme se zaměřili na rychlost výpočtu kořen̊u ve srovnáńı s programem
Matlab. Testovali jsme na poč́ıtači AMD Athlon 1800+ MHz s 640 MB RAM.

Počet koeficient̊u polynomu (n) Matlab čas (s) Bairstow čas (s)
10 0.001 0.00
25 0.002 0.00
50 0.008 0.00
100 0.035 0.00
200 0.459 0.03
300 1.518 0.08
400 3.948 0.16
500 6.536 0.26
750 21.329 0.66
1000 52.836 1.21
1500 172.306 3.26
2000 560.354 7.17

Z tabulky i grafu je patrné, že zat́ımco rychlost výpočtu v Matlabu exponenciálně rostla
spolu s mocnost́ı polynomu. Rychlost Bairstowa si zachovávala lineárńı trend i při velmi
vysokém počtu rovnic. Možnou komplikaci z hlediska rychlosti může zp̊usobit nevhodná
volba počátečńıch hodnot parametr̊u p a q Bairstowovy metody, ale se zvyšuj́ıćım se
výpočetńım výkonem je tato ztráta rychlosti minimálńı. Jistou nevýhodou Gaussovy elim-
inačńı metody je zaokrohlováńı během výpočtu. Tuto vlastnost jsme změnili zvýšeńım
přesnosti výpočtu.
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 Srovnání Matlab x Bairstow
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Obrázek 6.1: Srovnáńı Bairstow a Matlab

6.2 Stabilita numerického řešeńı

Vedle problémů s chybou numerického řešeńı diferenciálńıch rovnic mohou ještě vyvstat
problémy s jeho stabilitou. Je-li numerické řešeńı stabilńı, tak se ńıže popsané chyby vnášené
do výpočtu v každém kroku vhodně utlumuj́ı a nerostou. Naopak, při nestabilitě se tyto
chyby kumuluj́ı a mohou nar̊ust tak, že výsledky jsou zcela nepoužitelné. Na stabilitu řešeńı
má opět vliv velikost kroku h, a to tak, že s rostoućım krokem se pravděpodobnost nesta-
bility zvyšuje. Pro každou diferenciálńı rovnici existuje krok při kterém nestabilita zač́ıná -
hovoř́ıme o mezńım kroku stability řešeńı.

6.3 Přesnost numerického řešeńı

Numerické řešeńı diferenciálńı rovnice záviśı nejen na nezávisle proměnné t , ale i na velikosti
kroku h . Aby přibližné řešeńı Y odpov́ıdalo analytickému (přesnému) řešeńı y , muśı platit
podmı́nka konvergence

lim
h→0

Y (t, h) = y(t)

tedy přesnost numerického řešeńı je t́ım větš́ı, č́ım menš́ı je krok h . U krokových metod vy-
jadřujeme přesnost resp. chybu metody pomoćı mocniny h a hovoř́ıme o metodě př́ıslušného
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řádu. V př́ıpadě Eulerovy metody je to přesnost 1.̌rádu h. Tento údaj nám slouž́ı pouze
k hrubému odhadu chyby, tedy např. je-li h = 0.1 , dá se očekávat, že přesné bude prvńı
desetinné mı́sto výsledku.

O odhad se jedná předevš́ım proto, že chyba záviśı nejen na velikosti kroku, ale i na
tvaru funkce v okoĺı právě poč́ıtaného bodu. Z toho logicky vyplývá, že chyba numerického
řešeńı se může v jeho jednotlivých částech (pro r̊uzná t) lǐsit.Tato chyba je chyba metody
a protože souviśı s diskretizaćı nezávisle proměnné, ř́ıká se j́ı chyba diskretizačńı.

Při numerickém řešeńı se však do výpočt̊u vnáš́ı ještě daľśı chyba souvisej́ıćı se skutečnost́ı,
že výpočetńı prostředek (poč́ıtač) pracuje pouze na omezený počet platných mı́st. Tato
chyba souviśı také s velikost́ı kroku h, protože v rovnici Yi+1 = Yi + h ∗ g(ti, yi) pro
i = 0, 1, 2 . . . může docházet při násobeńı hodnoty funkce g krokem h ke značným řádovým
posun̊um. Je to chyba zaokrouhlovaćı a jej́ı velikost je t́ım větš́ı, č́ım menš́ı je krok h.
Celková chyba je pak součtem obou, jak je znázorněno na obr. 6.2.

 

Obrázek 6.2: Chyba Eulerovy metody

Diskretizačńı chyba u Eulerovy metody záviśı na kroku lineárně, ale obecně tomu tak
neńı. Zmı́něné dvě chyby p̊usob́ı proti sobě. Abychom zjistili skutečnou chybu numerického
řešeńı konkrétńı rovnice (a to v praxi obvykle potřebujeme), muśıme postupovat empiricky
následuj́ıćım zp̊usobem:

• podle požadované přesnosti a řádu přesnosti zvolené metody numerického řešeńı ODR
odhadneme potřebnou velikost kroku h,

• nalezneme řešeńı s t́ımto zvoleným krokem,

• krok zmenš́ıme, např. na polovinu,

• nalezneme řešeńı se zmenšeným krokem,
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• hodnoty závisle proměnné z obou řešeńı ve stejných bodech nezávisle proměnné
porovnáme a předpokládáme, že správné jsou ty dekadické řády výsledk̊u, které se u
obou řešeńı nelǐśı,

• pokud nejsme se źıskanou přesnost́ı spokojeni, krok dále zmenš́ıme a porovnáváme
vždy výsledky dvou posledńıch krok̊u; to děláme tak dlouho, až nám přesnost vy-
hovuje.

Z toho, co bylo řečeno o chybách a stabilitě, vyplývá, že nemůžeme numerické řešeńı
matematických model̊u provádět mechanicky, ale muśıme nad ńım přemýšlet a vypracovat
si vždy zp̊usob jak výsledky kontrolovat. Protože lze předpokládat, že budeme většinou
řešit problémy z praxe, je nám velkou pomoćı právě možnost kontroly výsledk̊u srovnáńım
s realitou, s fyzikálńı podstatou veličin a s praktickými omezeńımi jejich hodnot.

6.3.1 Taylorova řada

Předpokládejme, že máme funkci f(t), která má v bodě t = a derivace až do n-tého řádu.
Pomoćı Taylorovy řady jsme schopni nalézt polynom p(t) stupně n ve tvaru

p(t) = c0 + c1(t− a) + c2(t− a)2 + c3(t− a)3 + · · ·+ cn(t− a)n (6.1)

se středem v bodě a takový, který splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

f(a) = p(a), f ′(a) = p′(a), f ′′(a) = p′′(a), f ′′′(a) = p′′′(a), . . .

Z předcházej́ıćıch rovnic lze odvodit vztah pro výpočet koeficient̊u c1, c2, . . . cn

ck =
fk(a)
k!

Z toho plyne známý zápis Taylorovy řady:

p(t) = f(a) +
f ′(a)

1!
(t− a) +

f ′′(a)
2!

(t− a)2 + · · ·+ fn(a)
n!

(t− a)n (6.2)

V této kapitole budeme srovnávat analytické řešeńı s Bairstowem a programem TKSL,
který pracuje prostřednictv́ım výše zmı́něné Taylorovy řady.
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Lineárńı homogenńı diferenciálńı rovnice druhého řádu

Při řešeńı diferenciálńıch rovnic vyšš́ıch řád̊u je potřeba v programu TKSL převést rovnici
vyšš́ıho řádu pomoćı vhodných substitućı na soustavu rovnic řádu prvńıho. Při řešeńı
následuj́ıćıho př́ıkladu bylo tedy nutné provést následuj́ıćı úpravy. Podobně se postupo-
valo i u daľśıch př́ıklad̊u.

y′′ + 2y′ + 10y = 0 → y′ = z, z′ = 10z − 25y y(0) = 0, z(0) = −1

Př́ıklad 1:

Řešte rovnici:
y′′ + 2y′ + 10y = 0

S počátečńı podmı́nkou y(0) = 0, y′(0) = −1.

y = −x · e5∗x

Srovnáńı TKSL a Bairstow

Obrázek 6.3: Homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice druhého řádu s konstantńımi koefi-
cienty. Srovnáńı Bairstow a TKSL
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Zápis v TKSL:

y’= z &0;
z’= 10*z - 25*y &-1;
u= -t*exp(5*t);

Zápis v programu Bairstow:

Order of equation = 2
2-tn coeficient of derivation = 1
1-tn coeficient of derivation = 2
0-tn coeficient of derivation = 10
next solution ? y
0-tn coeficient = 0
1-tn coeficient = -1

Výsledek programu Bairstow:

y = -t exp(5t)

Homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice druhého řádu

Př́ıklad 2:

Řešte rovnici:
y′′ + 6y′ + 9y = 0

S počátečńı podmı́nkou y(0) = −6, y′(0) = 18.

y = −6 · e−3t

Zápis v TKSL:

y’ = z &-6;
z’ = -6*z -9*y &18;
u = -6 * exp(-3*t);

Zápis v programu Bairstow:

Order of equation = 2
2-tn coeficient of derivation = 1
1-tn coeficient of derivation = 6
0-tn coeficient of derivation = 9
next solution ? y
0-tn coeficient = -6
1-tn coeficient = 18

Výsledek programu Bairstow:

y = -6 exp(-3t)
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Obrázek 6.4: Homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice druhého řádu s konstantńımi koefi-
cienty. Srovnáńı Bairstowa a TKSL

Homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice třet́ıho řádu

Př́ıklad 3:

Řešte rovnici:
y′′′ − 2y′′ − y′ + 2y = 0

S počátečńı podmı́nkou y(0) = −2, y′(0) = 1, y′′(0) = 4.

y = 2e2t − 2, 5e−t − 0, 5et

Zápis v TKSL:

y’ = z &-2;
z’ = w &1;
w’ = 2*w + z -2*y &4;
u = 2 * exp(2*t) - 1/2 * exp(-t) - 7/2 *exp(t);

Zápis v programu Bairstow:

Order of equation = 3
3-tn coeficient of derivation = 1
2-tn coeficient of derivation = -2
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1-tn coeficient of derivation = -1
0-tn coeficient of derivation = 2
next solution ? y
0-tn coeficient = -2
1-tn coeficient = 1
2-tn coeficient = 4

Výsledek programu Bairstow:

y =2 exp(2t) - 2,5 exp(-t) - 0,5 exp(t)

 

Obrázek 6.5: Homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice druhého řádu s konstantńımi koefi-
cienty. Srovnáńı Bairstowa a TKSL

Během test̊u se nám podařilo udržet chybu velmi malou i při velkém počtu krok̊u, proto
můžeme považovat metodu nalezeńı obecného řešeńı diferenciálńı rovnice za stabilńı.
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Kapitola 7

Závěr

Z d̊uvodu velmi zdlouhavého analytického řešeńı, je někdy vhodněǰśı použ́ıt řešeńı nu-
merické. U zkoumaného zp̊usobu výpočtu jsme došli k závěru, že v některých př́ıpadech je
numerické řešeńı za použit́ı sestaveného zp̊usobu jako analytické.

Bakalářská práce ověřila, že použit́ı Bairstowovy metody je výhodné hlavně z hlediska
vysoké rychlosti výpočtu lineárńıch homogenńıch rovnic vyšš́ıch řád̊u s konstantńımi koefi-
cienty.

V testech dále prokázala svou přesnost, která je při dobré volbě koeficient̊u stejná jako
u analytického řešeńı.

Nevýhodou ovšem je, že nalezneme řešeńı pouze v př́ıpadě, když charakteristická rovnice
má reálné kořeny a počátečńı podmı́nky jsou zadány vzhledem k bodu 0.

Tento zp̊usob řešeńı by mohl být dále uplatněn v modelovaćıch nástroj́ıch pro spojitou
simulaci, hlavně kv̊uli své rychlosti. Samozřejmě může i posloužit jako učebńı pomůcka a
nástroj pro rychlé zjǐstěńı řešeńı diferenciálńı rovnice.
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Kapitola 8

Př́ıloha

8.1 Obsah přiloženého CD

• /Latex obsahuje dokumentaci bakalářské práce

• /TKSL obsahuje zdrojové kódy programu TKSL

• /Maple obsahuje zdrojové kódy programu Maple

• /Matlab obsahuje zdrojové kódy programu Matlab

• /Program obsahuje zdrojové kódy C/C++

• /Gnuplot obsahuje zdrojové kódy Gnuplot
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8.2 Návod

Program může být spuštěn ve dvou módech:

• interaktivńı

• př́ıkazový

Př́ıkazový mód je spouštěn primárně. Data je možno zadávat př́ımo nebo vytvořit dávkový
soubor. Jejich tvar muśı být následuj́ıćı: na prvńım řádku je zapsána mocnost polynomu
(řádu rovnice) ve standartńım formátu. Poté následuje prázdný řádek a každý daľśı řádek
obsahuje jeden koeficient polynomu. Nakonec následuj́ı počátečńı podmı́nky, které jsou
zapsány stejným zp̊usobem jako koeficienty.

2y′′ − 8y′ + 6y = 0

S počátečńı podmı́nkou y(0) = −1, y′(0) = 2.

Př́ıklad:

Interaktivńı spuštěńı vypadá následovně:

Order of equation = 2
2-tn coeficient of derivation = 2
1-tn coeficient of derivation = -8
0-tn coeficient of derivation = 6
next solution ? y
0-tn coeficient = -1
1-tn coeficient = 2

Daľśımi volbami programu jsou :

• -h zobraźı stručnou nápovědu

• -t zobraźı čas výpočtu obecného řešeńı

• -i spust́ı interaktivńı režim

8.3 Př́ıklady v Maple
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Obrázek 8.1: Homogenńı diferenciálńı rovnice 2.̌rádu

43









4 5

Obrázek 8.2: Homogenńı diferenciálńı rovnice 2.̌rádu
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Obrázek 8.3: Homogenńı diferenciálńı rovnice 3.̌rádu
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