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Abstrakt

Ukolem bakaldiské prace bylo prostudovat feSeni algebraickych a diferencidlnich rovnic.
Zabyvame se v ni Bairstowovou metodou, ktera je pro feSeni homogennich diferencidlnich
rovnic vy8sich fadu nejvhodnéjsi. Implementace Bairstowovy metody a propojeni s Gaussovou
eliminac¢ni metodou. Nakonec jsou provedeny testy na rychlost a piesnost vypoctu.
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Abstract

Bachelor “s thesis purpose was been study solution algebraic and differential equation. We
were studying Bairstow method, which is the most conducive to solution homogenous diffe-
rential equation higher order. Implementation Bairstow method and her connection with
Gauss elimination method. In the end we are performed tests on rate calculation and
accuracy
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Kapitola 1

Uvod

Cilem této bakalaiské prace bylo ovéreni pfesnosti a rychlosti vypoctu homogennich dife-
rencidlnich rovnic vyssich fadu s konstantnimi koeficienty pomoci systému Bairstow-Gauss.

Ve druhé kapitole je rozebrano teseni algebraickych rovnic. Jsou zde popsany metody
piimé a metody pfiblizné k uréeni kofent rovnice (itera¢ni). Z metod piimych jsou uvedeny
rovnice linedrni, kvadratické, kubické a algebraické rovnice vyssich fadu. Z iteraénich metod
jsou pak uvedeny napi. metoda puleni intervalu, regula-falsi, Newtonova metoda a dalsi.
Déle je zde popsdna Gausova elimina¢ni metoda a na konci druhé kapitoly je rozebrana a
vysvétlena Bairstowova metoda.

Treti kapitola se zabyva diferencialnimi rovnicemi. Popsdny jsou obycejné a separabilni
diferencialni rovnice. Déle jsou uvedeny homogenni diferencidlni rovnice vyssich fadua s
konstantnimi koeficienty a nehomogenni diferencialni rovnice druhého radu.

Ve ctvrté kapitole se nachézi dva piiklady pocitané v programu Maple. Jedna se o
ptiklady homogennich diferencidlnich rovnic prvniho a druhého fadu s konstantnimi koefi-
cienty.

Paté kapitola se zabyva programem pro feSeni diferencialnich a algebraickych rovnic.
Je zde popsdna implementace, kterd byla provedena v jazyce C/C++. Na konci je zminén
prevod Bairstow-Gauss.

Sesté kapitola se vénuje testovani programu. A to zejména na rychlost a presnost
vypoctu.

V sedmé kapitole jsou shrnuty dosazené vysledky bakalaiské préce.

Posledni kapitolou je ptiloha, kde najdeme dalsi pocitané ptriklady v programu Maple a
navod na spusténi programu.



Kapitola 2

Algebraické rovnice

2.1 Zakladni tvar algebraické rovnice
Rovnici tvaru (2.1):

™ + apn_12" P+ ...+ azt +ap=0
(neN,a; € C;i=0,1,....,n;a, #0)

nazyvame algebraickou rovnici n-tého stupné s jednou neznamou. Cisla ag, ay, ..., a, jsou
koeficienty rovnice.

Vyrazy:
agp ... ablsolutni c¢len
arr  ...linedrnt c¢len
asx® ... kvadraticky clen
a;xt ... ¢len i-tého stupné

Komplexni ¢islo, které je kofenem alespon jedné algebraické rovnice s raciondlnimi koe-
ficienty, se nazyva algebraické. Komplexni ¢islo a se nazyva transcendentni, pravé kdyz
neexistuje zadnd algebraickd rovnice s raciondlnimi koeficienty, ktera ma kofen .

K urceni kotent algebraickych rovnic existuje fada metod, které budou presnéji posany
déle. Jsou to metody:

e Prima

Iteracni

e Gaussova elimina¢ni metoda

Birstowova

e Jiné



2.2 Metody primé
Tyto metody délime podle stupné polynomu.

2.2.1 Linearni rovnice

Linearni rovnice s jednou neznamou nazyvame algebraickou rovnici prvniho stupné, tj.
rovnici tvaru (2.2) :

ar+b=0
(a,be C,a+0) (2:2)
Obor pravdivosti je:
P={-2 (2.9
={- .

2.2.2 Kvadratické rovnice

Kvadratickou rovnici s jednou neznamou nazyvame algebraickou rovnici druhého stupné,
tj. rovnici tvaru (2.4) :

ar’? +br+c=0

(a,b,c € C,a #0) (2.4)
Diskriminant kvadratické rovnice je:
D = b* — 4ac (2.5)
Kvadraticka rovnice s realnymi koeficienty:
2 _
ax®+br+c=0 (2.6)
(a,b,c € R,a #0)
Obor pravdivosti:
P = %@} rovnice md dva navzdjem rizné redlné koreny (D >0)

. b . . PR . . . . .
P={-2 A rovnice md prdvé jeden redlny dvojndsobny koren (D =0)
pP= {%} rovnice md dva komplexné sdruzené imagindrni koteny (D < 0)

(2.7)
Zvlastni pripady
e Ryze kvadraticka rovnice
2?2+ C=0 (2.8)
(C eR) '

Obor pravdivosti:

P = {+iV/C} (C >0)
P = {0} (C=0) (2.9)
P={x/(-C)} (C<0)



e Kvadraticka rovnice bez absolutniho ¢lenu

ax® +bxr =0

(a,beR,a #0) (2.10)
Obor pravdivosti:
P={0,-%} (2.11)
e Normovand kvadratickd rovnice
22 +pr4+q=0
2.12
(p.¢ €R) (2.12)
Diskriminant je tedy:
D=p?>—4g=0 (2.13)
e Kvadraticka rovnice s komlexnimi koeficienty
2 _
ax®+br+c=0 (2.14)

(a,b,ce C,c#0)

2.2.3 Kubické rovnice

Kubickou rovnici s jednou nezndmou nazyvame algebraickou rovnici t¥etiho stupné, tj.
rovnici tvaru (2.15) :

ard + b2 +cx+d=0

(a,b,c,d € C,a #0) (2.15)

Kazdou kubickou rovnici muzeme pievést na normovany tvar délenim rovnice ¢islem a

r3+ Ar’ + Bz +C =0 (2.16)
Kazdou kubickou rovnici v normovaném tvaru lze substituci z = y — % prevést na tzv.
redukovany tvar
Y2 4+py+q=0 (2.17)
Pro feseni téchto rovnic se pouzivaji Cardanovy vzorce pro (D > 0 nebo D = 0),
pokud je (D < 0) musime pocitat s goniometrickymi funkcemi.
2.2.4 Algebraické rovnice n-tého stupné
Zakladni véta algebry:
Kazd4a algebraickd ronice n-tého stupné n > 1 s jednou nezndmou mé v télese kom-

plexnich ¢isel alesponl jeden kotfen. Obor pravdivosti P kazdé algebraické rovnice s oborem
O C C neni tedy nikdy prazdnou mnozinou.



Pro tesent se pouzivd:
e rozklad mnohoélenu v souéin kofenovych ¢initelu

e Vietovy vztahy

2.3 Priblizné metody k urceni kofenu rovnice
2.3.1 Metoda piileni intervalu

e funkce musi byt spojita

e soucin dvou funkénich hodnot je mensi nez nula

Pokud jsou splnény piredchozi dva body, pak musi existovat v daném intervalu kofen rovnice.
Princip metody:

Najdeme stied daného intervalu a tim nam vzniknou dva intervaly. Vybereme ten, kde
maji funkéni hodnoty funkce v krajnich bodech intervalu opacnd znaménka = hledany
kofen lezi v tomto intervalu. Opét vybereme stfed nového intervalu a vypocet opakujeme,
dokud nedosdhneme pozadované presnosti.

2.3.2 Metoda tétiv - regula falsi
e funkce musi byt spojita
e soucin dvou funkénich hodnot je mensi nez nula

Pokud jsou splnény predchozi dva body, pak musi existovat v daném intervalu kofen rovnice.
Prvni aproximace kofene vzhledem k bodum x7 a x5
(w2 — m1) * f(21)
r3 = &1 — (2.18)
f(@2) — f(21)
Metoda pracuje obdobné jako metoda puleni intervalu, jenze nebereme sied intervalu, ale
tento interval vypocteme dle vzorce 2.18

Piiklad:

najdéte jeden z prvkia oboru pravdivosti

P={recR|z’—2+7=0} (2.19)
ptislusnd rovnice je tedy
flx)=a -z +7 (2.20)
interval je
(—2.5;—2) (2.21)



tedy

x1 =—2.5 tzn. f(z1)=—6.125

xo=—-2 tzn. f(za)=1 (2.22)
vypocteme x3 dle rovnice 2.18 a dostaneme
rg =—2,07 tzn. f(x3)~0.2 (2.23)

pro dalsi aproximaci pouzijeme metodu na intervalu (xy, z2) tzn. (—2.5, —2.07)

2.3.3 Metoda tecen - Newtonova metoda

Metoda uzivand k numerickému feSeni soustav nelinedrnich rovnic. Nazyva se jako metda
tecen, protoze presnéjsi feseni rovnice f(x) = 0 je hleddno ve sméru teény funkce f(x) Pro
vypocet musime znat pocateéni hodnotu xg a derivaci funkce f(x)

Pocita se podle vzorce:

1 = 2y — 4 F0)
f'(xo)
Iteraci provadime tak dlouho, dokud hodnota f(xj) nelezi dostate¢né blizko nuly.
Thtl = Tk — fax)
f'(xk)
Priklad:
najdéte jeden z prvkia oboru pravdivosti
P={zcR|z’+2zx—-1=0} (2.24)
ptislusné rovnice je tedy
flx)=a+22 1 (2.25)

z té vypocitame

f'(x) =322 +2

I (2.26)
interval je
(0; 1) (2.27)
zvolime
1 = 0.5

vypocteme tedy

f(xz1) =0.125

f(x1) =2.75 (2.28)

f'(@1) =3



podminka f(z1) * f”(x1) > 0 je tedy splnéna dostaneme tedy

f(x2) =~ 0.004 (2.29)

2.3.4 Iterac¢ni metoda

Danou rovnici f(z) = 0 vyjadiime ve tvaru:

T = ¢(r)

Pokud zname pribliznou hodnotu z; kofene xg rovnice a je-li splnéna podminka

P (z1) <m <1

pak

T9 = (1)

je lepsi aproximaci. Pri dalsim pouzit{ dostaneme jesté lepsi aproximaci kofene. Pii |¢'(z)| >
1 musime pouzit inverzni funkci k funkei ¢.

2.3.5 Grafické reSeni rovnic

Rovnici f(z) = 0, kterou mame Fesit, napiSeme ve tvaru ¢(z) = 1 (x) a sestrojime grafy
funkei y = ¢(z) ay = ¥(x). Prvni souradnice pruseciku graft obou funkei jsou pak redlnymi
kofeny rovnice f(z) = 0.

2.3.6 Graeffe - Lobacevského metoda

Tato metoda je navrzena pirimo pro feSeni algebraickych rovnic vyssiho fadu. Dokéze
velmi snadno Fesit i komplexni kofeny. Vyuziva nékolik matematickych zdkonitosti a zde je
zminéna pouze pro piehled.

2.4 Gausova eliminacni metoda
Méjme soustavu n linedrnich rovnic s n nezndmymi:

a1121 + a1 + ... + a1pTy = b1
a1 + agere + ... + agpx, = by (2.30)

an121 + oo + ... + annn = by

kde a11 # 0 a determinant soustavy A # 0.



Postup

Prvni rovnici soustavy (2.30) vyndsobime zlomkem —asg;/a1; seéteme s druhou rovnici.
Potom vynédsobime prvni rovnici soustavy (2.30) zlomkem —ag; /a11 a seCteme s teti rovnici,
atd., az se v8echny c¢leny obsahujici nezndmou z; u vSech rovnic (kromé prvni rovnice)
eliminuji a puvodni soustava rovnic (2.30) ptrejde v soustavu, kde k prvni rovnici soustavy
(2.30) je pfipojena soustava n — 1 rovnic s n — 1 nezndmymi:

ahoTy + absrs + ... + ab,x, = b
/ / / —
A30T2 + A3373 + ... + a3, 1, = by (2.31)

/ / / /
9% + Qa3 + ... + Ty = b,

Postupujeme-li u soustavy (2.31) obdobné, dostaneme soustavu n — 2 rovnic o n — 2
nezndamych, atd. Kone¢né ze soustavy (2.30) dostaneme tuto soustavu s trojihelnikovou
matici, kterd je ekvivalentni se soustavou (2.30):

a11T1 + a1202 + 41373 + ... +apr, = by
!/ / / /
a22$2 + a23$3 + “ e + a/2n$n = 2
" " 11
(n—1) _ (n—1)
Gy ' Tn, = by

z niz lze postupné vypocitat hodnoty vSech nezndmych, po¢inajic vypoctem hodnoty nezndmé
Ty, z posledni rovnice.

Piiklad:
x + 2y — 0,7 z = 21
3z + 0,2 y — z = 24
0,9 =z + Ty — 2 z = 27

Prvni fddek vynédsobime (—3) a se¢teme s druhym, poté vyndsobime znovu prvni rddek
(—0,9) a sec¢teme s tfetim. Dostavame tedy:

r + 2y — 0,7 z = 21
— 58 y + 1,1 z = -39
52 y — 1,37 z = 8,1
Nyni vyndsobime druhy fadek %, tieti -(5,8) a seCteme se tietim.
x + 2y — 0,7 z = 21
- 58 y + 1,1 z = -39
_o1s o, 7791
29 29

Vysledek je tedy x = 30, y = 20, z = 70.
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2.5 Bairstowova metoda
Nejprve rozebereme kvadratickou rovnici v normovaném tvaru (2.5).

22 +pr+q=0
(p.a CR)

Na normovany tvar lze pievést kteroukoliv kvadratickou rovnici (2.4). Tohoto tvaru docilime
tak, ze ji budeme délit koeficientem a. Vznikne ndm nésledujici rovnice:

(2.32)

?+ir4+<=0 (2.33)

Polozime-li p = g, p = ¢ dostavame vyse zminény normovany tvar rovnice. Nalezen{ kofent

takovéto rovnice je velmi snadné, uvédomime-li si, ze plati:
a(x —x1)(x — x2) = 0,resp.(x — z1)(z —x2) =0
Cinitelé © — z1, © — 9 se nazyvaji korenovi éinitelé. Pro tyto kofeny plati Vietovy vzorce:

b
T+ T2 =—4
T1T2 =

Is2[s)

Bairstowova metoda rozklada polynom vyssiho stupné na soucin polynomu fadu nizsiho,
z nichz jeden je vzdy prvniho nebo druhého stupné. Zadany polynom P(z) se déli nor-
movanym polynomem D(z), ktery je druhého stupné a tipravou koeficientt p a g dle zbytku
tak, aby déleni probéhlo bezezbytku.

Pokud nalezneme koeficienty p a g takové, ze déleni probéhne bezezbytku, je mozné z
rovnice (2.5) vypocitat odpovidajici redlné ¢i komplexni koteny. Vznikly polynom Q(x) je
o dva stupné nizsi nez puvodni polynom P(x) a stivd se novym polynomem, pro ktery
hledame feseni stejnym zpusobem. Toto déleni opakujeme, az ndm zbude pouze polynom
stupné druhého ¢i prvniho.

Priiklad 1:

Hleddme kofeny polynomu (2.34), ktery podélime polynomem (2.35). Délenim dostaneme
vysledek, ktery je uveden v rovnici (2.36).

Pz) =2+ 42® + 2 — 6 (2.34)
D(z) =2® 42z —3 (2.35)

(23 4+422 +2-6): (22 + 20 —-3) =2 +2
—x3 — 222 4+ 32
222 + 4z (2.36)
—22% — 4z +6
0

Zbytek po déleni je nulovy, takze polynom (2.34) lze piepsat na (2.37), coz je hledany
rozklad na sou¢in polynomu nejvyse druhého stupné.

P(z) = Q(z).D(z) = (z + 2)(«* + 2z — 3) (2.37)

11



Odpovidajici kofeny kvadratické rovnice jsou 1 = 1, x9 = —3. Vznikly polynom Q(x) je
prvniho stupné, tzn. x3 = —2.

Po déleni nevznikl zddny zbytek, nebot jsme zvolili spravné hodnoty koeficientt p a ¢
v rovnici (2.35). Tyto spravné hodnoty je nutné ale néjak nalézt. Zpusob nalezeni vhodnych
koeficientu pro déleni je uveden v nasledujicim prikladu.

Priklad 2:

Piikladem polynomu, kdy déleni probéhne se zbytkem, je rovnice (2.38). Pokud timto poly-
nomem vydélime Fesenou rovnici (2.34), dostaneme vypocet (2.39). Zbytek po déleni je
nenulovy. Rozklad, ktery jsme ziskali, je uveden v rovnici (2.40). Vyraz po provedeném
déleni mé tedy obecny tvar (2.41). Na zdkladé hodnot A a B je nutné upravit koeficienty
p a q tak, aby po déleni platilo A=0a B =0.

D(z)=a2?+z+1 (2.38)

(3 +4da?+2—-6): (22 +2+1)=2+3

—2—2? -z
3z (2.39)
—32% - 32 -3
-3z -9
(2 +42° +2—6)=(z+3)(2* +z+1)—32 -9 (2.40)
P(z) = Q(z)D(x) + Az + B. (2.41)

2.5.1 Iteracni vypocet
Musime ur¢it zpusob, jak upravit hodnoty p a ¢, aby po déleni platil vztah (2.42).

A=A(p,q) =0

B=Blpq) =0 (2.42)

Pro koeficienty p a ¢ pouzijeme iteracni vypocet, ve kterém koeficienty budeme upravovat
o urc¢ity krok h nebo k tak, jak je uvedeno v (2.43) a (2.44). Hodnoty pp a qo jsou koeficienty
z predchoziho zbytkového déleni, ¢i pred prvnim déleni to jsou ndhodné generované hodnoty.

p=po+h (2.43)

qg=qo+k (2.44)

Piirastky h a k nalezneme nésledujicim postupem:
Rozvineme A(p,q) a B(p,q) v okoli pgy, qo do Taylorovy fady (2.45)(2.46) a z této fady
pouzijeme pouze linedrni ¢len.

_ aA(pOa QO) 8A(p07 qO)

A(p,q) = A(po, q0) + h ot k 9 (2.45)
_ 9B(po; q0) | , 9B(po, q0)

B(p,q) = B(po,q0) + h 5 T o, (2.46)



Podle pozadavku A = A(p,q) = 0, B = B(p,q) = 0 pfepiseme rovnice (2.45)(2.46) na
(2.47)(2.48). Ty upravime na tvar (2.49)(2.50).

dA(po, qo)

A(po, q0) +h o T k P 0 (2.47)
B(po, q0) + haB(f;;’ ©) kaB(gg’ ©) _ (2.48)
h?a? + k%;l =-A (2.49)
h%f + kaaqu ~-B (2.50)

Rovnice (2.49) a (2.50) predstavuji dvé rovnice pro dvé nezndmé h a k. Pozadované vyrazy
%, %, %—ﬁ, %—Ij ziskame z rovnice (2.41).
Nejdiive musime do rovnice (2.41) dosadit za D(x) a potom rovnici (2.41) derivovat

(2.51)(2.52).

oP 0Q 0A 0B
— —Z*pD_ - - 2.51
o =~ o Qx + o T+ op (2.51)
oP 0Q 0A 0B
— _Z*D_ - -— 2.52
dq dq @+ dq T dq ( )
Hleddme extrém, proto musi platit, le derivace v daném bodé musi byt nulova a tedy %—1; =0

spole¢né s %—1; = 0. Po tpravé dostavame rovnice (2.53) a (2.54).

2Q 0A 9B
2Q 0A OB

Jestlize rovnice (2.53) a (2.54) upravime, ziskdme vztah (2.55). Dostavame rovnici podob-
nou rovnici (2.41). Je to vlastné pfepis polynomu Q(z) po provedeni déleni polynomem
D(x). Zbytek po déleni je vyjadien vyrazy %—A a %—B. Pokud spo¢teme hodnotu téchto
q q

vyrazl, budeme moci uréit hodnotu koeficienti b a k.

90 . OA OB
Q 3q + 8qx+ 34 (2.55)

Rovnici (2.54) vyndsobime = a upravime, dostaneme vyrazy (2.56) a (2.57).

2, 0A , 0B

_ JRN— —_— fry 2.
94 T — Qx + 8qm + 8qw 0 (2.56)
oQ 0A , OB
= ey L2 22 2.
Qx 9 x+ 8(1:6 + 8qx (2.57)

Podobné rovnici (2.53) upravime na tvar (2.58).

oQ 0A 0B
— D - 2.
Qx ap + 8px + ap (2.58)
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Levé strany rovnic (2.57) a (2.58) jsou stejné, tedy plati vztah (2.59).

oQ 0A , 0B 0Q 0A 0B
9 8qa: + 8(]&6— 8pD+ ap$+ op (2.59)

Za D dosadime z? — pz — ¢ a dostaneme (2.60).

a—Q(xz—px—q)x—l—%xQ—l—a—Bx:a—Q

0
22 —pr—q)+ —x + — 2.60
34 34 34 ap( pr —q) ) ) (2.60)

Pokud provedeme naznacené operace, dostaneme vyraz (2.61). V tomto vyrazu srovname ko-
eficienty u jednotlivych mocnin x tak, jak je uvedeno v (2.62)(2.63)(2.65)(2.65) a dosadime
vyrazy (2.62) do (2.63) a (2.64) a upravime (2.64) a (2.65), obdrzime zbyvajici hledané
vyrazy pro vypocet h a k (2.66)(2.67).

QR ;3 0Q 5 0Q 0A
—X
dq

oB @xQ oQ 0Q  0A 0B

- - 7 - 2 - — - 7 - 7 - -
8qpx 24 qr + aqx + aq:c ap 8ppa: 8pq+ 8p:z:+ ap (2.61)
pro 3 8822 =0 (2.62)
0Q 0A  0Q
2 N —_—— _— = —
pro z° : 9 p+ 9~ (2.63)
0Q 0B 0Q 0A
1 N —_—— —_— = —— —_—
pro x 3g q+ 34 ap D ap (2.64)
0Q 0B
0 M —_——_— _—=
pro x ap q+ ap 0 (2.65)
0A 0A 0B
ap 8qp+ 34 (2.66)
0B  0A
9 ~ 9q° (2.67)

2.5.2 Algoritmus vypoctu

1.

2.

Stanovime pg, qo.

Polynom P(x) podélime polynomem D(z) = 2% — pz — q. Vznikne polynom Q(z).
Vypoctené koeficienty A, B dosadime do soustavy rovnic (2.49) a (2.50).

Vypoéteny polynom Q(z) podélime znovu polynomem D(z) = 22 — px — q. Ziskdme

dalsi pozadované vyrazy % a %—? pro soustavu rovnic (2.49) a (2.50).

0A

. Dosazenim vyrazu Bq @ %—5 do rovnic (2.66) a (2.67) ziskdme zbyvajici vyrazy %—‘2 a

9B
op*

Vypoctem soustavy rovnic (2.49) a (2.50) stanovime h a k.

. Hodnoty h a k které ndm vzniknou, dosadime do rovnic (2.43) a (2.44) a opakujeme

postup od bodu 2. Musime stanovit kritérium pro zastaveni vypoctu.
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2.6 Metody jiné

Do této skupiny bych zaradil metodu s automatickym zastavenim vypoctu pii nalezeni
feSeni.

Metoda s automatickym zastavenim

Tato metoda pouziva rovnice (2.68) k vypocéteni hodnot kofent daného polynomu f(z).
Hodnota poc¢atecni podminky je startovaci bod, od kterého za¢ind hledani kofene rovnice
a A urCuje smér hledani tim zpusobem, Zze hledany kofen lezi na vzestupné ¢asti polynomu
(pro hodnoty A zadporné) nebo na sestupné ¢asti polynomu (pro hodnoty A kladné).

Touto metodou lze nalézt vSechny redlné kotfeny funkce tak, Ze po nalezeni prvniho
kotene se posuneme o zvoleny krok a vyzkousime, zda-li se se stejnou hodnotou A dostaneme
do stejného bodu (nepieskocili jsme zadny jiny kofen), oto¢ime znaménko hodnoty A\ a
vypocitame dalsi kofen. Takto 1ze nalézt vSechny realné kofeny polynomu.

Nevyhodou metody je jeji nestabilita pfi Spatné volbé parametru .

% =X f(z) f(0)=pp (2.68)
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Kapitola 3

Diferencialni rovnice

3.1 Obycejné diferencialni rovnice
Oby¢ejna diferencidlni rovnice n-tého fadu v implicitnim tvaru

F(x7y’y/7"‘7yn) :0

Oby¢ejna diferencidlni rovnice roziesena vzhledem k derivaci nejvétsiho fadu
yn = f(x7 y? y/7 R 7y(n_1))

3.2 Obycejné diferencialni rovnice prvniho fadu
Oby¢ejna diferencidlni rovnice prvniho fadu
F(z,y,9') =0

Oby¢ejna diferencidlni rovnice roziesena vzhledem k derivaci nejvétsiho fadu

y = f(z,y)

pozn. f je funkce dvou proménnych z,y definovana na néjaké mnoziné G C R2.

3.3 Separabilni diferencialni rovnice
Oby¢ejna diferencidlni rovnice prvniho radu

y' = flz,y) (3.1)

Funkce f(x,y) je separabilni, pokud ji lze vyjadfit jako sou¢in dvou funkei g(z) a h(y)
Rovnice 3.1 pak bude vypadat

Y = 4()hiy)

oddélime (separujeme) proménné



zintegrujeme obé strany a dostaneme obecné feSeni

/}jz):/g(x)d:z—i—C

kde C je integra¢ni konstanta.

Priiklad:
Reste rovnici:
y' = 3%y —2)
na intervalu x € (—1, 1), po¢ateéni podminky y(—1) =1

Rovnici upravime na tvar

m = 3x2drc

zintegrujeme rovnici
In(y —2) = 23 + In(C) (3.2)
dosadime pocateéni podminku do rovnice 3.2 a dostaneme
1=2+¢".C
vypocteme integra¢ni konstantu
C=—e
tu dosadime do obecného feseni 3.2 a ziskdme partikularni feSeni

3

e
Z/ZQ—F

3.4 Linearni diferencialni rovnice prvniho radu

Tvar rovnice

a(z)y +b(x)y +cx=0

Linearni diferencidlni rovnice prvniho fadu v normovaném tvaru

Y +p(x)y+q(z) =0

Homogenn{ linearni diferencidlni rovnice prvniho fadu

Y +p(x)y =0 (3.3)

Obecné feSeni rovnice 3.3
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Nehomogenni linearni diferencialni rovnice prvniho fadu
y +p(@)y +q(z) =0
3.5 Homogenni linearni diferencialni rovnice druhého radu s
konstantnimi koeficienty
Zéakladni tvar rovnice

ay’ +by +cy=0

kde
a,bceR a#0

Charakteristickd rovnice

ar? +br+c¢=0
feSeni
b b2 — 4dac
7“172 = —% + Tﬂ
P#i feSeni charakteristické rovnice mohou nastat tyto 3 piripady:
1. Oba koieny jsou realné a od sebe ruzné.
1 757“2 r1,T2 € R
Resent diferencidlni rovnice je
y=C1-e"" +Cy -
2. Oba koreny jsou realné a sobé rovné.
71T = T2 r1,T2 € id
Resend diferencidlni rovnice je
Yy = €T$(C1ZL‘ + 02)
3. Dva komplexné sdruzené koteny.
rr2=a + bi
Resend diferencidlni rovnice je

y = e**[Creos(Bx) + Casin(fz)]

18



Priklad 1:

Mdame rovnici:

2y" =8y’ +6y=0  y(0)=—-1,4/(0) =2

charakteristickd rovnice:

22— 8 +6=0

charakteristicka rovnice po upravée

P —4r+3=0

vypocitané kofeny jsou tedy

7“1:3, ro =1

Obecné teseni je tedy

y201'63$+02‘6$

prvni derivace rovnice (3.5)

y = 3013 + Che®

dosadime pocateéni podminky do rovnic (3.5) a (3.6) a dostavame soustavu

-1 = Ci1+Cy
2 = 3C1+Cy

vypoctené integra¢ni konstanty jsou tedy

c; = =

C = —=

Priklad 2:

Mdéme rovnici:

" +4y' +y=0  y(0)=-1,4(0) = -2

charakteristickd rovnice:

42 +4r+1=0

19
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ma dvojndsobny kotfen

r2=—7
Obecné teseni je tedy

Yy = e’%(C’m + Cs)

Derivace obecného feSeni.

1 2
y/ = —585 . (Cl —+ CQI‘ — 202)

dosadime pocateéni podminky do rovnic (3.8) a (3.9) a dostaneme soustavu

-1 = O
—2 == ?—FCQ

vypoctené integra¢ni konstanty jsou

Ch=-1 Cy=-3

dosadime je do obecného feseni (3.8) a ziskdme partikularni feSeni.

Priiklad 3:

Mame rovnici

y'+4y +29y =0 y(0)=0,4'(0) =10

Charakteristicka rovnice
r? 4+ 4r +29=0
vypocitané kofeny jsou
1,2 = —2+5
obecné feseni je
y = Cre~*cos(5t) + Cye *tsin(5t)

derivace obecného Feseni

Y = C1(—2e"*®cos(bz) — be T sin(5z)) 4+ Co(—2e¢ % sin(5z) — be~ > cos(5x))
dosazenim pocateénich podminek obdrzime soustavu rovnic

0 = ¢y
10 = =207+ 50,
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vypocitané integrac¢ni konstanty jsou tedy

Ci1=0, Cy=2
Vysledek je tedy

y = 2~ *%sin(5x) (3.14)

3.6 Nehomogenni linearni diferencialni rovnice
druhého radu s konstantnimi koeficienty

Zakladni tvar rovnice

ay” + by’ + cy = s(x)

kde
ze (), a#0
a,b,c ... konstanty
S ... spojitd funkce na intervalu J

Nejprve fesime homogenni diferencidlni rovnici pro s(z) = 0 tzn.

ay” +by +cy=0

z toho pak charakteristicka rovnice
ar? +br+c¢=0

Piiklad:

Mdéme rovnici

y" 4+ 2y — 8y = 3sinx
feSeni piislusné homogenni diferencidlni rovnice
y' —2y —8y=0
charakteristickd rovnice
r2—2r—8=0

vypocitané kofeny jsou

7“1:4, 7‘2:—2

feSeni homogenni diferencidlni rovnice je tedy

y = Cre'® + Che ™" (3.15)

21



protoze s(z) = 3sinz hleddme partikuldrni integral ve tvaru

y = Asinxz+ Bcosz
= Acosx — Bsinx

= —Asinx — Bcosz

po dosazeni do vychozi rovnice mame

—Asinz — Becosx —2Acosx +2Bsinz — 8Asinx — 8B cosx = 3sinx

porovnanim koeficientu dostaneme

—9A+2B =
—9B —2A =
odkud
27
A = ——
85
_ 6
-8
obecné feSeni je tedy
2
y = Cre*® + % — 8—;sinx+ 35 052

3.7 Homogenni linearni diferencialni rovnice tiretiho radu s
konstantnimi koeficienty

Zéakladni tvar:

"

v +ay” +by +cy=0 (3.16)

Charakteristickd rovnice:

rP+ar’+br+c=0

Po vyfteSeni charakteristické rovnice mohou nastat tyto pripady:
1. VSechny koreny jsou realné a od sebe razné.
r1#ro#ry, rg£ry, (ri,ra,rs €RN)
Resend diferencidlni rovnice je

y = Cl'erlx—{—CQ-emx—f-Cg'eTSw
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2. Dva realné koieny jsou si rovny a tieti je rizny.
rn=ro=r r3#r, (r,r3eR)
Resend diferencidlni rovnice je
y = (Crx+ Cy)e"™ 4 C3 - "7
3. VSechny koreny jsou realné a sobé rovné.
rn=reo=rg=r, (reR)
Resend diferencidlni rovnice je
y = (C12% 4 Cha + C3)e™
4. Jeden kofen je realny a zbylé dva jsou komplexné sdruzené.
rmeR, mz=atif, (o,BeRN)
Resend diferencidlni rovnice je
y = C1e"" + [Cocos(Bz) + Cssin(Bx)]e™”

Piiklad:

Mdéme rovnici:

y///72y//7y/+2y20

pocatecéni podminky:

y(0) = —2,4'(0) = 1,4"(0) = 4

charakteristicka rovnice:

=22 —r4+2=0

vypocitané koreny

obecné TeSeni je tedy

y=0C1-e? +Cy-et+C5- ¢

prvni derivace

y/=201-62t—02~6_t+03~6t

druhé derivace
y//:4cl-€2t—02'67t+03-6t
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dosadime pocateéni podminky

-2 = C1+0Cy+C5
= 2C1 - Cy+C5
4 = 4C1+Cy+ C4

vypocitané integrac¢ni konstanty:

Cr=2, Cy=—3, C3=-—

[\GIEN]

partikularni feSeni je tedy

1 7
— 92t _ Zpt _ Lot
Y e 26 26

3.8 Homogenni diferencialni rovnice vyssich radu s
konstantnimi koeficienty obecné

Zékladni tvar rovnic vyssich radu:

any™ + a(n,l)y("fl) +... 4wy +ag=0 (3.17)
Charakteristicka rovnice:

anr”™ + a(n,l)r(”fl) +...+air+a =0 (3.18)
Po vyieseni charakteristické rovnice mohou nastat tyto 3 pripady:
1. VSechny kotreny jsou realné a od sebe razné.
rLFETeE . FErn, (r1,7r2,..., 7 €ER)
Pak tesent diferencidlni rovnice je

y=Cr1e"" + e 4 ...+ Cpe™*

2. Dva &i vice redlnych koienu je si rovno.
rn=ro=...=7ry, (r1,re,...,7 €RN)
Pak teseni diferenciilng rovnice je
y=(Cpa" +...+ Cix 4+ Co)e"™ + ...
3. Jedna ¢i vice dvojic kofenu je komplexné sdruzena.
7’172 = a1 + b
Pak teseni diferencidlni rovnice je

y = (Cicos(biz) + Cosin(brz))e™™ + ...
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Kapitola 4

Maple

4.1 Priklady pocitané v programu Maple

V této kapitole jsou pro ukazku uvedeny dva piiklady pocitané v programu Maple.

Prvni piiklad je homoggenni rovnice 1.radu a druhy je homogenni rovnice 2.fddu s kon-
stantnimi koeficienty, se dvéma realnymi kofeny.

Dalsi priklady diferencidlnich rovnic 2. a 3. fadu jsou uvedeny v piiloze.
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[> restart;
| Zadani
> rovnice1 := diff(y(x),x)=3*(x*x)*(y(x)-2);
rovnice1 := i y(x)= 3x° (y(x)—2)
| Obecné feseni
> dsolve(rovnice1,y(x)); \
L y(x)=2+e(x)_C1
| Partikulami feseni analytické
> sol:=dsolve({rovnice1,y(-1)=1}, y(x));

o)
i sol:=y(x)=2—e(_1)
> analyt := i-> eval(sol,x=i); analyt(0);
analyt :=i— sol
X=i
0)=2-
i y(0) R
| Graf feseni
> plot(rhs(sol),x=-1..1);
X

L1 IPL

-l\'@\ -0.5
L1 N
\Y)

A

T I I

Obrazek 4.1: Homogenni diferencidlni rovnice 1.7adu
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[> restart;
| Zadani

> rovnice1 := 2*diff(y(x),x$2)-8*diff(y(x),x)+6*y(x)=0;
>

rovnice1 :=2 % y(x)|—8 (g y(x)j—l—Gy(x):O
dx’ dx

[Charakteristické rovnice
[> char_rovnice:=simplify(%/exp(lambda*x));

char_rovnice := 2 W —8Xh+6=0

| Vypotitané kofeny
> solve(char_rovnice,lambda);

(>

3,1

| Obecné feseni
{> ob_reseni:=y(x)=c[1]*rhs(reseni1)+c[2]*rhs(reseni2);

ob_reseni:=y(x)=¢, e 4 Cy ¢

[Kontrola obecného reseni

[> ob_res := dsolve(rovnice1,y(x));

I

ob_res:=y(x)=_C1e"+_C2 e3¥

| Derivace obecného fedeni

[>

> derivace:=diff(ob_reseni,x);

(3x)

derivace := d% y(x)=3c,e"" " +c,e"

[Dosazeni pocatecnich podminek
> dosazeni1:=-1=subs(x=0,rhs(ob_reseni)); dosazeni2:=2=subs(x=0,rhs(derivace));

. 0 0
dosazenil:= —1=c,e +c,e

, 0 0
dosazeni2:=2=3c,e +c,e

[Vypoéitané konstanty
> konstanty:= solve({dosazeni1,dosazeni2},{c[1],c[2]});

konstanty := icz = _75 c = g

| Partikularni feseni
> part_reseni:=subs(konstanty,ob_reseni);

part_reseni:=y(x)= g e -

Obrézek 4.2: Homogenni diferencidlni rovnice 2.7ddu

27

)

@

©)

4

®)

(6)

™

®)

©)



Kapitola 5

Program

5.1 Implementace

Programu muzeme preddvat nékolik parametru (viz. piiloha). Po zpracovani parametru
mohou nastat dva ptipady.

e dojde k interaktivnimu zpracovani a jsou vypisovany piipadné vyzvy
e je spustén rezim, ve kterém se piimo zadavaji koeficienty

Data je nutné mit v pfesné stanoveném formatu.

5.1.1 Datové struktury

Je zde nékolik poli, které maji mohutnost dle stanového fadu diferencialni rovnice. Tento

vvvvvv

metodou a Gaussovou metodou, je pole matrix. Vznikne slozenim dvou poli, v prvnim se
nachézi koeficienty u nezndmych, v druhém parametry nactené ze vstupu. Dalsi dulezitou
strukturou je cislo ze které je tvoteno pole. V této struktufe se nachézi nasledujici polozky:

e priznak

e cislol

e znamenko
e cislo2

priznak ...proménné, kterd obsahuje piiznak redlného nebo komplexniho kotene

cislol ... polozka, kterd obsahuje hodnotu realného ¢i komplexniho ¢&isla

znamenko . ..proménnd, podle které urc¢ime sin nebo cos ¢isla

cislo2 ... proménna, ve které nalezneme imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla, pokud byl kofen
kompexni.

5.1.2 Funkce a procedury

Prvni procedurou je procedura InitVal, jejim parametrem je fad diferencidlni rovnice,
druhym pak pole pocateénich podminek v bodé 0. Tato procedura slouzi k vypisu vyzvy a
k nacteni koeficientu diferencidlni rovnice.
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dokud nedosdhneme pozadované piesnosti, ¢i nedojde k iplnému rozlozeni polynomu charak-
teristické rovnice. Tato procedura obsahuje nékolik dynamickych poli, které slouzi k apravam
koeficientd p a g vzniklych béhem béhu. Tyto koeficienty jsou pocitany iteraé¢nim zpisobem
popsanym v diive (viz. Bairstowova metoda). Soucasti cyklu procedury je téz volani funkei
pro vypocet kvadratické a linedrni rovnice. Nakonec se pomocna pole vymazou.

V proceduie Kvard dochézi k nalezeni kofenu kvadratické rovnice. Tyto kofeny mohou
byt realné nebo komplexni.

Procedura LinR slouZi pro fesen{ linedrni rovnice, nebot béhem rozkladu Bairstowovou
rovnici se muzeme dostat az k linedrnimu tvaru rovnice.

Procedura solution pocita systém rovnic fadu n. Jsou z ni volany nize popsané proce-
dury. Nakonec se zavola procedura funkce result.

Funkce consistent zjistuje, zda-li je dany systém rovnic konsistentni a jsme schopni
vypoctu, pokud ne, vrati chybu.

Ve funkci result se pracuje s hodnotou vracenou funkci consistent, pokud je systém
nekonzistentni vypiSe chybu, jinak dojde k volani funkce evaluate.

Funkce evaluate provede vyndsobeni fadku matice, tak jak je zapotiebi pii vypoctu
soustavy.
5.2 Prevod Bairstow - Gauss
Megjme diferencidlni rovnici:

y(") + an,ly("_l) +...4+a1y +ap=0 (5.1)

Hledejme feseni rovnice (5.1) ve tvaru y = e, kde A je zatim nezndmé éislo. Dosazenim
do rovnice (5.1) dostdvame:

A g, AN L gpeM =0 (5.2)

Tuto rovnici vydélime e a dostdvame :

Ny A"+ ag=0 (5.3)

Vyslednou rovnici nazyvéame charakteristickou rovnici diferencidlni rovnice (5.1).
Tato charakteristickd rovnice je shodnéa s algebraickou rovnici n-tého fadu, pro vypocet
jejich kofenti poulijeme Bairstowovu metodu.

5.2.1 Priklad 1:

Mame linearni diferencidlni rovnici ¢tvrtého fadu s konstantnimi koeficienty:

y//// _ y/// _ 7y// + y/ +6y=0 (5.4)
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Pocateéni podminky

y(0) =3
y'(0) =4
y'(0) =5
y"(0) =6

Charakteristicka rovnice vypoc¢itana Bairstowovou metodou

= -4 r4+6 = 0

Vypocitané kotreny

rr = 1
ro = -1
rg = -2
r4y = 3
Obecné feseni je tedy:
y = Crel + Coe™t + Cye™ 2 + Cyet (5.5)

Pro urceni partikuldrniho feSeni potfebujeme prvni, drouhou a tfeti derivaci obecného
fegeni. Po dosazeni do vypoctenych derivaci dostavame:

Cy + Cy + Cs + Cy = 3
Ci + -1 Cy + =2 C3 + 3 Cy = 4
i + 1 Cy + 4 C3 + 9 Cy = 5
Ci + -1 Cy + -8 (C3 + 27 Cy = 6
Vypocitané koeficienty jsou tedy:
C1 =3.33
Cy = —0.75
C3=0.15
Cy =0.26
Partikularni feSeni:
y = 3.33¢" — 0.75e7" + 0.15¢ 7% + 0.26¢3 (5.6)

5.2.2 Priklad 2:

Maéme linearni diferencidlni rovnici tfetiho fadu s konstantnimi koeficienty:

y" =2y —y 2y = (5.7)
Pocateéni podminky
y(0) = -2
y'(0)=1
y"(0) =4



Charakteristicka rovnice vypoc¢itana Bairstowovou metodou

P2 —r4+2 = 0
Vypocitané kofeny
rn = 2
ro = -1
ry = 1
Obecné teseni je tedy:
y = C1e*" + Coe™" + Csé’ (5.8)

Pro urceni partikuldrniho feSeni potfebujeme prvni, drouhou a tteti derivaci obecného
feSeni. Po dosazeni do vypoctenych derivaci dostavame:

ch + Cy + C3 = - 2
2 ¢ — 1 Cy + C3 = 1
4 C; + Cy, + C3 = 4
Vypocitané koeficienty jsou tedy:
C1 =2
Cy =-0.5
C3=-35
Partikularni fesent:
y = 2e2*" — 0.5~ — 3.5¢ (5.9)

Pokud tesime diferencidlni rovnici s jinymi po¢ateénimi podminkami nez v bodé 0, tak
se derivace komplikuji a vypocet je mnohem slozitéjsi. Vypocet je velice komplikovany i
pokud jsou koteny komplexni.
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Kapitola 6

Testy

6.1 Rychlost vypoctu obecného reseni

V této Casti testu jsme se zaméfili na rychlost vypoc¢tu kofenu ve srovnani s programem
Matlab. Testovali jsme na poc¢itaci AMD Athlon 1800+ MHz s 640 MB RAM.

Pocet koeficienti polynomu (n) | Matlab ¢as (s) | Bairstow ¢as (s)
10 0.001 0.00
25 0.002 0.00
50 0.008 0.00
100 0.035 0.00
200 0.459 0.03
300 1.518 0.08
400 3.948 0.16
500 6.536 0.26
750 21.329 0.66
1000 52.836 1.21
1500 172.306 3.26

2000 560.354 7.17

7 tabulky i grafu je patrné, ze zatimco rychlost vypo¢tu v Matlabu exponencialné rostla
spolu s mocnosti polynomu. Rychlost Bairstowa si zachovévala linedrni trend i pfi velmi
vysokém poctu rovnic. Moznou komplikaci z hlediska rychlosti muze zpusobit nevhodnd
volba pocatecnich hodnot parametri p a ¢ Bairstowovy metody, ale se zvySujicim se
vypocetnim vykonem je tato ztrata rychlosti minimalni. Jistou nevyhodou Gaussovy elim-
ina¢ni metody je zaokrohlovani béhem vypoctu. Tuto vlastnost jsme zménili zvySenim
pfesnosti vypoctu.
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Srovnani Matlab x Bairstow

600

550 + —— Matlab (s)
500 —=— Bairstow(s)

450 +
400 +
350 +
300 +
250 +
200 +
150 +
100 +
50 +
0 + + + + + i ¥ + f—t
10 25 50 100 200 300 400 500 750 1000 1500 2000

po¢et rovnic [n]

(s)

c¢as

Obrazek 6.1: Srovnani Bairstow a Matlab

6.2 Stabilita numerického reSeni

Vedle problému s chybou numerického feSeni diferencidlnich rovnic mohou je$té vyvstat
problémy s jeho stabilitou. Je-li numerické feSeni stabilni, tak se nize popsané chyby vnasené
do vypoctu v kazdém kroku vhodné utlumuji a nerostou. Naopak, pfi nestabilité se tyto
chyby kumuluji a mohou narust tak, ze vysledky jsou zcela nepouzitelné. Na stabilitu feseni
ma opét vliv velikost kroku h, a to tak, ze s rostoucim krokem se pravdépodobnost nesta-
bility zvysuje. Pro kazdou diferencialni rovnici existuje krok p#i kterém nestabilita zac¢ing -
hovofime o meznim kroku stability reseni.

6.3 Presnost numerického reseni
Numerické Feseni diferencidlni rovnice zavisi nejen na nezavisle proménné t , ale i na velikosti

kroku h . Aby piiblizné feseni Y odpovidalo analytickému (pfesnému) feseni y , musi platit
podminka konvergence

lim Y —
lim (t,h) = y(t)

tedy presnost numerického reSeni je tim vétsi, ¢im mensi je krok h . U krokovych metod vy-
jadfujeme presnost resp. chybu metody pomoci mocniny h a hovofime o metodé piislusného
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fadu. V piipadé Eulerovy metody je to pfesnost 1.Fddu h. Tento tidaj nam slouzi pouze
k hrubému odhadu chyby, tedy napi. je-li h = 0.1 , d& se ocekavat, ze presné bude prvni
desetinné misto vysledku.

O odhad se jedna pfedevsim proto, ze chyba zavisi nejen na velikosti kroku, ale i na
tvaru funkce v okoli pravé pocitaného bodu. Z toho logicky vyplyvé, ze chyba numerického
Feseni se muze v jeho jednotlivych ¢dstech (pro ruznd t) lisit.Tato chyba je chyba metody
a protoze souvisi s diskretizaci nezavisle proménné, iika se ji chyba diskretizaéni.

Pii numerickém feSeni se vSak do vypoctlu vnasi jesté dalsi chyba souvisejici se skuteénosti,
ze vypocetni prostiedek (pocitac) pracuje pouze na omezeny pocet platnych mist. Tato
chyba souvisi také s velikosti kroku h, protoze v rovnici Y41 = Y; + h * g(t;,y;) pro
i =0,1,2... muze dochazet pfi ndsobeni hodnoty funkce g krokem h ke znaé¢nym fadovym
posunum. Je to chyba zaokrouhlovaci a jeji velikost je tim vétsi, ¢im mensi je krok h.
Celkova chyba je pak souc¢tem obou, jak je zndzornéno na obr. 6.2.

clnbc

cellcova

Obrazek 6.2: Chyba Eulerovy metody

Diskretizacni chyba u Eulerovy metody zdvisi na kroku linedrné, ale obecné tomu tak
neni. Zminéné dvé chyby piisobi proti sobé. Abychom zjistili skute¢nou chybu numerického
feseni konkrétni rovnice (a to v praxi obvykle potfebujeme), musime postupovat empiricky
nasledujicim zptsobem:

e podle pozadované piesnosti a fadu presnosti zvolené metody numerického reseni ODR
odhadneme potifebnou velikost kroku h,

e nalezneme feSeni s timto zvolenym krokem,
e krok zmensime, napf. na polovinu,

e nalezneme TeSeni se zmenSenym krokem,
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e hodnoty zavisle proménné z obou feSeni ve stejnych bodech nezavisle proménné
porovname a predpoklddame, ze spravné jsou ty dekadické fady vysledku, které se u
obou feseni nelisi,

e pokud nejsme se ziskanou presnosti spokojeni, krok dale zmensime a porovnavame
vzdy vysledky dvou poslednich krokt; to délame tak dlouho, az ndm piesnost vy-
hovuje.

7 toho, co bylo fe¢eno o chybéch a stabilité, vyplyva, Zze nemuzeme numerické reSeni
matematickych modelt provadét mechanicky, ale musime nad nim premyslet a vypracovat
si vzdy zpusob jak vysledky kontrolovat. Protoze lze predpokladat, ze budeme vétsinou
resit problémy z praxe, je nam velkou pomoci pravé moznost kontroly vysledkiu srovnanim
s realitou, s fyzikaln{ podstatou veli¢in a s praktickymi omezenimi jejich hodnot.

6.3.1 Taylorova rada

Predpokladejme, ze méme funkci f(¢), kterd ma v bodé ¢ = a derivace az do n-tého fadu.
Pomoci Taylorovy fady jsme schopni nalézt polynom p(t) stupné n ve tvaru

pt)=co+c(t—a)+cat—a)? +es(t—a)d +- +cult —a)y (6.1)
se stfedem v bodé a takovy, ktery spliiuje nasledujici podminky:
fla)=p(a), f'(a)=p'(a), f"(a)=p"(a), f"(a)=p"(a),

7 predchéazejicich rovnic Ize odvodit vztah pro vypocet koeficientu ¢y, co, ... cy

k
o =1 k(!a)
Z toho plyne zndmy zapis Taylorovy fady:
p(t) = f(a) + fll(!a)(t —a)+ f’;(!a) (t—a)?+---+ f?;(f)(t —a)" (6.2)

V této kapitole budeme srovnavat analytické feSeni s Bairstowem a programem TKSL,
ktery pracuje prostfednictvim vyse zminéné Taylorovy fady.
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Linearni homogenni diferencialni rovnice druhého radu

P#i feSeni diferencidlnich rovnic vyssich fadua je potfeba v programu TKSL pievést rovnici
vy§siho fadu pomoci vhodnych substituci na soustavu rovnic fadu prvniho. Pii fFeSeni
nasledujiciho piikladu bylo tedy nutné provést nasledujici tpravy. Podobné se postupo-
valo i u dalsich ptikladu.

y' +2) +10y =0 —19y =2, 2 =10z 25y y(0) =0, 2z(0)=-1

Priklad 1:

Reste rovnici:
y" +2y +10y =0

S pocatecni podminkou y(0) = 0,4'(0) = —1.

Srovnani TKSL a Bairstow

100 .- presserssy s g R g ey ssneasy yrersee gy f »T 8.5

U -6.891246980835174
Y -6.89124698835174
Z -42.6387288624622

_ogo ! : 3 ! : > : : >
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Obrazek 6.3: Homogenni linedrni diferencidlni rovnice druhého fadu s konstantnimi koefi-
cienty. Srovnani Bairstow a TKSL
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Zapis v TKSL:

y’= z &0;
z’= 10*z - 2bxy &-1;
u= -txexp(5*t);

Zapis v programu Bairstow:

Order of equation = 2
2-tn coeficient of derivation = 1

1-tn coeficient of derivation
10

0-tn coeficient of derivation
next solution 7
0-tn coeficient
1-tn coeficient

<

Il
|
[y

Vysledek programu Bairstow:

y = -t exp(5t)

Homogenni linearni diferencialni rovnice druhého fadu
Priklad 2:

Reste rovnici:
y'+6y +9y =0
S pocéateéni podminkou y(0) = —6,y'(0) = 18.

Yy = —6 - 6_3t

Zapis v TKSL:

y’ = z &-6;

z’ = -6*%z -9*y &18;

u = -6 * exp(-3xt);
Zapis v programu Bairstow:

Order of equation = 2

2-tn coeficient of derivation = 1

1-tn coeficient of derivation = 6

O-tn coeficient of derivation = 9

next solution 7 y
0-tn coeficient = -6
1-tn coeficient = 18

Vysledek programu Bairstow:

y = -6 exp(-3t)
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L1y T g gy g graes i S s puras oo 5 T 8.6

U -8.991793329329519
Y -8.991793329329519
2 2.97537998798856

-iD : . ] : E : . ] : E
0.0 0.1 0.2 0.2 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.2 1.0

Obrazek 6.4: Homogenni linedrni diferencidlni rovnice druhého fadu s konstantnimi koefi-
cienty. Srovnani Bairstowa a TKSL

Homogenni linearni diferencialni rovnice tretiho radu
Priklad 3:

Reste rovnici:
y/// _ 2y// _ y/ +2y — 0
S pocatecni podminkou y(0) = —2,4/'(0) = 1,4"(0) = 4.

y=2e* -2 57t —0,5€e!

Zapis v TKSL:

y’ =z &-2;

z’ = w &1;

W o= 2%y + z 2%y &4;

u =2 * exp(2%t) - 1/2 * exp(-t) - 7/2 *exp(t);

Zapis v programu Bairstow:

Order of equation = 3
3-tn coeficient of derivation
2-tn coeficient of derivation

nn
L
N
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I
|
[are

1-tn coeficient of derivation
0-tn coeficient of derivation

]
N

next solution 7 y

0-tn coeficient = -2
1-tn coeficient = 1
2-tn coeficient = 4

Vysledek programu Bairstow:

y =2 exp(2t) - 2,5 exp(-t) - 0,5 exp(t)

T 8.6

U -8.8115877739486996
") 19.9891137624786
Y -0.8115877739486996
2 ?.17745778762642

—1d 3 : : : z g : z g
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Obrazek 6.5: Homogenni linedrni diferencidlni rovnice druhého fadu s konstantnimi koefi-
cienty. Srovnani Bairstowa a TKSL

Béhem testl se nam podafilo udrzet chybu velmi malou i pti velkém poctu krokt, proto
muzeme povazovat metodu nalezeni obecného feSeni diferencidlni rovnice za stabilni.
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Kapitola 7
Zaveér

Z dtvodu velmi zdlouhavého analytického feSeni, je nékdy vhodnéjsi pouzit feSeni nu-
merické. U zkoumaného zpusobu vypoctu jsme dosli k zavéru, ze v nékterych piipadech je
numerické feSeni za pouziti sestaveného zpusobu jako analytické.

Bakalaiska prace ovérila, ze pouziti Bairstowovy metody je vyhodné hlavné z hlediska
vysoké rychlosti vypoctu linedrnich homogennich rovnic vyssich f4du s konstantnimi koefi-
cienty.

V testech dédle prokédzala svou piesnost, kterd je pfi dobré volbé koeficientu stejna jako
u analytického feSeni.

Nevyhodou ov8em je, ze nalezneme feSeni pouze v pripadé, kdyz charakteristicka rovnice
ma redlné kofeny a pocateéni podminky jsou zadany vzhledem k bodu 0.

Tento zpusob feSeni by mohl byt dale uplatnén v modelovacich nastrojich pro spojitou
simulaci, hlavné kvuli své rychlosti. Samoziejmé muze i poslouzit jako ucebni pomicka a
nastroj pro rychlé zjisténi feseni diferencialni rovnice.
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Kapitola 8

Priloha

8.1 Obsah prilozeného CD
e /Latex obsahuje dokumentaci bakaldiské prace
e /TKSL obsahuje zdrojové kédy programu TKSL
e /Maple obsahuje zdrojové kédy programu Maple
e /Matlab obsahuje zdrojové kédy programu Matlab
e /Program obsahuje zdrojové kédy C/C++

e /Gnuplot obsahuje zdrojové kédy Gnuplot
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8.2 Navod

Program muze byt spustén ve dvou moédech:
e interaktivni
e piikazovy

Prikazovy méd je spoustén priméarné. Data je mozno zadavat primo nebo vytvorit davkovy
soubor. Jejich tvar musi byt nasledujici: na prvnim fadku je zapsdna mocnost polynomu
(fddu rovnice) ve standartnim formatu. Poté nasleduje prazdny fadek a kazdy dalsi fadek
obsahuje jeden koeficient polynomu. Nakonec néasleduji pocateéni podminky, které jsou
zapsany stejnym zpusobem jako koeficienty.

29" — 8y + 6y =0
S pocatecni podminkou y(0) = —1,4/(0) = 2.

Piiklad:
Interaktivni spusténi vypada nasledovné:

Order of equation = 2

2-tn coeficient of derivation
1-tn coeficient of derivation
O-tn coeficient of derivation = 6
next solution 7 y

O-tn coeficient = -1

1-tn coeficient = 2

nn
1N
(0]

Dalsimi volbami programu jsou :
e -h zobrazi stru¢nou napovédu
e -t zobrazi Cas vypoctu obecného reseni

e -i spusti interaktivni rezim

8.3 Priklady v Maple
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[> restart;
[Zadéni

[>

>

| > rovnice1 := 4*diff(y(x),x$2)+4*diff(%/(x),x)+j(x)=0;

+4(ﬂ y(x))+y(x)=0

. d
rovnice1 =4 | — y(x
o2 y(x) ™

[Charakteristické rovnice
> char_rovnice:=simplify(%/exp(lambda*x));

char_rovnice :=4 22 +4x+1=0

[Vypoéitané koreny
> solve(char_rovnice,lambda);

[Obecné reseni
> ob_reseni:=y(x)=c[1]*rhs(reseni1)+c[2]*x*rhs(reseni1);
X

(3], L3

- - 2
ob_reseni:=y(x)=c, e +cy,xe

C
[Derivace obecného reseni

> derivace:=diff(ob_reseni,x);

derivace := iy(x)= —% 4 e[i )+02e(7 —%czxe

()

N X
N X
~—
N X

[Dosazeni pocatecnich podminek
> dosazeni1:=-1=subs(x=0,rhs(ob_reseni)); dosazeni2:=2=subs(x=0,rhs(derivace));

: 0
dosazenil:= —1=c,e

dosazeni2:=2= —% (o e+ Cy ¢’

| Vypocitané konstanty
> konstanty:= solve({dosazeni1,dosazeni2},{c[1],c[2]});

[Partikulérni reseni

konstanty := j ¢, = g ¢, =1
> part_reseni:=subs(konstanty,ob_reseni);
X X
part_reseni:=y(x)= —e 2 )+ % xe[ 2 )

Obrazek 8.1: Homogenni diferencidlni rovnice 2.7adu
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I

> restart;

| Zadani

I

> rovnice1 := diff(y(x),x$2)+4*diff(y(x),x)+29*y(x)=0;
2
rovnicel := % y(x)+4 (E y(x)]—|—29y(x) =0
dX dX

[Charakteristické rovnice

[

derivace := d y(x)=—2c, el
dx

> char_rovnice:=simplify(%/exp(lambda*x));
char_rovnice := P +4%+29=0

[Vypoéitané koreny

> solve(char_rovnice,lambda);
—2+5I, —2-51

| Obecné feseni

> ob_reseni:=y(x)=c[1]"exp(-2*x)*cos(5*x)+c[2]*exp(-2*x)*sin(5*x);
ob_reseni:=y(x)=c, el ™2 cos(5x) +c, o720 sin(5x)

| Kontrola obecného Feseni

> ob_res := dsolve(rovnice1,y(x));
ob_res:=y(x)=_C1 e(_zx)sin(Sx) +_C2 e(_zx)cos(Sx)

| Derivace obecného feseni

> derivace:=diff(ob_reseni,x);
—-2x) -2X)

cos(5x) —5c, e(fzx)sin(SX)—Zcze( sin(5x)

(=2x)

+5¢c,e cos(5x)

| Dosazeni pogétecnich podminek

> dosazeni1:=0=subs(x=0,rhs(ob_reseni)); dosazeni2:=10=subs(x=0,rhs(derivace));
dosazeni1:=0=c, e’ cos(0) +c, e’ sin (0)

dosazeni2:=10= —2c¢, e’ cos(0) —5¢c, e’ sin(0) —2¢, e sin(0) +5¢, e cos(0)

[Vypoéitané konstanty

> konstanty:= solve({dosazeni1,dosazeni2},{c[1],c[2]});
konstanty := ic,=2, ¢, = 0]

| Partikulami feseni

> part_reseni:=subs(konstanty,ob_reseni);

part_reseni:=y(x) =2 o720

sin(5x)

Obrézek 8.2: Homogenni diferencidlni rovnice 2.7ddu
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[> restart;

| Zadani
> rovnice1 := diff(y(x),x$3)-2*diff(y(x),x$2)-diff(y(x),x)+2*y(x)=0;
3 2
rovnice1 :=i3y(x)—2 %y(x) —iy(x)+2y(x)=0 1)
L dx dx dx
C
| Charakteristicka rovnice
> char_rovnice:=simplify(%/exp(lambda*x));
L char_rovnice := P20 -a+2=0 2)
[Vypoéitané koreny
> solve(char_rovnice,lambda);
L -1,1,2 (3)
[>
| Obecné feseni
> ob_reseni:=y(x)=c[1]*rhs(reseni1)+c[2]*rhs(reseni2)+c[3]*rhs(reseni3);
ob_reseni:=y(x)=c1e(2x)+c2ex+cse(7x) 4)
C
| Derivace obecného feseni
> derivace:=diff(ob_reseni,x);
derivace:=diy(x)=2c1e(zx)—l—czex—c3e(_x) 5)
L X
| Druha derivace obecného feseni
> derivace2:=diff(derivace,x);
2
derivace2 :=d—2y(x)=4c1 e(zx)+02ex-|—c3e(7x) (6)
dx

[Dosazeni poctecnich podminek
> dosazeni1:=-2=subs(x=0,rhs(ob_reseni)); dosazeni2:=1=subs(x=0,rhs(derivace));dosazeni3:=4=
subs(x=0,rhs(derivace2));

dosazeni1 = —2=c, e+ Cy e+ Cy e’ (7
dosazeni2:=1=2c¢, e+ C, e - Cy e’

| dosazeni3:=4=4c, e +c, ¢ +c4 ¢

[Vypoéitané konstanty

> konstanty:= solve({dosazeni1,dosazeni2,dosazeni3},{c[1],c[2],c[3]});

| konstanty := { ¢c5 = _71 C,= _?7 Cy = 2] (8)
| Partikularni feseni
> part_reseni:=subs(konstanty,ob_reseni);
part_reseni :=y(x)=2e(2X)—%ex—%e(_x) ©9)

Obrézek 8.3: Homogenni diferencidlni rovnice 3.fddu
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