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Uvod

Tématem bakaldiské prace jsou linedrni diferencni rovnice a jejich vyuziti
v biologii, konkrétnéji v populacnich modelech. Predevsim se budeme zaobirat
aplikaci linearnich diferen¢nich rovnic na ruzné populace a odvétvi biologie, od
prenosu oxidu uhli¢itého v krvi po demografii. Populaéni modely jsou biologické
systémy, ve kterych se zpravidla snazime o udrzeni stabilniho prostiedi a o ne-
ustaly ndrust populace. Snazime se takto zajistit preziti systému a zjistujeme,
za jakych podminek tyto systémy porostou. V téchto populacich zpravidla za
dané ¢asové obdobi (piipadné v jednotlivych generacich), se kterym pocitame,
cast populace uhyne a ¢ast se rozmnozi, tzn. v kazdém tomto ¢asovém tuseku
(generaci) urcity pocet jedincu z modelu odejde a urcity pocet jedincu naopak
do modelu piibude. Tyto pocty se v populacnich modelech tidi presné danymi
zakonitostmi, které muzeme pomoci linearnich diferen¢nich rovnic matematicky
vyjadfit. Na téchto rovnicich potom sledujeme vyvoj dané populace a zjistujeme,
v jakych intervalech se proménné a koteny charakteristickych rovnic ptislusnych
diferen¢nich rovnic musi pohybovat, aby byla zajisténa stabilita a riust dané popu-
lace. S diskrétnim pristupem tedy sledujeme vyvoj poctu jedincu v jednotlivych

okamzicich (generacich) a jejich vyvoj v budoucnu.



Kapitola 1

Diferenc¢éni rovnice

Diferenc¢ni rovnice ndm pomaéhaji popsat prubéh hodnot vybrané veliciny v
case, a to diskrétni formou jejim vyvojem v jednotlivych ¢asovych okamzicich.
Tyto jednotlivé casové okamziky budeme znacit nezapornymi celymi ¢isly n a
hodnoty, kterych veliciny v case n nabyvaji, budeme znacit z,. Predstavime-li
si nekonecény vyvoj této veliciny z, jedna se vlastné o nekonecnou poslouprnost
(@n) o,

Pojmem diferencéni rovnice budeme rozumét rekurentni zadani takovych po-
sloupnosti. Resenim diferenén{ rovnice budeme nazyvat jeji pislusnou posloup-
nost, vyreseni diferen¢ni rovnice bude vypocteni vztahu pro n-ty c¢len této po-
sloupnosti.

Priklad rekurentniho zadani homogenni diferen¢ni rovnice prvniho radu:
Tpi1 =Tp+2, n>0.

Takova rovnice ma nekoneé¢né mnoho feseni, pomuze, kdyz v zadani pridame
jednu nebo vice podminek, které ndm pocet reSeni snizi.
Priklad rekurentniho zadani homogenni diferenéni rovnice prvniho radu s jed-
nou podminkou:
Tpt1 =Tp+2, n>0, z9=1.

e

nici. Pomuze nam se jim fidit pfi uré¢ovani poctu podminek pfi rekurentnim



zadani rovnice, pii vysokém mnozstvi téchto podminek se totiz tloha muze stat
nefesitelnou, tzn. dosazeni téchto podminek do diferenéni rovnice porusi rovnost.

Linearni diferen¢ni funkce je takova diferenéni funkce, ve které se nevyskytuji
souciny hledané funkce a jeji derivace nebo souciny dvou derivaci. Naptiklad
diferen¢ni rovnice

2
Tpyo +NTpy1 + 07T, = 0N

je linearni, oproti tomu diferen¢ni rovnice
Tp1Tn = 0

linearni neni, pouzivame pro ni pojem nelinearni.

Homogenni diferen¢ni funkei nazveme takovou diferenéni funkci, kde pro tvar
T4+ a(n)z, = g(n)

plati g(n) = 0.

1.1. Linearni diferenc¢ni rovnice prvniho radu
Méjme rovnici
Tpe1 = a(n)z, +9(n), p, =x0, N >mng>0.

To je linearni nehomogenni diferen¢éni rovnice prvniho fadu s po¢ateéni podminkou
a k ni prislusnad homogenni diferencni rovnice prvniho fadu se stejnou pocatecni

podminkou je dana prepisem
Tp+1 = a(”)‘rn) xno = 2o, n Z no Z 07

kde a(n) a g(n) jsou redlné funkce definované pro n >ny > 0 a a(n) = 0.

Nyni muzeme pomoci iterovani nalézt feSeni této homogenni tlohy:
Tng+1 = a(No)Tn, = a(no)mo,

Tnotr2 = a(ng + 1)Tpg41 = a(ng + 1)a(ng)zo,

9



Tnots = a(ng + 2)Tpgr2 = a(ng + 2)a(ng + 1)a(ng)zo.
Z toho muzeme odvodit a pomoci matematické indukce dokazat obecny vysledek
pro vSechna n > ng > 0:
Tr, = Tngt+n—no
z, =a(n —1)a(n —2)---a(ng)zo
n—1
Ty, = [H a(z’)] .
1=ng
Kdyz se nyni vratime k puvodni nehomogenni rovnici, muzeme pomoci reseni
homogenni tlohy obdobnym zptsobem nalézt jeji feSeni pro vSechna n > ng > 0,

které jde také ovérit matematickou indukei:
Tno+1 = a(no)zo + g(no),
Tpgt2 = CL(TL() + 1)In0+1 + g(no + 1),
Tpot2 = a(ng + L)a(ng)zo + a(ng + 1)g(no) + g(no + 1),
a tedy

Ty = [1:[ a(i)

1=ng

xo—l—i [1:[ a(i)] g(r), n>mng>0.

r=ng Li=r+1

1.2. Linearni diferenc¢ni rovnice druhého radu
Nehomogenni linearni diferen¢ni rovnice druhého fddu piseme ve tvaru

Tnta + Pr(n)Tni1 + pa(n)Tn = g(n),

kde p1(n), pa(n) a g(n) jsou redlné funkce definované pro n > ng, p1(n), pa(n) # 0.

K ni ptislusnd homogenni rovnice ma tvar
Tnya + Pp1(n)Tn1 + pa(n)z, =0, n > ne.
Kdyz si nyni vyjadiime z,.o a dosadime n = 0, dostaneme

xy = —p1(0)z1 — p2(0)x + g(0).
10



Pokud zndame vechny potfebné hodnoty p;(n), p2(n), g(n), x¢ a x1, muzeme nyni

vypocitat také vsechny nasledujici hodnoty z,, pro n > 2, napf.
Top1 = —pl(O + 1)$1+1 — p2(0 + 1)ZEO+1 + 9(0 + 1)

pro n = 1. Opakovanim tohoto postupu pro vSechna n ziskdme vyslednou po-
sloupnost.
Pocatecni iloha
Tnt2 + P1(n)Tnir + pa(n)z, = g(n),
Tng = A0; Tpg1 = a1, a1, 02 € R,

ma tedy pravé jedno feseni x,,.

Definice 1.2.1 Rekneme, Ze funkce fi(n), fa(n), ..., fr(n) jsou linedrné zdvislé

pron > ng, jestlize existuji konstanty ay, as, ..., a, ne vsechny nulové a takové, Ze
arfi(n) + asfo(n) + ... + a, f(n) =0, n>n0.

Tuto definici budeme potiebovat pro pochopeni pojmu fundamentalni mnozina

feSeni.

Definice 1.2.2 Mnozinu dvou linedrné nezdvislych reseni rovnice
Tnta + P1(n)Tpi1 + p2(n)z, =0

nazyvdme fundamentdlni mnozina Tesend.

K ovéreni nezavislosti muzeme pouzit casoratian popsany v nasledujici defi-

nicl.
Véta 1.2.3 Casoratian W(n) reseni x1(n),x2(n), ..., x.(n) je ddn predpisem

x1(n) xo(n) z.(n)
xl(n+‘r— 1) xz(n—l—'r— 1) - a:r(n—l—'r— 1)

11



Vypocéitat casoratidan pro kazdé ng > 0 muze byt slozité, s tim nam pomuze
informace, ze mnozina feseni {x(n),x2(n)} je fundamentdlni mnozinou reseni
prave tehdy, kdyz pro néjaké ng > 0 plati W (ng) # 0.

Navic jestlize pro vSechna n > ng plati pg(n) # 0, potom ma tloha

Tnta + P1(n)Tpi1 + p2(n)z, =0

fundamentalni mnozinu feseni pro n > ny.

Véta 1.2.4 Necht
z1(n), v2(n)

je fundamentdlni mnoZina resent rovnice

Tpyo + p1(N)Tni1 + pa(n)z, = 0.

Potom obecné teseni této rovnice je ddno vztahem

:c(n) = Clzcl(n) + CQZL'Q(H), Cl, CQ e R.

1.3. Linearni homogenni rovnice druhého radu s
konstantnimi koeficienty

Méjme
Tpta + P1Tpy1 + Paty = 0,
p1 a pg jsou konstanty a py # 0. Za predpokladu, ze feseni budou mit tvar \",
dosadime je do této rovnice a ziskdme charakteristickou rovnici
M+ A+ pr =0,

jejiz koteny A\; a Ay budeme nazyvat charakteristické koteny, A, Ao € C.

Pii feSeni této rovnice mohou nastat tii ruzné situace:

LA A €R A # Ny

Jelikoz

11
W(O) = det ()\1 )\2) = )\2 — )\1 7é 0,

12



vime, ze funkce A} a A} jsou linedrné nezavislé, a z konstrukce samotné
charakteristické rovnice plyne, ze jde o TeSeni, proto tvori dvojice funkci

{1, A2} fundamentédlni mnozinu feSeni a obecné feseni bude tedy ve tvaru

Tp = Cl)\? + CQ g, 01,02 cR.

. )\1,)\2 ER, )\1:)\2

Fundamentdlni mnozina feseni bude v tomhle piipadé {A},nAT}. Ze je A}
feSenim rovnice vyplyva z jeji konstrukce. Ze nA} je také fesenim muzeme

dokazat dosazenim a naslednou upravou:
L=(n+2)\ +pi(n+ A +pA} =

= AR\ + pid +p2) + (2X + i) =0 =P,

kde rovnost (A2 +p;A; +ps) = 0 vyplyvd z charakeristické rovnice a rovnost
(2A2+p1 A1) = 0 plati diky obecné rovnosti kvadratické rovnice, pro A\; = Ay

muzeme psat p; = —2\;.
Jesté musime oveérit linedrni nezavislost:

W(0) = det (All A01> =\ £0.

Nyni mame ovéreno, ze {A},nA'} skuteéné je fundamentdlni mnozinou

feSeni a obecné feseni bude ve tvaru
Tp = C1A] + Con ] =
= (C1 + Con)A?, C1,Cy € R.
. A1, Ag jsou komplexni charakteristické koteny ve tvaru
M =a+i8, l=a—1if.
Pti dosazeni \i, Ay do obecného Teseni dostaneme

Tp = c1(a+if)" + co(a — if)".
13



Pro komplexni bod a + 13 plati, Ze jej 1ze v polarnich soutradnicich vyjadrit
vztahy

a=rcosf, [ =rsind,
kde

r=+/a?+p? a 6 =arctan (é) .
o
Prislusna dvé linedarné nezavisla reseni budou
r1(n) =r"cos(nf) a xm)=r"sin(nd),

fundamentalni mnozinou feseni bude tedy {r" cos(n#), r™ sin(nf)} a obecné

feSeni bude ve tvaru
x, = Cyr" cos(nf) + Cor” sin(nf) =

= r"(C} cos(nf) + Cysin(nh)), C1,Cy € R.

1.3.1. Fibonacciho posloupnost a zlaty rez

V nasledujici ¢ésti je pro ilustraci uvedeny jeden z nejznameéjsich prikladu
linedarni homogenni diferen¢ni rovnice druhého radu, tzv. Fibonacciho posloup-
nost. Jde o pomyslny piiklad mnozeni kraliku, kde kazdy par na konci mésice
(kromé prvniho meésice svého zivota, kdy dospivaji) vrhne jeden novy par kraliku.

Mame tedy dva typy paru:

1. Pary, které jsou cCerstvé narozené, potiebuji mésic, aby se staly dospélymi,
a proto na konci n-tého meésice mladé nemaji. Tyto pary budeme znacit

xo(n).

2. Pary, které jsou uz dospélé a na konci kazdého mésice vrhnou jeden par

mladych. Tyto pary budeme znagcit z1(n).
Celkovy pocet paru na konci n-tého mésice budeme znacit x(n) a bude platit

z(n) = xo(n) + z1(n).
14



Informace, ze na konci n-tého meésice z1(n) paru vrhne kazdy jeden pér a ze
z Cerstvé narozenych zo(n) krélicich paru se stanou pary schopné dalstho vrhu

muzeme zapsat pomoci nasedujicich vztahu:
zo(n + 1) = z1(n),

z1(n+ 1) = z1(n) + xo(n) = z(n),
z(n+1)=zo(n+1)+x(n+1) =21(n) + z(n).

Stejnym zpusobem muzeme uvazovat i o poctech paru v nasledujcim meésici:
ro(n+2) =z1(n+ 1) = z(n),

ri(n+2)=z1(n+1)+x29(n+1)=2(n+1),
z(n+2)=xzo(n+2)+x1(n+2)=x(n)+z(n+1).

Timto postupem jsme nasli rekurentni zadani Fibonacciho posloupnosti

z(n+2)=z(n)+z(n+1),

Odpovidajci charakteristicka rovnice je
M—-A-1=0

a jeji koteny vychazi

)\1:

2 2

Obecné feseni je tedy ve tvaru

x(n):A(1+\/5> —i—B(l_\/g), n>1 A/BeR.

2 2

15



1.4. Linearni nehomogenni rovnice druhého radu

Me¢jme rovnici

Tpy2 + p1(N)Tpi1 + pa(n)x, = g(n).

Jde o nehomogenni linedrni rovnici druhého tadu, kde p;(n),p2(n) a g(n) jsou

realné funkce definované pro n > ng, pa(n) # 0.
Jestlize z1(n) a x(n) jsou tesenimi této nehomogenni tdlohy, potom jejich

rozdil y(n) = x1(n) — x2(n) je fesenim k ni piislusné homogenni ilohy
Tpio + p1(n)Tpy1 + ... + pa(n)z, = 0.
Libovolné teseni x,, této nehomogenni linearni dlohy muzeme pséat ve tvaru
zy, =Y, + Ciz1(n) + Coxe(n), C1,Cy €R,

kde {z1(n),x2(n)} je fundamentdlni mnozina feseni homogenni tlohy, Y,, je par-
tikularni feseni nehomogenni tlohy a ¢ast Cyx1(n) + Caze(n) je obecné feSeni

homogenni tlohy, které budeme znacit g(n).

16



Kapitola 2

Priklady uziti diferencnich rovnic
v populacnich modelech

2.1. Produkce cervenych krvinek

V krevnim obéhu jsou c¢ervené krvinky neustdle ni¢eny a znovu nahrazovany.
Jelikoz tyto krvinky maji v téle za kol pienos kysliku, jejich pocet musi byt
udrzovan na urcité hladiné. Slezina denné zni¢i urcitou c¢éast téchto krvinek a
kostni dien je pak nésledujici den, tj. v nasledujici generaci, nahradi.

Pti sledovani tohoto modelu budeme pracovat s nasledujicim znacenim:
f je zlomek krvinek, ktery slezina v generaci n znici,

M, .1 je mnozstvi, které kostni dien v nasledujici generaci n+ 1 vytvoii - propor-

cionalné odpovidad mnozstvi znicenému v predchozi generaci,
R, je celkovy pocet krvinek v generaci n,

v je zlomek vyprodukovanych a znicenych krvinek - budeme jej nazyvat pro-

dukcni konstanta,

f je zlomek z celkového mnozstvi ¢ervenych krvinek, ktery slezina v kazdé

generaci znici.

Budeme predpokladat néasledujici:

17



Pocet ¢ervenych krvinek v (n + 1)-ni generaci R,y je roven poctu krvinek
v n-té generaci zmenseny o ¢ast f (tj. zmenSeny o pocet krvinek zni¢enych nebo
odstranénych slezinou v n-té generaci) a zvyseny o pocet krvinek vyproduko-

vanych kostni dfeni v n-té generaci M,,, muzeme jej tedy vyjadrit rovnici
Roy1 =1 - f)R, + M,.

Pocet krvinek vyprodukovanych kostni deni v (n + 1)-ni generaci M, 1 je

roven nasobku produkéni konstanty v a zredukované ¢asti krvinek v n-té generaci
M1 =7f Ry
Pokud tuto rovnici prepiSeme na tvar
My, =~vfRn-1,

muzeme M, v rovnici R,y = (1 — f)R,, + M, nahradit a tyto dvé rovnice tak

zredukovat do jedné rovnice druhého radu

Rn+1 = (1 - f)Rn + PYfRnfl-

Vidime tedy, ze pocet Cervenych krvinek v (n + 1)-ni generaci bude roven souc¢tu
cervenych krvinek, které slezina v generaci n neznici, a cervenych krvinek, které
kostn{ dren v generaci (n — 1) vytvori.

Charakteristickd rovnice této diferencni rovnice druhého fadu je

N—(1=A=~f=0.

Jelikoz jde o kvadratickou rovnici, koteny této charakteristické rovnice snadno

uréime. Jsou to

L-f) - VA=) +0f

>\2: 9 )

tZIl.)\l < /\2.

Ny ) R/ R
2

Jelikoz f € (0,1), pak také (1 — f) € (0,1) a plati 4vf > 0. Z toho plyne

nerovnost

L= f <V =fP2+4f.
18



Pokud tuto nerovnost aplikujeme na vypocitané koreny charakteristické rovnice,
zjistime, ze Ay > 0 a Ay < 0.

Pro udrzeni stabilniho prostiedi (tj. pro udrzeni situace, kterou télo potiebuje
k preziti) je nutné, aby se celkové mnozstvi ¢ervenych krvinek R, udrzovalo
na zhruba konstantni hodnoté. Abychom toho dosdhli, musi vyslednd rovnice
konvergovat. To nastane v piipadé, kdy A\ =1 a Ay € (—1,1). Polozime tedy A

rovno jedné a vyjadiime ~:

(1 -D+ OI=JF+hf
! |

Po vynéasobeni dvéma a odstranéni odmocniny mame

I+ f)P=0—-f)>+4/f

Kdyz nyni umocnime a zkratime, co jde, vyjde nam

4f =4~f.

Zjistili jsme tak, ze jediny zpusob, kterym miuzeme zajistit konstantni pocet
¢ervenych krvinek, je udrzeni produkéni konstanty na hodnoté v = 1.
Nésledné vypocitame hodnotu Ay pomoci soustavy rovnic, rovnice ziskame

z vyjadrenych A o kde A\ = 1:
1—f+ /(1= f2+af=2
1—f =/ (1= f)2+4f =2,
Tyto rovnice se¢teme, tim ziskame jednu rovnici
2(f —1) =2X + 2.
Po dpraveé zjistime, ze
Ao =—f.
Maéame feseni ve tvaru
R, = AN+ BXy = A(1)" + B(—f)", A,BeR,
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kde
pro n=0 je Ry=A,

pro n=1 je Ry=A- Bf.
Konstantu B si vyjadiime

_ Ri— R,
f

B

a obé konstanty dosadime

R, = R+ @(—f)".

Vidime, ze cast Rl;RO (—f)™ osciluje k nule a ¢ést Ry je konstantni.

9
14+

Obréazek 2.1: Graf posloupnosti Ry + @(—f)” pro Ry, @ =1laf=0,5
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2.2. Rozmnozovani jednoletych rostlin

Nyni se budeme zabyvat prezivanim jednotlivych generaci semen jednoletych
rostlin. Generaci v nasem pripadé rozumime jeden kalendaini rok. Jednoleté rost-
liny produkuji semena na konci své vegetacni doby (feknéme v #ijnu). Poté kvéty
odumfou a semena musi prezit zimu, aby mohla na jafe vytvorit nasledujici gene-
raci rostlin. Dalsi rok na zac¢atku vegetacni doby (feknéme v kvétnu) jisty zlomek
téchto semen vyklici. Nékteré ze semen, které zimu ptezily, nemusi vykvést hned.
Mohou zustat v necinnosti a vykvést az po preziti dalsi zimy. Dalsi zahynou
nasledkem pocasi a chorob nebo jsou zni¢eny skudci. Aby druh rostliny nevyhy-
nul, musi dostatecné velka ¢ast semen n-té generace prezit zimu, vyklicit a vypro-
dukovat semena (n + 1)-ni generace, eventudlné prezit dvé zimy a vyprodukovat
semena (n + 2)-hé generace.

Nyni vytvorime rovnici, kterd popiSe tento rozmnozovaci proces, pricemz bu-
deme pro zjednoduseni predpokladat, ze semena starsi dvou let nemohou vykli¢it.
Nejprve uréime vsechny parametry a konstanty, které budeme k vytvotreni rovnice

potiebovat:

v je pocet semen, které vyprodukuje jedna rostlina na konci své vegetacni

doby, v > 0,

a je zlomek semen vyprodukovanych v n-té generaci, ktery nasledujici rok

vykli¢i a vytvoii semena (n + 1)-ni generace, o € (0, 1),

[ je zlomek semen n-té generace, ktery prezije dvé zimy, tedy ktery vyklici

o dva roky pozdéji a vytvori semena (n + 2)-hé generace, 5 € (0, 1),
o je zlomek vSech semen, ktery prezil danou zimu, o € (0, 1).
Nyni definujeme proménné. Budeme pracovat se Sesti:
Pn je pocet rostlin v n-té generaci,

Sl je pocet jednoletych semen na zacdtku vegetacni doby (pred vyklicenim)
v n-té generaci,
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S? je pocet dvouletych semen na zacdtku vegetacni doby (pred vyklicenim)

v n-té generaci,

1 je pocet jednoletych semen na konci vegetacéni doby (tedy po tom, co nékterd

vyklicila) v n-té generaci,

S?2 je pocet dvouletych semen na konci vegetacni doby (tedy po tom, co nékterd

vyklicila) v n-té generaci,

SY je pocet semen, kterda byla vyprodukovdna v fjnu (tj. na konci vegetacni

doby) v n-té generaci.

Horni indexy se vztahuji na stafi danych semen a dolni indexy urcuji generace.
Pozdéji bude mozné nékteré z téchto proménnych eliminovat, pfi prvnim tvoreni
rovnic nam vsak pomohou lépe se zorientovat.

V kvétnu vyklici zlomek a jednoletych a zlomek 8 dvouletych semen:
pn = aS} + BS2.
Tedy pro pocet zbylych nevyklicenych semen S} a S? plati
Sp=(1—a)S,,
Sp = (1= B)S,.

V fijnu jsou nova semena produkovana v pomeéru 7y na rostlinu:

Sy = VPn.

Béhem zimy se pocet a skladba semen zméni, néktera zahynou a zbytek o rok
zestarne. Zimu prezije ¢ast o semen. Nova semena z n-té generace jsou v generaci
(n 4 1) rok stard. To pfi pouziti diive definovaného znaceni muzeme vyjadrit ve
formé dvou rovnic:

1 _ a0
Spp1 =095,

2 _ _al
Sp1=095,.
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Nyni pouzijeme ptedchozi ivahy k vytvoreni jediné rovnice, ktera bude obsa-
hovat cely tento proces napfi¢ tfemi generacemi (pouze tfemi, protoze pocitame
s uvahou, ze semena starsi dvou let uz se nebudou rozmnozovat a tudiz je ne-

musime uvazovat). Zaéneme nahrazenim S9 v rovnici S}, = 0.59:
S7i+1 = o(VPn)-
Podobnym zpusobem dosadime S} do rovnice S% ; = oS}
Sti=0(l—a)S,.
Nyni pfepiseme p,, pro (n + 1)-ni generaci
Pn+1 = aS}LH + BSELH

a do této rovnice dosadime vyrazy z predchozich rovnic a piepiSeme ji pro n-tou

generaci
Dn = QOYPp—1 + 602(1 - O[>’ypn—2-

Ziskali jsme timto lineadrni diferenc¢ni rovnici druhého tadu. Jeji interpretace
je nasledujici: jde o soucet semen starych jeden rok, ktera prezila zimu a na jaie
vyklicila, a semen starych dva roky, ktera prezila obé zimy, nevyklicila prvni rok,
ale druhy uz ano.

Alternativné Ize tuto rovnici postupem

1
Y
o7

Sp+2 _ St 1
—= =aoy——+ po(l —a)S,, oy>0,
oy oy
prepsat do tvaru

Spia = a0y Sy + Bo’y(1 — @) S,
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2.2.1. Reseni poéateéni tlohy

Nyni vytvoiime specifickou situaci, kterd nam zaruc¢i, ze druh prezije. Do-
sadime konkrétni parametry a = 8 = 0,001 a ¢ = 1 a vypocitame, kolik musi

jedna rostlina v fijnu miniméalné vyprodukovat semen, aby druh nevyhynul:
Pr=10,001-1-yp,_1+0,001-1*1 —0,001)yp,—2,

Pn = 0, 0017pn71 + O, 000999’}/]7”,2

Snazime se zjistit zavislost A na 7 a jak velké musi v byt, aby se populace postupné

zvétSovala, vytvorime proto charakteristickou rovnici
0=X—ay\—B(1—a)y

a fesime ji. Zjistime, ze

_ay+ Vi +48(1 — a)y N = O Va2 +48(1 — a)y
— 5 = .

M 2 2

Jelikoz 43(1 — a)7 je kladné, vime, ze

ay < Va2y? +46(1 - a)y,

a proto Ay vyjde zaporna. My hleddme A > 1, budeme tedy nejdiive pocitat s A;:

ay + /a2y +4B(1 —a)y

> 1.
2

Po vynésobeni dvéma, roznasobeni a dalsich upravach vytkneme v a vyjde nam

rovnice
(B—af+a)y>1

Kdyz nyni podle predpokladu dosadime o = 0,001; 5§ = 0,001 a ¢ = 1 a nerovnici
vydélime, mame vysledek

v > 500, 25.
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Zjistili jsme tedy, ze abychom zajistili preziti druhu, musi v (tj. pocet semen,

které jedna rostlina v tijnu vyprodukuje) byt minimalné 501. Kdyz méme nyni

yyyyyyy

\ 0,001 %501 — \/O, 0012 % 5012 + 4 % 0,001(1 — 0,001)501
2 = )
2

Ao = —0,49999933377718.

Pn

— 4+ e
)
w
B
ot
D
\]
(0.¢]
Nej
3

—1 +

Obrazek 2.2: Graf posloupnosti p, = acyp,_1 + B0*(1 — a)ypn_2 pro a = 0,001;
8 =0,001; 0 =1a~vy=501

Pokusme se nyni najit obecnéjsi podminky pro uspésné preziti druhu. Pfipomenme

si, ze mame pocatecni rovnici
2
Pn = QOYPp—1 + BU (1 - O‘)fypn—Q-

Pro zjednoduseni znaceni bude a = aoy a b = S0?(1 — a)y. Z piedchozi rovnice
se tak stane

Pn = apn—1 + bpn—2
s charakteristickou rovnici

N —a\—b=0,

jeji kofeny jsou ve tvaru

N a-++va?+4b 4 ) a—va?+4b
1= 1=,
2 2

pripadné

\ _aoy(1+4++/1+9) 2 _aoy(l = /1+9)
1= 2 =
2
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kde

a d > 0, protoze o < 1.

Nyni predpokladejme, ze v poméru k poctu vyklicenych semen, kterd prezila
jen jednu zimu, vyklici téch, ktera prezila zimy dvé, jen malé mnozstvi. Zlomek
B/a tedy velmi malé ¢islo a proto i parametr ¢ je velmi maly a muzeme si jej
dovolit v nasledujicim vypoctu zanedbat. A\; jde diky tomu zapsat ptibliznym

vyrazem

A1~ %(1—1—\/1) :2% = oya.

Abychom zajistili preziti druhu, musi

1
M>1 = oya>1 = ~v>—.
g

Z toho vidime, ze populace poroste, jestlize je pocet semen na rostlinu vétsi nez

1/oa.
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2.3. Objem nadechti a mnozstvi CO, v krvi

V nésledujicim modelu budeme sledovat koncentraci CO, v krvi a zjistovat,
jak ji udrzet na prirozené hladiné. Dusledkem zdkladnich metabolickych procesu
je neustald produkce oxidu uhlic¢itého. Télo se ho zbavuje prostrednictvim plic
rychlosti, kterou urcuji chemoreceptory citlivé na COy umisténé v mozkovém
kmeni. Ve skutecnosti jsou rychlost nadecht a vydechu a jejich hloubka urcovany
fyziologicky, my vSak pro zjednoduseni budeme piedpokléadat, ze nadechy a vydechy
se odehravaji v pravidelnych ¢asovych okamzicich t +n7,n = 0,1, 2, ... a Ze jejich
objem V,, je uréen koncentraci COq v krvi v predchozim ¢asovém okamziku.

Mnozstvi oxidu uhli¢itého v krvi v ¢asovém okamziku t + n7 budeme znacit
C,, a objem nadechu v ¢asovém okamziku t + n7 budeme znacit V,,.

Tyto dvé proménné mohou byt interpretovany také nasledujicim zpusobem:
mnozstvi oxidu uhlic¢itého v krvi v casovém okamziku n + 1 je jeho mnozstvi
v generaci n snizené o mnozstvi, které plice odcerpaji, a zvysené o jeho mnozstvi

vytvotené prirozenym prubéhem metabolismu. Muzeme to zapsat také rovnici
Chy1 =C, — L(V,,,C) +m,

kde L(V,,C,) je funkce dvou proménnych vyjadiujici mnozstvi COy odéerpané
plicemi v ¢asovém okamziku n a m je jeho konstantni mnozstvi vyprodukované
metabolismem.

Obsah nadechu a vydechu v (n 4 1)-nim ¢asovém okamziku zavisi na obsahu
oxidu uhlicitého v predchozi generaci, tzn. v generaci n, lze jej tedy vyjadrit
rovnici

VTH—l = S(Cn)7

kde S je funkce jedné proménné vyjadrujici citlivost na mnozstvi COy v krvi.
V prvnim modelu budeme ptredpokladat, ze mnozstvi odcerpaného CO,, tj.
L(V,,C,), je pfimo imérné obsahu nadechu a vydechu V,, s konstantnim faktorem

B, a ze nezalezi na C,, tedy ze lze tohle mnozstvi zapsat rovnici

L(V,,C,) = BV,.
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Déle budeme predpokladat, ze nddech a vydech v ¢ase n+ 1 je pfimo imérny

C,, s faktorem a > 0, muzeme jej popsat rovnici
S(Cy) = aC,,.

Tento pristup muze byt fyziologicky ponékud nerealisticky, ale pomuze nam
vytvorit linedarni model. Kdyz se nyni vratime k ptedchozim dvéma rovnicim

vyjadiujicim V41 a C),11, vidime, ze po upravé V, 1 na
Vn = Ckcn,1

a po dosazeni do rovnice L(V,,, C,) = BV, je lze spojit do jedné diferencni rovnice
druhého tadu

CnJrl = Cn - 5050an + m.

Po dpravé na prirozenéjsi tvar dostaneme
Cn—l—l - Cn + Bacn—l =m.

Pro m # 0 je tato rovnice nehomogenni. Pii jejim feSeni za¢neme klasicky

charakteristickou rovnici prislusné homogenni rovnice
M- A+aB =0,
jejiz koreny jsou

1—I—4ap3

2 Y

1+ v1—4ap
B E—

)\1 )\1 =

kde 4a € (0,1). Tyto koteny jsou tedy realné.
Reseni pifslusné homogenni dlohy, tzn. pro m = 0, je

A, (1 + \/12— 4_a5>”+A2 (1 —1—4ap

Cp = 5

n
) , ALQ € R.
Pti feseni nehomogenni rovnice si nejprve napiseme partikularni feseni. U této
rovnice nam vyjde konstanta

Y(n)=K, KEeR
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Tuto muzeme nasledné dosadit do puvodni nehomogenni rovnice a zjistime, ze

Konecné teseni nehomogenni rovnice, tj. rovnice
On—l—l - Cn + ﬁacn—l =m,
je

Cn:A1<1+\/12—40z5) +A2<1—\/1—4a5) m

5 +@ ALQER, af > 0.
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2.4. Linearni diferencni rovnice v demografii

V nasledujicim problému budeme sledovat vékovou strukturu obyvatelstva
v po sobé nasledujicich n generacich. Kazdéd generace je slozena z jedinct, které
roztadime do m vékovych kategorii, pricemz pro nas budou dulezité celkové pocty
vsech jedincu patiici do jednotlivych vékovych kategorii v jednotlivych gene-
racich. Vyvoj poctu jedinct ve vékovych kategoriich napti¢ generacemi je piimo
ovlivnén plodnosti a imrtnosti v jednotlivych vékovych kategoriich.

Pti matematickém zapisu tohoto modelu budeme pouzivat nasledujici znaceni:

pL, ..., p™ jsou pocty jedinct vékovych kategorii 1 az m v generaci n,
a1, ..., ,, jsou pocty novorozenych, ktefi se narodili jedincum ve vékovych kategoriich
1 azm,
01y .y Om—1 jsou zlomky udavajici ¢ast jedincu, kterd prezije a presune se do nasledujici

vékové kategorie.

S danym znacenim muzeme nyni piejit k matematické formulaci tohoto problému.
Vime, ze k-té vékové kategorii se narodi a; novych jedinct. Tenhle poznatek

muzeme zapsat rovnici
1 1 2 m—1 m
Dyl = Q1p, + Qopy, + -+ Qpo1p, — + amp, -

Déle vime, ze z k-té vékové kategorie prezije a v dalsi generaci se do (k + 1)-ni
vékové kategorie posune oppF jedinci. To mizeme pro vékové kategorie 2 az m
zapsat soustavou rovnic

2 _ 1
pn+1 - len7

3 _ 2
Dpy1 = 02D,

m—1 __ m—2
pn+1 - Jm—?pn Y

m—1

m _
Ppny1 = Om—-1Py
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kde predpokladame, ze 37 : a; > 0 a Vi : g; > 0.

Tuto soustavu rovnic muzeme snadno zapsat i maticoveé

Pn—i—l:A-Prh
kde
A1 2 ... Oyp—1 Oy
1

p2 01 0 ... 0 0
p . .

P = . A= 0 0'2.
m 00 0 0
b 0 0 ...0p-1 0

Matice A je tzv. Leslieho matice, v demografii casto uzivana prave pro zkoumani

veékového slozeni po sobé jdoucich generaci.

Charakteristicka rovnice Leslieho matice ja dana polynomem
pm(A) = det(A — AI) = 0.

Chceme tedy spocitat determinant matice tvaru

ap— A Qg Q3 ... Q1 Oy,
01 - 0 ... 0 0
0 09 -2 0
A - )= . ) .
0 o3 - . 0
: 0O ... =X 0
0 0 ... 0 Om—1 —A

Determinant vypocitame pomoci Laplaceova rozvoje

-2 0 0 ... 0 op 0 0 ... O
og —A 0 ... 0 0O-Xx0 ... 0
det(A - )\I) = (Oél — )\) 0 03 Q)\ — Qg 0 03 A . -+
Lo L0 . 0
0O ... 0 Om—1 —A 0 ... 0 Om—1 —A
oo =X 0 ... 0 o —A 0 0
0 -0y 0 ... O 0 09 =X\ 0O
+as 0 0 =X . ++(_1)m+1am 0 03 0
0 ... 0 op1 —A 0 0 0 0,1
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a vypoctem determinantu ziskame polynom tvaru
(=A)"" 4y (=N a0 (=N 2z oo(—N) P — - (=1 M ay,0009 .. Oy = 0.

Tento polynom p,,(A) mé pravé jedno kladné vlastni ¢islo \*, coz muzeme
dokéazat nasledovné:

Meéjme funkci

Pti zkoumani této funkce zjistime, ze:
pro A— oo f(A)—0,

pro A—=0 f(\) — .

Funkce f je navic na intervalu (0,00) spojitd. Z toho plyne, ze funkce je na
intervalu (0, 00) klesajici a skutecné existuje pravé jedno kladné vlastni ¢islo A,
které je korenem polynomu p,, ().

Déle muzeme z puvodni soustavy rovnic
Pn+1 = APn
pomoci iterace odvodit pro nas vyhodnéjsi tvar:
P2 = AP17

P3 - AP2 - A2P1,

Pn+1 = AnP1 .

Nyni budeme uvazovat vlastni vektor v* matice A ptislusny k \*, ktery bude

pocateénim okamzikem. Dosadime tento vektor za Py:

Pn+1 - AHV*.
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Pokud v* je vlastni vektor \*, plati rovnost
Av* = \'v.
Tuto rovnost dosadime do predchozi rovnice
Poi1= AW = A" v = ... = (\%)vh
Zjistili jsme tedy, ze:
pro A" >1 roste populace exponencidlné rychlosti \*,

pro A" € (0,1) klesd populace exponencidlné rychlosti A,

pro A" =1 bude velikost populace konstantni.
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Zaver

V této bakalarské praci jsme se zabyvali pouzitim diferencnich rovnic pii sle-
dovani zmén ve slozeni populaci. Zkoumali jsme tyto zmény na modelech pro-
dukce ¢ervenych krvinek, na vyskytu COs v krvi, na rozmnozovani jednoletych
rostlin a na slozeni jednotlivych vékovych kategorii v po sobé jdoucich generacich.
Na jednotlivych piikladech je zde dobte vidét dulezitost pouziti diskrétni mate-
matiky v biologii, bez ni by nebylo mozné urcit skladbu jednotlivych generaci a
jejich vyvoj v case. Dokazat znazornit tento vyvoj je pro nés zivotné dulezité pro
zajisténi rovnovahy a rustu v populac¢nich modelech.

Pouziti diferencnich rovnic je siroké, vyuzivaji se mimo jiné také napiiklad v
informatice nebo ekonomii. Zvolila jsem do této prace pravé priklady, které tuto

rozmanitost dobte ilustruji, kazdy problém se tyka odlisné oblasti biologie.
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