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Počet stran: 35
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Úvod

Tématem bakalářské práce jsou lineárńı diferenčńı rovnice a jejich využit́ı

v biologii, konkrétněji v populačńıch modelech. Předevš́ım se budeme zaob́ırat

aplikaćı lineárńıch diferenčńıch rovnic na r̊uzné populace a odvětv́ı biologie, od

přenosu oxidu uhličitého v krvi po demografii. Populačńı modely jsou biologické

systémy, ve kterých se zpravidla snaž́ıme o udržeńı stabilńıho prostřed́ı a o ne-

ustálý nár̊ust populace. Snaž́ıme se takto zajistit přežit́ı systému a zjǐst’ujeme,

za jakých podmı́nek tyto systémy porostou. V těchto populaćıch zpravidla za

dané časové obdob́ı (př́ıpadně v jednotlivých generaćıch), se kterým poč́ıtáme,

část populace uhyne a část se rozmnož́ı, tzn. v každém tomto časovém úseku

(generaci) určitý počet jedinc̊u z modelu odejde a určitý počet jedinc̊u naopak

do modelu přibude. Tyto počty se v populačńıch modelech ř́ıd́ı přesně danými

zákonitostmi, které můžeme pomoćı lineárńıch diferenčńıch rovnic matematicky

vyjádřit. Na těchto rovnićıch potom sledujeme vývoj dané populace a zjǐst’ujeme,

v jakých intervalech se proměnné a kořeny charakteristických rovnic př́ıslušných

diferenčńıch rovnic muśı pohybovat, aby byla zajǐstěna stabilita a r̊ust dané popu-

lace. S diskrétńım př́ıstupem tedy sledujeme vývoj počtu jedinc̊u v jednotlivých

okamžićıch (generaćıch) a jejich vývoj v budoucnu.
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Kapitola 1

Diferenčńı rovnice

Diferenčńı rovnice nám pomáhaj́ı popsat pr̊uběh hodnot vybrané veličiny v

čase, a to diskrétńı formou jej́ım vývojem v jednotlivých časových okamžićıch.

Tyto jednotlivé časové okamžiky budeme značit nezápornými celými č́ısly n a

hodnoty, kterých veličiny v čase n nabývaj́ı, budeme značit xn. Představ́ıme-li

si nekonečný vývoj této veličiny x, jedná se vlastně o nekonečnou poslouprnost

(xn)∞n=n0
.

Pojmem diferenčńı rovnice budeme rozumět rekurentńı zadáńı takových po-

sloupnost́ı. Řešeńım diferenčńı rovnice budeme nazývat jej́ı př́ıslušnou posloup-

nost, vyřešeńı diferenčńı rovnice bude vypočteńı vztahu pro n-tý člen této po-

sloupnosti.

Př́ıklad rekurentńıho zadáńı homogenńı diferenčńı rovnice prvńıho řádu:

xn+1 = xn + 2, n ≥ 0.

Taková rovnice má nekonečně mnoho řešeńı, pomůže, když v zadáńı přidáme

jednu nebo v́ıce podmı́nek, které nám počet řešeńı sńıž́ı.

Př́ıklad rekurentńıho zadáńı homogenńı diferenčńı rovnice prvńıho řádu s jed-

nou podmı́nkou:

xn+1 = xn + 2, n ≥ 0, x0 = 1.

Řádem diferenčńı rovnice je rozd́ıl nejvyšš́ıho a nejnižš́ıho indexu v této rov-

nici. Pomůže nám se j́ım ř́ıdit při určováńı počtu podmı́nek při rekurentńım
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zadáńı rovnice, při vysokém množstv́ı těchto podmı́nek se totiž úloha může stát

neřešitelnou, tzn. dosazeńı těchto podmı́nek do diferenčńı rovnice poruš́ı rovnost.

Lineárńı diferenčńı funkce je taková diferenčńı funkce, ve které se nevyskytuj́ı

součiny hledané funkce a jej́ı derivace nebo součiny dvou derivaćı. Např́ıklad

diferenčńı rovnice

xn+2 + nxn+1 + n2xn = 5n

je lineárńı, oproti tomu diferenčńı rovnice

xn+1xn = 0

lineárńı neńı, použ́ıváme pro ni pojem nelineárńı.

Homogenńı diferenčńı funkćı nazveme takovou diferenčńı funkci, kde pro tvar

xn+1 + a(n)xn = g(n)

plat́ı g(n) ≡ 0.

1.1. Lineárńı diferenčńı rovnice prvńıho řádu

Mějme rovnici

xn+1 = a(n)xn + g(n), xn0 = x0, n ≥ n0 ≥ 0.

To je lineárńı nehomogenńı diferenčńı rovnice prvńıho řádu s počátečńı podmı́nkou

a k ńı př́ıslušná homogenńı diferenčńı rovnice prvńıho řádu se stejnou počátečńı

podmı́nkou je dána přepisem

xn+1 = a(n)xn, xn0 = x0, n ≥ n0 ≥ 0,

kde a(n) a g(n) jsou reálné funkce definované pro n ≥ n0 ≥ 0 a a(n) = 0.

Nyńı můžeme pomoćı iterováńı nalézt řešeńı této homogenńı úlohy:

xn0+1 = a(n0)xn0 = a(n0)x0,

xn0+2 = a(n0 + 1)xn0+1 = a(n0 + 1)a(n0)x0,
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xn0+3 = a(n0 + 2)xn0+2 = a(n0 + 2)a(n0 + 1)a(n0)x0.

Z toho můžeme odvodit a pomoćı matematické indukce dokázat obecný výsledek

pro všechna n ≥ n0 ≥ 0:

xn = xn0+n−n0

xn = a(n− 1)a(n− 2) · · · a(n0)x0

xn =

[
n−1∏
i=n0

a(i)

]
x0.

Když se nyńı vrát́ıme k p̊uvodńı nehomogenńı rovnici, můžeme pomoćı řešeńı

homogenńı úlohy obdobným zp̊usobem nalézt jej́ı řešeńı pro všechna n ≥ n0 ≥ 0,

které jde také ověřit matematickou indukćı:

xn0+1 = a(n0)x0 + g(n0),

xn0+2 = a(n0 + 1)xn0+1 + g(n0 + 1),

xn0+2 = a(n0 + 1)a(n0)x0 + a(n0 + 1)g(n0) + g(n0 + 1),

a tedy

xn =

[
n−1∏
i=n0

a(i)

]
x0 +

n−1∑
r=n0

[
n−1∏

i=r+1

a(i)

]
g(r), n ≥ n0 ≥ 0.

1.2. Lineárńı diferenčńı rovnice druhého řádu

Nehomogenńı lineárńı diferenčńı rovnice druhého řádu ṕı̌seme ve tvaru

xn+2 + p1(n)xn+1 + p2(n)xn = g(n),

kde p1(n), p2(n) a g(n) jsou reálné funkce definované pro n ≥ n0, p1(n), p2(n) 6= 0.

K ńı př́ıslušná homogenńı rovnice má tvar

xn+2 + p1(n)xn+1 + p2(n)xn = 0, n ≥ n0.

Když si nyńı vyjádř́ıme xn+2 a dosad́ıme n = 0, dostaneme

x2 = −p1(0)x1 − p2(0)x0 + g(0).

10



Pokud známe všechny potřebné hodnoty p1(n), p2(n), g(n), x0 a x1, můžeme nyńı

vypoč́ıtat také všechny následuj́ıćı hodnoty xn pro n ≥ 2, např.

x2+1 = −p1(0 + 1)x1+1 − p2(0 + 1)x0+1 + g(0 + 1)

pro n = 1. Opakováńım tohoto postupu pro všechna n źıskáme výslednou po-

sloupnost.

Počátečńı úloha

xn+2 + p1(n)xn+1 + p2(n)xn = g(n),

xn0 = a0, xn0+1 = a1, a1, a2 ∈ R,

má tedy právě jedno řešeńı xn.

Definice 1.2.1 Řekneme, že funkce f1(n), f2(n), ..., fr(n) jsou lineárně závislé

pro n ≥ n0, jestlǐze existuj́ı konstanty a1, a2, ..., ar ne všechny nulové a takové, že

a1f1(n) + a2f2(n) + ...+ arfr(n) = 0, n ≥ n0.

Tuto definici budeme potřebovat pro pochopeńı pojmu fundamentálńı množina

řešeńı.

Definice 1.2.2 Množinu dvou lineárně nezávislých řešeńı rovnice

xn+2 + p1(n)xn+1 + p2(n)xn = 0

nazýváme fundamentálńı množina řešeńı.

K ověřeńı nezávislosti můžeme použ́ıt casoratián popsaný v následuj́ıćı defi-

nici.

Věta 1.2.3 Casoratián W(n) řešeńı x1(n), x2(n), ..., xr(n) je dán předpisem

W (n) = det


x1(n) x2(n) · · · xr(n)

x1(n+ 1) x2(n+ 1) · · · xr(n+ 1)
...

...
. . .

...
x1(n+ r − 1) x2(n+ r − 1) · · · xr(n+ r − 1)

 .
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Vypoč́ıtat casoratián pro každé n0 ≥ 0 může být složité, s t́ım nám pomůže

informace, že množina řešeńı {x1(n), x2(n)} je fundamentálńı množinou řešeńı

právě tehdy, když pro nějaké n0 ≥ 0 plat́ı W (n0) 6= 0.

Nav́ıc jestliže pro všechna n ≥ n0 plat́ı pk(n) 6= 0, potom má úloha

xn+2 + p1(n)xn+1 + p2(n)xn = 0

fundamentálńı množinu řešeńı pro n ≥ n0.

Věta 1.2.4 Necht’

x1(n), x2(n)

je fundamentálńı množina řešeńı rovnice

xn+2 + p1(n)xn+1 + p2(n)xn = 0.

Potom obecné řešeńı této rovnice je dáno vztahem

x(n) = C1x1(n) + C2x2(n), C1, C2 ∈ R.

1.3. Lineárńı homogenńı rovnice druhého řádu s

konstantńımi koeficienty

Mějme

xn+2 + p1xn+1 + p2xn = 0,

p1 a p2 jsou konstanty a p2 6= 0. Za předpokladu, že řešeńı budou mı́t tvar λn,

dosad́ıme je do této rovnice a źıskáme charakteristickou rovnici

λ2 + p1λ+ p2 = 0,

jej́ıž kořeny λ1 a λ2 budeme nazývat charakteristické kořeny, λ1, λ2 ∈ C.

Při řešeńı této rovnice mohou nastat tři r̊uzné situace:

1. λ1, λ2 ∈ R, λ1 6= λ2

Jelikož

W (0) = det

(
1 1
λ1 λ2

)
= λ2 − λ1 6= 0,
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v́ıme, že funkce λn1 a λn2 jsou lineárně nezávislé, a z konstrukce samotné

charakteristické rovnice plyne, že jde o řešeńı, proto tvoř́ı dvojice funkćı

{λ1, λ2} fundamentálńı množinu řešeńı a obecné řešeńı bude tedy ve tvaru

xn = C1λ
n
1 + C2λ

n
2 , C1, C2 ∈ R.

2. λ1, λ2 ∈ R, λ1 = λ2

Fundamentálńı množina řešeńı bude v tomhle př́ıpadě {λn1 , nλn1}. Že je λn1

řešeńım rovnice vyplývá z jej́ı konstrukce. Že nλn1 je také řešeńım můžeme

dokázat dosazeńım a následnou úpravou:

L = (n+ 2)λ21 + p1(n+ 1)λn+1
1 + p2λ

n
1 =

= λn1 [n(λ21 + p1λ1 + p2) + (2λ21 + p1λ1)] = 0 = P,

kde rovnost (λ21 +p1λ1 +p2) = 0 vyplývá z charakeristické rovnice a rovnost

(2λ21+p1λ1) = 0 plat́ı d́ıky obecné rovnosti kvadratické rovnice, pro λ1 = λ2

můžeme psát p1 = −2λ1.

Ještě muśıme ověřit lineárńı nezávislost:

W (0) = det

(
1 0
λ1 λ1

)
= λ1 6= 0.

Nyńı máme ověřeno, že {λn1 , nλn1} skutečně je fundamentálńı množinou

řešeńı a obecné řešeńı bude ve tvaru

xn = C1λ
n
1 + C2nλ

n
1 =

= (C1 + C2n)λn1 , C1, C2 ∈ R.

3. λ1, λ2 jsou komplexńı charakteristické kořeny ve tvaru

λ1 = α + iβ, λ2 = α− iβ.

Při dosazeńı λ1, λ2 do obecného řešeńı dostaneme

xn = c1(α + iβ)n + c2(α− iβ)n.
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Pro komplexńı bod α+ iβ plat́ı, že jej lze v polárńıch souřadnićıch vyjádřit

vztahy

α = r cos θ, β = r sin θ,

kde

r =
√
α2 + β2 a θ = arctan

(
β

α

)
.

Př́ıslušná dvě lineárně nezávislá řešeńı budou

x1(n) = rn cos(nθ) a x(n) = rn sin(nθ),

fundamentálńı množinou řešeńı bude tedy {rn cos(nθ), rn sin(nθ)} a obecné

řešeńı bude ve tvaru

xn = C1r
n cos(nθ) + C2r

n sin(nθ) =

= rn(C1 cos(nθ) + C2 sin(nθ)), C1, C2 ∈ R.

1.3.1. Fibonacciho posloupnost a zlatý řez

V následuj́ıćı části je pro ilustraci uvedený jeden z nejznáměǰśıch př́ıklad̊u

lineárńı homogenńı diferenčńı rovnice druhého řádu, tzv. Fibonacciho posloup-

nost. Jde o pomyslný př́ıklad množeńı kráĺık̊u, kde každý pár na konci měśıce

(kromě prvńıho měśıce svého života, kdy dosṕıvaj́ı) vrhne jeden nový pár kráĺık̊u.

Máme tedy dva typy pár̊u:

1. Páry, které jsou čerstvě narozené, potřebuj́ı měśıc, aby se staly dospělými,

a proto na konci n-tého měśıce mladé nemaj́ı. Tyto páry budeme značit

x0(n).

2. Páry, které jsou už dospělé a na konci každého měśıce vrhnou jeden pár

mladých. Tyto páry budeme značit x1(n).

Celkový počet pár̊u na konci n-tého měśıce budeme značit x(n) a bude platit

x(n) = x0(n) + x1(n).
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Informace, že na konci n-tého měśıce x1(n) pár̊u vrhne každý jeden pár a že

z čerstvě narozených x0(n) králič́ıch pár̊u se stanou páry schopné daľśıho vrhu

můžeme zapsat pomoćı náseduj́ıćıch vztah̊u:

x0(n+ 1) = x1(n),

x1(n+ 1) = x1(n) + x0(n) = x(n),

x(n+ 1) = x0(n+ 1) + x1(n+ 1) = x1(n) + x(n).

Stejným zp̊usobem můžeme uvažovat i o počtech pár̊u v následujćım měśıci:

x0(n+ 2) = x1(n+ 1) = x(n),

x1(n+ 2) = x1(n+ 1) + x0(n+ 1) = x(n+ 1),

x(n+ 2) = x0(n+ 2) + x1(n+ 2) = x(n) + x(n+ 1).

T́ımto postupem jsme našli rekurentńı zadáńı Fibonacciho posloupnosti

x(n+ 2) = x(n) + x(n+ 1),

x(1) = 1 x(2) = 2.

Odpov́ıdajćı charakteristická rovnice je

λ2 − λ− 1 = 0

a jej́ı kořeny vycháźı

λ1 =
1 +
√

5

2
a λ2 =

1−
√

5

2
.

Obecné řešeńı je tedy ve tvaru

x(n) = A

(
1 +
√

5

2

)2

+B

(
1−
√

5

2

)2

, n ≥ 1, A,B ∈ R.
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1.4. Lineárńı nehomogenńı rovnice druhého řádu

Mějme rovnici

xn+2 + p1(n)xn+1 + p2(n)xn = g(n).

Jde o nehomogenńı lineárńı rovnici druhého řádu, kde p1(n), p2(n) a g(n) jsou

reálné funkce definované pro n ≥ n0, p2(n) 6= 0.

Jestliže x1(n) a x2(n) jsou řešeńımi této nehomogenńı úlohy, potom jejich

rozd́ıl y(n) = x1(n)− x2(n) je řešeńım k ńı př́ıslušné homogenńı úlohy

xn+2 + p1(n)xn+1 + ...+ p2(n)xn = 0.

Libovolné řešeńı xn této nehomogenńı lineárńı úlohy můžeme psát ve tvaru

xn = Yn + C1x1(n) + C2x2(n), C1, C2 ∈ R,

kde {x1(n), x2(n)} je fundamentálńı množina řešeńı homogenńı úlohy, Yn je par-

tikulárńı řešeńı nehomogenńı úlohy a část C1x1(n) + C2x2(n) je obecné řešeńı

homogenńı úlohy, které budeme značit ȳ(n).
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Kapitola 2

Př́ıklady užit́ı diferenčńıch rovnic
v populačńıch modelech

2.1. Produkce červených krvinek

V krevńım oběhu jsou červené krvinky neustále ničeny a znovu nahrazovány.

Jelikož tyto krvinky maj́ı v těle za úkol přenos kysĺıku, jejich počet muśı být

udržován na určité hladině. Slezina denně znič́ı určitou část těchto krvinek a

kostńı dřeň je pak následuj́ıćı den, tj. v následuj́ıćı generaci, nahrad́ı.

Při sledováńı tohoto modelu budeme pracovat s následuj́ıćım značeńım:

f je zlomek krvinek, který slezina v generaci n znič́ı,

Mn+1 je množstv́ı, které kostńı dřeň v následuj́ıćı generaci n+ 1 vytvoř́ı - propor-

cionálně odpov́ıdá množstv́ı zničenému v předchoźı generaci,

Rn je celkový počet krvinek v generaci n,

γ je zlomek vyprodukovaných a zničených krvinek - budeme jej nazývat pro-

dukčńı konstanta,

f je zlomek z celkového množstv́ı červených krvinek, který slezina v každé

generaci znič́ı.

Budeme předpokládat následuj́ıćı:
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Počet červených krvinek v (n + 1)-ńı generaci Rn+1 je roven počtu krvinek

v n-té generaci zmenšený o část f (tj. zmenšený o počet krvinek zničených nebo

odstraněných slezinou v n-té generaci) a zvýšený o počet krvinek vyproduko-

vaných kostńı dřeńı v n-té generaci Mn, můžeme jej tedy vyjádřit rovnićı

Rn+1 = (1− f)Rn +Mn.

Počet krvinek vyprodukovaných kostńı dřeńı v (n + 1)-ńı generaci Mn+1 je

roven násobku produkčńı konstanty γ a zredukované části krvinek v n-té generaci

Mn+1 = γfRn.

Pokud tuto rovnici přeṕı̌seme na tvar

Mn = γfRn−1,

můžeme Mn v rovnici Rn+1 = (1 − f)Rn + Mn nahradit a tyto dvě rovnice tak

zredukovat do jedné rovnice druhého řádu

Rn+1 = (1− f)Rn + γfRn−1.

Vid́ıme tedy, že počet červených krvinek v (n+ 1)-ńı generaci bude roven součtu

červených krvinek, které slezina v generaci n neznič́ı, a červených krvinek, které

kostńı dřeň v generaci (n− 1) vytvoř́ı.

Charakteristická rovnice této diferenčńı rovnice druhého řádu je

λ2 − (1− f)λ− γf = 0.

Jelikož jde o kvadratickou rovnici, kořeny této charakteristické rovnice snadno

urč́ıme. Jsou to

λ1 =
(1− f) +

√
(1− f)2 + 4γf

2
a λ2 =

(1− f)−
√

(1− f)2 + 4γf

2
, tzn.λ1 < λ2.

Jelikož f ∈ (0, 1), pak také (1 − f) ∈ (0, 1) a plat́ı 4γf > 0. Z toho plyne

nerovnost

1− f <
√

(1− f)2 + 4γf.
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Pokud tuto nerovnost aplikujeme na vypoč́ıtané kořeny charakteristické rovnice,

zjist́ıme, že λ1 > 0 a λ2 < 0.

Pro udržeńı stabilńıho prostřed́ı (tj. pro udržeńı situace, kterou tělo potřebuje

k přežit́ı) je nutné, aby se celkové množstv́ı červených krvinek Rn udržovalo

na zhruba konstantńı hodnotě. Abychom toho dosáhli, muśı výsledná rovnice

konvergovat. To nastane v př́ıpadě, kdy λ1 = 1 a λ2 ∈ (−1, 1). Polož́ıme tedy λ1

rovno jedné a vyjádř́ıme γ:

(1− f) +
√

(1− f)2 + 4γf

2
= 1.

Po vynásobeńı dvěma a odstraněńı odmocniny máme

(1 + f)2 = (1− f)2 + 4γf.

Když nyńı umocńıme a zkrát́ıme, co jde, vyjde nám

4f = 4γf.

Zjistili jsme tak, že jediný zp̊usob, kterým můžeme zajistit konstantńı počet

červených krvinek, je udržeńı produkčńı konstanty na hodnotě γ = 1.

Následně vypoč́ıtáme hodnotu λ2 pomoćı soustavy rovnic, rovnice źıskáme

z vyjádřených λ1,2 kde λ1 = 1:

1− f +
√

(1− f)2 + 4f = 2,

1− f −
√

(1− f)2 + 4f = 2λ2.

Tyto rovnice sečteme, t́ım źıskáme jednu rovnici

2(f − 1) = 2λ2 + 2.

Po úpravě zjist́ıme, že

λ2 = −f.

Máme řešeńı ve tvaru

Rn = Aλn1 +Bλn2 = A(1)n +B(−f)n, A,B ∈ R,
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kde

pro n = 0 je R0 = A,

pro n = 1 je R1 = A−Bf.

Konstantu B si vyjádř́ıme

B =
R1 −R0

f

a obě konstanty dosad́ıme

Rn = R0 +
R1 −R0

f
(−f)n.

Vid́ıme, že část R1−R0

f
(−f)n osciluje k nule a část R0 je konstantńı.

n

Rn

1

−1

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Obrázek 2.1: Graf posloupnosti R0 + R1−R0

f
(−f)n pro R0,

R1−R0

f
= 1 a f = 0, 5
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2.2. Rozmnožováńı jednoletých rostlin

Nyńı se budeme zabývat přež́ıváńım jednotlivých generaćı semen jednoletých

rostlin. Generaćı v našem př́ıpadě rozumı́me jeden kalendářńı rok. Jednoleté rost-

liny produkuj́ı semena na konci své vegetačńı doby (řekněme v ř́ıjnu). Poté květy

odumřou a semena muśı přež́ıt zimu, aby mohla na jaře vytvořit následuj́ıćı gene-

raci rostlin. Daľśı rok na začátku vegetačńı doby (řekněme v květnu) jistý zlomek

těchto semen vykĺıč́ı. Některé ze semen, které zimu přežily, nemuśı vykvést hned.

Mohou z̊ustat v nečinnosti a vykvést až po přežit́ı daľśı zimy. Daľśı zahynou

následkem počaśı a chorob nebo jsou zničeny šk̊udci. Aby druh rostliny nevyhy-

nul, muśı dostatečně velká část semen n-té generace přež́ıt zimu, vykĺıčit a vypro-

dukovat semena (n+ 1)-ńı generace, eventuálně přež́ıt dvě zimy a vyprodukovat

semena (n+ 2)-hé generace.

Nyńı vytvoř́ıme rovnici, která poṕı̌se tento rozmnožovaćı proces, přičemž bu-

deme pro zjednodušeńı předpokládat, že semena starš́ı dvou let nemohou vykĺıčit.

Nejprve urč́ıme všechny parametry a konstanty, které budeme k vytvořeńı rovnice

potřebovat:

γ je počet semen, které vyprodukuje jedna rostlina na konci své vegetačńı

doby, γ > 0,

α je zlomek semen vyprodukovaných v n-té generaci, který následuj́ıćı rok

vykĺıč́ı a vytvoř́ı semena (n+ 1)-ńı generace, α ∈ (0, 1),

β je zlomek semen n-té generace, který přežije dvě zimy, tedy který vykĺıč́ı

o dva roky později a vytvoř́ı semena (n+ 2)-hé generace, β ∈ (0, 1),

σ je zlomek všech semen, který přežil danou zimu, σ ∈ (0, 1).

Nyńı definujeme proměnné. Budeme pracovat se šesti:

pn je počet rostlin v n-té generaci,

S1
n je počet jednoletých semen na začátku vegetačńı doby (před vykĺıčeńım)

v n-té generaci,
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S2
n je počet dvouletých semen na začátku vegetačńı doby (před vykĺıčeńım)

v n-té generaci,

S̄1
n je počet jednoletých semen na konci vegetačńı doby (tedy po tom, co některá

vykĺıčila) v n-té generaci,

S̄2
n je počet dvouletých semen na konci vegetačńı doby (tedy po tom, co některá

vykĺıčila) v n-té generaci,

S0
n je počet semen, která byla vyprodukována v ř́ıjnu (tj. na konci vegetačńı

doby) v n-té generaci.

Horńı indexy se vztahuj́ı na stář́ı daných semen a dolńı indexy určuj́ı generace.

Později bude možné některé z těchto proměnných eliminovat, při prvńım tvořeńı

rovnic nám však pomohou lépe se zorientovat.

V květnu vykĺıč́ı zlomek α jednoletých a zlomek β dvouletých semen:

pn = αS1
n + βS2

n.

Tedy pro počet zbylých nevykĺıčených semen S̄1
n a S̄2

n plat́ı

S̄1
n = (1− α)S1

n,

S̄2
n = (1− β)S2

n.

V ř́ıjnu jsou nová semena produkována v poměru γ na rostlinu:

S0
n = γpn.

Během zimy se počet a skladba semen změńı, některá zahynou a zbytek o rok

zestárne. Zimu přežije část σ semen. Nová semena z n-té generace jsou v generaci

(n+ 1) rok stará. To při použit́ı dř́ıve definovaného značeńı můžeme vyjádřit ve

formě dvou rovnic:

S1
n+1 = σS0

n,

S2
n+1 = σS̄1

n.
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Nyńı použijeme předchoźı úvahy k vytvořeńı jediné rovnice, která bude obsa-

hovat celý tento proces např́ıč třemi generacemi (pouze třemi, protože poč́ıtáme

s úvahou, že semena starš́ı dvou let už se nebudou rozmnožovat a tud́ıž je ne-

muśıme uvažovat). Začneme nahrazeńım S0
n v rovnici S1

n+1 = σS0
n:

S1
n+1 = σ(γpn).

Podobným zp̊usobem dosad́ıme S̄1
n do rovnice S2

n+1 = σS̄1
n:

S2
n+1 = σ(1− α)S1

n.

Nyńı přeṕı̌seme pn pro (n+ 1)-ńı generaci

pn+1 = αS1
n+1 + βS2

n+1

a do této rovnice dosad́ıme výrazy z předchoźıch rovnic a přeṕı̌seme ji pro n-tou

generaci

pn = ασγpn−1 + βσ2(1− α)γpn−2.

Źıskali jsme t́ımto lineárńı diferenčńı rovnici druhého řádu. Jej́ı interpretace

je následuj́ıćı: jde o součet semen starých jeden rok, která přežila zimu a na jaře

vykĺıčila, a semen starých dva roky, která přežila obě zimy, nevykĺıčila prvńı rok,

ale druhý už ano.

Alternativně lze tuto rovnici postupem

pn =
S1
n+1

σγ
,

S1
n+2

σγ
= ασγ

S1
n+1

σγ
+ βσ(1− α)S1

n, σγ > 0,

přepsat do tvaru

S1
n+2 = ασγS1

n+1 + βσ2γ(1− α)S1
n.
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2.2.1. Řešeńı počátečńı úlohy

Nyńı vytvoř́ıme specifickou situaci, která nám zaruč́ı, že druh přežije. Do-

sad́ıme konkrétńı parametry α = β = 0,001 a σ = 1 a vypoč́ıtáme, kolik muśı

jedna rostlina v ř́ıjnu minimálně vyprodukovat semen, aby druh nevyhynul:

pn = 0, 001 · 1 · γpn−1 + 0, 001 · 12(1− 0, 001)γpn−2,

pn = 0, 001γpn−1 + 0, 000999γpn−2.

Snaž́ıme se zjistit závislost λ na γ a jak velké muśı γ být, aby se populace postupně

zvětšovala, vytvoř́ıme proto charakteristickou rovnici

0 = λ2 − αγλ− β(1− α)γ

a řeš́ıme ji. Zjist́ıme, že

λ1 =
αγ +

√
α2γ2 + 4β(1− α)γ

2
a λ2 =

αγ −
√
α2γ2 + 4β(1− α)γ

2
.

Jelikož 4β(1− α)γ je kladné, v́ıme, že

αγ <
√
α2γ2 + 4β(1− α)γ,

a proto λ2 vyjde záporná. My hledáme λ > 1, budeme tedy nejdř́ıve poč́ıtat s λ1:

αγ +
√
α2γ2 + 4β(1− α)γ

2
> 1.

Po vynásobeńı dvěma, roznásobeńı a daľśıch úpravách vytkneme γ a vyjde nám

rovnice

(β − αβ + α)γ > 1.

Když nyńı podle předpokladu dosad́ıme α = 0, 001; β = 0, 001 a σ = 1 a nerovnici

vyděĺıme, máme výsledek

γ > 500, 25.
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Zjistili jsme tedy, že abychom zajistili přežit́ı druhu, muśı γ (tj. počet semen,

které jedna rostlina v ř́ıjnu vyprodukuje) být minimálně 501. Když máme nyńı

zajǐstěno přežit́ı, ještě se ujist́ıme, že λ2 nálež́ı intervalu (-1, 0):

λ2 =
0, 001 ∗ 501−

√
0, 0012 ∗ 5012 + 4 ∗ 0, 001(1− 0, 001)501

2
,

λ2
.
= −0, 49999933377718.

n

pn

1

−1

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Obrázek 2.2: Graf posloupnosti pn = ασγpn−1 + βσ2(1−α)γpn−2 pro α = 0, 001;
β = 0, 001; σ = 1 a γ = 501

Pokusme se nyńı naj́ıt obecněǰśı podmı́nky pro úspěšné přežit́ı druhu. Připomeňme

si, že máme počátečńı rovnici

pn = ασγpn−1 + βσ2(1− α)γpn−2.

Pro zjednodušeńı značeńı bude a = ασγ a b = βσ2(1− α)γ. Z předchoźı rovnice

se tak stane

pn = apn−1 + bpn−2

s charakteristickou rovnićı

λ2 − aλ− b = 0,

jej́ı kořeny jsou ve tvaru

λ1 =
a+
√
a2 + 4b

2
a λ1 =

a−
√
a2 + 4b

2
,

př́ıpadně

λ1 =
ασγ(1 +

√
1 + δ)

2
a λ2 =

ασγ(1−
√

1 + δ)

2
,
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kde

δ =
4β(1− α)

γα2
=

4β

γα
(

1

α
− 1)

a δ > 0, protože α < 1.

Nyńı předpokládejme, že v poměru k počtu vykĺıčených semen, která přežila

jen jednu zimu, vykĺıč́ı těch, která přežila zimy dvě, jen malé množstv́ı. Zlomek

β/α tedy velmi malé č́ıslo a proto i parametr δ je velmi malý a můžeme si jej

dovolit v následuj́ıćım výpočtu zanedbat. λ1 jde d́ıky tomu zapsat přibližným

výrazem

λ1 '
σγα

2
(1 +

√
1) = 2

σγα

2
= σγα.

Abychom zajistili přežit́ı druhu, muśı

λ1 > 1 ⇒ σγα > 1 ⇒ γ >
1

σα
.

Z toho vid́ıme, že populace poroste, jestliže je počet semen na rostlinu větš́ı než

1/σα.
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2.3. Objem nádech̊u a množstv́ı CO2 v krvi

V následuj́ıćım modelu budeme sledovat koncentraci CO2 v krvi a zjǐst’ovat,

jak ji udržet na přirozené hladině. Důsledkem základńıch metabolických proces̊u

je neustálá produkce oxidu uhličitého. Tělo se ho zbavuje prostřednictv́ım plic

rychlost́ı, kterou určuj́ı chemoreceptory citlivé na CO2 umı́stěné v mozkovém

kmeni. Ve skutečnosti jsou rychlost nádech̊u a výdech̊u a jejich hloubka určovány

fyziologicky, my však pro zjednodušeńı budeme předpokládat, že nádechy a výdechy

se odehrávaj́ı v pravidelných časových okamžićıch t+nτ, n = 0, 1, 2, ... a že jejich

objem Vn je určen koncentraćı CO2 v krvi v předchoźım časovém okamžiku.

Množstv́ı oxidu uhličitého v krvi v časovém okamžiku t + nτ budeme značit

Cn a objem nádechu v časovém okamžiku t+ nτ budeme značit Vn.

Tyto dvě proměnné mohou být interpretovány také následuj́ıćım zp̊usobem:

množstv́ı oxidu uhličitého v krvi v časovém okamžiku n + 1 je jeho množstv́ı

v generaci n sńıžené o množstv́ı, které pĺıce odčerpaj́ı, a zvýšené o jeho množstv́ı

vytvořené přirozeným pr̊uběhem metabolismu. Můžeme to zapsat také rovnićı

Cn+1 = Cn − L(Vn, Cn) +m,

kde L(Vn, Cn) je funkce dvou proměnných vyjadřuj́ıćı množstv́ı CO2 odčerpané

pĺıcemi v časovém okamžiku n a m je jeho konstantńı množstv́ı vyprodukované

metabolismem.

Obsah nádechu a výdechu v (n+ 1)-ńım časovém okamžiku záviśı na obsahu

oxidu uhličitého v předchoźı generaci, tzn. v generaci n, lze jej tedy vyjádřit

rovnićı

Vn+1 = S(Cn),

kde S je funkce jedné proměnné vyjadřuj́ıćı citlivost na množstv́ı CO2 v krvi.

V prvńım modelu budeme předpokládat, že množstv́ı odčerpaného CO2, tj.

L(Vn, Cn), je př́ımo úměrné obsahu nádechu a výdechu Vn s konstantńım faktorem

β, a že nezálež́ı na Cn, tedy že lze tohle množstv́ı zapsat rovnićı

L(Vn, Cn) = βVn.
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Dále budeme předpokládat, že nádech a výdech v čase n+ 1 je př́ımo úměrný

Cn s faktorem α > 0, můžeme jej popsat rovnićı

S(Cn) = αCn.

Tento př́ıstup může být fyziologicky poněkud nerealistický, ale pomůže nám

vytvořit lineárńı model. Když se nyńı vrát́ıme k předchoźım dvěma rovnićım

vyjadřuj́ıćım Vn+1 a Cn+1, vid́ıme, že po úpravě Vn+1 na

Vn = αCn−1

a po dosazeńı do rovnice L(Vn, Cn) = βVn je lze spojit do jedné diferenčńı rovnice

druhého řádu

Cn+1 = Cn − βαCn−1 +m.

Po úpravě na přirozeněǰśı tvar dostaneme

Cn+1 − Cn + βαCn−1 = m.

Pro m 6= 0 je tato rovnice nehomogenńı. Při jej́ım řešeńı začneme klasicky

charakteristickou rovnićı př́ıslušné homogenńı rovnice

λ2 − λ+ αβ = 0,

jej́ıž kořeny jsou

λ1 =
1 +
√

1− 4αβ

2
a λ1 =

1−
√

1− 4αβ

2
,

kde 4αβ ∈ (0, 1). Tyto kořeny jsou tedy reálné.

Řešeńı př́ıslušné homogenńı úlohy, tzn. pro m = 0, je

Cn = A1

(
1 +
√

1− 4αβ

2

)n

+ A2

(
1−
√

1− 4αβ

2

)n

, A1,2 ∈ R.

Při řešeńı nehomogenńı rovnice si nejprve naṕı̌seme partikulárńı řešeńı. U této

rovnice nám vyjde konstanta

Y (n) = K, K ∈ R.

28



Tuto můžeme následně dosadit do p̊uvodńı nehomogenńı rovnice a zjist́ıme, že

K =
m

αβ
.

Konečné řešeńı nehomogenńı rovnice, tj. rovnice

Cn+1 − Cn + βαCn−1 = m,

je

Cn = A1

(
1 +
√

1− 4αβ

2

)n

+A2

(
1−
√

1− 4αβ

2

)n

+
m

αβ
A1,2 ∈ R, αβ > 0.
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2.4. Lineárńı diferenčńı rovnice v demografii

V následuj́ıćım problému budeme sledovat věkovou strukturu obyvatelstva

v po sobě následuj́ıćıch n generaćıch. Každá generace je složena z jedinc̊u, které

rozřad́ıme do m věkových kategoríı, přičemž pro nás budou d̊uležité celkové počty

všech jedinc̊u patř́ıćı do jednotlivých věkových kategoríı v jednotlivých gene-

raćıch. Vývoj počtu jedinc̊u ve věkových kategoríıch např́ıč generacemi je př́ımo

ovlivněn plodnost́ı a úmrtnost́ı v jednotlivých věkových kategoríıch.

Při matematickém zápisu tohoto modelu budeme použ́ıvat následuj́ıćı značeńı:

p1n, ..., pmn jsou počty jedinc̊u věkových kategoríı 1 až m v generaci n,

α1, ..., αm jsou počty novorozených, kteř́ı se narodili jedinc̊um ve věkových kategoríıch

1 až m,

σ1, ..., σm−1 jsou zlomky udávaj́ıćı část jedinc̊u, která přežije a přesune se do následuj́ıćı

věkové kategorie.

S daným značeńım můžeme nyńı přej́ıt k matematické formulaci tohoto problému.

Vı́me, že k-té věkové kategorii se narod́ı αk nových jedinc̊u. Tenhle poznatek

můžeme zapsat rovnićı

p1n+1 = α1p
1
n + α2p

2
n + · · ·+ αm−1p

m−1
n + αmp

m
n .

Dále v́ıme, že z k-té věkové kategorie přežije a v daľśı generaci se do (k + 1)-ńı

věkové kategorie posune σkp
k
n jedinc̊u. To můžeme pro věkové kategorie 2 až m

zapsat soustavou rovnic

p2n+1 = σ1p
1
n,

p3n+1 = σ2p
2
n,

...

pm−1n+1 = σm−2p
m−2
n ,

pmn+1 = σm−1p
m−1
n ,
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kde předpokládáme, že ∃i : αi > 0 a ∀i : σi > 0.

Tuto soustavu rovnic můžeme snadno zapsat i maticově

Pn+1 = APn,

kde

P =


p1

p2

...
pm

 A =


α1 α2 . . . αm−1 αm

σ1 0 . . . 0 0

0 σ2
. . .

...
...

0 0
. . . 0 0

0 0 . . . σm−1 0

 .

Matice A je tzv. Leslieho matice, v demografii často už́ıvaná právě pro zkoumáńı

věkového složeńı po sobě jdoućıch generaćı.

Charakteristická rovnice Leslieho matice ja dána polynomem

pm(λ) = det(A− λI) = 0.

Chceme tedy spoč́ıtat determinant matice tvaru

A− λI =



α1 − λ α2 α3 . . . αm−1 αm

σ1 −λ 0 . . . 0 0

0 σ2 −λ 0
...

...
... 0 σ3

. . . . . . 0
... 0

. . . . . . −λ 0
0 0 . . . 0 σm−1 −λ


.

Determinant vypoč́ıtáme pomoćı Laplaceova rozvoje

det(A− λI) = (α1 − λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 0 0 . . . 0
σ2 −λ 0 . . . 0

0 σ3 qλ
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 . . . 0 σm−1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− α2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1 0 0 . . . 0
0 −λ 0 . . . 0

0 σ3 −λ
. . .

...
... 0

. . . . . . 0
0 . . . 0 σm−1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+α3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1 −λ 0 . . . 0
0 −σ2 0 . . . 0

0 0 −λ . . .
...

0 . . . σ4
. . . 0

0 . . . 0 σm−1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ · · ·+ (−1)m+1αm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1 −λ 0 . . . 0

0 σ2 −λ 0
...

... 0 σ3
. . . 0

0 0
. . . . . . −λ

0 0 . . . 0 σm−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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a výpočtem determinantu źıskáme polynom tvaru

(−λ)m+α1(−λ)m−1−α2σ1(−λ)m−2+α3σ1σ2(−λ)m−3−· · ·+(−1)m+1αmσ1σ2 . . . σm−1 = 0.

Tento polynom pm(λ) má právě jedno kladné vlastńı č́ıslo λ∗, což můžeme

dokázat následovně:

Mějme funkci

f(λ) = 1− pm(λ)

λm
, λ ∈ (0,∞).

Při zkoumáńı této funkce zjist́ıme, že:

pro λ→∞ f(λ)→ 0,

pro λ→ 0 f(λ)→∞.

Funkce f je nav́ıc na intervalu (0,∞) spojitá. Z toho plyne, že funkce je na

intervalu (0,∞) klesaj́ıćı a skutečně existuje právě jedno kladné vlastńı č́ıslo λ∗,

které je kořenem polynomu pn(λ).

Dále můžeme z p̊uvodńı soustavy rovnic

Pn+1 = APn

pomoćı iterace odvodit pro nás výhodněǰśı tvar:

P2 = AP1,

P3 = AP2 = A2P1,

...

Pn+1 = AnP1.

Nyńı budeme uvažovat vlastńı vektor v∗ matice A př́ıslušný k λ∗, který bude

počátečńım okamžikem. Dosad́ıme tento vektor za P1:

Pn+1 = Anv∗.
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Pokud v∗ je vlastńı vektor λ∗, plat́ı rovnost

Av∗ = λ∗v∗.

Tuto rovnost dosad́ıme do předchoźı rovnice

Pn+1 = Anv∗ = An−1λ∗v∗ = · · · = (λ∗)nv∗.

Zjistili jsme tedy, že:

pro λ∗ > 1 roste populace exponenciálně rychlost́ı λ∗,

pro λ∗ ∈ (0, 1) klesá populace exponenciálně rychlost́ı λ∗,

pro λ∗ = 1 bude velikost populace konstantńı.
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Závěr

V této bakalářské práci jsme se zabývali použit́ım diferenčńıch rovnic při sle-

dováńı změn ve složeńı populaćı. Zkoumali jsme tyto změny na modelech pro-

dukce červených krvinek, na výskytu CO2 v krvi, na rozmnožováńı jednoletých

rostlin a na složeńı jednotlivých věkových kategoríı v po sobě jdoućıch generaćıch.

Na jednotlivých př́ıkladech je zde dobře vidět d̊uležitost použit́ı diskrétńı mate-

matiky v biologii, bez ńı by nebylo možné určit skladbu jednotlivých generaćı a

jejich vývoj v čase. Dokázat znázornit tento vývoj je pro nás životně d̊uležité pro

zajǐstěńı rovnováhy a r̊ustu v populačńıch modelech.

Použit́ı diferenčńıch rovnic je široké, využ́ıvaj́ı se mimo jiné také např́ıklad v

informatice nebo ekonomii. Zvolila jsem do této práce právě př́ıklady, které tuto

rozmanitost dobře ilustruj́ı, každý problém se týká odlǐsné oblasti biologie.

34



Literatura

[1] Edelstein-Keshet, L.: Mathematical Models in Biology SIAM’s Classics in
Applied Mathematics, 2005.
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