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Abstrakt

Cilem této prace je vypracovani algoritmu pro feSeni lan na kladkach, ktery by byl vykonné;jsi
a presnéjsi, nez stavajici algoritmus pouzity v programu RFEM. Vypracovany algoritmus byl
ve form¢ piislusného programového modulu vélenén do programu pro statickou a
dynamickou analyzu konstrukci. Soucasti této prace je také vypracovani nékolika prikladt
vyuzivajicich tento algoritmus. Zavérem je provedeno porovnani o¢ekavanych vysledka s
vystupy z programu, a uré¢eni zda bylo dosazeno dostatecné presnosti ve vysledcich, pro
vyuziti tohoto algoritmu pro béznou praxi. Na piikladech bylo prokazano, Ze nové feseni lan

ewvr

pravdépodobnosti nema v soucasnosti ve svété rovnocennou konkurenci.

Klicova slova
Kladky, RFEM, velké rotace, statika, dynamika, nelinearita.

Abstract

The goal of this master thesis is to develop an algorithm for solving cables on pulleys, which
would be more efficient and accurate than existing algorithm used in software RFEM. This
algorithm was integrated to the program for static and dynamic analysis of structures, in the
form of particular program module. This work also contains examples of using this algorithm.
The comparison of expected results with outcomes from the program is presented. The
suitability for common practise is examined based on this comparison. The examples showed
that the new algorithm for solving of cables on pulleys is more powerful and more accurate
than existing solutions and most likely does not has equivalent competition.
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Pulleys, RFEM, large rotations, statics, dynamics, nonlinearity.
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1. UvoDp

Kladka je velmi uziteCnym vynalezem, umoznujicim efektivni vyuziti sily. S jedinou
pevnou kladkou je sila A vyvinuta smérem doll rovna sile ptisobici na druhé strané

kladky smérem vzhtiru B. [1]

f C 50@

Obr. 1: Pevna kladka [1] Obr. 2: Volna kladka [2]

Jedna kladka tedy nezvétSuje silu ani rychlost otaceni kladky. PouZijeme-li vSak
volnou kladku, jsme schopni s vyhodou zvysit silu nami vynalozenou (Obr. 2). Sila
plsobici na sud proti sméru gravitace je zdvojnasobena. Kazda strana kladky nese

polovinu zatizeni 20kg sudu, takZe v lang je sila odpovidajici 10kg (tedy 100N). [2]

Pti spravnych kombinacich kladek jsme tak schopni dosahnout stejného vysledku, avSak

S vyuzitim mens$i vstupni sily (Obr. 3).

Jsou-li dvé pevné kladky na jednom lané, je pomér pootoceni jedné a druhé kladky %
2

s , Co ex R
nepiimo imérny podilu polomért téchto dvou kladek R—Z.
1

10
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1

E=100 N

5=10cm

F =100 I'\Il

h=10cm

Obr. 3 Efektivnost vyuziti kladek [3]

rvr

Vzhledem k jasnym vyhodam které kladky ptinasi, nasly si kladky uplatnéni v Sirokém
spektru vS§emoznych stroji. U stavebnich a strojnich konstrukei se tak principu kladek
vyuziva naptiklad u konstrukci jefabu (Obr. 4), lanovek (Obr. 5), ale Ize ho najit i v
motoru automobilu (Obr. 6).

Obr. 4 Vyuziti kladek v jetabech [4]

11
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1.

Obr. 6 Vyuziti kladek v motoru automobilu [6]

12
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2. MOTIVACE K VYVOJI NOVEHO ALGORITMU PRO RESENI

LAN NA KLADKACH

U fady stavebnich a strojnich konstrukci tvoii soucast konstrukce lana na kladkéch.
Soustava téchto kladek predstavuje mnohdy systém slozity na ru¢ni vypocet, a proto je

snaha umoznit vypocet takovychto konstrukci za pomoci pocitacovych programd.

Kromé jednoduchych simuldtorti pro znazornéni soustavy kladek jako je naptiklad
MapleSim, které v§ak neumoznuji detailngjsi staticky ¢i dynamicky vypocet takovychto
soustav a k nim pfipojenych konstrukci, je v soucasné dobé mozné lana na kladkach

fesit dvéma piistupy.

Prvnim pfistupem je spojeni kladek lanovymi 1D prvky pouze ve stiedech téchto kladek
a riznymi pfistupy definovat chovani takovéto soustavy tak, aby bylo nalezeno

odpovidajici feseni.

Druhy pfistup predstavuje vymodelovani kazdé kladky a i lan z 3D prvkd a mezi tyto
prvky pfidat dal§i kontaktni prvky pro spravné chovani takovéto soustavy téles.
Takovéto feSenti je sice pii spravném modelu piesné, ale zaroven velmi pracné a vypocet

je také ¢asové naro¢ny.

Soucasny algoritmus pro vypocet lan na kladkach pouzivany v programu RFEM
vyuzivd prvni pfistup a potiebuje k vypoctu pii urcitych vstupnich parametrech
Kk nalezeni feSeni pfili§ mnoho iteraci, coz vede k dlouhym vypocetnim ¢astim. Praveé
proto byly zaznamenany pozadavky ze strany zdkaznikl, o zrychleni vypoctu lan na
kladkach. To vedlo k myslence vypracovani lepsiho, rychlejsiho a presnéjsiho feseni,
které¢ by vyuzivalo vyhod obou pfistupti. Témito vyhodami je jednoduchost zadani a
rychlost vypoctu v prvnim piipadé a pfesnost S lepSim vystizenim geometrie v piipade

druhém.

13
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3. TRANSFORMACE AROTACE

V této praci, 1 v nelinearni mechanice vSeobecné, hraje vyznamnou roli rotace télesa
jako tuhého celku. Rotace je vyjadiena tenzorem (nebo matici) rotace R, ktery v sobé
obsahuje smérové kosiny. S rotaci pfimo souvisi i1 transformace soufadnic, k cemuz se

vyuziva transformacéni matice T.

M¢jme pravouhly soutadny systém {X, Y, Z} a oproti nému pootofeny soufadny

systém {x, Y, z}.

Z
zZ
X exZ ezZ
ezY Y
exX 0
ny a
X y

Obr. 7 Pootoc¢eni soufadného systému (vyznaceny jsou pouze nékteré uhly)

Polohu kazdé osy {x, Yy, z} lze popsat tfemi uhly, které dand osa svira s osami

{X, Y, Z}. Vznikne tak transforma¢ni matice T, obsahujici v sobé smérové kosiny 0S.

COSxyx COSyy COSyz
T = |COSyx COSyy COSyz 1)
C0S,x COSyzy COS,z

Jednotlivé prvky matice maji vyznam kosint thlti mezi jednotlivymi osami souradné¢ho

systému X a X. Tedy napiiklad prvek cos , je kosinus uhlu mezi osami y a Z. Kazdy

radek tak Ize chapat jako vyjadfeni nové osy v pivodnim soufadném systému.

Piedstavime-li si jednotlivé osy soufadného systému {X, Y, Z} jako jednotkové vektory

14
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{Xx, Xy, Xz}, a osy soutadného systému {X, y, z} jako jednotkové vektory {Xx, Xy, Xz}.

Pro dva vektory u a v, svirajici uhel 8,,,,, plati vztah

u-v = |ullv|cosOy,. (2)

Pii pouziti jednotkovych vektorti tak lze na misto smérovych kosind v matici [T],

dosadit skalarni sou¢iny

X" Xx Xy Xy Xy Xz
T: xy'XX xy'Xy xy'XZ. (3)
xz'XX xz'XY xz'XZ

Bézné se misto indext {Xx, Xy, Xz} vyuzivaji k popisu ¢isla {x;, x,, x5}, matici tak lze

zapsat zkracen¢ jako

Tij = x;* X}, 4)
kdei,j =1,2,3.
Libovolny vektor w lze vyjadfit jako
3
j=1
kde

ProtoZe je vektor w libovolny, muze jim byt i vektor x;. Vektor x; lze tedy ziskat i

dosazenim do (5).

Xi :ZTUX], (7)

J=1

15
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kde

Tij = x; - X;. 8

Protoze skalarni soucin je komutativni, lze vypocitat i X;:

3
X = ZTIL X, ©)

=1

~

kde

Tji = x; - X;. (10)

Ze vztahi (7) a (9) vyplyva ortogonalita T, coz znamena, Ze jeji inverze je rovna jeji

transpozici [7]:

T-1=1T, (12)

Toho lze vyuzit pro transformaci libovolného vektoru w vyjadieného v soufadném

systému {X;, X5, X3}, K vyjadieni W v druhém soufadném systému {x;, x,, x3}.

w=Tw (12)

w=TTw (13)

Je diilezité si uvédomit rozdil mezi transformaci soufadnic a rotaci. Pfi transformaci se
neméni poloha télesa, ale méni se postaveni ,,pozorovatele”. Naopak pfi rotaci zlstava
postaveni ,,pozorovatele* neménné, a méni se pouze poloha télesa. Z toho vyplyva, ze
transponovanim transformaéni matice, ziskdme matici rotace a naopak. Rotace R a
transformace T tak vyjadiuji stejnou velikost pootocCeni, avsak opacného sméru [8].
Plati tedy

T = R7, (14)

16
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a lze napsat

x=TX,
(15)
X = Rx.

3.1. Rotace kolem pevnych os

Pokud tuhé téleso pooto¢ime nejprve rotaci Ry a poté rotaci Ry, je vysledna rotace dana

Libovolna rotace mtize byt vyjadiena tiemi postupnymi rotacemi kolem os {X, Y, Z} za

pomoci thla rotace kolem téchto os {Ox, Oy, 6z}.

Pooto¢ime-li napted kostku kolem osy X 0 90° (R1) a poté kolem osy Y opét 0 90° (R2)

dle Obr. 8. Tato rotace je vyjadiena dle rovnice (16) v rovnici (17).

-
:—»YE> :%9Y|:> . :.79\(

Obr. 8 Rotace kolem pevnych os 1 [5]

R =

0 0 111 0 O 0 1 0
0 1 0”0 0 —1]=[0 0 —1] (17)

-1 0 0ll0 1 O

17
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Prohodime-li vSak potadi rotaci R a R,

. -
Ly [o, M D N
)

Obr. 9 Rotace kolem pevnych os 2

vznikne tenzor rotace

10 01[0 0 1] [0 0 1
00—1”0 10]=[100]. (18)

Mizeme vidét na Obr. 9 i zporovnani (17) s (18), ze R # R. Rotace tedy neni

komutativni a zalezi na jejim potadi.

3.2.  Eulerovy uhly

Na rozdil od rotace kolem pevnych os, Eulerovy thly vyuzivaji pootoceny soufadny
systém {X, Y, z} jehoz osy rotuji spolecné s té€lesem. Eulerovy uhly {a, B, y} udavaji

rotaci kolem téchto os. [8]

Existuje mnoho konvenci Eulerovych thli podle toho, k jakym osam a v jakém potadi
se vztahuji dané uhly. Nejb&znéji se pouziva pofadi z-X-z (pivodné definovan pro

gyroskop). Jiné bézné pouzivané je poradi x-y-z, také znamo jako Bryantovy uhly. [9]

VSeobecné tak mizeme napsat piedpis pro rotaci kolem kazdé z os [10]: pro rotaci

kolem osy x o thel 8

18
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1 0 0
R,(0) = [O cosf —Sinel, (19)
0 sinf cosf
pro rotaci kolem osy y o uhel
cos@ 0 sinf
R,®=| 0 1 0 | (20)
—sinf 0 cosO
a pro rotaci kolem osy z o tihel 8
cosf —sinf 0
R,(0) = [sin® cosf® 0. (21)
0 0 1

Rotace se vtomto ptipad¢ fadi chronologicky. Provadime-li nejprve rotaci Ri, poté

rotaci R2 a nakonec rotaci Ra. Je vysledna rotace dana

R=R1'R2'R3. (22)

Pokusime-li se provést rotaci kolem 0Sy x a poté kolem 0sy y, pokazdé o 90°, vznikne

rovnice (23) popisujici Obr. 10.

Obr. 10 Rotace za pomoci Eulerovych thlt

19
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1 0 O0Jr0 0 11 0 O 0 0 1
00—1”0 10”010]=[100]. (23)

-1 0 010 0 1 0 1 0

3.3. Rodrigueziv vzorec pro urceni tenzoru rotace

Rodrigueziiv vzorec vychazi z ptedpokladu, ze kazda rotace lze vyjadfit osou
prochazejici nehybnym bodem a rotaci kolem této osy. Tato osa rotace a je jednotkovy
vektor, a rotace kolem této osy je definovana uhlem 6, dle pravidla pravé ruky

vzhledem Kk ose a. [8]

Pro jednoduchost popisu je nehybny bod umistén do pocatku soutadnic, stejné jako

zacatek vektoru X.

Obr. 11 Rotace kolem osy [5]
Vektor h na Obr. 11 je ¢ast vektoru X ve sméru a, da se tedy vypocitat jako

h=(x-a)a. (24)

Vektor s je ¢ast vektoru X, ktera je kolma na a. Vypocita se jako

s=x—h
=x—(x-a)a (25)
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Vektor t je kolmy na dva vektory a a S. zaroven.

t=axs
=ax(x—h) (26)
=axx

PopiSeme-li novou polohu s na pravé ¢asti Obr. 11, tedy v roviné rotace, je nova poloha

dana rovnici

R s = (cosO)s + (sinf)t. 27)

Po dosazeni (24), (25) a (26) do rovnice (27), ziskame

R-s = (cosO)[x — (x e a)a] + (sinb)[a X x]. (28)

Vysledny vektor R - x je dan souctem jeho slozek ha R - s:

R-x=h+R"s. (29)

Dosazenim (24) a (28) do (29), ziskame vzorec

R-x = (cosO)[x — (x-a)a]l + a(a-x) + (sinf)[a X x]. (30)

Vektorovy soucin [a X x] lze nahradit matici spliujici

axx=A-x, (31)
pficemz A ma tvar:
0 —-az3 a,
A= a3 0 —all (32)
—-a, @ 0
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Dosazenim (31) do (30) a prostym derivovanim obou stran podle X, ziskdme rovnici pro

rotaci [8]

R = (cosO)[I — aa] + aa + (sinb)A. (33)
Kde lze jeji ¢asti rozepsat jako (32) a
a;a, a4, ads
aa = [aza1 aa, az“s]. (34)
asa; dsd; dazds

Dosazenim (32) a (34) do (33) ziskame rozepsanou formu Rodriguezova vzorce [8]:

1 0 0 a;a; a4, a14; 0 —-a3 a
R = cos6 [0 1 0|+ (1—cos6) [azal axq; Axa3| + sind [ as 0 —all. (35)
0 0 1 asa; asza; dasdas -a, a 0
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4. NELINEARNI MECHANIKA

Linearni analyza nabizi fadu vyhod a vychazi z pfedpokladu, Ze deformace jsou
infinitezimalné malé a materidl se chova linearné elasticky. Dale se predpoklada
neménnost okrajovych podminek béhem vypoctu. Za téchto predpokladi aplikujeme

rovnici pro statickou analyzu

f=Ku, (36)
kde je K matice tuhosti konstrukce,
u vektor neznamych, obvykle vektor uzlovych parametri deformace,

f je vektor pravych stran, obvykle uzlovych sil [7].

Tato rovnice odpovida linearni analyze, protoze posunuti U je linearni funkce
zatézovaciho vektoru f. Zménime-li velikost zatizeni na nf, kde n je konstanta, je
odpovidajici posunuti rovno nu [11]. Ztoho také vyplyva princip Superpozice.
Navzdory veskerym vyhodam, danym piedpokladem linearity v inzenyrské analyze, je
zjevné, ze v mnoha situacich neni rovnice (36) platna a je potieba uvazit nelinearni

chovani.

Nelinearita nastava pti nesplnéni podminek pro linearitu. Tedy dochazi-li K vétsim
posuniim (vétsim nez k infinitezimalnim), nechova-li se material linearné elasticky,
nebo se v prubéhu vypoctu méni okrajové podminky [11]. Zakladni rovnici pro vypocet

pak lze popsat rovnici

f=Kwu (37)

V mechanice téles existuji dva zdroje nelinearit, podle toho zda nelinearni jsou
geometrické rovnice (tedy mira deformace), nebo konstitutivni vztahy (vztahy mezi
deformaci a napjatosti). Jsou-li zdrojem nelinearity geometrické rovnice, hovofime o
geometrické nelinearité, jsou-li zdrojem nelinearity konstitutivni vztahy, hovofime o

materidlové nelinearité. Casto se jedna o nelinearitu geometrickou 1 materialovou
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soucasn¢. Tato prace predpoklada pii feSeni problematiky kladek geometrickou
nelinearitu jako fundamentalni pfedpoklad a bere v potaz i odpor v loziscich kladek,

ktery je nelinearni. Tteci sila v loziscich je zavisla na sile, ptisobici kolmo k ose kladky.

Materialovou i geometrickou nelinearitu lze ukazat na idealné tuhém prutu, pruzné
vetknutém na jednom konci a zatizeném svislou silou bez uvazeni vlastni tihy na konci

druhém, dle Obr. 12 vlevo.

F |
|
|
|
|
|
|
nelinearni /' |
|
|
|
T Kg |
T P ~ "7 linearni
|
|
F F | R
s
5 L-cos@ X 2
[« >
Obr. 12 Ukazka nelinearity na tuhém prutu [10], [15]
Vysledny moment ve vetknuti je dan
M = FLcos6. (38)

Pokud je tuhost pruzného vetknuti linearni, tak M = K6 a vztah mezi silou a

pootocenim je dan

Ky

= 39
LcosO’ (39)

Pficemz v linearité¢ bychom dostali vztah
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F=— (40)

Porovnani (39) s (40) mizeme vidét na Obr. 12 vpravo.

4.1. Geometricka nelinearita

Zdrojem této nelinearity jsou geometrické rovnice, tedy vztah mezi posunutim a

pretvoienim [12].

4.1.1. Deformace

M¢jme téleso v pocatecni konfiguraci, znacené na Obr. 13 symbolem Qo (také
oznacovana jako nedeformovana konfigurace). K popisu deformace potiebujeme
konfiguraci, ke které jsou rovnice vztazeny (vztazna soustava). Pokud neni uvedeno
jinak, je k popisu pouzita pocate¢ni konfigurace. K popisu mohou byt ov§em pouzity i
jiné konfigurace. Na Obr. 13 je znazornéna aktualni konfigurace s ozna¢enim Q (také

oznacovana jako deformovana konfigurace). [13]

y, Y

X, X

Obr. 13 Deformovana (aktualni) a nedeformovana (pocate¢ni) konfigurace télesa [9]
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Posunuti bodu je definovano jako

u=X-x. (41)

4.1.2. Deformacni gradient

Deformace t€lesa je uréena deforma¢nim gradientem, definovanym [11]:

ox ou
=—= — 42
F % I+6X’ (42)

ktery 1ze v rozepsané formé zapsat [12]

rdx  0x 0x7 —1 " ou, duy ouy
ax o9y o7z 0X; 20X, 0X5
ox ou ou Ju
=% _|% Oy Oyl_j % o Oz Ol (43)
0X lox oaYy oz 90X, 0X,  0X3
0z 0z 0z dus dus . dus
loX oY o0z1 | oax; 0X, 00X,
Determinant F byva oznacovan J (Jacobiho determinant [13]).
J = det(F) (44)

Determinant deformacniho gradientu miiZze byt pouZit k popisu vztahu mezi pocate¢ni a

deformovanou konfiguraci [13]
[ raa= [fra0, @)
0 2

Deformacni gradient lze rozdélit zvlast na rotaci a deformaci. Rotace je urcena

tenzorem rotace R (popsan v kapitole 3) a deformace je urcena pravym stretch tenzorem
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U nebo levym stretch tenzorem V. Jejich pofadi je dano stejné jako v kapitole 3.1 a
popsano na Obr. 14 a rovnici (46). [14]

Y,y

Obr. 14 Polarni dekompozice deformaéniho gradientu [16]

F=R-U=V-R. (46)

Tenzory U a 'V jsou symetrické, a plati

U=+FTF =-/C (47)
vV =+FFT =VB (48)

kdeje CaB pravy a levy Cauchy-Greeniiv deformacni tenzor,

UaV pravy a levy stretch tenzor. [12]
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4.1.3. Miry deformace

Na rozdil od linearni elasticity, pro nelinearni mechaniku je uvddéno mnoho meér

deformace. V této praci jsou popsany pouze nekteré.

Mira deformace musi byt nulova pfi pohybu télesa jako tuhého celku, napft. pii rotaci
tuhého télesa. Pokud nékterd mira deformace nesplnuje toto kritérium, mtze pak takova
mira vést k nenulovym pietvofenim a tim vytvofit nenulova napéti pouhou rotaci prvku

jako tuhého celku bez ptivodniho napéti. [13]
4.1.3.1.  Deformacni gradient
Deformacni gradient F 1ze také pouzit jako miru deformace. A protoze plati F = 1 pro

nedeformované téleso, je pretvoreni definovano jako

ox Ju
e=F—-I1=—-1

= = — 49
X oxX (49)

4.1.3.2. Green-Lagrangeiiv tenzor deformace

Tato mira deformace je vztazena k puvodni konfiguraci, derivuje se tedy podle X.

Green-Lagrangetv tenzor deformace Ize zapsat jako

£ - 1 /0u; N ou; N ouy, Ouy (50)
YT 2\ax; T ox;,  aX; 0X;)
S vyuzitim deformac¢niho gradientu F, Ize tento tenzor zapsat jako
E—l(FT F I)—l(C I)—l 6u+6uT+6uT ou (51)
2 S 2 - 2\0x 90X  ox oXx)

kde je € pravy Cauchy—Greentiv deformacni tenzor (viz. kapitola 4.1.2). [7]
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4.1.3.3. Euler—Almansiho tenzor deformace

Tato mira deformace je vztazena k deformované konfiguraci, derivuje se tedy podle X.

Euler—Almansiho tenzor deformace lze zapsat jako

_ 1 aui 0uj n auk auk (52)
eij B 2 ax] axi axl- ax] '
S vyuzitim deformacéniho gradientu F, Ize tento tenzor zapsat jako
1 (- FT-F1) = 1 (- B = 1/0u N ou’ ou’ ou (53)
€=2 2 ~2\ox  ox ox ox)

kde je B levy Cauchy—Greentiv deformacni tenzor (viz. kapitola 4.1.2). [12]

4.1.3.4.  Logaritmickd mira deformace

Logaritmicka mira deformace (anglicky oznaCovana také jako true strain) je vhodna
zejména pro velké deformace. Tato mira deformace je definovana po pfirtstcich. V

kazdém ptirastku se vztahuje k aktualni konfiguraci [7]. Lze definovat jako

g, =InU=+FTF (54)

kdeje U pravy stretch tenzor (viz. kapitola 4.1.2).

V 1D tloze je dana

z
=Inl—Inl =1 (l—) (55)
0

™M
S
Il
\
Il
—
=
~
[l
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4.1.3.5. Seth-Hillova rodina tenzorii deformace

Tato rodina tenzort deformace je definovdna jednotnym vzorcem ve tvaru

1 1
E(m)=— (WU -1)=—(@C"-1). (56)
2m 2m
Pro jednotlivé hodnoty m dostdvame:

Green—Lagrangelv tenzor, m =1

EW - =(U -1)==(C - 1) (57)
2 2
Biotlv tenzor, m = 1/2
E(l/2):U—I:C%—I. (58)

Logaritmicky, Henckyho, opravdovy, pfirozeny tenzor, m = 0 [15]

E(0)=InU =i|nc. (59)
2

E(—1)=£(|—u’2):£(|—c’1). (60)
2 2

Tento tenzor je jiny, nez Euler—Almansiho tenzor e =1/2(1-87%).

4.1.4. Miry napjatosti

Stejné jako u mér deformace, existuje 1 nékolik mér napjatosti. Ty se li§i v zavislosti na

tom, ke které konfiguraci jsou vztazeny.
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No

df

v

Fo/‘

Qo

Obr. 15 Znazornéni ptivodni a aktualni konfigurace [9]

Mezi silou df a vektory napéti t a t, plati vztah [12]

4.1.4.1.  Cauchyho napéti

Cauchyho napéti o je definovano Cauchyho zakonem. Ten zahrnuje normalu na
aktualni povrch n a napéti na aktudlni plosku t. Z tohoto divodu je Cauchyho napéti

Casto nazyvano jako fyzikalni napéti, anglicky true stress. [13]

n-odl = df = tdl’ (62)

Tenzor napéti o je symetricky.

4.1.4.2.  Prvni napéti Piola—Kirchhoff

Definice prvniho napéti Piola-Kirchhoff (oznaovano také jako nominalni napéti) je
podobna jako u Cauchyho napéti, akorat je na rozdil od né definovan na plose a

normale vztaZzenych k ptivodni (nedeformované) konfiguraci. [13]
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Tenzor napéti P neni symetricky.

4.1.4.3.  Druhé napeti Piola—Kirchhoff

Na rozdil od prvniho napéti Piola—Kirchhoff je druhé napéti Piola—Kirchhoff
piepoditano pomoci F~! ze zdeformované konfigurace na nezdeformovanou. Tento
pfepocet ma jasny ditvod, a tim je, Ze déla druhé napéti Piola—Kirchhoff symetrickym a

je také energeticky konjugentni s Green—Lagrangeovym tenzorem deformace. [13]

no'SdF():F_l'df:F_l'tod[b (64)

4.1.5. Formulace geometrické nelinearity
Existuji dvé bézné pouzivané formulace: updated Lagrangian a total Lagrangian. Tyto
dvé formulace se 1i8i v tom, k jaké konfiguraci jsou vztazeny.

4.15.1. Updated Lagrangian

Tato formulace je vztaZena k aktualni (deformované) konfiguraci, béZzn€ se pouziva
Cauchyho napéti o a nckterda z mér deformace formulovdna na stejné konfiguraci

(napt. Euler—Almansiho tenzor deformace e nebo logaritmicka mira deformace &)

4.15.2. Total Lagrangian

Formulace total Lagrangian je vztaZzena k nedeformované (ptivodni) konfiguraci, bézné

se pouziva druhé napéti Piola—Kirchhoff § a Green—Lagrangeiv tenzor deformace E.
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4.1.6. Teclna matice tuhosti

Tecna matice tuhosti K charakterizuje aktualni tuhost v daném okamziku a je dana

souctem materialové matice tuhosti K, a geometrické matice tuhosti K ;.

4.1.6.1. Materidlova matice tuhosti

Materialova matice tuhosti je dana vztahem

Ky = j BTC°Bd0, (66)
n

kde je B matice prostorovych derivaci bazovych funkeci,
c’ matice dana pruznosti materialu v zavislosti na napéti [12].
4.16.2.  Geometricka matice tuhosti

Ackoliv je v literatufe Casto uvadén tento ndzev, ma na tuto tuhost vliv pouze stav

napjatosti telesa.

K, = f Gy Gdn, (67)
0
kde je dano tenzorovym soucinem Y = ¢ & I,
G matice tvotrena submaticemi g; (viz.(68)).
Pro G plati
G = [glng' ""gi""'gn]’ (68)
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kde matice g; v sob¢ obsahuji prvni derivace bazovych funkei.

4.2. Materialova nelinearita

V geometrické nelinearité¢ je uvdzena pouze linearni zdvislost mezi napétim a
pretvoienim. To je dobré zjednoduseni pro fadu materialt, ale platné pouze za urcitych
predpokladi, jako naptiklad malé pietvoieni. To ovSem neni vzdy pravda. Naptiklad u
kovového dratu miizeme pozorovat plastickou deformaci po jeho zohnuti diky jeho
elasto-plastickému materialu. V tomto piikladu trvala deformace nastava, pokud je

dosazeno limitniho napéti [15]. Poté hovoiime o materialové (fyzikalni) nelinearité.

Zavislost mezi napétim a pretvofenim lze zndzornit grafem. Zde je uvedeno nékolik

ptikladi pracovnich diagramt pro pfitizeni a odtizeni [12]:

Px

Ex

Obr. 16 Pruzny pracovni diagram

34



DIPLOMOVA PRACE

Px

Ex
Obr. 17 Pracovni diagram pruzny s mikrotrhlinami
Px
Ex
Obr. 18 Pruznoplasticky pracovni diagram
Px
Ex

Obr. 19 Obecny pracovni diagram
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Pro piehlednost je zde uvedena tabulka s pichledem mozZnosti analyzy [11]

Typ analyzy

Popis

Typicky
pouZivana

formulace

Miry napéti a

deformace

Pouze materialova

nelinearita

Infinitezimalni

posunuti a ptetvorent;

nelinearni vztah mezi

pietvofenim a

napétim

Pouze materialova

nelinearita

Inzenyrské napjatost

a pretvoreni

Velka posunuti,
velké rotace, ale

mala pretvoreni

Posunuti a rotace jsou

velké, ale protazeni

vlaken a zména thlu

mezi nimi jsou malé;

vztah mezi
pretvofenim a
napétim mutize byt

linearni 1 nelinearni

Total Lagrangian

Updated

Lagrangian

Druhé napéti Piola-
Kirchhoff, Green -
Lagrangetv tenzor

deformace

Cauchyho stres,
Euler - Almansiho

tenzor deformace

Velka posunuti,
velké rotace, a

velké pretvoreni

Protazeni vlaken a
zména uhlu mezi
nimi jsou velké,
posunuti a rotace
mohou byt také
velké; vztah mezi
pietvofenim a
napétim muiize byt

linearni 1 nelinearni

Total Lagrangian

Updated

Lagrangian

Druhé napéti Piola-
Kirchhoff, Green -
Lagrangetv tenzor

deformace

Cauchyho stres,
Logaritmicka mira

deformace
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5. NEWTON-RAPHSONOVA ITERACNI METODA

Jedna se o jednu z nejpouzivanéjsich itera¢nich metod pro feSeni nelinearnich rovnic. V
(37) vidime, ze K je funkci u. Proto nelze tuto soustavu fesit piimo, uziva se k jejimu
feSeni iteracnich metod. Iteratni metody jsou zalozeny na postupném zptesiovani

feSeni, piicemz kazdy krok vypoctu je linearni.

Resime-li krok i, potom Ize rovnici (37) piepsat ve tvaru

f =K u;yy. (69)

Abychom nalezli spravné feseni, hledame ho ve tvaru

r(u) = K(u;) ujyq — f, (70)
kde je r nevyvazené zatizeni, a hledame feseni kdy je r(u) = 0.
Posuny jsou dany rovnici
U; = U1 + Au,-, (71)
a tecnd matice tuhosti
Kiy = (ar> 72
i-1 — au ui—l' ( )

Rozvojem Taylorovy fady a zanedbanim ¢lenti 2. a vyssiho fadu ziskame

() = () + (o)

Uj-1

Ptestoze teoreticky je mozné dosahnout feseni pro dany zatézovaci stav ptimo, je

vvvvvv
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f= iAf,- (74)

kde n je pocet prirastki zatizeni. VSeobecné lze fici, ze ¢im vice je pfirtstkd, tim je

jednodussi najit feSeni splitujici konvergencni kritéria pro kazdy ptirtstek.
Postup vypoctu je nasledujici [16]:

e VSTUPY geometrie, materialové vlastnosti a parametry vypoctu
e INICIALIZACEf=0,x=X,r=0
e CYKLUS pres ptirustky zatizeni
o f=f+Af
o r=r-Af
o CYKLUS dokud (konvergenéni kritéria nejsou splnéna)
= NALEZENIK
= RESENIKu=-r
= PREPOCET x=x+u
= NALEZEN{ ¢ o, f
= NALEZENI r = fint - fex
o KONEC CYKLU
e KONEC CYKLU

Tento postup lze také znazornit na Obr. 20, kde je uveden pfipad s jednim pfirustkem

zatiZzeni.
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fext

Obr. 20 Princip Newton-Raphsonovy metody [10]

Vedle klasické Newton-Raphsonovy metody existuji jeSté jeji rtzné varianty.
Modifikovand metoda Newton-Raphson vyuzivd k nalezeni feSeni pouze pocatecni
matici tuhosti, neni tak potieba sestavovat matici tuhosti v kazdém itera¢nim kroku.

Tato metoda vSak vétSinou potiebuje k nalezeni feSeni vice iteraci.

Kromé metody Newton-Raphson a jejich variant se vyuzivaji i jiné metody pro feSeni

rovnic. Patfi mezi né naptiklad Picardova metoda a Riksova metoda.
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6. EXPLICITNI DYNAMICKA METODA

Systém pohybovych rovnic diskrétniho modelu konstrukce Ize zapsat ve tvaru

Mii(t) + Cu(t) + Ku(t) = F(t), (75)
kde je M matice hmotnosti,
c matice tlument,
K matice tuhosti,
F vektor zatiZeni,
uuu vektor posunuti a jeho prvni a druha derivace podle ¢asu. [7]

Vseobecné jsou matice v (75) proménné v Case, a proto muze byt systém (75) vyfesen
pouze vyuzitim metod piimé numerické integrace. Za podminky, ze matice hmotnosti a
matice tuhosti jsou konstantni a matice tlumeni splituje jisté podminky, 1ze systém (75)

fesit metodou rozkladu podle vlastnich tvara kmitt.

Zakladni myslenka numerické metody piimé integrace spociva v feSeni systému (75)
pouze V kone¢ném poctu casovych okamzikl ¢y, ty, ..., t;,. Délka mezi jednotlivymi

casovymi kroky

Aty =t —tiq (76)

je nazyvana délka integra¢niho kroku. Délka integra¢niho kroku At; ovliviiuje pfesnost,
stabilitu a rychlost feSeni. Na pocatku feSeni je nutno zohlednit pocate¢ni podminky
feseni. Cas t = 0 je povazovan za polateéni bod, ve kterém jsou pocateéni podminky

Znamy

u(ty,) = u,,
u(to) = . (77)

Systém pohybovych rovnic (75) tak mtize byt zapsan jako
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Metody numerického feseni se déli na explicitni a implicitni. Explicitni jsou vhodné pro
feSeni rychlych dynamickych jevil, implicitni zase pro feSeni pomalych dynamickych

jevu.
Explicitni metoda vyuziva predpokladu o rozdéleni u,u, it v intervalu (t; t;,;) a

znalosti téchto veli¢in v Case t;. Provede se vypoCet w;, 1, ;4 1, ;41 Z€ Soustavy (87).

6.1. Metoda centralnich diferenci

Pfi numerické integraci diferencidlnich rovnic metodou centralnich diferenci se vyuziva

nahrada derivaci podle ¢asu diferencemi. Da se vyuzit diferencni ndhrady

. 1
W = 2L, (Wiyr —U—1)
(79)
u; = FLZ (Wip1 — 2u; +u;_y).
u
0 t

Obr. 21 Schéma centralni diference
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Po dosazeni (88) do (87) vznikne rovnice (80) [7]

1 1 2 1 1
— M+—Cluy =F, - (K——M)u, - (—M-——cC)u_,. (80
(Atiz +2Ati )ul-l-l i < ALZ )ul <Ati2 24t )ul 1. (80)

l

Tato metoda je nejefektivnéjsi, pokud je matice € = 0 nebo € = aM a zaroven je

matice M diagonalni. Tato metoda je podminéné stabilni. Stabilita je dana podminkou

T
At; < ?" (81)

kde je T,, nejmensi perioda kmitani.

Podminka (90) vyjadfuje nutnost mit ¢asovy krok pfi vypoctu mensi, nez je doba, kdy
dorazi vzruch z libovolného uzlu do uzlu s nim sousedicim. Podminka maximalniho

¢asového kroku tak lze vyjadrit za pomoci vyuziti rovnice rychlosti zvuku

vg = F (82)
p

kdeje E modul pruznosti materialu,
p hustota materialu,

vs  rychlost Sifeni zvuku v materialu.

Vzruchu tak trva urazit vzdalenost mezi dvéma nejbliz§imi uzly stejny Cas, jenz je

zaroven maximalni moZny pro stabilitu této metody

L.
At < 22, (83)
vS

kde je l,,;n ~minimalni vzdalenost mezi dvéma uzly spojenymi materidlem

zohlednénym pfi vypoctu (91).

Nachazi-li se v konstrukci vice druhti materiali, vybere se vzdy minimalni At; v celém

modelu.
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7. LAGRANGEOVY MULTIPLIKATORY

Lagrangeovy multiplikatory jsou v metod¢ konecnych prvki vyuzivany ke svazani dvou
¢1 vice raznych stupiiit volnosti v modelu. Zatim co potencialni energie bézné soustavy

Vv linearni metod¢ koneénych prvki je dana vztahem

1
= EuTKu —u'f, (84)

k dosazeni svazani vazeb je tfeba rozsifit tuto soustavu o m Lagrangeovych

multiplikatorti obsazenych ve vektoru 4 a vytvofit tak Lagrangean [17]
1
L(u,A) =1+ AT(Au—b) =EuTKu—qu+AT(Au—b). (85)
Nalezeni extrému L vzhledem k u a 4 tak vytvoii soustavu

< A1m-0) g

kde je K hlavni matice tuhosti,

AaAT  matice vyjadfujici vazbu mezi stupni volnosti,

f vektor zatizeni,
b vektor vyjadiujici vazbu mezi stupni volnosti,

uai vektor hledanych ¢lend. [17]

Tento koncept je dobie pochopitelny na ukazkovém ptikladu tyce, rozdélené na pét

kone¢nych prvki. Svazeme stupné volnosti u, S u, tak, ze plati u, = u,.
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uz, fr Uz, f2 us, f3 Us, T4 Us, fs

Obr. 22 Schéma tyce délené na 4 koneéné prvky [17]

Soustava rovnic tak vypada néasledovné

[Kn K, O 0 0 1 (Ur) ( fi
[Kiz Kzz Kis 0 0| lu, | f—4
(0 Ky Ky Keo 0 [usp={ £ V. 87)
0 0 Ky Ku K4,5J lu4 | Lf4 + 2
0 0 0 K45 Kss u5) fs )

Neznamou A pfevedeme na levou stranu, ¢imz vznikne soustava

[Kn Ki; 0 O O 0] (Z ffl\

K12 Kz K 1 z

0 Kz Kaz K34 0‘ (88)
0 0 K3, 44 I f4

0 0 0 Kis Kss 0 tfs

V této soustavé je ovSem pét rovnic a Sest neznamych, proto se doplni Sesta rovnice

s podminkou u, —u, = 0.

Kll K12 0 O O 0 u1 (fl\
Kiz Kz K 0 0 1 Uy f2
0 Ky; K33 Ksu O 0 Us f3

=477 7 89
0 0 K34. Kya K45 -1 Uy f4— ( )
0 0 0 Ky Kss O LuSJ fs
0 1 0 -1 o0 ol%4 Y,

Soustava rovnic (89) tak odpovida schématu soustavy rovnic (86).
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Lagrangeovy multiplikatory jsou velmi U¢inné a pouzivaji se k definovani vazeb mezi
uzly v metodé koneénych prvki jako alternativa k Penalty metodé nebo Master-Slave

metod¢. Jeji nevyhodou je, Ze takto rozsifena matice jiz neni pozitivné definitni. [17]
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8. ALGORITMIZACE RESENI LAN NA KLADKACH

8.1. Stavajici algoritmy pro reseni lan na kladkach

Do této doby pouzivané zplsoby vypoctu spociva v pierozdéleni napéti mezi

jednotlivymi lanovymi useky nebo zavedeni dal$iho stupné volnosti.

Obr. 23 Super element lana na kladkach

8.1.1. Super element soustavy kladek na lané

Super element tvoii soustava, kterd je sloZena z kladek, které jsou kontinualné spojeny
lanovymi prvky. Kladky mohou byt umistény libovolné na konstrukci, a v téchto
bodech jsou vypocitany posuny. Lano miize diky koncepci kladek ptechazet z jedné
strany kladky na druhou a obraceng. Lanové prvky pfenasi pouze tah, a tak je deformace

tohoto prvku uréena pouze osovou silou.
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0 7\ %)
Ui Uy fi+1 f,

Uy f
ai+lf ai+1? y

prvek j prvek j prvek j prvek j

ai7\ U ai7\ £,
7\ulw Ux % Uy 7\fi(j) fx }fy

Obr. 24 Premisténi a sily na jednom prvku super elementu

Pro zjednoduseni je zanedban rozmér kladky, kladky jsou tak pfimo spojeny pouze

lanovymi prvky bez jakékoliv excentricity.

8.1.2. Soucasny algoritmus pro FeSeni lan na kladkdch

Soucasny algoritmus pouzivany v programu RFEM vychazi ze dvou zakladnich
pfedpokladii. Prvnim pfedpokladem je, Ze sila v prutech, které maji spolec¢nou kladku se

rovna

NOD £ dNOD = NUG+D L gNG+D) (90)

Druhym ptedpokladem je neménnost délky celé soustavy

Z L = 0, 91)

Vztah (91) Ize zapsat jako

Z(dN(j) .L(J')) =0. (92)
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Upravenim rovnice (90) ziskame

NGO — NUGtD) = gNG+D) — gN D), (93)

Rovnice (97) a (98) se zapisi do soustavy rovnic

{N(j) — NU+D

} _ [—1 1 dN O
0 (n-1)x1)

1 ) , (94
L(]) L(]+1) ((n—l)X(n—l)) {dN(j-l_l)}((n—l)Xl) ( )

Takto vypocitand zména vnitini sily se pfevede do globalnich soutadnic a pfipocte se k
aktudlni vnitini sile.

Toto feSeni vSak vyzaduje pii malych silach a velkych tuhostech v lanovych prvcich
kladky mnoho iteraci k nalezeni rovnovazného stavu, protoze velikost casti lan
prechazejicich pres kladku na vedlejsi lanovy prvek Vv jednotlivych iteracich je dana
protazenim lan od nerovnovaznych sil. V pifipad¢ tuhych lan a malych sil jsou pak

mozné posuvy lan na kladkach velmi malé, coZ zptisobuje nutnost velkého poctu iteraci.

8.1.3. Jiné algoritmy pro ieSeni lan na kladkdch
Tento koncept je uveden naptiklad v ¢lanku [18], [19], [20].

Vztah pro silu na jednom lanovém prvku tak 1ze zapsat jako

U;

)
f; ATl -1 1 —17)w
— 0) i+1
o=l 3 4 St e
t+1 Ajyq
kde
0 40)
ro = AT (96)

L)
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kde je A prifezova plocha,
E modul pruznosti,

L délka prvku.
Nyni se polozi sila fi(j ) do vztahu se silou fi(j D ¢imz dostaneme
fO = _fU*D, (97)

V nékterych zdrojich se provadi ptfevod takovéto soustavy do globdlniho soufadného

systému [20]

0)) . 0))
0)) 6)) )
fita 0 I
a
Uu; t(]) 0 0 0 u;
Ui _ | 0 ¢ 0 0])Ui+1
a (1o o0 1 0] % (%9)
Ai+1 0 0 0 1]\%i+1

kdeje fPafP  globalni uzlové sily,

U; AU globalni uzlové piremisténi,

t matice smérovych kosinti prvku.

Matice smérovych kosinta prvku je dana

t0) = [tfcj), t$, tz(j)], (100)
kde jsou jednotlivé ¢leny uréena z prostorovych soufadnic uzli i a i+1

Xit1 — X

0 _
b” = LD

(101)
t(j) _JYi+1 Vi
y oL
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Ziy1 — %

0 _
="

S vyuzitim téchto vztahl jsme schopni vyjadfit soustavu rovnic v globalnim soufadném

systému pro vypocet super elementu.

Mame-li zakladni soustavu rovnic pro uzly spojené lanovymi prvky super elementu ve

3D prostoru s pouze transla¢nimi stupni volnosti v uzlech

fanx1) = K@nxan)U@Enxa)- (102)

Rozsifenim této soustavy o Cleny vyjadiujici vztah mezi posunutim jednotlivych uzli

spojenych jednim super elementem, ziskame

K, Kga u
{{;} = [K“ K ] a . (103)
((4n—2)x1) au a d((an-2)x(4n-2)) ((4n—-2)x1)

V piipadé konstrukce s jednou kladkou (¢.1 na Obr. 3) tak maji matice K, a K, tvar

KauT = [kix + k2y a K, = [kl + kz]- (104)

V tomto ani pfedchozim feSeni lan na kladkach neni zohlednén polomér kladek, takze
neni mozné vypocitat konstrukce, které vyuzivaji soustavy kladek s rtiznymi poloméry
k prenosu sily (napt. Obr. 6). Zaroven dochazi k nepfesnostem v geometrii lan, ktera ve
skutecnosti nevedou do stfedt kladek. Z téchto ditvodu bylo pfistoupeno k vytvoreni

nového algoritmu.
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8.2. Novy algoritmus pro FeSeni lan na kladkach

Pro vytvofeni programového modulu, ktery ma za ukol umoznit vypocet lan na
kladkach, bylo nejprve potieba urcit, co se od tohoto modulu ptesné ocekava. Cilem je
vytvofit algoritmus, ktery bude pfesné respektovat vedeni lan v prostoru a soucasné
bude maximaln¢ vykonny. Dale s ohledem na pozadovanou funkci modulu uréit jeho

potiebné vstupy a od toho se odvijejici jeho umisténi v programu.

8.2.1. Piedpoklady nového algoritmu

Kazd4 kladka je tvofena dvéma ¢astmi. Témito ¢astmi jsou Cep kladky a jeji rotujici ¢ast
(kolecko kladky). Kladka je definovana stiedem, polomérem, dotykovymi body lan a
transformaéni matici, ktera je spjata s osou (bod O1). Osa kladky je zaroven osou
otaceni. Bod O2 je soumezny s bodem O1 a je spojen s otacejicim se koleckem kladky.
Mezi body O1 a O2 muzZe byt definovano tfeni. Bod Ol je podepfen nebo je soucasti
jiné konstrukce. Kolecko kladky je modelovano tuhymi rameny T1-O2 a O2-T2 kde
body T1 a T2 jsou dotykovymi body lan. Tuha ramena kladky by vzdy méla byt kolma
na lanové prvky. Lanové prvky nebudou ovinuty kolem kladky, ale pro zjednoduseni
budou tyto lanové prvky pouze v Eastech mezi kladkami a pfipadné mezi kladkou a
dalsi ¢asti konstrukce. V programu je zajiSténo, ze prvky kladky 1 pfilehlé lanové prvky

maji jeden smeér.

smér prvku
—>

/ lanovy prvek

tuha ramena

lanovy prvek \

Obr. 25 Definice kladky
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8.2.2. Umisténi programového modulu

Jelikoz tUkolem vypracovaného algoritmu je umozinovat otaceni kladky, jako
nejvhodnéjsi pozice pro tento modul bylo vybrano misto po dopocitani pruti. V tomto
misté je jiz zndma momentalni poloha i vnitini sily vSech uzli. Modul tak nebude
zasahovat do jiz zabéhnutého funkcéniho systému nikterak vyznamnym zplsobem (ve
smyslu zasahi do aktudlniho kodu). Zachovéa se tak ptehlednost zdrojového kodu.

Zaroven tak bude jednodussi opravovat ptipadné chyby a nedostatky.

8.2.3. Popis zdkladniho algoritmu

Po specifikaci vSech proménnych, které jsou v modulu pouzivany, se nejprve urci
hodnoty spolecné pro vSechny kladky. Konkrétné se jednd o parametr NDIM, ktery
nabyva hodnoty 2 nebo 3 podle toho zda se jedna o 2D nebo 3D ulohu. Parametr JF
udavajici pocet stupiii volnosti v uzlu, hodnota K0 ptedstavujici pocet Cisel v poli KOD
pted danym druhem prvku (v ptipadé kladek se jedna o pruty). Hodnoty 1JKD, WDZ a

LRES P slouzi k tipravé deformaci, které jsou po skonceni vypoctu zobrazovany.

NDIM = CF.NDIM ! dimenze ulohy

JF = CF.JF ! pocet parametru v uzlu

Ko = ishl(CF.NELEM,2) I pocet cisel v poli KOD pred danym druhem prvku
IJKD = CF.POLE_INT(PI_RES_DEF) ! deformace - pristup k vysledkum v souboru
WDZ = CF.POLE_INT(PI_EQT_DEF) ! deformace - pristup k vysledkum v RAM
LRES_P = CF.N_RES_OUT_P I indikace zda je soubor k dispozici

Pro ucely cteni a zapisu transformacnich matic jsou ur€eny pfislusné indexy v zavislosti

na rozméru feSené ulohy.

TUH.TYP =0
TUH.TYP_EL = ©
TUH.ETYP =0

if (NDIM==3) then ! 3D

K1 =1
K2 = 27
else 2D
K1 = 10
K2 = 27
endif

Veskery dalsi kod je obsaZen v cyklu, ktery je zavisly na ¢isle zrovna vypocitdvané

kladky.
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klad: do I = 1, I1.NKLAD_NEW I cyklus pro kladky

Na zacatku cyklu se nactou transformacni matice pruti na kladce, se kterymi bude
manipulovano. Jedna se celkem o0 5 transformac¢nich matic pfislusici lanovym prvkam,
tuhym rameniim a Cepu kladky (TLN_L1, TLN_L2, TLN_R1, TLN_R2, TLN_O).

Transformacni matice prvku ma tvar

_[R AR
r=[s a0
kde je R matice rotace,
A je matice ve tvaru
0 e; —e
A=]|—-e, O ey (106)
ey, —ex 0

kde jsou ey, ey, e, excentricity pfipojeni.

Nacitani téchto matic se provadi nardz, protoze je to lepsi pro rychlost algoritmu.

TUH.NEL = KL1(I).L1 I prvni prut na kladce
call ELEM READ_TR (CF, 2, TUH, IERR)
TLN_L1 = TUH.TR(K1:K1+8)

TUH.NEL = KL1(I).R1 I druhy prut na kladce
call ELEM READ_TR (CF, 2, TUH, IERR)
TLN_R1 = TUH.TR(K1:K1+8)

TUH.NEL = KL1(I).KONT I osa kladky
call ELEM_READ_TR (CF, 2, TUH, IERR)
TLN_O = TUH.TR(K1:K1+8)

TUH.NEL = KL1(I).R2 I treti prut na kladce
call ELEM READ_TR (CF, 2, TUH, IERR)
TLN_R2 = TUH.TR(K1:K1+8)

TUH.NEL = KL1(I).L2 I ctvrty prut na kladce
call ELEM READ_TR (CF, 2, TUH, IERR)
TLN_L2 = TUH.TR(K1:K1+8)
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Také se ur¢i dalsi hodnoty potiebné pro danou kladku. Témi jsou polomér kladky R,
&isla uzld a indexy pro praci s deformacemi uzld. Cisla viech uzli jsou uloZena v jenom
jednorozmérmém poli KOD. Aby bylo mozné s nimi jednoduse pracovat, nactou se
nejprve indexy uzl, které lezi pred témi hledanymi, do K. Pomoci takto nalezenych
uzli zapsanych v KODC se ziskaji indexy D1 a D2 pro ziskani deformace z pole EQT.
Dale se vyuziva KODC pro ziskani indext v poli soufadnic XYZ. Uzly v KODC jsou

znazornény na Obr. 26.

R = DL1(KL1(I).R1).DL_OR | polomer kladky

K(1) = KO + ishl((KL1(I).L1-1),1)

K(2) : KO + ishl((KL1(I).R1-1),1)
K(3) = KO + ishl((KL1(I).L2-1),1)
KODC(1:2) = KOD(K(1)+1:K(1)+2)
KODC( 3 ) = KOD(K(2)+2)

KODC(4:5) = KOD(K(3)+1:K(3)+2)

D1 = WDZ + (KODC(2)-1)*JF
D2 = WDZ + (KODC(4)-1)*JF

doJ=1,5

JK(J) = (KODC(J)-1) * NDIM
end do

KODC(2) -~ KODC(4)

KODC(1) KODC(5)

Obr. 26 Uzly kladky

Dalsi vypocet je rozdélen zvlast pro kazdé tuhé rameno, a to ztoho divodu, ze
pootoceni téchto dvou ramen se muze liSit. K vypoctu vektorti predstavujicich prvky
kladky a dalSich pomocnych vektort, se vyuziji indexy ulozené v JK a parametr NDIM.
Konkrétné se jedna o vektory VL1 (vektor lano 1), VR1 (vektor rameno 1) a VOLI

(vektor osa-lano 1) vycislenych ze souradnic ulozenych v XYZ, viz Obr. 27.
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I --- prepocet prvni poloviny kladky VL1 @ VRl -------------mmmmmmmm oo oo

VL1 (:Ndim)
VR1 (:NDIM)
VOL1( :NDIM)

XYZ(IK(2)+1:IK(2)+NDIM) -XYZ(IK(1)+1:IK(1)+NDIM)
XYZ(IK(2)+1:IK(2)+NDIM) -XYZ(IK(3)+1:IK(3)+NDIM)
XYZ(IK(1)+1:IK(1)+NDIM) -XYZ(IK(3)+1:IK(3)+NDIM)

KODC(1)

Obr. 27 Pomocné vektory na kladce

Poloha VRIN (novy vektor rameno 1), je vypo€itina za pomoci roviny, ktera je kolma

na piimku p ur¢enou lanovym prvkem a zaroven prochazi osou kladky.

KODC(2)

R KODC(3)

KODC(1)

Obr. 28 Nalezeni nového vektoru VRIN

Normélovy vektor roviny kolmé na pfimku p je smérovym vektorem této ptimky, tedy
VL1. Do obecné rovnice roviny (107) se dosadi soutadnice bodu KODC(3) a jednotlivé
slozky vektoru VL1(108), ¢imz ziskame rovnici (109). Z rovnice (109) se jednoduse

vyjadii neznama e (110).

ax+by+cz+e=0 (207)
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a= VL1,
b =VL1, (108)
c =VL1,

VL1, - KODC(3), + VL1, - KODC(3), + VL1, -KODC(3), +e =0  (109)
e = —VL1, - KODC(3), — VL1, - KODC(3),, — VL1, - KODC(3), (110)

Rovnici (107) musi spliovat i bod pruniku pfimky p s touto rovinou. Rovnice piimky p

(111) je vyjadiena za pomoci soufadnic bodu na této piimce (KODC(1)) a vektoru VLI:

x = KODC(1), + VL1, - ¢,
y = KODC(1),, + VL1, - t, (111)
z = KODC(1), + VL1, - ¢.

Rovnice (111) je dosazena do (107), ¢imz ziskame rovnici

VL1, - (KODC(1), + VL1, - t)
+VL1, - (KODC(1), + VL1, - t) (112)
+VL1, - (KODC(1), + VL1, t) + e =0,

ze které se vyjadii neznama t (113).

, ¢~ VL1, -KODC(1), — VL1, - KODC(1)y — VLI, -KODC(D),
- VL1,” +VL1,% + VL1,” (113)

Vysledek tedy ziskdme dosazenim (113) a (110) do (111). V kodu je toto vse shrnuto do

par fadkt. Kde pole Z v sobé obsahuje soufadnice nového bodu.

A = 0.do
do J = 1, NDIM
A= A+ VLI(I) * (XYZ(IK(3)+I) - XYZ(IK(1)+3))
end do
A = A/ sum(VL1(:NDIM)**2)
do J = 1, NDIM
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Z(3) = XYZ(IK(1)+I) + VLI(I)*A
end do

Déle se vypocita VRIN ze soutfadnic nového bodu a stfedu kladky. Upravi se jeho délka
tak aby byla rovna R, protoze délka se muze zménit nejen vlivem zatiZeni, ale také
vlivem pootoceni. Vypocita se i novy lanovy prvek VLIN a jeho délka VL1 D.

VRIN( :NDIM)
VRIN( :NDIM)

Z(:NDIM) - XYZ(JIK(3)+1:IK(3)+NDIM)
R / dsqrt(sum(VRIN(:NDIM)**2)) * VRIN(:NDIM)

XYZ(IK(2)+1:IK(2)+NDIM) = VRIN(:NDIM) + XYZ(JIK(3)+1:IK(3)+NDIM)! nové sour.
VLIN(:NDIM) = XYZ(JIK(2)+1:IK(2)+NDIM) - XYZ(IK(1)+1:IK(1)+NDIM)
VLIN D = dsqgrt(sum(VLIN(:NDIM)**2)) | velikost |VLIN|

Po pfepoctu geometrie je nutno piepocitat také transformacéni matici ramene (TLN_R1),
kterd byla nactena na zacatku. Pro zjisténi potfebného pootoceni je potieba vypocitat
thel svirany VR1 a VRNI. Z tohoto divodu je aplikovan vzorec pro vypocet thlu

svirany dvéma vektory [21]

0 < ik ) (114)
=acos | == |
|ul - V]
kde je u prvni vektor,
v druhy vektor,
0 uhel svirany vektory i a v.

Protoze je funkce cosinus sudou funkci, vyjdou uhly vypoéitané pomoci (114) pii thlu

do velikosti g kladné.

A = dot_product(VR1(:NDIM),VRIN(:NDIM))
+ /dsqrt(sum(VR1(:NDIM)**2)*sum(VRIN(:NDIM)**2))
ALFA = dacos(A) I uhel mezi VR1 a VOL1

Aby mohla byt transformac¢ni matice ramene kladky piepocitana o vypocitany thel,
musi byt také definovan tenzor rotace. Zde jiz se zpusob jejiho vypoctu lisi v zavislosti
na rozméru Ulohy, princip je vSak stdle stejny. Vypocitd se vektorovy soucin vektorti
VR1 s VR1N. Takto spocitany vektor pootoceni se pro 3D ulohu pfevede na jednotkovy
vektor, odpovidajici thlu mezi nimi (a sméru osy kladky TLN_O), ktery slouzi jako

vstup do subrutiny vyuzivajici Rodrigueziv rota¢ni vzorec (viz. kapitola 3.3) pro
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vypocet matice rotace RR. Pro 3D tulohu se pievede osa rotace do lokalnich soufadnic
prostym vynasobenim TLN RI1 se Z. K ndsobeni se vyuziva subrutina GMPRD, coz je
zkratka pro ,,general matrix product®. Jestlize nasobime transponovanou matici zprava,
vyuziva se subrutina GMPRDT. Lokalni osa otaceni P umoziuje vznik matice rotace
RR, ktera se vyuzije k vypoctu nové transformacni matice. Tento vypocet se nachazi
V samostatné subrutiné, ktera byla vytvorena bokem z divodu zpichlednéni kodu. Pro
2D tlohu je postup obdobny, avSak kratsi. Matice rotace RR se zde tvofi stejnym

zpusobem jako pro 3D, ale vznika pouze matice o rozméru 2x2.

if (NDIM==3) then ! 3D
Z(1) VR1(2) * VRIN(3) - VR1(3) * VRIN(2)
Z(2) VR1(3) * VRIN(1) - VR1(1l) * VRIN(3)
Z(3) = VR1(1) * VRIN(2) - VR1(2) * VRIN(1)
do 3J 1, 3 I zmena Z na velikost rotace mezi VR1 a VRIN

Z(3) = sign(TLN_O(3*J-2), Z(3)) * ALFA

end do
call GMPRD (TLN_R1,Z,P,3,3,1)
call RODRIGUES (P,RR)

else ! 2D
A = VR1(1) * VRIN(2) - VR1(2) * VRIN(1)
A = sign(1.de, A) * ALFA

RR(1) = dcos(A)

RR(3) = -dsin(A)

RR(2) = -RR(3)

RR(4) = RR(1)
endif

Po ziskani potfebnych vstupli je mozno piejit k samotnému prepoctu transformacni
matice TLN_R1. Matice je nejprve zkopirovana do pracovniho pole TLN. Nova matice
ptimo piepisuje ptivodni transformaéni matici TLN _R1. Pro 2D se pracuje pouze s ¢asti

transformacéni matice (viz. rovnice (115)), protoze vypocet s celou matici by byl ¢asové

wvewr

2D 2D 3D
TLN = |2D 2D 3D (115)
3D 3D 3D
if (NDIM==3) then ! 3D
TLN = TLN_R1
call GMPRDT (RR,TLN, TLN_R1,NDIM,NDIM,NDIM)! vypocet nove trans. matice
else | 2D
TLN2D(1) = TLN_R1(1)
TLN2D(2) = TLN_R1(2)
TLN2D(3) = TLN_R1(4)
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TLN2D(4) = TLN_R1(5)
call GMPRDT (RR,TLN2D,TLN2DN,NDIM,NDIM,NDIM) ! vyp. nove trans. matice

TLN_R1(1) = TLN2DN(1)

TLN_R1(2) = TLN2DN(2)

TLN_R1(4) = TLN2DN(3)

TLN_R1(5) = TLN2DN(4)
endif

Pro vektory VL1 a VL1N se urci jejich velikost. Dale se urci tthel mezi témito vektory
pomoci vzorce (114). Stejné jako pro pootoceni ramene, je-li pooto¢eni lanového prvku

téméer nulové, vypocet nové transformacni matice je preskocen.

VL1 D dsgrt(sum(VL1 (:NDIM)**2)) | velikost |VL1]|
VLIN D = dsqrt(sum(VLIN(:NDIM)**2)) | velikost |VLIN|
A = dot_product(VL1(:NDIM),VLIN(:NDIM))

+ /dsqrt(sum(VL1(:NDIM)**2)*sum(VLIN(:NDIM)**2))
FI = dacos(A) ! uhel mezi VR1 a VRIN
if (FI < 1.d-12) goto 1

Podle velikosti thlu pootoceni lanového prvku se piepocita transformac¢ni matice prvku.

r

Nasledujici ¢ast kodu by jiz pro Ctenaie méla byt lehce srozumitelna, protoze se jedna o

kombinaci jiz dfive pouzitych vzorcii a principt.

if (NDIM==3) then ! 3D
TLN = TLN_L1
Z(1) = VL1(2) * VLIN(3) - VL1(3) * VLIN(2) ! Z = VL1 x VLIN
Z(2) = VL1(3) * VLIN(1) - VL1(1) * VLIN(3)

Z(3) = VLI(1) * VLIN(2) - VL1(2) * VLIN(1)

AQ = dsqrt(sum(Z**2)) I velikost |Z]

if (A@ < 1.d-12) goto 1

doJ =1, 3 ! zmena Z na velikost rotace mezi VL1 a VLIN
Z(3) = z(3)/A@*FI

end do

call GMPRD (TLN,Z,P,3,3,1)

call RODRIGUES (P,RR) ! vypocet tenzoru rotace pro prepocet TLN na TLNN

call GMPRDT (RR,TLN,TLN_L1,NDIM,NDIM,NDIM) ! nova trans. matice prutu
else I 2D

A = VL1(1) * VLIN(2) - VL1(2) * VLIN(1)

A = sign(1l.do, A) * FI

RR(1) = dcos(A)

RR(3) = -dsin(A)

RR(2) = -RR(3)

RR(4) = RR(1)

TLN2D(1) = TLN_L1(1)
TLN2D(2) = TLN_L1(2)
TLN2D(3) = TLN_L1(4)
TLN2D(4) = TLN_L1(5)
call GMPRDT (RR,TLN2D,TLN2DN,NDIM,NDIM,NDIM) ! nova trans. matice prutu
TLN_L1(1) = TLN2DN(1)
TLN_L1(2) = TLN2DN(2)
TLN_L1(4) = TLN2DN(3)
TLN_L1(5) = TLN2DN(4)
endif
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1 continue

Z divodu zmény délky v prabéhu vypoctu, bychom nyni nemohli pouzivat
logaritmickou miru deformace. Aby nedoSlo ktomuto omezeni, piepocitava se
origindlni délka prutu tak, aby byl pomér mezi origindlni a aktudlni délkou prvku
zachovan stejny. Az po tomto piepoctu se ulozi nyni vypocitané aktudlni délky prvk.
I --- prepocet orig. delky lan na kladce (z duvodu log. miry def.)
DL1(L1).DL_OR = VLIN_D * DL1(L1).DL_OR / DL1(L1).DL_AKT

I --- vypocet novych delek prutu kladky

DL1(KL1(I).R1).DL_AKT = R ! velikost |VR1N]|
DL1(KL1(I).L1).DL_AKT = VLIN_D I velikost |VLIN|
11 continue

Nyni je v subrutin€ obsazen koéd pro druhou polovinu kladky. Tento kéd je velmi
podobny jiz uvedenému kodu, a proto zde jiz nebude podrobné popsan. Po vypocteni

také druhé poloviny kladky nésleduje zapis vypocitanych transformac¢nich matic.

R zapis novych transformacnich matic --------------coommmmm e

TUH.NEL = KL1(I).L1

do J =1, (4-NDIM)
TUH.TR(K1+(3-1)*9:K1+8+(J-1)*9) = TLN_L1

end do

call ELEM_WRITE_TR (CF, 2, TUH, IERR)

TUH.NEL = KL1(I).R1

do J = 1, (4-NDIM)
TUH.TR(K1+(3-1)*9:K1+8+(J-1)*9) = TLN_R1

end do

call ELEM_WRITE_TR (CF, 2, TUH, IERR)

TUH.NEL = KL1(I).R2

do J = 1, (4-NDIM)
TUH.TR(K1+(3-1)*9:K1+8+(J-1)*9) = TLN_R2

end do

call ELEM_WRITE_TR (CF, 2, TUH, IERR)

TUH.NEL = KL1(I).L2

do J = 1, (4-NDIM)
TUH.TR(K1+(3-1)*9:K1+8+(J-1)*9) = TLN_L2

end do

call ELEM_WRITE_TR (CF, 2, TUH, IERR)

Nyni uz je potieba pouze prepocet deformaci. Upravi se hodnoty deformaci obsazené
jak v paméti RAM, tak hodnoty zapsané v souborech. Se soubory je manipulovano

pouze Vv ptipad¢, Ze se nejednd a vypocet dynamické relaxace a musi byt oSetfen pro
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pfipadnou paralelizaci. V opa¢ném piipadé¢ se pracuje pouze s hodnotami v RAM,
protoZe prace se soubory je ¢asové nakladna a proto se pii dynamické relaxaci vyrazné

projevuje snaha ji minimalizovat.

I --- prepocet deformaci -----------ccmmmmcmmmc e meme e e

EQT(D1+1:D1+NDIM)= EQT(D1+1:D1+NDIM) +VRIN(:NDIM) - VR1(:NDIM
EQT(D2+1:D2+NDIM)= EQT(D2+1:D2+NDIM) +VR2N(:NDIM) - VR2(:NDIM)
if (.not.CF.DYNRELAX) then
ZAPI8(:JF) = EQT(D1+1:D1+JF)
I$OMP CRITICAL
write (FN_DEF_GLOB, rec=KODC(2), err=31) ZAPI8(1:JF)

goto 301

31 continue
IERR = -1

301 continue

1$OMP END CRITICAL

ZAPIS8(:IF)
I$OMP CRITICAL
write (FN_DEF_GLOB, rec=KODC(4), err=32) ZAPI8(1:JF)

EQT(D2+1:D2+JF)

goto 302
32 continue
IERR = -1
302 continue
1$OMP END CRITICAL
end if

8.2.4. Rozsifeni moZnosti programového modulu pro FeSeni lan na kladkdch

Pro co nejkomplexnéjsi vypocet kladek byly rozSifeny algoritmy tak, aby mohli
uzivateli poskytnout co nejpiesnéj$Si moznosti zadani. Tyto vlastnosti jsou popsany

Vv nasledujicich podkapitolach.

8.2.4.1.  Treniv cepu Kladky

Tteni je vlastnost zavisla na pfitlaéné sile. Aby mohla byt tato funkcionalita zahrnuta ve
vypoctu kladek, je na konci ¢epu umistén nelinearni kloub. Chovani tohoto kloubu Ize

popsat grafem na Obr. 29.
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Obr. 29 Tieni v ¢epu kladky

Kloub se chova jako dokonale tuhy, dokud neni dosazeno hodnoty mezniho momentu.
Po jeho ptekroceni v kloubu stale piisobi moment, roven velikosti mezniho momentu,
avsSak kloub jiz umoziuje pootoceni. Do vypocétu vstupuje hodnota Mmemi, jenz je

zavisla na ptitlacné sile v ¢epu kladky (116).

Meomi = V - soucinitel (116)

kde je soucinitel hodnota vypoctena ze soudinitele tfeni a poloméru kladky.

Velikost pfitlacné sily se vypocita s vyuzitim Pythagorovy véty (117).

V= Vy2 + 1,2 (117)

Moment v kloubu od tieni vzdy piisobi proti sméru pootoceni kloubu kolem osy cepu
kladky.

if (NF(I) == -1) then I treni v kloubu
! S ———
V_Y = FORCL(JIF+2)
V_Z = FORCL(JF+3)
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V = sqrt(V_Y**2 + V_Z**2)

FMOM = abs(FMOM) ! dosazeny moment v kloubu, zde se pocita s abs. hodnotou
PMEZ = abs(V * PMEZ) | mezni moment, v PMEZ byl souc. treni
if (FMOM>PMEZ) then ! mezni moment prekrocen
FMOM = PMEZ
PK = PKMIN I minimalni tuhost kloubu
FMOM = -sign(FMOM,DISPLLAST) ! vraceni znamenka dle smeru deformace
else | mezni moment neprekrocen, nemeni se moment
if (PK>0.d@) PK = 1.d12 I jestlize nebyl mezni moment prekrocen
FMOM = sign(FMOM, FMOMOLD) ! vraceni znamenka
end if
end if

8.2.4.2.  Prechazeni uzlu pres kladku

Algoritmus popsany v kapitole 8.2.3 ma jisté omezeni. Tim je velika zavislost na déleni
lanovych c¢asti. Pokud se vnitini uzel posune az k tuhému ramenu kladky, nemiize uz se
dale posouvat a vypocet se zhrouti. Aby nebyl vypocet takto omezen, musi byt umoznén

prechod uzli déleni pies kladku.

8.2.4.2.1. Koncepce prechazeni uzlu

Predpokladejme smér deformace lanovych uzli ve sméru prvka kladky (viz. Obr. 31).

Zaroven rozsifime sledované prvky o jeden na kazdém lanovém Useku. V tomto ptipadé

prvek P5 a P6.

KODC(2/)/,—\\ KODC(4) smér deformace

KODC(1) KODC(5)

KODC(7)

Obr. 30 Rozsifena definice klady a uzll (vychozi stav)

Jednotlivé prvky P1 az P6 jsou definovany pomoci pocatecniho a kone¢ného uzlu, které

Spojuji.
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Tabulka 1 Pocateéni konfigurace prvki

Prvek Uzel 1 Uzel 2
P1 KODC(1) | KODC(2)
P2 KODC(2) | KODC(3)
P3 KODC(3) | KODC(4)
P4 KODC(4) | KODC(5)
P5 KODC(5) | KODC(6)
P6 KODC(7) | KODC(1)

Vlivem zatizeni se uzel KODC(1) posunuje smérem k KODC(2), az se dostane do
polohy, kdy uzel pfechazi na kladku.

KODC(2)
KODC(1)

KODC(7)

Obr. 31 Pozice uzlt pii vstupu do subrutiny

Pii vypoctu nové polohy tuhého ramene P2 se zjisti, Ze uzel KODC(1) se nachazi na
kladce.

KODC(1)

Obr. 32 Nova poloha uzlu KODC(2)
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Nyni se zméni definice koneéného prvku P1 a P6, zménou uzli kterymi jsou

definovany. Prvek P1 se zaroven piedefinuje na idealné tuhy prut.

KODC(1)
KODC(2)
P§

KODC(7)

Obr. 33 Nova definice prvku P1

Tabulka 2 Nova definice vybranych prvka

Prvek Uzel 1 Uzel 2
P1 KODC(1) | KODC(3)
P6 KODC(7) | KODC(2)

P#i pfechodu uzlu z kladky na lanovy tsek se opét predefinuji 2 kone¢né prvky, akorat

obracené neZ je tomu pii prechodu z lanového useku na kladku. Z tuhého prutu se opét

stane lanovy prvek a pfipoji se na okraj ptislusného lanového tseku.

8.2.4.2.2. Sestaveni matice tuhosti

Pti teSeni uloh metodou kone¢nych prvkl, se zpravidla pracuje s fidkymi a

symetrickymi maticemi tuhosti. To umoznuje pii pouziti spravnych algoritmti uSetfit

misto pro jejich uloZeni, protoZe je potieba ukladat pouze nenulové prvky. UZziti

formatu zapisu pro fidké matice také zrychluje operace s matici, a proto je tento piistup

efektivngjsi, nez pracovat se vSemi Cleny fidké matice. Mame-li naptiklad zadanou

ulohu ramu (Obr. 34), mizeme v matici tuhosti vyclenit pouze misto, které bude

vyuzito (Obr. 35).
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5e o
30 ® 4
1@ @2

Obr. 34 Ptiklad modelu ramu

¢isla sloupct
A

1. 2. 3. 4. 5 6.

1. [I 0O m 0 O O]

2. | m 0 m 0 O]

Sisla tadka < 3+ | = = = 0]
4, | m 0 -|

5. [ sym. = -J

6. [ ]

Obr. 35 Znazornéni potiebnych ¢lend matice tuhosti

V paméti se tedy vycleni misto pouze pro nenulové prvky matice. Z ditvodu rychlosti se
toto sestaveni provadi pouze na zacatku ulohy, a hodnoty nové vypocitané v prubchu
vypoctu se ulozi na pfedem definované misto v paméti. OvSem jak je uvedeno
v kapitole 8.2.4.2.1, konetné prvky meéni v pribéhu vypoctu svou definici, ¢imz

vznikaji vazby, které nejsou v paméti definovany.

Tento problém je tedy oSetfen hned na zacatku vypoctu, kdy se ur¢i vSechny moZznosti
potencialnich vazeb, které mohou v pribéhu vypoctu vzniknout, a definuje se pro né

ptislusné misto v matici tuhosti.
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9. PRIKLADY

V této kapitole jsou feSeny piiklady konstrukci, jejichz soucasti je také lano na
kladkach. Vsechny piiklady jsou feseny za pomoci metody analyzy velkych deformaci a

k feSeni rovnic je pouzita metoda Newton-Raphson.

9.1. Priklad ¢.1

Jako prvni byl zvolen piiklad s jednou kladkou, umisténou na konci vetknutého nosniku
kruhového prutfezu. Toto lano je posléze zatizeno silou 10 kN ve vodorovném sméru na

jednom konci (viz. Obr. 36).

kladka

\ lano 10.000

3

L
»
»

nosnik

lano

A

5m r|

Obr. 36 Pt.1 - Zadani
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Nosnik ma prufez RO 114.3x4 a je znazornén na Obr. 37 vlevo, lano ma prutez PE 30 a

je znazornéno na Obr. 37 vpravo. V celé konstrukei je pouzito oceli S 235.

I3 s
- o
3 5 R| Besistsssistscessssascessses o,
B ] Yy )~ 02620202020
e L ) () L ] :: :|.":-
A
SR
p— |
v .8
z
Obr. 37 Pt.1 - Pouzité pruiezy [mm]
9.1.1. Vypocet piivodnim algoritmem
Pribéh vypoctu za pomoci pivodniho algoritmu je znazornén na Obr. 38.
80.0
70.0
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0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Pocet iteraci

Obr. 38 Pi.1 - Prib&h vypoctu ptivodniho algoritmu
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Pocet iteraci je 7148 a maximalni posun 72.7 mm na konci prutu s kladkou. Vypocet

pfitom trval 217.26 sekund.

Vysledky reakci v podporach a posunuti uzli je zndzornéno na Obr. 39.

010

xm.?Z

Obr. 39 Pt.1 - Vysledky puvodniho algoritmu [KN, mm]

Zaroven je vhodné zobrazit tabulku s kontrolou vypoctu.

Tabulka 3 Pi.1 - Kontrola piivodniho algoritmu

Stav vipodtu Soucet zatiZeni a soucet podporovych sil ve sméru Z neni
Vv rovnovaze (odchylka 2.14%).

Soucet zatizeni ve

sméru X 10.00 | KN

Soucet podporovych

sil ve sméru X 10.00 | KN Odchylka: 0.00 %

Soucet zatizeni ve

sméru Z 0.96 | KN

Soucet podporovych

sil ve sméru Z 0.94 | kN Odchylka: 2.14 %
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Vyslednice reakci

okolo X 0.000 | KNm
Vyslednice reakci
okolo Y -22.519 ' KNm
Vyslednice reakci
okolo Z 0.000 | KNm

9.1.2. Vypocet novym algoritmem

V tézisti modelu (X: 18.249, Y: 0.000,
Z:-2.751 m)

A%

A%

Na rozdil od ptedchoziho teSeni je nyni kladka definovana koleCkem s danym

polomérem, vzhledem k rozmérim konstrukce byla zvolena kladka s polomérem 10cm.

Konstrukce je tak trochu odlisna od piedchozi, vlivem rozméru kolecka, ale 1épe tak

vystihuje realitu. Takto vytvofena konstrukce je vyobrazena spole¢né s vyslednou

deformaci a reakcemi na Obr. 41.

Prubéh vypoctu je znazornén v Obr. 40.

80.0

~
o
o

)
o
o

N
©
o

30.0

20.0

Maximalni posun u,,, [mm]

10.0

0.0

Pocet iteraci

Obr. 40 Pt.1 - Priabéh vypoctu nového algoritmu

Pocet iteraci je 10 a maximalni posun na konci prutu s kladkou je 70.5mm. Vypocet

ptitom trval 0.19 sekund.
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0os =

10,20
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Obr. 41 Pi.1 - Vysledky nového algoritmu [KN, mm]

Tabulka 4 Pt.1 - Kontrola nového algoritmu

Stav vypoctu

Maximalni nato¢eni modelu v uzlu ¢. 1 (501.1 mrad,
smér -Y) piekroc€ilo nastavenou mezni hodnotu 87.3

mrad.
Soucet zatizeni ve sméru X 10.00 kN
Soucet podporovych sil ve
sméru X 10.00 kN  Odchylka: 0.00 %
Soucet zatizeni ve sméru Z 0.96 | kN
Soucet podporovych sil ve
sméru Z 0.96 kN | Odchylka: 0.00 %
Vyslednice reakci okolo X 0.000 KNm \Z/: t_e; 178;16n:;))delu (X: 18.244, ¥ 0.000,
Vyslednice reakci okolo Y | -22.426 kNm |V t&zisti modelu
Vyslednice reakci okolo Z 0.000 kNm |V tezisti modelu
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9.1.3. Porovndani obou ieSeni

Reseni piikladu prvni i druhou variantou dava velmi podobné vysledky, z kontroly
vysledki ov§em vyplyva, Zze feSeni za pomoci puvodniho algoritmu dava vysledky s
odchylkou 2.14 % ve sméru oSy Z. Novy algoritmus piitom dokonvergoval s nulovou

odchylkou.

Kromé malé odchylky ve vysledcich se zde projevila hlavni vyhoda nového algoritmu, a
tou je jeho rychlost. Zatim co plivodni algoritmus potfeboval k nalezeni rovnovahy
7148 iteraci, novy algoritmus to zvladl béhem 10 iteraci. Pocet potiebnych iteraci ptimo
ovliviiuje vypocetni Cas ulohy, a tak doSlo pfi této uloze ke zrychleni nového feSeni

oproti piavodnimu cca 1000 krat.

9.2. Priklad ¢.2

V druhém piikladu je vymodelovana konstrukce demonstrujici predevs§im rozdil, ktery
vznikne zanedbanim poloméru kladky. Konstrukci tvoti dvojice nosnikii spojenych lany

na kladkach (Obr. 42). V pruzné podpofe je zaroven zabranéno rotaci v roving.
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Obr. 42 Pt.2 - Schéma modelu
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Nosniky jsou tvofeny prafezem I 120 (Obr. 42 vlevo) a lana prafezem R 8 (Obr. 42

vpravo). Jako material je vyuzita ocel S 235.

120.0

Obr. 43 Pt.2 - Pouzité prufezy [mm]

9.2.1. Vypocet pitvodnim algoritmem

Z diivodu zavedeného zjednoduSeni jsou lanovymi prvky spojeny pouze stiedy kladek,
Z toho diivodu bylo plsobisté zatiZzeni pfesunuto do osy nosniku, aby mohla byt sila

Vv lanovych prvcich presné 10 kN.

Obr. 44 Pt.2 — Zadani pro pavodni algoritmus
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S takto zadanou konstrukci byl spustén vypocet a vysledné deformace a reakce jsou

vyobrazeny na Obr. 45.

3207
3190
3180
3170
316.0
3150
200
16.0
120
8.0
40
0.0

Obr. 45 Pt.2 - Vysledky ptivodniho algoritmu [KN, mm]

Krajni podpory nosniku jsou zatizeny symetricky. V lanovych prvcich je sila 9.98 kN,
coz je odchylka 2 %o oproti predpokladanym vysledkim. Posun podpory v bodé 5 je
1147.9 mm.

9.2.1. Vypocet novym algoritmem

Zadani ulohy pro vypocet novym algoritmem vice odpovida schématu na Obr. 42.

Obr. 46 Pi.2 — Zadani pro novy algoritmus

Na Obr. 46 mizeme vidét vygenerovani vétsiho mnozstvi uzlu, jak vSak bylo prokazano
v prvnim piikladu, novy algoritmus je rychlejsi a tak vétsi mnozstvi uzl v modelu na

Obr. 46 nezpusobuje jakékoliv pozorovatelné zpomaleni ¢asu vypoctu.
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Vysledky nového algoritmu jsou vyobrazeny na Obr. 47, kde jsou znazornény posunuti

a reakce.
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Obr. 47 Pt.2 - Vysledky nového algoritmu [KN, mm]

Krajni podpory nosniku jsou zatizeny téméi symetricky. Nesymetrie je vyvoladna
momentem V podpote uzlu 23. V lanovych prvcich je sila piesné 10 kN, coz presné

odpovida piedpokladanym vysledkim. Posun podpory v bod¢ 5 je 1519.3 mm.

9.2.1. Porovnani obou ieSeni

Z porovnani vysledki obou feSeni vyplyva markantni rozdil pfi vyuziti starého a
nového algoritmu. Tento rozdil je dan zohlednénim polomeért kladky. Z divodu
zapracovani téchto polomérti v novém algoritmu dochézi k jiné geometrii na vstupu.
V tomto piikladu se pfedev$im jedna o jiné sklony lanovych prvku, které vedou ke

strmé&jsimu sklonu lanovych prvkd. To ma za nasledek pisobeni vétsich sil ve sméru Z.
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10.ZAVER

Cilem této prace bylo vypracovani algoritmu pro feSeni lan na kladkach, ktery by byl
vykonngjsi a piesnéjsi, nez stavajici algoritmus pouzity v programu RFEM. V praci byl
ukdzan stavajici princip vypoctu lan na kladkach pouzivany v programu RFEM, a také
podobny pfistup nalezeny v odborné literatuie. Nasledné¢ byl navrzen novy algoritmus,
jako vykonngj$i a pfesné¢jSi alternativa ke stdvajicimu feSeni, umoznujici zaroven
zahrnout vliv velikosti poloméru kladky. Tento modul byl implementovan
v programovém systému RFEM. Toto nové feSeni bylo nasledné rozsifeno o dalsi
vlastnosti, jako je tfeni v ¢epu kladky a piechazeni uzli déleni lanovych prvku ptes
kladku. Tyto nové vlastnosti tak umoziuji komplexnéj$i vypocet soustavy lan na
kladkach. Na zavér jsou vypracovany piiklady, v nichZ je provedeno porovnani
puvodniho a nového feSeni dané problematiky. V téchto prikladech bylo dokazano, ze
novy algoritmus vyrazné¢ rychleji konverguje, a také dtlezity vliv zohlednéni poloméru
kladek pfi zadavani a vypoctu. Zatim jedinym omezenim nového algoritmu lan na
kladkach je maximalni rotace v jedné iteraci z divodu linearizace kazdého vypoctového
kroku. Toto je ovSem nutnou dani pro umoznéni respektovat skute¢né poloméry kladek.
Ze srovnani nového algoritmu, prezentovaného v této diplomové praci, se stavajicim
algoritmem v programu RFEM i s algoritmy publikovanymi v literatufe je mozno udinit
zaver, ze nov¢ navrzeny algoritmus je jednak ptfesnéjs$i, ve srovnani s ostatnimi
algoritmy, nebot’ jako jediny respektuje poloméry kladek a tim 1 pfesnou polohu lan
V prostoru, a soucasné je 1 mimotadné efektivni, protoze kazda iterace umoZnuje
maximalni moZné pootoceni kladek vzhledem k linearizaci feSeni v kazdé iteraci.
Vyhodou navrzeného feSeni ve srovnani s konkurenénimi programy je umoZnéni
prejizdéni bodu lan pies kolecka kladek a tim napiiklad i umoznéni prijezdu biemene,
naptiklad kabiny lanovky, pfes kladky, coz ostatni algoritmy neumoziuji. Pokud se
podafilo zjistit, nema navrzené feSeni co do piesnosti a vykonu V sou€asnosti ve svete

konkurenci.

76



DIPLOMOVA PRACE

SEZNAM POUZITE LITERATURY

[1] Naval Education and Training Professional Development and Technology
Center, Navy Basic Machines (NAVEDTRA 14037) - Nonresident Training
Course. Naval Education And Training Professional Development And

Technology Center, 1994.
[2] Naval Education., Basic Machines and How They Work. Dover Publications, 2012.

[3] Wikipedia, 'Kladka', 2014. [Online]. Dostupné z:
http://cs.wikipedia.org/wiki/Kladka#mediaviewer/File:Four_pulleys.svg.
[Cit.: 24.10.2014].

[4] Liebherr.com, "Tower Cranes', 2014. [Online]. Dostupné z:
http://www.liebherr.com/CC/en-GB/region-CZ/default_cc.wfw/layout-
PopupTabWide/item-ImageGallerylmage132110/measure-metric/tab-27717.
[Cit.: 6.12.2014].

[5] Autoorb.com, 2014. [Online]. Dostupné z:
http://www.autoorb.com/-switzerland-ski-winter-sport-alps-vintage-poster-repro-
free-sh/marketplaceadvisor.channeladvisor.com*hi*81*81347*24Y 112.jpg/.
[Cit.: 30.11.2014].

[6] Wallpoper.com, 2014. [Online]. Dostupné z:
http://wallpoper.com/images/00/43/69/56/audi-v6-fsi-engine_00436956.jpg.
[Cit.: 30.11.2014].

[7] 1. Némec, M. Burkartova, V. Kolat, I. Sev¢ik, Z. VIk, J. Blaauwendraat, J. Budek,
B. Teply, D. Novék and V. Stembera, Finite element analysis of structures.
Aachen: Shaker, 2010.

77



DIPLOMOVA PRACE

[8] R. Brannon, ROTATION: A review of useful theorems involving proper orthogonal
matrices referenced to threedimensional physical space., 1st ed. Albuquerque:

Sandia National Laboratories, 2012.
[9] Lesson 8-A: Euler Angles, 1st ed. Tucson: University of Arizona, 2014.
[10] D. Ederby, Euler Angle Formulas, 1st ed. Geometric Tools, LLC, 1999.

[11] K. Bathe, Finite element procedures in engineering analysis. Englewood Cliffs,
N.J.: Prentice-Hall, 1982.

[13] T. Belytschko, W. Liu and B. Moran, Nonlinear finite elements for continua and
structures. Chichester: Wiley, 2000.

[12] 1. Némec, Nelinedarni mechanika, studijni opora, Fakulta stavebni, Vysoké uceni

technické v Brné&, Ustav stavebni mechnaiky, Brno, 2006

[14] J. Oden, An introduction to mathematical modeling. Hoboken, N.J.: Wiley, 2011.
[15] P. Wriggers, Nonlinear finite element methods. Berlin: Springer, 2008.

[16] J. Bonet and R. Wood, Nonlinear continuum mechanics for finite element analysis.

Cambridge: Cambridge University Press, 1997.

[17] Felippa, C. (2004). INTRODUCTION to FINITE ELEMENT METHODS. 1st ed.
[ebook] Colorado: Department of Aerospace Engineering Sciences and Center for
Aerospace Structures University of Colorado. Dostupné Z:
http://www.colorado.edu/engineering/cas/courses.d/IFEM.d/ [Cit.: 9.11.2014].

[18] F.Juand Y. Choo, 'Dynamic Analysis of Tower Cranes', Journal of Engineering
Mechanics, vol. 131, no. 1, pp. 88-96, 2005.

[19] F. Juand Y. Choo, 'Super element approach to cable passing through multiple
pulleys',International Journal of Solids and Structures, vol. 42, no. 11-12, pp.
3533-3547, 2005.

[20] M. Aufaure, 'A finite element of cable passing through a pulley’, Computers &
Structures, vol. 46, no. 5, pp. 807-812, 1993.

78



DIPLOMOVA PRACE

[21] G. Korn and T. Korn, Mathematical handbook for scientists and engineers. New
York: McGraw-Hill, 1968.

[22] Wikipedia, 'Finite strain theory', 2014. [Online]. Dostupné z:

http://en.wikipedia.org/wiki/Finite_strain_theory#mediaviewer/File:Polar_decomp
osition_of_F.png. [Cit.: 25.11.2014].

O W T > M

me mQ
Q

~ X & —SQae @ Tm T m
3
N

AN A
S

SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

tenzorovy soucin napéti a jednotkové matice
jednotkovy vektor osy rotace

matice reprezentujici vektorovy soucin a x x
plocha

posunuti lana ptes kladku

levy Cauchy-Greenlv deformacni tenzor

matice prostorovych derivaci bazovych funkci
pravy Cauchy-Greenilv deformacni tenzor
matice dand pruznosti materialu v zavislosti na napéti
Green—Lagrangetv tenzor deformace
Euler—Almansiho tenzor deformace

modul pruznosti

jeden ze Seth—Hillovy rodiny tenzorti deformace
vektor uzlovych sil

sila

deformacni gradient

matice tvofena submaticemi g

matice obsahujici prvni derivace bazovych funkci
vektor osy rotace

jednotkova matice

Jacobian deformacniho gradientu

matice tuhosti

tuhost

matice tuhosti z&visla na vektoru posunuti
materidlova matice tuhosti

te¢na matice tuhosti

79



DIPLOMOVA PRACE

N
a

2 zs T
=
a

) VXI Vy

X X s <K< Cgcgc T+~ wn®® »y= x1»yTS>

X
<
N

z

=X
<

y—]
o

M

&én

Q

Qo

geometricka matice tuhosti

délka prutu

aktualni délka

pocatecni délka

moment

mezni moment v ¢epu kladky
normala na aktudlni povrch

prvni napéti Piola-Kirchhoff

matice rotace

vektor nevyvazenych vnitinich sil
polomér

vektor kolmy na osy rotace

druhé napéti Piola-Kirchhoff
transformacni matice

vektor kolmy na osu rotace i1 vektor s
nap¢ti na aktualni plosku

vektor smerovych cosinti

libovolny vektor

vektor uzlovych posunuti

pravy stretch tenzor

libovolny vektor

levy stretch tenzor

posouvaci sila

libovolny vektor

prostorové soufadnice

materialové soufadnice

materidlové soutfadnice

prostorové soufadnice

hranice télesa v aktualni konfiguraci
hranice télesa v pocatecni konfiguraci
mira deformace

Logaritmicka mira deformace

uhel pootoceni

Cauchyho napéti

deformovana (aktudlni) konfigurace

nedeformovana (pocatecni) konfigurace
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