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Uvod

Speciélni teorie relativity byla navrzena Albertem Einsteinem roku 1905. Einstein vy-
Sel z Galileiho principu relativity a nahradil predstavy o prostoru a case tzv. ,klasické
fyziky* vytvorené Isaacem Newtonem, vysvétlil a odvodil Lorentzovy transformace
(transformace prostorovych soufadnic a ¢asu mezi dvéma vztaznymi soustavami pohy-
bujicimi se vii¢i sobé velmi vysokymi rychlostmi) za predpokladu konstantni rychlosti
svétla.

Tato prace se zabyva rovnomérné zrychlenym pohybem ve specialni teorii relati-
vity. Diky principu ekvivalence (viz napt. Rindler, 2006) jsou zrychlené se pohybujici
soustavy z hlediska fyzikalnich déju lokalné ekvivalentni soustavam nachézejicim se
v klidu v gravita¢nim poli. V nejjednodussim piipadé pohybu s konstantnim zrychle-
nim (popsanym v ¢asti je pak takové soustava ekvivalentni soustavé v homogennim
gravitacnim poli. Diky tomu lze v téchto soustavach pomérné jednoduse ukazat nékteré
jevy diskutované v obecné teorii relativity, jako je rudy posuv nebo ohyb svételnych
paprski. Cilem préace bylo na zakladé reSerse dostupnych pramenti systematicky po-
psat jevy spojené se zrychlenym pohybem na trovni zakladniho vysokoskolského kurzu
fyziky.

V prvni kapitole jsou stru¢né shrnuty zakladni rovnice potiebné k odvozeni nej-
znézornéni tohoto pohybu, pomoci Minkowského prostorocasovych diagramt, jez je
symetricky pouzivano i v dalsim vykladu. Néasledujicich kapitoly se zabyvaji konkrét-
nimi problémy, jez jsou samostatné popsany v zahrani¢nich ¢asopiseckych periodikach
uvedenych v seznamu literatury.

Rozebran je paradox Bellovych raket pouze za pouziti Lorentzovy transformace a
Minkowského diagramii nejprve se zanedbanim casového prubéhu. Nésledné je roze-
bran bez zanedbéni ¢asu zrychlovani ve dvou riznych variantach. V dalsi kapitole jsou
odvozeny vztahy pro prostorové a ¢asové omezeni v komunikaci mezi dvéma pozorova-
teli, z nichz jeden se pohybuje zrychlené. Dalsi kapitoly se zabyvaji paradoxem dvojcat
a dalsimi jevy spojenymi s rovnomérné zrychlenym pohybem, jako je rudy posuv a
ohybani svételnych paprski. Posledni kapitola se zaméfuje na popis vztlakové sily ve
specialni teorii relativity za pouziti principu ekvivalence.

Chtéla bych podékovat vedoucimu bakalarské prace Mgr. Lukasi Richterkovi, Ph.D.
za cenné rady, pripominky a cas, ktery mi pfi feSeni problematiky vénoval, a Mgr. Janu
Rihovi, Ph.D za poskytnuti softwaru Wolfram Mathematica, s jehoz pomoci jsem vy-
kreslila grafy a ilustra¢ni obrazky.



Kapitola 1

Zakladni mysSlenky specialni teorie
relativity

Pted podrobnéjsimi tvahami o rovnomeérné zrychleném pohybu pripomenme struc¢né
nékteré myslenky specidlni teorie relativity, na néz navazeme v nasledujicich kapitoléch.

Specialni teorie relativity je zaloZena na dvou postuldtech: principu relativity a
konstantni rychlosti §ifeni svétla ve vakuu c.

Princip relativity fika [I]: Je-li K Galileiv systém souradnic (takovy soutadnicovy
systém, jehoZ pohybovy stav je takovy, Ze relativné k nému plati zdikon setrvacnosti), pak
je jim také kazdy druhy K', ktery je vzhledem ke K ve stavu rovnomérného translacniho
pohybu. Prirodni déje probihaji ke K' dle tyjchZ obecnijch zdkoni jako vzhledem ke K.
Takové soustavy oznacujeme jako inercialni.

Postulat rychlosti svétla fika [2] : Rychlost svétla ve vakuu md stejnou velikost c[]
ve vSech smérech a ve vSech inercidlnich vztaznych soustavdch, nezdvislou na rychlost:
zdroje.

1.1 Lorentzova transformace a jeji disledky

Méjme vztaznou soustavu K, kterou spojime s kartézskou soustavou soufadnic (x, y,
z), s vlastnim ¢asem ¢; vici ni se pohybuje soustava K’ rychlosti v (obrazek (1.1]));
¢arkované souradnice vztahujici se ke K’ se nam transformuji nasledujicimi vztahy dle

-

— 0t
=~z —ovt) = &, (1.1)

1— ()

Yy =Y,
2 =z,
v t— S
t'=~(t — —T) = — (1.2)
c 1 (v)?
- (%)
kde v = L___ Tento systém rovnic se nazyvéa Lorentzova transformace.

1-(2)"

le =299792458 m/s viz [6]




I'. =2

A L
K K S yEy X

Obrézek 1.1: Vztazna soustava K a vuci ni se pohybujici soustava K’ rychlosti v (na-
kresleno podle [1J).

7 Lorentzovy transformace pak vyplyva kontrakce délek a dilatace Casu, jez jsou
dané vztahy (viz [3]):

L=~ 'L=Ly/1— <9>2, (1.3)

c

At
v 2’
1=(2)
kde L je vlastni klidova délka tyce (vzhledem ke K') a L' je zkracena délka tyce (vzhle-
dem k pohybujici se soustavé K'); At je délka trvani déje méfena v soustavé, ktera se
vzhledem k tomuto dé&ji pohybuje, a At je vlastni doba trvani dé€je v soustavé K, v niz

tento déj probéhne na stejném misté. Casto se zavadi vlastni ¢as déje, ktery je z ¢asi
namétenych v riznych inercialnich soustavach nejkratsi (viz[4]):

At = yAt =

dr = 71t = dty /1 — (9)2. (1.4)

c

1.2 Rovnomeérné zrychleny pohyb

Pro ¢astici s konstantnim vlastnim zrychlenim a vzhledem k vztazné soustavé K’, vuci
niz je ¢astice v daném ¢ase v klidu plati vztah (viz |4, [5]):

dv A

Pro pocatecni podminku v|;—9 = 0 dostavame rovnici

dx at
Y = 1.6

L (2)



Dosazenim do (|1.4]) dostavame:
dt

dr =

Provedeme nasledujici substituci:

at )
— =sinh z,
c

dt
at _ cosh zdz
c

a dostavame:

gcoshz c
dz = —dz.

V1 + sinh? 2 a
—_———

cosh z

dr =

Integraci, p¥i zvoleni poc¢ateéni podminky 7|;—o = 0 a zpétnym dosazenim dostavame:

T = ¢ sinh™! (ﬂf) ,
a c

odkud lze vyjadrit:

2

ce . art
ct = —sinh (—> (1.7)
a c
raf zévislosti ¢asu na vlastnim c¢ase muzeme vidét na obrazku .
Graf lost last dét brazku .2
t t
2.0x10" 100
15x10" 80
60
1.0x10"®
40
50x10"
20
L L v v 7 L L v v 7
20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
(a) a=§m-s? (b)a=g=2981m-s 2

Obrézek 1.2: Zavislost ¢asu ¢ na vlastnim dase 7.

Na obr. je ziejmé extrémni dilatace ¢asu pii obrovském zrychleni, jehoZ bylo
prakticky nemozné dosdhnout, zejména po delsi dobu. Na obr. je zavislost linearni.

Obdobné nalezneme zévislost polohy na ¢ase, z rovnice ((1.6]) vime:
at
do = —th.
L+ (%)

10



Integraci a zvolenim pocate¢ni podminky z|,—o = x¢ dostavame:

2 (at)2 c?
rT—x0=—A/1+|—) ——,
a c a

dosazenim t z rovnice (1.7)):

2 2

T —xg=  cosh <a—T> - (1.8)

a C a

Umocnénim vztaha (1.7]) a (1.8]) a jejich naslednym odeétenim dostavame rovnici rov-
nomérné zrychleného pohybu s konstantnim vlastnim zrychlenim a:

(:c — o+ %)2 — (ct)? = (%2)2 : (1.9)

coz je rovnice hyperboly. Piimoc¢arému pohybu s konstantnim vlastnim zrychlenim se
tika ,hyperbolicky pohyb*.
Stredova rovnice hyperboly s osou rovnobéznou s osou z je:

(x—m)* (y—n)’

=1 (1.10)
pro jeji asymptoty plati nasledujici vztah viz [6]:
b
y—n==x—(zr—m). (1.11)
a

Obdobné lze nalézt rovnice asymptot pro hyperbolu (1.9), kde y = ct, a = b = ¢?/a,
m=x9—c®/aan=0:

2
ct =+ (x—mo—l——) : (1.12)
a

Na obrazku (1.3)) miuzeme vidét nékteré hyperboly se stejnym zrychlenim a raznymi
xo a jejich prislusné asymptoty — ¢asti svételnych kuzelu.
Volbou zy = ¢?/a dostévame hyperbolu:

22— (ct)? = (5)2 (1.13)

a

s asymptotami ve tvaru:

ct = +x, (1.14)

odpovidajicim rovnici svételného kuzele s vrcholem v pocatku [0,0].

Neékolik svétocar prislusnych hyperbol je znazornéno na obrazku pro rizné
hodnoty X, kde X = ¢/a (pro vétsi X hodnota a klesa) odpovida priseciku s osou
x pro ¢as t = 0, se spole¢nou asymptotou — svételnym kuzelem prochazejicim pocéat-
kem [0,0]. Casti hyperboly, pro néz plati ¢t < 0 odpovidaji rovhomérné zpomalenému
pohybu.

11



Vi

g =0 X0 =

a a vll

Obrazek 1.3: Ukazky hyperbolického pohybu pro riizny pocéatek x

ct

Obrazek 1.4: Ukazky hyperbolického pohybu pro hodnoty X = 1,2,3,4, smérem vpravo
zrychleni klesa (zakresleno podle [3])

12



Kapitola 2

Pohyb dvou raket

Uvazujme raketu s vlastni délkou L, jez je na poc¢atku v klidu vii¢i inercialni soustave
K. Raketa pak zacne zrychlovat, az dosahne stalé rychlosti v. Po jejim dosazeni je délka
rakety pro pozorovatele v K zkracend z L na L' dle vztahu (L.3).

Uvazujme dvé stejné rakety A a B, jez jsou zpocatku v klidu viiéi inercialni soustavé
K ve vzajemné vzdalenosti L. V case t = 0 rakety za¢nou zrychlovat ve stejném sméru
podél spojnice A a B se stejnym zrychlenim a po stejné dlouho trvajici ¢asovy interval
vidi K. Ve stejnou chvili pfestanou zrychlovat a vici vztazné soustavé K dosdhnou stalé
rychlosti v. V této kapitole uvazujeme, ze rakety zrychluji po velmi kratkou dob, takze
zmeéna rychlosti nastava skoro okamzité. Zameérime se na otazku, jakd bude vzdalenost
mezi dvéma raketami z hlediska dvou ruznych vztaznych soustav.

2.1 Pozorovani vucl soustave K

Vysledek lze i bez slozitych vypocti zndzornit pomoci Minkowského ¢asoprostorového
diagramu

Jsou-li pfed zrychlenim rakety v klidu vici K ve vzajemné vzdalenosti L, pak svéto-
¢ary dvou raket jsou A — A’ a B — B’. Pro zjednoduseni predpokladejme zrychleni ve
velmi kratkém case, potom jsou svétocary raket kombinaci dvou polopiimek. Udalost
B’ je tésné pied zrychlenim a B” tésné po zrychleni. Svétocary dvou raket po zrychleni
jsou A’ - A" — A" a B" — B" kde A”B" je rovnobézné s A’B”. Vzdalenost v K by
méla byt mérena ve stejném okamziku z hlediska pozorovatele v K, uzijeme vztahu viz

[7]:

2 — (ct)? = (o) — (et')? = L, (2.1)

coz je rovnice tzv. kalibra¢ni hyperboly, jez odpovida |B”"C"| = L (obrazek [2.1)). Vzda-
lenost dvou raket po zrychleni je pak |A'B”| = |A”B"| = L. Vzdalenost dvou raket
nepodléha vzhledem k soustavé K lorentzovskému zkracovani délek a zustava stejné,
jako kdyz byly rakety v klidu vzhledem ke K.

2.2 Pozorovani vidi soustavé K’
Pokud budeme situaci popisovat viaéi inercialni soustavé K’ (2’.ct’) (viz obr. a

obr. [2.2)), ktera se pohybuje rychlosti v smérem vpravo, budou vici ni rakety po zrych-
leni v klidu. Dvé udéalosti se jevi jako souc¢asné udélosti pro pozorovatele v K’ pokud je

13



ct

B "

C/N

/
B” A! ’

C
X
BI
B A

Obrézek 2.1: Svétocary raket (modfe), svételny kuzel a kalibraéni hyperboly v soustavé
K(z,ct) a K'(2',ct’). Body A, A" a C" jsou soumistné v soustavé K, zatimco v soustavé
K’ jsou soumistné body A’, A” a A" (nakresleno podle [7]).

A
o~

spojnice téchto udalosti rovnob&zna s osou 2/, proto jsou z hlediska K’ souc¢asné uda-
losti A” a B’, nikoliv udalosti A" a B’, B’ jsme navic ztotoznili s B”. Pro pozorovatele
v K’ je vzdélenost dvou raket |A”B"| = |A”B"'| = L". Vzdalenost L" se zda byt delsi
nez L, jenomZe jednotky pro soustavy K a K’ v diagramu nejsou stejné velké. Pro
transformaci délky plati vztah (viz napt. [7]):

vt = (ct)* = ()" = (ct')” = (L")", (2:2)

coZ je opét rovnice tzv. kalibra¢nf hyperboly (obrazek [2.1]), jejiz asymptotou je svételny
kuzel. Jeji tecnou je v bodé A” primka A’A”A”. Bod C’ je prusecik hyperboly s osou
x. Dosazenim t' = 0 dostaneme 2’ = L”, stejné tak dosazenim ¢t = 0 dostaneme z = L”.
V diagramu je znazornéno |B"C’| = L", kde je vidét, ze |B"C’| > |B" A’|, z ¢ehoz plyne,
ze L" > L.

Na urceni vzdélenosti L” vyuzijeme Lorentzovy transformace. Udalosti A" a A” jsou
v K’ soumistné, proto vzdalenost L” = |B'A"| = |B'A’| v soustavé K’. Do vztahu

dosadime vzdalenosti |B’A’| v soustavé K a K’

14



L" = |B'Alxr =7 (|1B'Alx = vtepas|k)-

Jak je patrno z obrazku[2.1] vzdalenost | B’A’|x = L a vzhledem k souc¢asnym udélostem
je asovy rozdil t.prars |k = 0, dosazenim dostavame:

L=yl =—"F (2.3)

Ackoliv v soustavé K nastanou udélosti zrychleni raket A" a B’ = B” soucasné, z hle-
diska pozorovatele v soustavé K’ soucasné nejsou a raketa A’ zacne zrychlovat diive. 7Z
obrazku muzeme za pouziti Lorentzovy transformace (|1.2) vyjadrit cas:

v

v v
ty =ty = (0= 5L) =5(0 = 50) = L. (2.4)

Diky tomu musi byt vzdalenost mezi raketami v soustavé K’ vétsi nez L.

2.3 Kontrakce délky mezi dvéma vesmirnymi stani-
cemi

Uvazujme navic dvé vesmirné stanice, jez jsou v klidu vzhledem k soustavé K. Pted
zrychlenim jsou rakety umistény v téchto vesmirnych stanicich a jejich vzdalenost je
L vzhledem ke K. Nakreslime Minkowského diagram z hlediska pozorovatele v K’
(obrazek [2.2)).

Pro pozorovatele v K’ se rakety stejné tak jako vesmirné stanice pohybuji smérem
vlevo rychlosti v: podél svétocar A — A’ a B — B’. V udalosti A’ se raketa A vzhledem
k soustavé K’ zastavi zazehnutim raketového motoru a pozdéji v udélosti B’ zastavi ra-
keta B. Kvuli ¢casovému zpozdéni zptisobené relativitou soucasnosti se vzdéalenost mezi
raketami pro pozorovatele v K’ zvétsi. Vzdalenost mezi raketami stejné tak i vesmir-
nymi stanicemi pied zastavenim (z pohledu K’) je A’B = L’. Opét vyuzijme kalibraéni
hyperboly ((2.1))), jejiz tecnou je v bodé A’ pifimka AA’ a jeji asymptotou je svételny
kuzel. Hyperbola protina osu &’ v bodé C”. Je vidét, ze |A'B'|x = |C"B'|i = L je
zcela jisté delsi nez |[A'B| = L.

7 obréazku lze vycist, ze xa» = L, xp = 0 a to» = tg = 0 vzhledem k soustavé
K. Za pouziti Lorentzovy transformace pro délku (|1.1)) a za vyuziti obrazku 2.2 vychazi
v soustavé K

z'y, =L,
B = /y(xlB + Ut/B)v

dosadime zp = 0 a jelikoz tjz = t/;, viz obr. 2.2 dosadime z (2.4) a vyjadiime:

2
)
/
Tp = VLE,

1
L'=4ay —ay=L- < L.
Y

Pro pozorovatele v K’ se vzdélenost mezi vesmirnymi stanicemi zkrati podle (|1.3)).

15



ct'

« L" >
ct
B A"

B" Cm ,
X

B’ loldl Vi

< L
B A’ C’
L X

Obrazek 2.2: Vztazna soustava K'(z/,ct’) jako kartézsky soufadnicovy systém.
Svételny kuzel a hyperboly odpovidaji svételnému kuzelu a hyperbolam na obrazku
(nakresleno podle [7])

2.4 Uhel pohledu pilota v raketé

Pro pilota v raketé B se jevi vzdalenost dvou raket jako A’B’ = L pted zrychlenim, ale
zvysi se ndhle na A”B"” = L” tésné po zrychleni.

Raketa A se skokem posune z A" do A", coz je kvuli nahlému ¢asovému skoku
ve velmi kratkém case, které se objevi okamzité. U skute¢ného pohybu je doba urychleni
zrychleni nenulova, nahly ¢asovy skok se tedy neobjevi.
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Kapitola 3

Paradox Bellovych raket

Uvazujme tii rakety A, B a C plujici volnym prostorem dostatecné vzdalenym od
jakékoliv hmotného télesa, bez jakékoliv rotace a vzajemného relativniho pohybu. B
a C jsou ve stejné vzdalenosti od A a rakety jsou v klidu vuéi inercialni soustavé K
spojené s raketou A (viz obrézek [3.1)). Raketa A vygle soufasné dva identické svételné
signaly smérem k raketam B a C'. Soucasné (vzhledem ke K) s pfijetim téchto signali
zazehnou rakety B a C své motory a zacnou ve stejném sméru zrychlovat. Povazujme
B i C za identické rakety se stejnym zrychlenim, potom kazdy bod B bude mit ve
stejnou chvili stejnou rychlost jako odpovidajici bod C a dva odpovidajici body raket
budou mit vidi sobé vzdy stejnou vzdalenost (vzhledem k soustavé K).

N

N

N

Obrazek 3.1: Rakety B a C' jsou ve stejné vzdalenosti od A (zakresleno podle [10])

M¢jme vlakno pravé tak dlouhé, aby bez jakéhokoliv napéti spojilo stfedy raket
B a C pred zrychlenim. Po zrychleni se vlakno pohybuje spolu s nimi (obrazek .
Predpokladejme, ze vlakno nema vliv na pohyb raket. Pretrhne se vlakno, pokud rakety
B a C dosédhnou dostatecné vysoké rychlosti?
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7

C

/N

Obrazek 3.2: Schématické znézornéni raket B a C' spojenych vldknem (nakresleno podle

[101)

Tato zajimava hadanka byla navrzen Dewanem a Beranem [8] jako ilustrace po-
vahy prostorového zkraceni a zvlasté povahy efekti napéti zptisobenych relativistickou
kontrakei délky. Ve znamost vesel tento problém diky fyziku Johnu Bellovi [9], ktery
o tomto starém problému polemizoval s jednim vyznaénym experimentalnim fyzikem
v jidelné v CERNu. Problém se nakonec dostal na posouzeni do Sirsiho osazenstva —
byl probiran a diskutovan teoretickymi fyziky v CERNu.

Jedné se o rozsifeni problému z piedchozi kapitoly (nyni jiz vSak bez zanedbani
doby zrychleni), na ktery budeme nahlizet dvéma zptisoby.

3.1 Zakladni varianta reseni

Oznacéme L vzdalenost mezi dvéma odpovidajicimi body raket B a C'. Necht B a C
prestanou zrychlovat soucasné v case t = t; a soucasné dosahnou stejné stalé rychlosti v
vuci K. Jaka bude vzdalenost L' mezi dvéma odpovidajicimi body raket B a C' méfeno
vzhledem ke klidové soustavé raket K'?

Hledame vztah mezi vzdalenosti dvou bodi mérenou v jejich klidové soustaveé K’
se vzdalenosti téchto dvou rovnomérné se pohybujicich bodi méfenou v soustavé K,
vii¢i niz se pohybuji stejnym smérem a stejnou rychlosti v.

Klidova vzdalenost mezi dvéma body raket (délka L) je méfena v jejich klidové
soustaveé, coZ je nyni soustava K’ jelikoz se spole¢né i s raketami pohybuje rychlosti v
vudi soustavé K, kde naopak mezi dvéma body namérime vzdalenost L.

Jejich vztah je dan vyrazem . Hledana vzdalenost mezi dvéma odpovidajicimi
body raket B a C', poté, co dosahnou stalé rychlosti v vuci K, je:

L
1= ()

Jaka by byla délka (méfeno v K') vlakna dlouhého pravé tak, aby bez jakéhokoliv

L=

18



napéti spojovalo stfedy raket B a C, pokud by byly v klidu vidi K’ tak jak jsou
popsany na obrazku Jelikoz K’ je jich klidova soustava, namérené délka by byla
L. Tedy konec¢né protazeni métfené z pohledu K’ je:

! / 1
Sp=L~-L=L|———=—1]|=L(-1). (3.1)

2
1= (2)

Pro v — ¢ sméfuje 0 k nekoneénu. P¥i dostatecné vysoké rychlosti vlakno dosahne své
meze pruznosti a pretrhne se. Jak jsme jiz vidéli v pfechodi kapitole, K’ je klidovou
vztaznou soustavou raket poté, co dosdhnou konstantni rychlosti v vzhledem ke K.
Vzhledem k soustavé K’ nepiejdou do stavu klidu soucasné, B za¢ne zpomalovat prvni
v Case t. 5 zazehnutim motoru a nakonec v Case t,5 zastavi. Mezitim C' pokracuje
rovnomérnou rychlosti v, dokud motor rakety C' nezazehne v case:

tio=t.p + A, (3.2)

kde At’ je ¢asové zpozdéni zpusobené vzdalenosti raket Ax = L, dosazenim do rovnice

(1.2)) dostavame:

Dosazenim dostavame:

tlzc = t,zB +

Mezi Casy t.. a t.p se vzdéalenost mezi stfedy raket (odpovidajici délce vlakna)
nepretrzité zvétsuje z Ly/1 — (%)2 na L’ diky relativni rychlosti raket vzhledem ke K’,

z ¢ehoz vyplyva i nasledujici rovnice:

L =1Iy1— (%)2 NG (3.3)

kde vAt’ sméfuje k nekonecnu pro v — ¢, zatimco Ly/1 — (%)2 se pro stejné podminky
blizi nule. Tedy vldkno, které se zpocatku pohybuje rovnomérné bez napéti nakonec
prejde do stavu klidu s natazenim ¢} danym vyrazem (3.1)) s relativnim protazenim

1— (%)2 — 1 v trvalém kone¢ném stavu.
Délka vlakna vici K je pfed zrychlenim L, jakmile rakety zrychli, pozorovatel v K
znajici Lorentzovu transformaci by u vldkna, které je v klidu viudi soustavée K', v niZ
mé i klidovou délku L, oc¢ekaval kontrakci délky, oproti tomu je vSak pro né&j vlakno

prodlouzeno o vzdélenost L — L4/ 1 — (%)2 viuci K. Ve vlaknu se vyviji napéti v reakci
na prodlouzeni, pretrhne se pro dostatecné velkou rychlost, kdy uz bude napéti vlakna
neunosné.
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Popis a fyzikaln{ interpretace déji z hlediska riiznych vztaznych soustav mohou byt
odlisné, coz samoziejmé neodporuje principu relativity. Zatimco pro K je pietrzeni
vlakna zpisobeno jeho napinanim, jez odpovidé lorentzovskému prodlouzeni (opacné
nahlizenéa kontrakce), pro K’ je pfetrzeni zptisobeno relativnosti soucasnosti, diky niz
se rakety po urcitou dobu vici sobé vzajemné pohybuji. Nicméné fyzikalni zavér pro
pozorovatele v téchto riznych soustavach je stejny — vldkno se pfetrhne pii dostatecné
vysoké rychlosti. Vysvétleni pricin pfetrzeni pro K a K’ jsou v podstaté totozné: rela-
tivni natazeni vlakna vii¢i jeho pfirozenému stavu (bez napéti) — délka v odpovidajicim
pretrvavajicim konecném stavu se blizi nekoneénu, kdyz se odpovidajici stalé rychlost
raket blizi ¢, coz vede k napéti, které prekro¢i mez pruznosti, a pretrhnuti vlakna.

3.2 Rozsirfena varianta reSeni

Predpoklad okamzité skokové zmény v pfedchozich tvahéach je samoziejmé nerealny,
i kdyz nam umoznuje poukazat na nékteré zajimavé efekty. Nyni uvazujme, Ze rakety
budou zrychlovat po urc¢itou dobu.

Oznacme stiedy raket B a C', necht se pohybuji v kladném sméru osy x s konstant-
nim vlastnim zrychlenim zac¢inajicim z klidu v ¢ase ¢ = 0 vu¢i K, xg = xpo v Case
t = 0 a pro zjednoduseni predpokladejme, ze pocatecni vzdéalenost (t < 0) mezi B a
C, tedy pocatecni délka vlakna bez jakéhokoliv napéti spojujici stfedy raket vyhovuje
podmince [10]:

C2

L<—. (3.4)
a
Jak je znamo, B a C vykonavaji hyperbolicky pohyb, rovnice jejich pohybu vici K

plynou z ([1.9) (viz obr. |3.3)):
2\ 2 2
Tp = \/(ct)2+ (C—> —C—+$Bo,
a a
2\ 2 2
wc:\/(ct)2+(c—) —c——l—xBO—L.
a a

Vypocet se zjednodusi, pokud v soustavé K vytvofime novy prostorovy soutradni-
covy systém:

02

" =+ — — Zpo,
a

*

ostatni prostorové soufadnice zlistanou nezménéné (y* = y, z* = z). Déale budeme
oznacCovat K* nasi soustavu K, ve které jsou hvézdickované soutadnice z*, y* a z*
pouzity jako kartézsky soutradnicovy systém namisto x, y a z. V K* jsou rovnice pohybu:

rh = \/ e+ (2.
o=+ () -1

Ozna¢me 7 vlastni ¢as pozorovatele v raketé B, vezmeme- li 7 = 0 pro t = 0

dostaneme s vyuzitim rovnic ((1.7) a (1.9) vztahy:
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ct

ct' cr
x!
ctp Ve
|xB(7')
i
1
1
1
1
i
Cte v oA -{x% +L
3 1 X*
< L >
Xc YB,

ar
- ().
(1) =), —cosh (—
t(1) =t; = —sinh (a_7'> =I5 tanh (—)
a c c c
Obdobné pro xf.,
. . c? ar
() + L=x}, + L= Ecosh (?> :

Pro vlastni ¢as rakety vyuZzijeme obrazku [3.3}

t(r) =ter = gsinh (£> = 2C7 tanh <£> :

C C Cc

Dosazenim do rovnice (|1.9)) dostaneme:

(xg, + L) — (%)2 = [tanh2 (ag)} T
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Fyzikalné vyhovujicim (kladnym) kofenem této rovnice je:

2\ 2 2\ 2
ro, = \/(_) () o (%) £van? (7) - ] ot (7). (59
a a c & &

Vzdélenost A’(7) mezi B a C vuci K je rovna [10]:

N(r) = ¢ (2, = 76,2 = Pl — ter)? = (@, — 25 cosh™ (). (39)

c
Dosadime . do .

2
A(1) = C_ + Lcosh — \/(C—) + L2 smh2 ﬂ). (3.10)
a c

Vyraz (3.10) znamena, ze natazeni vlakna ¢'(7) (méfeno v K, ) je dano

2

c ar 2\’ ar
/ AT - _ . o 2 inh2
y(r)=A(r)-L " L—i—Lcosh(—C) \/(_a) + L2 sinh <c)

Lze ukézat, Ze nataZzeni vldkna ¢’ je rostouci funkci 7 pokud bude jeho derivace
kladné:

£)? 4 L2 sinh? ()

/ 2 o3 at ar\ a
((11_5:9[/ h<a7>_%2L smh(c)cosh(c)c>0

Toe ¢ \/(§)2 + L?sinh? (%)
LU (D) |- Leosh (%) >0,
dr ¢ c \/(Cz

coz plati za splnéni podminky (3.4). V limitnim pfipadé 7 — oo mame:

C2

O —=0p=——1,

a

02

A — A= —.
a
Vlakno se pretrhne, pokud je limitn{ protazeni 5} = % — L vétsi nebo rovno kritic-
kému natazeni vlakna.
Pokud bude tato podminka splnéna, vlakno bude pod uréitym zvySujicim se na-
pétim, ale neporuseno. VIdkno by se nakonec ptetrhlo kvili Gnavé materidlu, ale to
v nasich tvahach zanedbavame.
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3.3 Srovnani

Hlavni rozdil mezi témito dvéma variantami je v konecné dobé zrychlené faze pohybu.
7Zda se ponékud divné, Ze se muze objevit limitni napéti viaci okamzité pohybujici
se soustavé s predni raketou v rozsitené variantné se stale zrychlujicimi se raketami,
zatimco v zakladni varianté miize byt natazeni libovolné velké a to i pres konec¢nou
rychlost raket. Jisté by bylo uziteéné zanalyzovat zakladni variantu v rdmci rozsirené
varianty. Snazime se vysvétlit, jak velké napéti se muze objevit v zakladnim omezeni
rozsitené varianty diskutované vyse.

Predpokladejme, ze rakety B a C' zazehnou své motory soucasné vici K v okamziku
t, danym vyrazem . Tedy okamzita klidova soustava K’ predni rakety B v Case
7 vlastniho ¢asu B z nasi rozsifené varianty se stane soustavou K’ ze zakladni varianty.

Ozna¢me V. rychlost K (K’) vaci K a K*, derivaci vztahu (3.2) a (3.5)) obdrzime:

) aT
dz%_ = csinh [ —
Bt N )

dt, = cosh (ﬂ>
c

Jelikoz V, = %, dostavame vztah pro rychlost:

E = tanh (ﬂ> (3.11)

c c
a nasledné

1
(Vr) = — e = cosh (). (3.12)
1= (%) ’
Zvolime ¢as, kdy B zac¢ina brzdit vzhledem ke K’:
t;B - 07
pouzitim Lorentzovy transformace (1.2]) a uzitim vztahu (3.5) a (3.12)) dostavame:

V.L L . at
flo = (V) = G sind ()
a
L
A =t ot =1, —t,=-snh (“_T) . (3.13)
c c
Kone¢na délka vlakna v K’ je dana
L
L'=——= = Lcosh (“—T> . (3.14)
1 (%) :

Z vyraza (3.14) a (3.10]) vyplyva, Ze mezi Casy t.5 a t.. se vlakno prodlouzi o délku:

2\ 2 2
L'~ A(r) = \/(C—> + L2sinh? (“—T> — (3.15)
a c a
Na druhou stranu z vyraza (3.11)) a (3.13) vyplyva, ze délka V,At', kterou stied rakety

C' urazi rovnomérnym pohybem mezi ¢, a t, je rovna:
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V.At' = Lsinh <%> tanh <%> : (3.16)
Ziejmé v limitnim piipadé 7 — oo pravé strany rovnic a jdou do nekonec¢na
jako Lsinh(ar/c). To znamena, 7ze natazeni L' — A’(7) béhem ¢asového intervalu mezi
zastavenim B a zastavenim C vuéi K’ (pochazejici z intervalu, kdy C' zpomaluje vaci
K') v limité 7 — oo se blizi V,At" a tedy L', jak je zfejmé z vyrazi a (3.11).

Pro malé hodnoty ar/c vysledek z rozsifené varianty prechazi do zékladni varianty.
Vyraz prejde s vyuzitim (3.12)) na vztah , coz odpovida zacatku pohybu.

Zduraznéme, 7Ze v rozsifené varianté mame nekonecnou sekvenci prechodnych stavi
vldkna, zatimco v zédkladni varianté je skokova zména do kone¢ného stavu.
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Kapitola 4

Komunikace se zrychlenymi
pozorovateli ve zrychleném
Minkowského prostorocase

Chceme zjistit prostorové a ¢asové omezeni komunikace mezi dvéma pozorovateli, z nichz
alespon jeden je zrychlovan s konstantnim vlastnim zrychlenim. Komunikace A s B
probiha timto zptusobem: A vysle svételny signal B, ve chvili, kdy B obdrzi svételny
paprsek, okamzité posila svételny signél zpét A. Komunikace B s A probiha obdobnég,
avSak neni symetricka, jak uvidime dale.

4.1 Komunikace mezi inercialnim pozorovatelem a
zrychlenym pozorovatelem

Méjme pozorovatele A a B, jez jsou v klidu a ve vzajemné vzdalenosti d vidci sourad-
nému systému K. V ¢ase t = 0 pozorovatel B obdrzi svételny signdl od A a zacne
zrychlovat s konstantnim vlastnim zrychlenim a ve sméru kladné osy = obrazek [4.1]
Zajima nés jen komunikace mezi A a B od okamziku, kdy B zacal zrychlovat, zane-
dbame tu ¢ast svétocary B, kdy ct < 0. Svéto¢arou pohybu pozorovatele pohybujiciho
se s konstantnim vlastnim zrychlenim a je hyperbola dana rovnici se soutradnici

vrcholu v bodé P = [d,0]:

(z + %2 —d)? — (ct)? = <C—2)2 . (4.1)

a
Vztah pro svételny kuzel Lg, ktery je asymptotou hyperboly B je pak podle (1.11)).

2
cd=rv+——d. (4.2)
a

4.1.1 Prostorova omezeni

Na prostorocasovém diagramu Ize vidét, ze pro jakoukoli hodnotu d existuje ¢asovy
interval At, béhem kterého muze A vyslat svételny signal B. Bez ohledu na vzdalenost
d vzdy existuje svételny signal L, , ktery mtize byt vyslan pozorovatelem A v udélosti
E = [0,E] a dosdhne B v udalosti P. Stejné tak existuje svételny signal L, od B,
ktery dosahne A v G. A muze s B komunikovat v F. A muze pokracovat v komunikaci
s B do udélosti F', coz je mezni ¢asova soufadnice udalosti, kdy uz se svételny signal
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stane asymptotou Lg. Neni zadné prostorové omezeni na schopnosti A komunikovat
s B.

LP+

At

Obrazek 4.1: Limitni pripad pro prostorocasové omezeni ukazujici, ze vzdy existuje
¢asovy interval At, béhem kterého mize A komunikovat s B (dle [I1]).

Prostorova omezeni komunikace B s pozorovatelem A jsou odlisna. Coz lze ocekavat
vzhledem k asymetrii. Aby B bylo schopno komunikovat s A, svételny signal vyslany
B v case t > 0 a odrazeny pozorovatelem A musi protinat svétoc¢aru pozorovatele B.
Limitni pripad se zde objevi ve vzdalenosti dg mezi A a B, pokud je paprsek odrazeny
od A v udalosti S zaroven asymptotou Lg. Jak mtuzeme vidét na obrazku (4.2)).

Pro limitni vzdalenost dg od A dostaneme dle vztahu soufadnici S = [0,¢*/a—
dg] a dle vztahu jsou soufadnice P = [dp,0]. Udalosti S a P jsou spojeny svétel-
nym paprskem Lgp, potom je (S, — P;)?* — (S; — P;)? = 0. Dosazenim dostdvame:

2 ¢ 2

z ¢ehoZ plyne limitn{ vzdalenost dg = ¢?/2a. B miiZze komunikovat s A, pouze pokud

d € (0,c%/2a).

4.1.2 Casova omezeni

Na urceni vlastniho ¢asu At = 74(g ry, béhem kterého mize A komunikovat s B staci
porovnat Casové soufadnice udélosti £ a F' na obrazku (4.1). S vyuzitim rovnice své-
telného kuzele L, :

26



ct

~dy

g

“—d,—

A

2 |

A
4

Obrazek 4.2: Prostoro¢asovy diagram pro prostorocasova omezeni mezi A a B (dle [11])

cd=x—d (4.3)
dostaneme E dosazenim do soufadnic ¢t a © = 0 do vztahu (4.3)) a obdobné F' ze vztahu

[E2):

CtE = —d, (44)

2

c
tp = — —d. 4.5
ctp = — (4.5)

Dostavame pak:
tr —ct
Atz e e _ e (46)
c a

Doba, kdy mize A komunikovat s B je nezavisla na vzdalenosti d jak se dalo ocekavat
z jiz TeCeného, ale zavisi na zrychleni.

Pro urceni doby, kdy B muze komunikovat s A, uvazujme v ¢ase t = 0 vzdalenost
d < ¢*/2a potiebnou, aby B mohlo komunikovat s A. Z prostoroc¢asového diagramu
je zfejmé, Ze B miuZe komunikovat s A pouze mezi udélostmi P a @) (véetné).
Cilem je zde najit vlastni ¢as 7p(p ).
Z obrazku je zfejmé, ze Tp(p.g) = Trm,N), kde M = [¢?/a,0] je vrchol hyperboly
H s hlavni a vedlejsi poloosou ¢?/a posunuté ve sméru osy x o ¢?/a —d, N je obrazem
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Obrazek 4.3: Prostorocasovy diagram ukazujici, ze B miize komunikovat s A jen mezi
udalostmi P a @ (dle [11]).

@, ktery obdrzime projekci ) na H. DokaZeme nalézt vlastni cas 7p(p ) nalezenim

souradnice N.
Vhodnou tupravou vztahu (1.4) dostaneme

1 dt\?
dr = =/ | — | —1dz. 4.7
T=-y\lc ( da:) x (4.7)
Derivaci vztahu ((1.9) dostaneme:

2zdzr — 2c*tdt = 0.
Vyjadiime pomér druhych derivaci za pouZiti vztahu ([1.9)):

(g_t) B ft) I i%)?]'

Dosazenim do (4.7]) dostaneme hledanou zévislost vlastniho ¢asu na x:

TN TN
TH(M,N) = c/a dx = / c/a dr =
e V22— (2/a)? 2/ \/2? — (/a)?

t
ot = Sn (M) (48)
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Pro nalezeni souradnice N nejdiive nalezneme soufadnici ) a poté provedeme néa-
sledujici transformaci:

a

oy = 2 + (0—2 - d) , (4.9)

cty = ctg. (4.10)

Nalezneme souradnici ) pomoci rovnice pro svételny paprsek Lgg a jeho pruseciku
s hyperbolou B. Z (4.2)) vyplyva souradnice S = [0,c*/a — d]. JelikoZ Lgg je svételny
kuzel a jeho smérnice je -1, jeho rovnice je:

2

ct=—xz+=—d. (4.11)
a

Nalezenim priseciku (4.11)) a (4.1) nalezneme:
1\ (¢*/a)?
ro=\-) 5=
4) c%la—d

(1) 3(¢*/a)* — 8(c*/a)d + 4d?
‘o = (Z) 2la—d '

Pouzitim transformacnich vztaht vztaha (4.9)) a (4.10]) obdrzime:

o <1> 5(c?/a)? — 8(c?*/a)d + 4d? (4.12)

4 c/a—d ’
cty = G) 3(c’/a) ;féc_/5>d+4d . (4.13)

S vyuzitim (4.8) dosadime (4.12)) a (4.13]) a nalezneme:

c la—d
TB(P,Q) — aln (2w) .

Pokud zavedeme k = d/(c*/a), pro k € {0,1/2), coz je kvili podmince dg < ¢*/(2a),
obdrzime

c
TB<p7Q> = a ln [2(1 — k‘)] .
Doba, po kterou muze B komunikovat s A, je vzdy kratsi nez doba, po kterou muze
A komunikovat s B dana vztahem (4.6, pro k = 1/2 vychazi 75 = 0.

4.2 Komunikace mezi zrychlenymi pozorovateli

Uvazujme pozorovatele A a B, kteii se pohybuji s konstantnim vlastnim zrychlenim a.
Zacnou zrychlovat v ¢ase t = 0, kdy jsou od sebe ve vzdélenosti d vici vztazné soustave
K. Pro zjednoduseni je K zvoleno tak, ze osa = se shoduje s poloosou hyperboly A a
B; pocatek K se shoduje se stfedem hyperboly A. Rovnice toho pohybu bude dle (4.1))
a podminkou d4 = ¢*/a stejné jako rovnice (1.9)), v ramci zachovéani stejného znadent:

C

(z)* — (ct)* = (—2>2 =d4. (4.14)

a
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JelikoZz néas zajimé pouze komunikace mezi A a B, jakmile za¢nou zrychlovat, ne-
musime vykreslovat svétocary A i B pro cast < 0.

4.2.1 Prostorové omezeni mezi zrychlenymi pozorovateli

Z prostorocasového diagramu na obrazku [£.4] je ziejmé, Ze existuje jistd maximalni
vzdélenost d4 = ¢?/a takova, Ze pro d > d 4 uz nemiize A komunikovat s B — neexistuje
zadny svételny signal opoustéjici A, ktery by dosdhl B. A miize komunikovat s B pouze
pokud d € (0,d4). Pritom predpokladame d > 0, protoze pro d < 0 se situace A a B
pouze prohodi. Piipad d = 0 je trividlni — svétocary A a B splyvaji.

ct

L
1/ 4

Lp

a0

\4
A
\4

P

Obrazek 4.4: Prostorocasovy diagram ukazujici, ze A nemuze komunikovat s B, pokud
da > c*/a (dle [11]).

Aby B mohl komunikovat s A, svételny signal vyslany B a odrazeny A musi protinat
svétocaru B. Limitni piipad nastane pro vzdélenost dp, kdy se svételny signal odrazeny
od A stane asymptotou Lp pozorovatele B.

Hodnotu dp obdrzime s pomoci ¢asoprostorového diagramu na obrazku .5 Nejdfive
nalezneme rovnici Lgg, kde S je bod priniku svételného kuzele Lgg z bodu @) s osou x.
Uvazime-li podminku pro prostorové omezeni souradnice S na nalezeni dg za podminky

da =dp = ?/a:

C2
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ct

o ds ; «—dg——>

MRS,

Obrazek 4.5: Prostorocasovy diagram ukazujici, Ze B muze komunikovat s A, pokud

d < dg (dle [I1]).

V soufadnicovém systému K je rovnice pohybu A dané vztahem (4.14)). Rovnice pohybu
hyperboly B vzdéalené o d v ¢ase t =0 od P je pak:

2

@-dﬁ-@ﬁ?:(i)é (4.16)

a

Rovnice svételnych kuzeli, které jsou asymptotami hyperbol A a B jsou jednoduse

Ly:ct=uz, (4.17)

Lp:ct=x—d. (4.18)
Soufadnici () obdrzime nalezenim priseciku (4.14) a (4.18]):

o (1) (222 1), w1
vom (5) (€ ). am
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Pouzitim soufadnice () a skutecnosti, Ze smérnice Lgg = —1, obdrzime:

2 2
Leg:ct=—z+ %. (4.21)

Ve zvlastnim pripadé, kdy vzdalenost mezi A a B bude dg, bude rovnice svételného
kuzelu:
(c*/a)?

LSQ et = —ox+ ——. (4‘22)
dp

Polozenim ¢ = 0 ve vztahu (4.22)), obdrzime z-ovou soufadnici S:

s = %. (4.23)

Pouzitim vztaha (4.15)) a (4.23) nalezneme
2

03 (5-1)

Jak jsme jiz videli d4 = ¢?/a, ¢imZ dostavame vztah:

dp = % <\/§— 1) ds. (4.24)

Numerickd konstanta ve vyrazu je = (P —1), kde @ je zlaty fez, coz je
hodnota, ktera vznikne rozdélenim tsecky na dvé ¢asti tak, ze pomér veétsi ¢asti k mensi
je stejny jako pomér celé usecky k vétsi ¢asti. B miuze komunikovat s A pouze pokud
vzdélenost mezi pozorovateli v K v ¢ase t = 0 je dp < da/®. Dale ozna¢me O pocatek
K, I prinik Lp s osou z, P prinik A s osou = a bod J se souradnicemi [2¢2/a,0],
viz. obrazek [4.5] Zajiméa nas posledni jmenovany, jelikoz je ve vzdéalenosti da od P.

Vzdélenost nasledujicich udélosti jsou v poméru zlatého fezu a jde o invariantni vztah.

PJ| _|OP| _ds _
PS| = jo1] ~dy

Uvazujme vzdalenost mezi pozorovateli A a B v ¢ase t = 0 rovnou d < dp, tedy
oba pozorovatelé jsou schopni spolu komunikovat, viz obrazek [4.6]

Prostorocasovy diagram ukazuje, ze existuje par udalosti P a () na A takovych, ze
A muze komunikovat s B pouze mezi témito danymi udalostmi.

Obdobné existuje par udélosti R a U na B takovych, ze B muze komunikovat s A
pouze mezi témi to udalostmi. Jelikoz svétocara B je stejna kiivka jako svétocara A,
pouze posunutd v kladném sméru osy x o vzdalenost d < dpg, prostorocasovy diagram
ukazuje, Ze doba mezi udalostmi R a U, béhem které B mize komunikovat s A je kratsi,
nez doba mezi udalostmi P a () béhem které A muze komunikovat s B.

4.2.2 Casové omezeni mezi zrychlenymi pozorovateli

Chceme najit vlastni ¢as 74pg) a Tpry) a porovnat dobu, béhem které¢ A muZze
komunikovat s B s dobou, po kterou miZe B komunikovat s A. Obdrzime 74(p )

dosazenim (4.19)) a (4.20) do (4.8)):

c /a
=-1 : 4.2
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ct

A

Obrazek 4.6: Prostorocasovy diagram ukazujici omezeni komunikace mezi A a B pro
d < dg (dle [I1]).

Na nalezeni 7p (g, vyuzijeme, ze Tp(ruy = Ta(p,w) (Viz obr. , kde W je obraz
udalosti U na svétoc¢aru A (obrazek . Pottebujeme zjistit souradnici W. Nalezneme
U pomoci pruse¢iku Lgg (vztah (4.21))) a B (vztah (4.16]):

1a*d* — a’c*d® — 8
Ty = = ,
VT2 ad(ad® — )
poté provedeme translaci ve sméru osy x o vzdalenost —d. Dostaneme soutadnice W':

oo (D (e,

o (EEREE),

Dosazenim (4.27) a (4.28) do (4.8) obdrzime:

TB{ra) = gln (%) . (4.29)

(4.26)
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Na porovnani vlastnich ¢asti 74.p.q) a Tp(r,v) je vyjadiime pomoci vztahu k = d/(c?/a):

c 1
TP = In (E) , (4.30)

¢ 1—k?
TB(R,U) — a In ( 2 ) . (431)

Graf 74p,q) & Tp(rv) jako funkce k pro pevnou hodnotu ¢?/a na obrazku nam dava
dobrou predstavu na porovnani vlastnich casi.

Vlastni ¢as

Obrazek 4.7: Prostorocasovy diagram ukazujici vlastni ¢asy komunikace As B a B s A,
kde d = kc?/a (dle [11]).
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Kapitola 5

Paradox dvojcat

Uvazujme dvé dvojcata A a B, z nichz jedno je astronaut (B), ktery se vyda v raketé
k velmi vzdalené hvézdé, pricemz se pohybuje velmi vysokou rychlosti. Z pohledu sou-
stavy spojené se Zemi bude v raketé diky vysoké rychlosti ubihat ¢as pomaleji nez na
Zemi kvuli dilataci casu. Bude se zdat, ze zatimco v raketé ubéhlo jen par let, na Zemi
ubéhlo nékolik dekad, takze dvojce astronauta setrvavajictho na Zemi ocekava, ze ast-
ronaut bude pfi navratu mladsi nez on. Jenomze z pohledu soustavy rakety je to prave
Zemé, ktera se pohybuje vysokou rychlosti, takze pro astronauta bude ¢as na Zemi
ubihat pomaleji nez v raketé a ocekava, Zze jeho dvojce, které zustalo na Zemi, bude
naopak mladsi nez on. Tento problém je znédm jako ,paradox dvojc¢at”. Paradox vznika
pokud nespravné aplikujeme princip relativity a dilataci ¢asu. Pozorovatel, ktery pocitil
zrychleni, bude starnout pomaleji, napt. pohybujici se miony ziji déle nez stacionarni
viz [13]. Ukazme to pomoci vztaht pro pohyb s konstantnim vlastnim zrychlenim.

5.1 Rovnomérné zrychleni

Dvojce A zustavajici na Zemi je v klidové soustavé K, zatimco jeho cestujici dvojce
opousti Zemi s konstantnim vlastnim zrychlenim a vzhledem k jeho vlastni klidové
soustavé K’. Obecné dvojce A zistavajici na Zemi bude méfit zrychleni dané vztahem
(1.5]), zvolenim pocatecéni podminky pro rychlost vy, obdrzime vztah pro rychlost v ¢ase
t:

at + cC
v = :
V1+ (at/c+¢)?
kde ¢ = v(6o)Bo. Vzdalenost « = x(t) vyplyva ze vztahu ({5.1) dalsi integraci

(5.1)

2
z=5 \/1+(%t+§> — V14| + o, (5.2)

a

kde x( je okamzita poloha v case t = 0.
Plynuti ¢asu v obou soustavach bude rozdilné kvtli relativni rychlosti § dané vzta-
hem (|1.4). Synchronizaci t = 7 = 0 dostavame

7= 2 [sinh—l (%t + C) — sinh‘l(C)} (5:3)
nebo t = 2 [sinh (% + sinh’l(()> — g] . (54)
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Dosazenim ((5.4) do (5.2]) dostavame:
c .o /at .
z =< |, /sinh (— 4+ sinh (g)) +1— /11| + a0 (5.5)
c

a

Pro 5y = 0 se nam vyraz (5.4 zjednodusi na ([1.7)). Potom bude poloha dvojcete dana
vztahem (1.8]), s poc¢ateéni podminkou xg = 0 dostavame vztah

r=— [Cosh <&—7> - 1} : (5.6)

c
Rychlost cestujiciho dvojcete s ohledem vici jeho vlastnimu ¢asu dostaneme dosazenim

7 do (TO):
at
v = ctanh (;) (5.7)

5.2 Ctyifazova cesta

Zatimco A zistava na Zemi, B se vyda na cestu rozdélenou do ¢tyt fazi, z nichz kazdéa
trva dobu 7" z hlediska pozorovatele v raketé (viz obr. [5.1). V prvni fazi B za¢ina
zrychlovat z mista [ s konstantnim zrychlenim a, dokud nedosdéhne maximalni rychlosti

v misté 11 podle (5.7)):

T/
Umax = Ctanh (a ) ) (5.8)

C

Poté za¢ne zpomalovat konstantnim a v opaéném sméru, (vyuzivame zde symetrie mezi
zrychlenym a zpomalenym pohybem), dokud nezastavi v 111, kde dvojée B urazilo
vzdéalenost:

2 T/
Trnax = o (cosh e 1) . (5.9)
a c

Stejnym zpusobem (v opacném sméru) se dostava B zpét na Zemi. Cela cesta zabere
¢as 41" vuci soustavé K', zatimco dvojée A ¢ekd na Zemi dobu

T/
AT = 45 sinh (“ > (5.10)
a C

Cim vétsi zrychleni, tim déle cesta trva a tim je i vétsi efekt dilatace ¢asu a rozdilného
starnuti dvojcat.

5.3 Pozorovani svételnych signali

Na urceni vlastniho ¢asu kazdého z dvojcat miizeme vyuzit svételnych signali oznace-
. ~ . / v o . /
nych casem vyslani (¢, nebo t,) a casem pfijeti (¢, nebo t,).
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Obréazek 5.1: Ctyifazové cesta, B vysila svételné signaly A (nakresleno podle [12]).

5.3.1 Pohled dvojcete ztistavajiciho na Zemi

Dvojce A pozoruje signély vyslané B v jeho vlastnim case ¢,. Kviili kone¢né rychlosti
svétla musel byt signal vyslan v case t,

Ly
t=t, + 2(t) (5.11)
C

Rozdil mezi t, a t, je Cas potfebny pro signdl, aby cestoval z mista stavajici polohy
dvojcete B x, = z(t,) na Zemi. Na urceni pozice x, musime najit interval, kdy B vyslal
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signal (obrézek [p.1)). Hrani¢nf body ¢; (i = 1,2,3,4) intervalt vyplyvaji z podminek jako
ty =t + x1/c, ts pak vyplyva z rovnice (5.10]). Dostavame:

t, =0, (5.12a)

: (5.12b)

_ e )
/ ! T
ty=— [QSmh (aT ) +2cosh (aT ) —2l, (5.12¢)
h )

a c c |
! T/ T
ty="° [(38111 <a ) + cosh (“ —1], (5.12d)
a c c |
T/
ts = 4% sinh (a ) (5.12¢)
a C

V zavislosti na intervalu (t;,t; + 1) A obdrzi signal od dvojcete v raketé, jehoz aktu-
alni poloha pfi vyslani signalu byla z, = ¢(z,). V prvnim ¢asovém intervalu (t,ts)
dostaneme z rovnice

it 242
t,,:tv+5”1—1<):tv+f<\/1+a2“—1>, (5.13)
& a C

z ¢ehoz muzeme vyjadrit

_ lpaty, +2¢
2 at,tc

(%

a najdeme pozorovany ¢as signalu ¢/ s vyuzitim vztahu sinh™'(z) = In(z + /1 + 22):

ty t
# = Ssinh &0 = S (1 + ﬁ). (5.14)
a c a c
V casovém intervalu (t9,t4) je ¢as t, dvojcete A odvozen od Casu vyslani ¢, pres
-zt
tp:T+tv+LV(>, (5.15)
c

kde t, = t, — T méii ¢as z mista /1. Poloha dvojéete B vyplyva pro zapornou slozku
zrychleni z rovnice (1.8]):

- c? —at,\? c? a?T?
xII—IV(tv) :—E 1+ < > —1 + — ].-f- 02 —-1]. (516)

7 rovnice ([5.15)) mizeme urcit t,:

P 126 —&a/c

v = 21——5@/0’ (5.17)

kde

2 a?T?
fztp—T—E< 1+ —1). (5.18)
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Rovnice pro ¢' odpovidd ¢asu t',, tedy dvojée A obdrzi v jeho ¢ase t, paprsek vyslany
z Bk Avcaset, =t',+T1".
V poslednim intervalu (t4,t5) ¢as pozorovani A vyplyva z:
vafv(fv)

ty =1y + 3T + —— =, (5.19)

kde x5v_v(t,) = x17_1v(t,) s tim rozdilem, 7e a — —a, t, — t, a t, = t, — 3T.

5.3.2 Pohled cestujiciho dvojcete

Uvazujme opa¢nou situaci, kdy dvojée A zustavajici na Zemi posila v jeho vlastnim
¢ase t, svételné signaly cestujicimu dvojéeti B viz obr. . Prijeti signalu ¢/, zjistime
z pruseciku svételného kuzelu A a svétocary B:

ty=t,+ m—cp (5.20)

ct

Obrazek 5.2: étyffézovéu cesta, A vysila svételné signaly B.
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Zatimco B zrychluje ve fazi I — I1 jeho vlastni cas ¢, se transformuje na ¢, dle rovnice
(1.7) Jeho poloho je déana vztahem:

2 at!
T, = % [cosh (TP) - 1] (5.21)

a signél od A, ktery pfichazi v case t), je Casové oznacen

at! at!
t, =< {sinh (—p> — cosh (—p) - 1} : (5.22)
a c c

Ve fazi 11 — IV je slozka zrychleni zaporna, obdrzime t, = t, — T z rovnice (5.4)
pro ¢ = sinh(aT”/c). Pro ¢as piijeti ¢, = t;, — T", dostavime s ohledem na zapornou

t,=T—"° {sinh (W) — sinh (“T/ﬂ . (5.23)

C c

slozku fp:

Poloha z,, pozorovatele A, kdyz obdrzi svételny signal od A je dana rovnici (5.2)), ktera
se zjednodusi podle vztahu (5.5 na:

2 a(—t, + 21" T’
T, = _% |:COSh <(+) — 2cosh (ac ) -+ 11 . (5.24)

Stejny zpusob lze aplikovat na posledni ¢ast - fazi IV — V', pro kterou nalezneme

t — AT T’
t, =3T + £ {sinh (M) + sinh (& )} : (5.25)
a

C C

z, = < [cosh (M) - 1] . (5.26)

a C

V obou piipadech ¢as vyslani ¢, vyplyva ze vztahu (5.20) s odpovidajicim Casem
pozorovani t, a polohou z,,.

5.4 Cesta ke hvézdé Vega

Pro ilustraci dilatace ¢asu uvazujme let k sousedni hvézdé jménem Vega, ktera je zhruba
25,3 ly daleko od Zemé. Pro co nejpohodlnéjsi cestu uvazujme zrychleni cestujiciho
dvojéete a = g = 9,81 m - s72. Zatimco pro cestujici dvojce cesta trva T/, = 4T =
12,93 let s ohledem v1c¢i jeho vlastnimu ¢asu, dvojce zlistavajici na Zemi musi ¢ekat
Teere. = 54,48 let na navrat cestujictho dvojcete. Svétocara cestujicitho dvojcete vzhle-
dem k Zemi je na prostoro¢asovém diagramu [5.4 Ackoliv cestujici dvojce vykonava
rovnomérné zrychleny pohyb, svétocara je takika linedrni. Kvili mirnému zrychleni
potfebuje raketa zrychleného dvojcete skoro rok na to, aby dosahla 80 % rychlosti
svétla. V bodé I dosahne maximalni rychlosti g =~ 0,9975 podle ([5.8|) viz obr. .
Uvazujme vymeénu svételnych signaltt mezi dvojcaty.

5.4.1 Pohled dvojcete ztistavajiciho na Zemi

Zatimco jedno z dvojcat ziustava na Zemi, druhé opousti Zemi se zrychlenim g. Protoze
vzdalenost mezi obéma dvojcaty roste, je zfejmé, Ze signaly vyslané cestujicim dvojce-
tem potiebuji ¢im dal vice casu, aby dosahly dvojcete na Zemi. Také diky dilataci ¢asu
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Obrazek 5.3: Okamzita rychlost cestujiciho dvojcete ke hvézdé Vega v zavislosti na jeho
vlastnim ¢ase (nakresleno podle [12])

se zda, ze cestujici dvojce musi ¢ekat delsi dobu, nez vysle dalsi svételny signal. Ackoliv
dvojce uz je na své cesté zpét na Zemi, kdyz opusti misto 11, zustavajici dvojce obdrzi
vétsinu jeho signali béhem posledni faze cesty.

Dvoj¢e na Zemi obdrzi signal v jeho vlastnim case ¢, = 20 let ackoliv byl vyslan
dvojéetem v jeho vlastnim Case ] = 3 roky (viz obr. a obr. p.54), kdyz bylo pouze
10 svételnych let od domova. Ale poloha cestujictho dvojcete v okamziku prijeti signalu
je viuci dvojceti zistavajicimu na Zemi z = 19 svételnych let a zatim pro néj uplynuly
zhruba 4 roky.

5.4.2 Pohled cestujiciho dvojcete

7 obrazku 5.4 je zfejmé, ze perspektiva cestujiciho dvojcete je odlisna. Paprsek vyslany
dvojcetem setrvavajicim na Zemi v jeho prvnim roce dosdhne cestujiciho dvojcete az
zpomali v bodé I11. Na jeho cesté zpét se zda, ze dostava paprsky pravidelné, ale kviili
dilataci ¢asu obdrzi vétsinu signalt kolem bodu IV, kdy cestuje maximalni rychlosti a
tedy se nejvice projevuji efekty casové dilatace.

41



t [rok] t[rok]

V
50
w
40
30
1 1
20
17
10
- - - - X[l : - - - e Xl
5 0 15 20 25 W 5 10 15 20 25 M

(a) Cestujici dvojce posila signaly dvojéeti zi- (b) Dvojce zustavajici na Zemi posila signaly
stavajicimu na Zemi. cestujicimu dvojceti.

Obrazek 5.4: Ctyifazova cesta na hvézdu Vega (nakresleno podle [12])

t', tv
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10 20 30 40 50 60 2 4 6 8 1.0 1.2 1.4 b

(a) Zavislost ¢asu t,, v signalech vysilanych ces- (b) Zavislost ¢asu t, v signalech vysilaného
tujicim dvojcetem na Case t, dvojcete na Zemi dvojcetem na Zemi na Case t;, cestujiciho dvoj-
v okamziku pfijeti signélu. cete v dobé prijeti signalu.

Obrézek 5.5: Zavislost vlastnich ¢ast vyslani a ptijeti signali dvojcat pti cesté ke hvézdé
Vega (nakresleno podle [12])
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Kapitola 6
Jevy spojené se zrychlenym pohybem

Méjme pozorovatele A, jehoZz svétocéara je dana rovnici (1.9). Zavedme druhého pozo-
rovatele B, jenz je ve vzdalenosti L pred A v kazdém okamziku (viz obr. [1.4)), jeho
hyperbolicky pohyb je pak dany rovnici

2% — (ct)? = (%j + L)2 = (2—?)2 (6.1)

Parametr 7 pro pozorovatele B neodpovida vlastnimu ¢asu, pokud L # 0. Pozorovatel
B ma konstantni vlastn{ zrychleni a/(1 4+ aL/c?) s ohledem vici inercidlni soustavé,
kterd jej okamzité doprovazi.

Dva rovnomérné zrychleni pozorovatelé musi mit rozdilna zrychleni, aby zustali
oddéleni vlastni konstantni vzdalenosti. Zvysujici se rychlosti pozorovateli vyvolaji
zvysujici se Lorentzovskou kontrakci délky takovym zpiisobem, Ze se zda, Ze se pozoro-
vatelé priblizuji z inercialni soustavy K, coz odpovidéa riznému zrychleni pozorovatela.

Nyni vytvorime soufadnicovou soustavu K’, jejiz poc¢atek se shoduje se zrychlenym
pozorovatelem A v n&jakém ¢ase. Prostorocasové souradnice z’ a ct’ libovolné udalosti
P jsou definované takovym zpisobem, Ze 2’ je prostorova vzdalenost od udélosti P
k pozorovateli A a t' je takova hodnota, Ze vlastni ¢as pozorovatele A je soucasny
s udélosti P. Méame:

2
ct = <C— - x’) sinh (E>, (6.2a)
a c
2
T = (C— + x’) cosh (ﬂ), (6.2b)
a c
coz dava
2 /
rtct= (C— + x') exp (j:%). (6.3)
a c

Derivaci vztahi (6.2]) mame

dt ax’ ar
c— = (— + 1) cosh <?>, (6.4a)

dx ax’ . at
= (C—2 + 1) sinh <?> (6.4b)
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Minkowského prostorocasovy interval ds? = c2dt? — dz? ma pak tvar:

N
ds? = (1 + %) cAdt* — da?. (6.5)
c
Z rovnice ((6.3) vyplyva rovnice pro Sifeni svételného paprsku podél osy x
c? at' . c? 7'a at’
0= =+ P = 6.6
(S+a)ew =S (145 ) e 750 (6:6)

kde horni (dolni) znaménko odpovida sifeni v kladném (zaporném) sméru osy z. Cel-
kovy ¢as (méfeny pozorovatelem A) potiebny, aby svételny signal Sel od A do mista
x' =L azpét k A, je roven

c al
2-In (14— 6.7
an( 02)’ (67)

coz odpovida stredni rychlosti méfené pozorovatelem v A:

al
> cC. .
cln(1+4+alL/c?) =¢ (6.8)

Platnost nerovnice lze ovérit napt. nasledujicim zpiisobem. Podélenim nerovnice
¢ odpovidé vztah

ol > 1
Aln(l1+al/c?) = 7

¢emuz odpovida graf [6.1] a Tayloriiv rozvoj v okoli nuly méa tvar:

al 14 La L?%a? N L3a®  19L%* N 3L%a®
2In(1+al/c?) 22 12ct 245 720c®  160ct0

f(a)

7F

6F

1x10'® 2x10'° 3x10"° 4x10'®
A Ly S _ alL
Obrézek 6.1: Zavislost f(a) = - YA
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Pouzitim rovnice ([6.3) muzeme odvodit inverzni vztahy z (6.2)

c? x4+ ct
t'=—1 6.9
‘ 2an<x—ct)’ (6.9)
2
= x? = (ct)? — —. (6.9b)
a

6.1 Rudy posuv

V pocatku soutradnicové soustavy K’ (2’ = 0) se nam rovnice (6.5) zredukuje na

ds? = 2dt”?,

coz ukazuje, Ze t’ je vlastni ¢as 7 méfeny hodinami umisténymi v tomto bodé. Obdobné
rovnice (6.5 znamena, Ze ¢as 7/ méfeny hodinami umisténymi s ohledem viéi zrychlené
soustavé K’ v o’ = L souvisi s t' vztahem

L
dr’ = <1 + a—2> dv
C

a tedy

al
dr’ = <1 + ?) dr. (6.10)

Na rozdil od pripadu inercidlni soustavy, hodiny fixované polohou vzhledem ke K’
nemohou byt synchronizovany. Rozdil zrychleni dvou hodin je nutny, aby vztah (6.10))
byl symetricky. Odtud obdrzime

al\ ™" c? a (—L)
dr=(1+ — dr’ = dr' = (1 dr’ A1
! < * 02> T T eyal” ( +1—|—ch/02 ? ) T (6.11)

coz je vyraz (6.10)) se zaménénymi Casy. Vyraz 7= Je zrychleni hodin v 2’ = L.

a
14+alL

Rovnice ([6.10) znamena, Ze frekvence svételnych signala napt v a v/ méfené pozo-
rovateli v 2’ = 0 a 2/ = L spolu souvisi vztahem

alL
v= <1 + ?> V. (6.12)

Pokud bychom uvazovali pozorovatele v raketé s klidovou délkou L, ktery by se
pohyboval se zrychlenim a v kladném sméru osy x, vidime, Ze signal vyslany z predniho
konce na zadni bude zachycen s vyssi frekvenci (a kratsi vinovou délkou, pujde tedy
o modry posuv), nez s jakou byl vyslan, a naopak.

6.2 Ohybani svételnych paprski

Chceme najit trajektorii svételného paprsku vzhledem k zrychlené soustavé K’'. Za
timto tcelem studujme pohyb v roviné kolmé na pohyb K a K’, jez jsou ve vztahu

y=y, (6.13a)
z=2, (6.13b)
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pokud jsou osy K a K’ rovnobéiné. Vzhledem vici soustavé K muZzeme svételny pa-
prsek kolmy na zrychleni K’ popsat pomoci parametrickych vyrazu

T = Xy,
y:yU_I_Cta
z =0,

kde xy a yo jsou konstanty. Poté podle rovnic (6.2)) a (6.13a))
c? at’
Ty = (— + 93’) cosh (—),
a c
2 t/
Y =vyo+ <C— - x/> sinh <a—),
a c

7 =0.
Po upravé dostavame

2

C

coz znamena, ze trajektorie svételného paprsku s ohledem vici zrychlené soustavé je
oblouk kruznice se stiedem [—c?/a,yp,0] a s polomérem |zo|. Pokud svételny paprsek
projde skrz pocatek K’, musime vybrat xo = ¢*/a. Pro a = g = 9,81 m- s~2, polomér
c?/a je piiblizné roven 1 ly.

Podobnym zptisobem lze zjistit, Ze trajektorie jakéhokoliv svételného paprsku vzhle-
dem vuc¢i K’ je primka rovnobézna s osou x’ nebo kruh se stfedem v urc¢itém bodé
s ¥ = —c?/g. Pokud paprsek prochazi poc¢atkem K’, polomér kruhu musi byt vetsi
nebo roven nez ¢?/g.

Tento vysledek také vyplyva ze skutec¢nosti, ze svételné paprsky jsou nulové geode-
tické ¢ary, coz ma v podminkach K’ tvar

N\ 2
dSQ — (1 + %) CthIQ _ dZL'/Q _ dy/2 _ dZ/Q. (615)
C

Cas potiebny, aby svételny signal dorazil z mista P, do P, je dan

17 /da'tdy? + d2”
cJp, 1+ ax’/c?

(6.16)

a svételny paprsek se pohybuje po geodetické ¢atre tiirozmérného hyperbolického pro-
storu

12 da? + dy? + dz"?
5% = ,
(14 az’/c?)?

(6.17)
coz je metrika tohoto prostoru.

P1i porovnani ohybu svételnych paprski zde odvozenych s dobie znamymi vysledky
ziskanych v rdmci obecné teorie relativity pomoci Schwarzschildovy metriky, nalezneme
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(priblizny) polomér kiivosti trajektorie svételného paprsku v bodé nejblizsiho ptiblizeni
k hmotnému bodu vytvarejicimu gravitacni pole.
Polomér kiivosti R rovinné kiivky zadané rovnici r = r(#) v bodé&, kde dr/df = 0,
tj. v bodé nejvétsiho priblizeni k pocatku, je dan vztahem dle [15]
1 1 14d% d%u

R r r2da@ _ae "
kde u = 1/r. PouZzitim obvyklého vztahu pomoci Schwarzschildovy metriky je trajekto-
rie svételného paprsku v gravitaénim poli vytvoreném hmotnosti M déna diferencialni
rovnici z [14]:

(6.18)

d*u 3GM
— tu= u”, 6.19
do? c2 ( )
kde G je gravita¢ni konstanta a u = 1/r. Ve vztahu k rovnici (6.18]), pticemz be-
reme v potaz, ze r je zhruba radidlni vzdélenost, polomér kiivosti zakiiveni svételného

paprsku v periastru je

CQTQ 02

~ = (6.20)

R=sem = 39’

kde g je gravita¢ni zrychleni ve vzdalenosti r od hmotného objektu M. Reseni po-
hybu ¢astic v centralnim gravitacnim poli objektu o hmotnosti M v ramci klasické
newtonovské fyziky vede k rovnici dle [16]:

d%u n GM
u =

d6? h2
kde h = % = rc pro bod nejvétsiho priblizeni ve vzdalenosti r od centra. Pokud fotonu

pfifadime hmotnost podle vztahu E = mc?, vede tato rovnice k poloméru kiivosti
trajektorie fotonu v tomto bodé:

22 2
R= ~ 6.21

GM ¢ ( )
coz se od vysledku ((6.20)) ziskaného vyse lisi faktorem %
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Kapitola 7

Relativisticky vztlak

Uvazujme nasledujici situaci: projektil mé klidovou hustotu rovnou hustoté vody (py),
tedy pokud by byl projektil v klidu, volné by se vznasel ve vodé. Pokud je projektil
horizontalné vysttelen skrz vodu, jeho energie/c? (lorentzovskd hmotnost) je zvysena
Lorentzovym faktorem 7 a jeho délka ve sméru pohybu (tedy i objem) je zmenSena
podle vztahu (1.3). To ¢ini hustotu projektilu 2py, coz je v&tsi nez hustota vody, a
projektil se potopi. Na prvni pohled se zd4, Ze se jedna o paradox (ktery je ovSem
zdanlivy, jak je ukazéano nize): zménou vztazné soustavy, ve které mé projektil nulovou
rychlost, ma pohybujici se voda hustotu ~2py a projektil se pak vznasi ve vodé namisto
toho, aby se potopil.

Sousttedime se zde jen na relativistické vztahy pro idedlni tekutinu, napt. viskozitu
zanedbame.

7.1 Pohled v soustavé K

Méjme obdélnikovou nadrz (obr. . S vyuzitim principu ekvivalence predpokladejme,
ze se nadrz pohybuje smérem nahoru se zrychlenim ¢. Tato soustava je lokélni, tedy
viechny vzdélenosti zde jsou mnohem mensi nez ¢?/g. PouZiti principu ekvivalence
umoziuje dokonéit vypocet bez ohledu na gravita¢ni sily. Soufadnice na obrazku se
vztahuji k soustavé K, v niz byla nadrz v okamzitém stavu klidu ve chvili, kdy byl
projektil vystielen. Pocatek soustavy je shodny s levym dolnim rohem nadrze v ¢ase
t=0.

V soustavé K je vztlakova sila piisobici na projektil dand hmotnosti vytlacené vody
nasobené tihovym zrychlenim g:

for = Vorr ' pog, (7.1)

kde Vi a mg je klidovy objem a klidovd hmotnost projektilu. Z Newtonova druhého
zédkona vyjadiime y-ovou slozku dle [18]:

d

fy = &(Wﬂovy) = My <i_,zvy + 7_) (7'2)

kde v = (v,,v,) je rychlost projektilu, f, je y-ova slozka klasické sily. Pro konstantni
slozku rychlosti v, je Lorentzuv faktor:

dy 3 dv,
A R 7.3
dt (02) Y (7.3)
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Obrazek 7.1: Nadrz a projektil v soustavé K (podle [18])

Dosazenim do rovnice ([7.2)) dostaneme:
du, 1 — (vy/c)? du,
= — ~ — 7.4
fu = ymo g, (1 —(vaf0) — (vyfc)2) = " (7.4)

aproximace odpovida pro v, < c.
., .o ” . ” .o oo s~ d'y v
Je zajimave, ze vysledek je shodny s rovnici ((7.2)) pii zanedbani clenu v, Avsak

) d )
velikost % nezname.

Kombinace rovnic (7.1) a (7.2)) vede na

dv, g
T ol (7.5)

Toto zrychleni projektilu je mensi nez zrychleni nadrze g, takze se projektil potopi
s relativnim zrychlenim:

A:g—£:g<9>2. (7.6)

Projektil tedy dopadne na dno v case

== () " (-7

a urazi celkovou horizontalni vzdélenost

r=uvt=cq|—. (7.8)

7.2 Pohled v soustavé K’

Uvazujme dany problém v inercialni soustavé K’, ve které je pocatecni rychlost pro-
jektilu nulova. Zvolme pocatek tak, aby se v ¢ase t = 0 shodoval s pocatkem soustavy
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K. V této soustavé je vertikalni zrychleni jakéhokoliv pevného bodu dano vztahem pro
transformaci y-ové slozky zrychleni z [17]

r_ Oy n Qg VyV
Y 72D 02’72ng

[0

kde D = 1 — u,v/c?. Jelikoz a, = g a v, = 0, dostavame vztah pro zrychleni s kon-
stantnim z na dné nadrze (napiiklad levého dolniho rohu):

9
CL/ = ? (79)
V této soustavé je hustota vody
r=7"po. (7.10)
Vztlakova sila plisobici na projektil je
foo=pV'd. (7.11)

JelikoZ mé projektil svou klidovou hmotnost a klidovy objem v soustavé K’, dostavame

Il =mgg, (7.12)

jelikoz vztah mezi klidovou a relativistickou hmotnosti je z [4]:

m = my7,

porovnanim vztahu (7.1) a ((7.12)) ovéfime, ze lorentzovska transformace sily probéhla,
jak méla. Pouzitim 4/ = 1 v rovnici ([7.2)) dostavame:

doy,
o =Y (7.13)
Toto vertikalni zrychleni projektilu je vétsi nez vertikalni zrychleni rohu nadrze ,
tedy se stale zda, Zze projektil plave v ¢arkované soustave.

Tento zdanlivy paradox muze byt vyresen tim, pokud si uvédomime, ze dno nadrze

neni nadéle ploché. Rovnice pro dno nadrze je dana vztahem z [18]:

1
y = §gt2 (7.14)

a pouzitim Lorentzovy transformace dostavame:

v =590 (¢ o))’ (7.15)

Nyni lze ovérit, zda a pripadné kdy projektil narazi na dno. Podle klasické kinematiky
mé projektil polohu:

1 /dv]
v =h+ (d—;’) 2. (7.16)
Dosazenim ([7.13)) do ((7.16)) dostavame:
/ 1 2
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Soufadnice mista dopadu v pohybujici se soustaveé je:

' =0, (7.18)

jelikoz souradnice projektilu je vzdy 2’ = 0. Dopadu odpovida podminka, Ze se y-ova
slozky projektilu a dna nadrze shoduji. Cas dopadu lze nalézt z rovnic (7.15)) a (7.17)

\/7\/ﬁ ffb vcv (7.19)

Lorentzovou transformaci rovnic - a do necarkované soustavy dostavame
rovnice . a ., vypoc¢ty v obou dvou soustavach souhlasi.

Druha metoda, jak se dostat ke stejnému vysledku v soustavé K, vyplyva z porov-
nani vyrazu vyse. Rovnice je zrychleni rohu nadrze métrené v soustavé K'. Jelikoz
roh ma pevné z, rovnici lze napsat:

%y’ g

W‘z:konst. - ?7 (720)

coz muze byt pfimo ovéfeno pouzitim rovnice (7.15)) a Lorentzovy transformace. Jelikoz
projektil nakonec narazi na dno v jiné hodnoté z, je tfeba brat v potaz zakiivené dno
nadrze. Naproti tomu v soustavé K’ dostavame

823/
WW:O = 97" (7.21)

Vertikalni zrychleni dna nadrze je vétsi nez vertikalni zrychleni projektilu (viz (7.13)),
takze se projektil potopi s relativnim zrychlenim

Aa = g(v* - 1). (7.22)

JelikoZ je tento vypocet pro =’ = 0, na zakiiveni dna nadrZe nemusi byt nahliZeno
zvlast, jednoducha kinematika vede na

2h 2h ¢
=4/ = =""_ 7.23
Aa g Yy’ ( )

coz je ve shodé s rovnici ([7.19)).
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Javeér

Cilem této bakalarské prace bylo prehledné popsat nékteré vybrané jevy spojené s rov-
nomérné zrychlenym pohybem ve specialni teorii relativity. Snahou bylo pfehledné shr-
nout informace z rtznych ¢asopiseckych prament, od ¢asto diskutovanych jevi (jako
paradox dvojcat) k tém ziidkakdy studovanym (jako napft. pojeti vztlakové sily v teorii
relativity).

V prvni kapitole jsou pripomenuty zakladni rovnice specialni teorie relativity a
pohybu pomoci Minkowského diagramni.

Druha kapitola se zabyva tim, jaka bude vzdalenost mezi dvéma urychlenymi rake-
tami z hlediska rtznych pozorovatelt. Pokud se pro pozorovatele v soustavé K vzda-
lenost mezi raketami nezméni, z hlediska soustavy K’ pohybujici se spolu s raketami,
pozorujeme mezi nimi prodlouzeni vzdalenosti. Vysvétleni v sobé zahrnuje jak relativ-
nost soucasnosti, tak i kontrakci délky.

Paradox Bellovych raket je v praci popsan ve dvou variantach. V zakladni varianté
rakety nejprve zrychli, naceZ piejdou vidi soustavé K’ do stavu klidu a vlakno mezi
nimi se pretrhne napétim, které prekroc¢i mez pruznosti. V rozsitené varianté rakety
nepiejdou do stavu klidu vidi soustavé K’ najednou, ale budou po néjakou koneénou
dobu zrychlovat. V1dkno se pretrhne, pokud bude limitni protazeni vétsi nebo rovno
kritickému natazeni vldkna. Pokud vS8ak bude limitni protazeni mensi, vldkno bude
i pod zvySujicim se napétim neporuseno.

Dalsi kapitola je vénovana prostorocasovému omezeni komunikace mezi dvéma po-
zorovateli za podminek, kdy se jeden, nebo oba dva pohybuji rovnomérné zrychlenym
pohybem. Tato komunikace neni symetrickd. Pomoci asymptot k hyperbolam znazor-
nujicim zrychleny pohyb je mozné odvodit ¢asové a prostorové intervaly umoziujici
jejich komunikaci.

K popisu paradoxu dvojcat je pouzito pohybu skladajiciho se ze ¢ty fazi (zrych-
leného, zpomaleného, zrychleného a zpomaleného pohybu). Zaroven je uvazovana ko-
munikace mezi pozorovateli pomoci elektromagnetickych signali nesoucich informaci
o Case odeslani v prislusné soustavé. Znamy efekt dilatace ¢asu je ilustrovan modelem
letu ke hvézdé Vega, kdy pro cestujici dvojce trvala cesta ,pouze necelych ¢trnact let,
zatimco pro dvojce zustavajici na Zemi ubéhlo takika Sedesét let.

V péaté kapitole jsou odvozeny vztahy pro rudy posuv a ohyb svételného paprsku
ve zrychlené vztazné soustavé. Vysledek je srovnan s ohybem paprsku v okoli Sch-
warzschildovy sférické hvézdy a je ukazano, ze vysledky jsou fadové shodné a také ze
hodnota poloméru kiivosti paprsku ziskana ve zrychlené soustavé odpovida vysledku
newtonovské teorie gravitace pii zapoc¢itani hmotnosti fotonti podle Einsteinova vztahu
E = mc

V posledni kapitole je aplikovan princip ekvivalence na odvozeni relativistického
vztlaku. Zdanlivy paradox, pii kterém by se mél projektil diky zvySeni hustoty z hle-
diska jedné soustavy potopit a z hlediska druhé ne, vede pii peclivé analyze k zavéru,
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ze rychle se pohybujici projektil by se za jinak nezménénych vnéjsich podminek potopil
z hlediska pozorovateli v laboratorni soustavé i v soustavé spojené s projektilem.

Zajimavych jevi a zdanlivych paradoxi spojenych se specialni teorii je samoziejmé
mnohem vice. Doufam, 7e zde uvedena feseni konkrétnich vybranych problémti mohou
slouzit jako vhodny a srozumitelny podklad ke studiu této problematiky v ramci za-
kladniho vysokoskolského kurzu fyziky a najde vyuziti i ve vyuce na PrF UP, napf.
v pfedmétech Teorie relativity nebo Uvod do obecné teorie relativity.
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