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Anotace

Metrizovatelnost afinni konexe

Mgr. Petra Pirklova

Tato dizertacéni prace je vénovana afinnim konexim na varietach, problému jejich metri-
zovatelnosti a prehledu ruznych metod, jichz lze pouzit k feSeni této otazky. Vsechny
metody jsou demonstrovany na vybranych piikladech. Pro dimenzi dva je ddna vycerpa-
vajici odpovéd pro piipad, Ze konexe nemd ploché body, s vyuzitim vlastnosti Ricciho
tenzoru. Pro realné analytické konexe na redlné analytickych varietach je prezentovan
rozhodovaci algoritmus, postaveny na de Rhamové rozkladu, rozpracovany O. Kowalskim.
V pripadé kladné odpovédi na otazku existence metrik je predvedena nasledné konstrukce
vsech metrik kompatibilnich s danou konexi. Postup v podstaté muze byt implementovan
do pocitace.

Inspiraci pro hlubsi studium této klasické problematiky byla moznost vyuziti metrizac-
nich metod ve varia¢nim poc¢tu pro rozhodovani o variacnosti jistych systému parcidalnich
diferencialnich rovnic druhého fadu, jak opét uvadime na prikladech. Rovnéz rozebirame
piiklady obstrukci, které metrizovatelnosti brani.

Déle je zminéna rekonstrukce metrik nebo konexi ve specidlnich souradnicich s pouzitim
tenzoru krivosti.

Posledni ¢ést se zabyva Riemannovymi nebo afinnimi prostory, které jsou v jistém

smyslu ,,v okoli vSech bodu stejné”, tedy homogenni.

Klicova slova: afinni konexe, tenzor kiivosti, Ricciho tenzor, varieta, metrizovatelnost,
metrika, varia¢ni pocet, rekonstrukce metriky, rekonstrukce konexe,

homogenni prostor, algebra holonomii.




Annotation

Metrizability of affine connection

Mgr. Petra Pirklova

This thesis deals with affine connections on manifolds, the problem of their metriza-
tion and the summary of different techniques for solving the problem. All the techniques
are demonstrated on selected examples. A full and complete answer is provided in re-
spect of dimension two in case, the connection does not have flat points, with the use
of the characteristics of the Ricci tensor. The decision algorithm based on the de Rham
decomposition deduced by O. Kowalski is presented for real analytic connections on real
analytic manifolds. For affirmative answers regarding the existence of metrics a subse-
quent construction of all compatible metrics with the given connection is demonstrated.
This process can be effectively implemented into a computer.

An inspiration for studying these classical issues was the use of the metrization tech-
nique in the calculus of variation in decision-making about the variationality of certain
systems of partial differential equations of second order as shown on examples again. We
again analyse examples of obstructions preventing metrizability.

In addition, reconstruction of metrics or connections in special coordinates using the
curvature tensor is outlined.

The last chapter deals with the Riemannian and affine spaces which are, in a specific

sense, the ”same in the neighbourhood of all points”, i.e. - homogeneous.

Key Words: affine connection, curvature tensor, Ricci tensor, manifold, metrizability,
metric, calculus of variation, reconstruction of metric, reconstruction of

connection, homogenous space, algebra of holonomies.
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1 Uvod

Puvodni motivaci k sepsani tohoto textu byla moznost vyuziti metrizovatelnych symet-
rickych konexi ve varia¢nim poctu. Proto je prevazna c¢ast této prace vénovana prehledu
metod, které je mozno pouzit k zodpovézeni otazky, zda dana linearni konexe na difer-
encovatelné varieté vznika jako Riemannova konexe néjaké metriky. Metody jsou fazeny
prevazné chronologicky, piiblizné podle doby svého vzniku. Lze vsak Tici, ze skutecnym
ustfednim tématem je tenzor kfivosti afinni variety a jeho vlastnosti.

Nejdiive jsme vsak ve druhé kapitole uvedli a definovali ruzné zédkladni pojmy, které

déle v textu pouzivame.

Zodpovézeni otazky metrizovatelnosti linearni konexe a nalezeni metriky v pozitivnim
pripadé vede na feSeni soustavy parcialnich diferencidlnich rovnic, v nichz jako koeficienty
vystupuji komponenty tenzoru kiivosti a jeho kovariantnich derivaci, obecné vyssich radu
(viz kapitola 3). Ve velmi jednoduchych piipadech je mozno odpovidajici soustavu fesit
primo. Coz je na nékolika ptikladech ukazéano v kapitole 4. Obecné vsak mohou vznikat

pomérné komplikované soustavy rovnic.

Pomérné jednoduchd je situace pouze v dimenzi dva. Tam poddme piehlednou odpovéd ,
formulovanou v fe¢i Ricciho tenzoru piislusné afinni variety (kapitola 6). V kapitole
5 predvedeme klasickou metodu Eisenharta a Veblena, kterd vyuziva vlastnosti ten-
zoru kiivosti v kombinaci s teorii diferencidlnich rovnic. Metodu predvedeme na nékolika
piikladech. Modernéjsi pristup je postaven na vlastnostech grupy holonomie piislusné va-
riety. V kapitole 8 se objevuje rovnéz ivaha o pouziti algebry holonomie. Prozatim jediny
zcela algoritmicky dosud znamy postup byl odvozen a popsan pro analytické konexe na
analytickych varietdch prof. O. Kowalskim, [37], ktery umoznuje efektivné rozhodnout,
jestli dané analytickd konexe na analytické varieté vyhovujici dodatecnym podminkam je
Riemannovska, a v kladném ptipadé ukazuje metodu konstrukce vsech odpovidajicich Rie-
mannovych metrik kompatibilnich s danou konexi. Rovnéz tento piistup demonstrujeme
na piikladech. Se zvysujici se dimenzi je pomérné pracny, ale ic¢inny.

V kapitole 9 se zabyvame tizkym vztahem mezi variacnosti v zizeném smyslu a metri-
zovatelnosti linedrni konexe variety. V dimenzi dva uvadime také céstecné feSeni opét

doplnénd o priklady.
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1 UVOD

Nasledujici desata kapitole uvadi, jak lze zrekonstruovat, nebo sestrojit, symetrickou
linearni konexi v jistém souiradnicovém okoli na zakladé znalosti ,,pocatecnich podminek”
(ze zizeni konexe na pevnou (n — 1)-rozmérnou podvarietu a z vhodné vybranych kom-
ponent tenzoru kiivosti R v souradnicovém okoli). V Riemannové prostoru uzijeme spe-
cidlniho piipadu tzv. semigeodetickych soufadnic.

Uzitim podobnych metod lze také rekonstruovat, nebo sestrojit, metricky tenzor typu
(0,4) pseudo-Riemannovy variety v definicnim oboru semigeodetickych soutadnic, je-li
dano zuzeni metriky na néjakou neizotropickou nadplochu a jisté komponenty tenzoru
kfivosti v ,,objemu”.

Kapitola jedendct se vénuje kiivostné homogennim prostorum. Nejdiive se zabyva
vlastnostmi globalné a lokdlné homogennich prostoru. Dale v nasledujicich podkapitoldach
se hovoii o kfivostné homogennich prostorech typu (1, 3) a jejich piikladech.

Posledni dvanéacta kapitole se zabyva homogennosti na afinnich varietdch. Pomoci
metod z kapitoly 7 jsme hledali odpovéd na otdzku metrizovatelnosti konexi typu A
(s konstantnimi Christoffelovymi symboly) a typu B, které uvedla B. Opozda v [41].

V préci je uvedena rada ilustrativnich prikladu, na kterych jsou demonstrovany uva-
déné metody. Neékteré priklady jsou Teseny vice metodami k porovnani ruznych postupu.
Pro dimanzi dva se jevi jako nejefektivnéjsi metoda Eisenharta a Veblena. Pro obecnou

dimenzi je to vSak jisté algoritmus prof. O. Kowalského.
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2 Zakladni pojmy afinni diferencialni geometrie

V této kapitole uvedeme nékolik zakladnich pojmu, které budeme potiebovat v dalsim

textu.

2.1 Diferencovatelna varieta

Méme-li ddno zobrazeni f: V — R”, kde V C R"[z!,...,2"] je oteviend mnoZina,
ama-li f ve V spojité vsechny parcidlni derivace az do tadu k, pak je nazyvame zobrazenim
tridy C*. Pokud je k = 0, itkdme mu spojité, pro k = 1 diferencovatelné, pro k = oo hladké,
a pokud se dé v okoli libovolného bodu p € V rozvinout v konvergentni mocninnou fadu,
nazyvame je analytické a oznacujeme je C“.

Pro tifdy diferencovatelnosti ziejmé plati: C°* > C* > C? > ... D C*® D C¥, kde
vSechny inkluze jsou ostré.

Rekneme, ze Hausdorffiiv topologicky prostor M je topologickd varieta dimenze n (né-
kdy téz lokdlné eukleidovsky prostor), jestlize ke kazdému jeho bodu existuje oteviené
okoli homeomorfni s otevienou podmnozinou v R". Homeomorfismu ¢: O, — W C R"
otevieného okoli O, C M bodu p topologické variety M na otevienou podmnozinu W pak
tikame (lokdlni) mapa pti bodu p. V klasické terminologii se piifazeni q — (z!,...,z"),
q € O, iiké soustava lokdlnich souradnic, o mnoziné O, pak mluvime jako o oboru lokdlnich
souradnic. Soustavu map A = {(O,, ¢a), @ € A} nazyvame atlasem na M, jestlize jejich
defini¢ni obory tvoii pokryti variety M, |J, Oa = M.

Mdame-li na M dvé mapy ¢: U — R", u: V. — R", pak jsou-li zobrazeni ¢ o pu=*
apu o o ! tifdy C*, nazyvaji se mapy C*-pribuzné. Kazdé dvé mapy jsou C°-piibuzné.
Jestlize jsou v daném atlasu vsechny mapy C*-piibuzné, pak ho nazyvame C*-atlasem.
Déle mapa je slucitelnd s C*-atlasem, jestlize je s timto atlasem C*-piibuzna. Atlas
nazveme uplny, jestlize k nému patii vSechny s nim slucitelné mapy. Uplny Ck-atlas také
oznacujeme jako CF-strukturu; pokud k > 1, jako diferencovatelnou C*-strukturu.

Dvojici (M, A), kde A je C*-struktura, nazyvame varieta. Pokud je A diferencovatelnd
struktura, nazyvame (M, A) diferencovatelnou varietou.

Jsou-li dany dvé variety M, N s dimenzemi po tadé m,n, f: M — N je spojité

zobrazeni a ¢: O — R™, u: U — R" jsou lokalni mapy po fadé variet M, N, pak slozené
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2 ZAKLADNI POJMY AFINNI DIFERENCIALNI GEOMETRIE

zobrazeni
pofop :R™— R"
je soutadnicové vyjadreni zobrazeni f vzhledem k dvogici map p, ji.

Definice 2.1 Spojité zobrazeni f: M — N variet aspon tiidy C* je tridy C*, jestlize
jeho soufadnicova vyjadreni vzhledem k libovolné dvojici map ¢, u prislusnych atlasu
jsou tifdy C*.

Definice 2.2 Maji-li dvé variety stejnou dimenzi dim M = dim N = n, zobrazeni f: M —
N je bijekce a zobrazeni f, f ! jsou tifdy C*, pak zobrazeni f budeme ifkat difeomorfismus

tridy C* variety M na varietu N.

Je-li f: M — N zobrazeni tiidy C*, variety M, N jsou tiidy C* s dimenzemi dim M =
m < dim N = n a zobrazuje-li se v zobrazeni f bod x € M do bodu y € N, pak
f nazyvame wvnoreni, jestlize v okoli U C M kazdého bodu y € f(M) C N existuje
soustava lokdlnich soufadnic (y!,...,y") takovd, Ze pro okoli V bodu z plati:

f(V) je déno rovnicemi y™*!'=...=4y" =0.

Je-li navic zobrazeni f prosté, pak mu fikame vloZeni.

Plati také tato véta:

Véta 2.3 Zobrazeni f: M — N je wvnoreni prdvé tehdy, kdyZ hodnost jeho Jacobiho

matice (JI') = (g@’:) na f(M) je maximdlni (tedy m ).

Je-li zobrazeni f: M — N vlozeni, pak podmnozina f(M) C N ma strukturu variety
a nazyvame ji m-rozmérna podvarieta variety N. Jednorozmérné podvarieté fikame krivka.

Nésledujici véta ukazuje, ze kazdou abstraktné zavedenou varietu vlastné muzeme, az
na difeomorfismus, povazovat za podvarietu eukleidovského (éiselného) prostoru. Umozni
nam to varietu si 1épe predstavit. Na druhé strané, konkrétni vlozeni do ¢iselného prostoru
nemusi mit zadny prirozeny geometricky vyznam, a naopak abstraktni pristup muze byt
uziteény.
Véta 2.4 (Whitneyova véta o viozeni) Kazdd C varieta dimenze n je difeomorfni s né-

kterou analytickou podvarietou C¥ prostoru R*".

V dalsim budeme zpravidla predpokladat, ze vSechny uvazované objekty a zobrazeni

jsou tiidy C*°, tedy hladké.
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2.2 Tectny prostor

2.2 Tecny prostor

Definice 2.5 Necht M je hladkd varieta a F(p, M) je mnozina vsech hladkych funkcf
definovanych v otevienych okolich bodu p € M. Déle necht T,M je mnozina zobrazen{

v: F(p, M) — R, kterd spliuje tyto podminky:
1. jestlize f,g € F(p, M) maji stejnou hodnotu v okoli bodu p, pak v(f) = v(g),
2. v(af 4+ bg) = av(f) + bv(g),a,b € R,

3. v(fg) =v(f)gp) + f(p)v(g).

Pak T),M se nazyva tecny prostor variety M v bodé p a jeho prvky tecné vektory.

Ptipomenme, ze te¢ny prostor T'(R"), k eukleidovskému prostoru R™ v bodé ¢ je
slozeny z dvojic tvaru (¢, v), kde v € R", pfislusné linearni operace jsou r- (g, v) = (g, 1v),
(q,v) + (¢, w) = (q,v +w). T(R"), mizeme ziejmé identifikovat s R*" pomoci zobrazen{
(q,v) = (q1,---,qnsv1,...,0,). V T(R"), zpravidla volime standardni kanonickou bézi
((g,(1,0,...,0)),...,(q,(0,0,...,1))).

Je-li M hladké varieta, dimM = n a p € M je bod, pak lokalni mapa u: U —

R"™ v okoli bodu p urcuje linedrni izomorfismus teé¢ného prostoru 7,M na tecny pros-
p

9

tor T(R"),.p), ktery tzv. souradnicové bazi ((%)p s (83:"

).} teného prostoru T,M
p
piitazuje standardni kanonickou bézi v T'(R"), ). Proto dim T, M = n. Prvky soufadni-

cové baze se nazyvaji souradnicové vektory v bodé p.

2.3 Vektorové a tenzorové pole

Definice 2.6 Zobrazeni X, které kazdému bodu p variety M pfitazuje tecny vektor X,

z T,M, se nazyva vektorové pole na varieté M.

Vektorové pole muzeme také interpretovat jako zobrazeni, pokud aplikujeme vektorové

pole X na funkci f tak, ze v kazdém bodé p € M se na f aplikuje vektor X, € T,M.

Definice 2.7 Vektorové pole X se nazyva hladké, jestlize toto zobrazeni prifadi hladké
funkci opét hladkou funkci.
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2 ZAKLADNI POJMY AFINNI DIFERENCIALNI GEOMETRIE

Prostor vsech hladkych vektorovych poli na M (vzhledem k linedrnim operacim defi-
novanym bod po bodu) znac¢ime X (M).

Stejné tak jako vektorum, tak také vektorovému poli muzeme priradit komponenty.
Necht M je hladkd varieta. V oteviené mnoziné U C M se soufadnicemi (z!,..., x") se

da vektorové pole X jednoznacné zapsat takto:

X - Xl e —
ZZI ()7
kde funkce X(x) jsou souradnicové slozky vektorového pole V a vektorovd pole 0; = %

tvori souradnicovou bdzi prostoru vektorovych poli.

Véta 2.8 [39] Vektorové pole X je hladké pravé tehdy, kdyz jeho souradnicové slozky

vzhledem k libovolné lokalni souradnicové soustavé na M jsou hladké funkce.

Nyni ozna¢me n-rozmérny linearni prostor nad polem R pismenem V' a k nému dudin?
prostor, tj. prostor linearnich forem na V', ozna¢ime V*. Prvky tohoto dualniho prostoru

nazyvame kovektory. Pro tyto dva prostory plati, Ze jejich dimenze se rovnaji.

Definice 2.9 Necht V je n-rozmérny linedrni (vektorovy) prostor a V* dudlni prostor.

Potom tenzor typu (r,s) nad V je zobrazeni linedrni vzhledem ke viem argumentum
t:Vx...xVxVix...xV*—=R,
kde pocet faktoru V' v souéinu je s a pocet V* je r.

Mnozina vsech tenzoru typu (r,s) nad V tvoii opét linedrni prostor, ktery znacime
Tr (V).

Nékteré tenzory maji specialni nazev. Znaceni je zvoleno tak, ze vektor je tenzor typu
(1,0). Lineéarni forma je tenzor typu (0, 1), linedrni zobrazeni je tenzor typu (1, 1), skalarni
soucin patii mezi tenzory typu (0, 2).

Pokud v predchézejici definici nahradime V' tecnym prostorem T, M, ziskdme tenzory

v bodé p variety. Dudlni prostor TyM k T,M nazveme kotecnym prostorem v p, jeho

prvky jsou kovektory (linedrni formy na 7,M).

Definice 2.10 Tenzorové pole typu (r, s) na hladké varieté M je zobrazeni, které kazdému
bodu p € M prifazuje tenzor typu (r,s) na tecném prostoru 7,M. Mnozinu vSech ten-

zorovych poli na M typu (r, s) oznacujeme 17 (M).
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2.4 Te¢ny bandl a fibrovand varieta

2.4 Tecny bandl a fibrovana varieta

Necht M je hladké varieta a T, M tecny prostor v bodé x € M. Pak muzeme zavést
mnozinu

T™: = | ] T.M,
zeM
kde prvky této mnoziny jsou vektory v ruznych bodech x € M. Pokud kazdému vektoru

v z T, M pritadime piislusny bod = € M, pak ziskdme projekci w(v) = z,
m: T'M — M.

Vyse zminovand mnozina 7'M m4é strukturu hladké variety. Pokud chceme na T'M zavést
atlas, Ize k tomu vyuzit atlasu na varieté M. Necht 1,: O, — R"[z!,... 2"] je mapa

pattici atlasu {(Oa, %o ), @ € A} na M, tj. (x*) jsou lokaln{ soufadnice na oteviené mnoziné

-1

SH0O,) € TM. Na této mnoziné zavedeme mapu

O,. Uvazujme tdplny vzor O, = =

(adaptované, téz kanonické soufadnice) takto. Je-li v € O s w(v) = z (tj. v € T,M

pro jisté x € O), mame V,(x) = (2',...,2") a ddle s vyuzitim (pohyblivé) lokalni
soufadnicové bdze pii bodu z lze psit v = v' 22 . kde (v',...,v") € R". Zobrazeni

@a(v) = (2t . 2™ vt o), Vo: Op — R, je mapa na O, C TM, tzv. mapa in-
dukovand mapou 1, na O,. Tedy 2n-tice &isel (z!, ..., 2" v!, ... v") jednoznaéné udava

libovolny bod v € O. Potom {(Oa, @2&), a € A} je tzv. adaptovany atlas na TM.

Uvedena konstrukce ma obecnéjsi platnost, lze ji s vyhodou pouzit na varietéch,
které maji podobny charakter, tj. jsou rozlozeny na jednotliva ,vlakna” natazena nad

,bazovymi” body.

Podobné jako se chova T'M, chova se také soubor vSech koteénych vektoru, varieta
T*M:
°M: = | T;M,

xeM
kde ¢ € T*M je linedrni forma (kovektor) na te¢ném prostoru 7, M v bodé x € M. Nyni

budeme kanonickou projekci oznacovat pismenem 7
T7:T"M — M.

Opét jako vyse, atlas na M indukuje atlas na T*M. Je-li ¢ € TFM, o(x) = (z*,...,2")

vzhledem k pevné zvolené mapé pii bodu z pattici danému atlasu na M, a je-li rozklad
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2 ZAKLADNI POJMY AFINNI DIFERENCIALNI GEOMETRIE

viuci soufadnicové bazi tvaru ¢ = ¢.dz?|,, (¢1,...,¢n) € R", pak zobrazeni, které bodu
pe0= 771O) piitazuje 2n-tici (21, ..., 2", é1, ..., d,), je mapa variety T* M definovand

na oteviené mnoziné O C T*M , indukovanad mapou ¢ na O.

Variety TM a T*M jsou priklady tzv. vektorovijch bandli, fibrovanych bandlu, a o-
becnéji také priklady fibrovangch variet. Kazdému bodu x € M lze priradit varietu F),
a pritom vSechny takové variety jsou navzajem difeomorfni s jednou spole¢nou varietou
F. Této varieté F se tika standardni fibr nebo standardni vidkno, varieté F, fibr (vidkno)

v bodé x, M je béaze a

B::UFJC

zeM

je totdlni prostor. Takto ziskdme onu fibrovanou varietu.

Obecné, fibrovand varieta (F,m, M) se skldda ze dvou variet £/, M a jednoho zobrazeni
m: F — M, zvaného kanonicka projekce. E je totalni prostor, M je bdze, podmnoziné
7 !(p) tkdme fibr nebo vidkno v daném bodé p € M, znacime napt. E,.

Jednoduchym piikladem je tzv. trividlni fibrovand varieta (M x F, proj,, M), kde M, F

jsou variety a proj; je projekce na prvni slozku.

Je-li (E, 7, M) fibrovand varieta, p € M jeji bod, pak lokdlni trivializaci projekce  pri
bodu p rozumime trojici (W,, F, ¢,), kde W, je okoli bodu, F, je varieta a ¢,: 7 (W) —

W, x F, je difeomorfismus spliujici podminku proj, o ¢, = 7|-1qw,).-

Bandl, nebo téz lokdlné trividlni fibrovand varieta, je takova fibrovand varieta, ktera
mé lokalni trivializaci v okoli kazdého svého bazového bodu.

Poznamenejme, Ze existence lokalni trivializace v okoli kazdého bodu ma za dusledek,
ze projekce 7 je submerze. Dale lze dokédzat, Ze vSechny variety £, jsou navzdjem difeo-
morfni, tedy existuje pevny typovy fibr F' bandlu, difeomorfni se vSemi E,. Existence
lokalni soucinové struktury umoznuje zavést na totalnim prostoru fibrované variety spe-
cialni lokalni systém soutradnic, zvany adaptované souradnice, ktery vznikd v podstateé
uzitim soutradnic na béazi a ve standardnim fibru, jak jsme se o tom jiz zminili ve specidlnich
pripadech.

Jestlize v8echny fibry E, jsou redlné vektorové (linedrni) prostory stejné dimenze n,

standardni fibr bandlu F' = R", a prislusné lokdlni trivializace jsou linedrni, [68, str.
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27-28], mluvime o vektorovém bandlu. S pouzitim zminéné terminologie muzeme zavést

(ovéreni piislusnych predpokladu lze najit napi. v [68]):

Definice 2.11 Trojice (T'M, M, ) se nazyva tecny bandl na M a zobrazeni w: TM — M

prirozend projekce teéného bandlu.

Definice 2.12 Trojice (T*M, M, T) se nazyva kotecny bandl na M.

2.5 Linearni konexe a paralelni prenos

V eukleidovském nebo afinnim prostoru R" mame k dispozici grupu posunuti (tran-
slaci), ktera je podgrupou v grupé izometrii. Pro kazdou dvojici bodu p,q € R" existuje
translace 7: R" — R" takové, ze 7(p) = ¢; kazdy vektor (te¢ny k R") v bodé p se pii ni
posune do vektoru (te¢ného k R"™) v bodé ¢. Tim je pfirozenym zpusobem déno rovnobézné
posouvani tecnych vektoru z jednoho bodu do druhého, zprostredkované grupou posunuti;
pritom pii prenosu se zachovava skalarni soucin vektoru, a tedy i norma (velikost) vektoru.
Déle je znamo, ze drdha rovnomérného piimocarého pohybu v eukleidovském (v afinnim)
prostoru je casti primky. Nejprve byla tato struktura znama na varietach s metrikou,
pozdéji byla axiomaticky zavedena obecnéji, bez pomocné metriky:.

Na obecné hladké varieté nemame k dispozici zadnou pfirozenou cestu, jak svazat
tecné vektory ve dvou ruznych bodech. Dlouhodobym vyvojem se doslo ke konstrukci
geometrické struktury, ktera na varieté umoznuje paralelné prenaset vektory podél kiivek
a zavést tzv. geodetické kiivky. Ty hraji analogickou roli jako pfimky v eukleidovském

prostoru.

Definice 2.13 Linedrni (téz afinni) konexe na hladké varieté M je takové zobrazeni
V, které usporddané dvojici hladkych vektorovych poli X,Y € X (M) prifazuje hladké

vektorové pole VxY a pro kazdou hladkou funkci f na M spliuje nasledujici:

1. zobrazeni V je linearni vzhledem k obéma argumentum;
2. Vny = f(VXY),
3. Vx(fY) = (XY + f(VxY).

Dvojici (M, V) budeme strucné nazyvat afinni varieta.
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2 ZAKLADNI POJMY AFINNI DIFERENCIALNI GEOMETRIE

Kazdému vektorovému poli X na M je tim pritazen operator Vi, tzv. kovariantni

derivovani ve sméru pole X, ktery ma vyse uvedené vlastnosti.

Véta 2.14 [39], [5] Necht X,Y jsou hladkd vektorovd pole na M. Pak pro kazdy bod
r € M zavisi hodnota (VxY'), € T, M jen na hodnoté T, M vektorového pole X a na

hodnotdach vektorového pole Y v libovolné malém okoli bodu x.

Diukaz. Viz [39, str. 46].

Je-li ddna varieta (M, V) s linearni konexi, da se dokazat, ze pro pevny bod p € M,
tectny vektor v ném w € T,M a kazdé hladké vektorové pole Y € X (M) v okoli bodu
p je jednoznaéné definovan vektor V,,(Y) € T,M, kterému iikdme kovariantni derivace
vektorového pole 'Y podle te¢ného vektoru w. Vyuzije se pii tom predchozi véty a moznosti
rozsitit lokalni vektorové pole Y na globalni pole zadané na celé varieté, resp. vektor

w € T,M dany v bodé se rozsiif na lokalni vektorové pole definované na okoli bodu:

Dusledek 2.15 [39], [5] Necht je na hladké varieté M ddna linedrni konexe V a necht
p € M. Pak pro kazdy tecny vektor w € T,M a kaZdé hladké vektorové pole Y v okoli bodu
p je jednoznacné definovdn vektor V,, Y € T,M.

Dikaz. Viz [39, str. 47].
Veéta 2.16 Na kazdé hladké varieté existuje alespon jedna afinni konexe.

Diikaz. Viz [39, str. 49]

Je-li ddna afinn{ varieta (M, V) a je-li U C M obor lokélnich soufadnic (2, ..., a"),
pak pro kovariantni derivaci souradnicovych vektorovych poli ziskame vztah:
0 "\, 0 o
%%— Fm%? 1,7 —1,,7’L (21)

Funkcim Ffj fikame komponenty, slozky, nékdy také Christoffelovy symboly konexe V
v lokdln{ soufadnicové soustavé (z',... z™). Témito funkcemi je ddna tiplnd informace
o konexi. Poznamenejme, ze se nechovaji jako tenzory, coz je zfejmé z prislusnych trans-
formac¢nich vztahu pii prechodu od jedné lokalni mapy k druhé na spole¢ném neprazdném

defini¢nim oboru:
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el B 2 .y h
0zx® Ox 0’x ) ox (2.2)

th o y /
1(0) = (Thplele) G o + 5o )
Jsou-li komponenty linearni konexe na afinni varieté symetrické vici dolnim indextm,
I‘fj = I"?Z- (tj. ma-li nulovou torzi, viz dale), fikdme ji konexe bez torze nebo symetrickd

konexe.

vvvvvv

zovanou, tedy jako funkci. Lze ji chapat jako matematicky popis fyzikalniho pohybu
hmotného bodu v prostoru a v case. Tento postup ndm umozni uzit aparatu matematické
analyzy. Okamzitd rychlost pohybu je ddna derivaci prislusné parametrizujici funkce, ta
spolu s bodem uréi teénu k draze pohybu. Kiivka jakozto podmnozina bodu je pak dana

obrazem defini¢niho oboru pii dané funkci.

Definice 2.17 Parametrizovand krivka na varieté M (strucné kiivka, nebo hladky pohyb,

v [36] drdha) je (hladké) zobrazeni v: I — M, kde I je otevieny interval v R.

Toto zobrazeni vystihuje drahu i s jejim kinematickym vytvorenim. Vysledné tra-
jektorii, obrazu ~(I) C M pii parametrizaci, muzeme fikat napt. geometricky obraz

parametrizované kiivky.

Mame-li ddnu parametrizovanou kiivku (t): I — U C M a hladké vektorové pole X
definované v U, pak v lokalnich souradnicich muzeme psat, jak jiz bylo zminéno, X =

i 0
X'a5

O’y & 0
e X = (I X] — , tel. 2.
Va (® Z{ + Z 'y(t) 2t } (axk)y(t) € (2.3)

7,7=1

Pritom hodnota Vd-y X zavisi pouze na hodnotéch vektorového pole podél kiivky ~.

Definice 2.18 Necht M je hladkd varieta a v: I — M reguldrni hladkd kiivka, tj.

' (t) # 0 pro vsechna t € [. Vektorovd funkce X podél krivky ~ je zobrazeni, které

kazdému ¢islu ¢ € I piifazuje tecny vektor X; z T’ ;) M. Tato vektorova funkce se nazyva
1

hladkd, jestlize vzhledem k libovolné soustavé lokalnich souradnic (z',...,x™) jsou jeji

slozky hladké funkce parametru ¢.
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Definice 2.19 Vektorova funkce X podél kiivky = se nazyva paralelni, jestlize plati
V%X = 0 pro vSechna t € I.
t

Je-1i krivka na varieté M s afinni konexi V regularni <CclTZ # 0) a jeji obraz lezi v oboru
lokdlnich soufadnic U(z?!,...,2"), lze ukézat, Ze vektorovd funkce X podél kiivky je
paralelni prave tehdy, kdyz jeji souradnicové slozky X* spliiuji soustavu oby¢ejnych dife-
rencialnich rovnic

dxX*t & dy!
=t (Do) X'

1,j=1

=0, k=1,...,n (2.4)

Pomoci afinni konexe V (nebo odpovidajici kovariantni derivace) muzeme zavést pa-

ralelni prenos vektoru po kiivce.

Véta 2.20 [39] Necht v: I — M je requldrni hladkd krFivka na varieté s afinni konexi.
Potom pro kazdé ty € I a kaZdy vektor w € T, )M existuje pravé jedna paralelni vektorova
funkce W podél ~ s poédtecni hodnotou W (tg) = w. Vsechny paralelni vektorové funkce

podél v tvori n-rozmeérny vektorovy prostor.

Diukaz. viz [39, str. 55]

7 predchoziho plyne, ze jsou-li X,Y paralelni vektorové funkce podél regularni kiivky
~v: I — M s pocateénimi hodnotami X (t9) = u, Y (¢y) = w, pak pro kazdé dve realna ¢isla
¢,d je cX +dY paralelni vektorova funkce s pocatecni hodnotou cu + dw. Je-li {(a,b) C I,
~v(a) =z, v(b) = y, kde v: I — M je regularni hladké kiivka na varieté s afinni konexi,
je mozno definovat (jednozna¢né urcéeny) linedrni izomorfismus mezi teénymi prostory
v odpovidajicich bodech

P;b: T,M — T,M,
ktery nazveme paralelnim prenosem podél krivky ~ v intervalu (a,b). Kazdému vektoru
w = W (a) v bodé x je jednoznaéné prirazen vektor v bodé y jako hodnota W (b) prislusné
paralelni vektorové funkce W podél ~.

Paralelni prenos podél dvou kiivek (definovanych na uzavienych intervalech), jejichz
geometricky obraz ma tyz pocatecni a koncovy bod, je obecné ruzny.

yyyyyy

je podél ni definované vektorové pole, pak pro “derivaci” tohoto vektorového pole podél
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kiivky budeme porovnavat dva blizké vektory W (t) a W (t + €), abychom zjistili zménu
pole podél kiivky. Tyto vektory jsou v ruznych bodech. Nejprve paralelné preneseme po
kiivee v vektor W (t+¢€) z bodu ~y(t +¢€) zpét do bodu () a poté tento preneseny vektor,
oznaceny W,(t), ,,porovname” s vektorem puvodnim.

Presnéji, zavedeme absolutni derivaci vektorového pole W ve smeéru kiivky v takto:

VW) W) - W)
at el—r>% € ’

Absolutni derivace se da vyuzit k rekonstrukei pravidla paralelniho prenosu pozadavkem,

aby derivace byla nulovd.

2.6 Grupa holonomie

Paralelni prenosy (vzhledem k dané V) podél vsech regularnich kiivek v: (a,b) — M,
pro které je pocatecéni i koncovy bod stejny, v(a) = ~(b) = p, tvoii spolu s operaci
skladani grupu linedrnich automorfismu HOIZ tecného prostoru T,M, kterd se nazyva
grupa holonomie variety (M,V) v bodé p. Kazdy jednotlivy paralelni pfenos (linedrni
izomorfismus) podél uzaviené smycky se nazyva holonomie, a muzeme jej reprezentovat
linedrnim invertibilnim operatorem T,M — T,M, tedy elementem grupy GL(T,M) =
GL(n,R). Grupu holonomie tedy muzeme ztotoznit s podgrupou grupy GL(n,R).

Je-li varieta M souvisla a pro nékteré p € M je grupa HOIIY trivialni, pak je konexe

plochd (tj. mé& nulovy tenzor torze i kiivosti, viz déle).

2.7 Kovariantni derivovani tenzorovych poli

Obecné, pro tenzorové pole A typu (r, s) na (M, V) zavadime jeho kovariantni derivaci

V A vzhledem k dané konexi jako tenzorové pole typu (r, s + 1) dané vztahem [34]
(VA)(Xh s 7XS; W) - (VWA>(X17 s 7X5)7 VV7X2 € T, M.
Plati

LX),

gy

(VA>(X17 s 7XS; W) = VW<A(X17 s 7XS)) - ZA(Xb ) VWAXv
i=1

V danych lokdalnich soutadnicich, v komponentach vychazi

J1---Jg J1j2--Jq J1-Js—1QJs41.-0q"

p q
i1...ip o il...ip o il...ip hs . il...i371a13+1...ip _ a il...ip
A k= V’“Ajh--qu (‘T) - akAJ'h-an +Z Lo A Z Fjsk A
s=1 s=1
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2 ZAKLADNI POJMY AFINNI DIFERENCIALNI GEOMETRIE

Specidlné, kovariantni derivace tenzorového pole A typu (0, s) ma tento tvar:

(VwA) (X1, X)) =WAXy, ., X)) = Y AKXy, VX, ., X).
=1

(VwA)(Xl, Xg) = WA(Xl,X2> - A(Vle,XQ) - A(Xl, VWXQ)

Pro tenzorové pole A typu (1, s) pak ma tento tvar:

S

(VwA) (X1, X,) = Vi (A(Xy, ., X)) = Y AX0, . VX, LX),
i=1
Zde se muzeme také zminit o paralelnim prenosu tenzoru. Nenulové tenzorové pole
F na (M, V) se nazyva paralelni, nebo kovariantné konstantni (vzhledem ke konexi V),
jestlize VF' = 0; ekvivalentné, tenzorové pole se zachovava pii paralelnim pienosu podél
viech kiivek v M, VxF =0, pro kazdé X € X(M).
Vektorové pole W na kfivce 7 nazyvame paralelni, jestlize ma nulovou absolutni

derivaci podél v:

dt

Je-li v bodé = na kfivce vektor v a chceme ho paralelné prenést do bodu y, pak
sestrojime na kfivce paralelni pole generované vektorem v a pak odec¢teme jeho hodnotu
v bodé y. Tuto hodnotu nazveme paralelné preneseny vektor. O tomto paralelnim prenosu
se opét muzeme presvédcit, ze je linearni a “tranzitivni”. Stejné jako u paralelniho prenosu

vektoru zavisi paralelni pfenos tenzoru jen na kfivce, ne na parametrizaci.

2.8 Tenzor torze a krivosti

Afinni konexe na varieté sama o sobé tenzorovym polem neni. Muzeme z ni vsak

nektera dulezitd tenzorova pole odvodit.

Definice 2.21 Necht je déna varieta (M,V) a na ni jsou dany operace T: X (M) x
X(M)— X(M)aR: X(M)x X(M)x X(M)— X(M) takto:

T(X,Y)=VyY - VyX — [X,Y],
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R(X,Y)Z = VxVyZ — VyVxZ — Vixy Z.

T se nazyva tenzorové pole torze typu (1,2) a R tenzorové pole kiivosti nebo také Rie-

manniv tenzor typu (1,3).

V této definici uzité oznaceni [, ] je tzv. Lieova zdavorka vektorovych poli. Jsou-li X,Y
dvé hladka vektorova pole na varieté M, pak Lieova zdvorka téchto vektorovijch poli v bodé
p € M je zobrazeni [X,Y],: F(M,p) — R definované: [X,Y],(f) = X,(Y f)=Y,(X f). Po-
tom Lieovu zdvorku dvou hladkyjch vektorovych poli X, Y na M definujeme jako vektorové
pole [X,Y] generované Lieovymi zévorkami [X,Y],,p € M. Cemuz odpovidd vzorec:
X, Y](f) = X(Yf) = Y(XF). [39]

Tenzor torze je antisymetricky, tedy plati: T(U,V) = =T(V,U) (T}, = —T};). Pokud
je tenzor torze nulovy, pak Christoffelovy symboly konexe jsou symetrické vici dolnim
indextim, I'j, = T, takové konexi se pak ifka konexe symetrickd.

® do’ ® dxz* muzeme vyjadiit v lokalnich

_ i 9

Komponenty tenzoru torze T' = T3 57
soufadnicich pomoci komponent konexe takto: T}, = T, —T'%,.

Nyni zavedeme pojmy plocha, neplocha a nikde plocha konexe, které budeme v nasle-

dujicim textu pouzivat.

Definice 2.22 Necht je ddna symetricka konexe V. Tuto konexi nazyvdme konexi plo-
chou, jestlize jeji kiivost R je vSude nulova, R = 0. Ve vhodnych souradnicich ma plocha
konexe nulové Christoffelovy symboly F;k = 0. Pokud vsak existuje takové x, pro které je
R(x) # 0, pak je konexe neplochd. A nakonec konexe je na U C M nikde plochd, jestlize
je R(z) # 0 pro kazdé x € U. Pseudo-Riemannova varieta ma nékterou ze zminénych

vlastnosti, jestlize ji m4 jeji Riemannova konexe.

Pro tenzor torze Levi-Civitovy konexe plati tato véta:

Véta 2.23 [39] Pro Levi-Civitovu konexi V na podvarieté M C R” je tenzor torze vidy

nulovy.

Dikaz. Zvolime si bod x € M, tecné vektory v,u € T,M, vektorova pole X,Y na M
takovd, ze X, = v,Y, = u a vektorovd pole X,Y v okoli U bodu z v R?, kterd hladce
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rozsituji vektorova pole X,Y z U N M na U. Pak mame:
T(v,u) =V, Y-V, X-[X,Y], = proijM(va/—VuX— [X, f/] ) = projr,u(T°(v,u)) = 0,

kde T° je nulovy tenzor torze eukleidovské konexe v R%.

Zavislost paralelniho prenosu na cesté je zanesena v tenzoru krivosti R;kl. Tento
tenzor je antisymetricky vuci posledni dvojici indexu, tedy R’ = —R%,. V lokilnich

soufadnicich ma pomoci komponent konexe toto vyjadreni:
i = Ly — Uiy + 15D — Tl (2.5)

kde pres index m sc¢itame a ¢arka pred indexem znamena, ze se podle piislusné proménné
kovariantné derivuje.
Na (pseudo-) Riemannové varieté (M, g) s tenzorem metriky g muzeme kromé tenzoru

kiivosti R typu (1,3) vzit v uvahu tenzor

R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W)

typu (0, 4), obvykle také nazgvany tenzor kiivosti (plati R(X,Y, Z, W) = R(Z, W, X,)Y)=
—R(Y,X,Z,W)=—R(X,Y,W, Z)). V soutadnicovém systému (U, ¢ = (z*)), kolem bodu
x € M, komponenty R, kiivosti R a Ry, kiivosti R = Ryjrdr! @ da* @ da' @ dz" spolu
souvisi takto: Ryji = gthfjk a gZthijk = Rfjk.

Pokud jsou jak tenzor torze, tak tenzor kiivosti nulové, iikame, ze ptislusna konexe je
plochd. Jak znamo, konexe V je plocha pravé tehdy, kdyz v okoli kazdého bodu existuji
lokalni souradnice takové, ze plati F;k =0.

Pripomenme také, ze linearné nezavislymi tecnymi vektory X,Y € T, M je dana sek-

cionalni kfivost dvourozmérného prostoru P

g(R(X,YV)Y, X) RXY.Y,X)
KXY = R X)gVy) (XY~ X AYIE (26

kde ||X AY|| je plosny obsah rovnobéznika ur¢eného X a Y, [15, str. 94], [16, str. 327]
atd. Sekciondlni kiivost plné urcuje tenzor kiivosti R typu (0,4), [31, str. 137].
Riemannova varieta (M, g) se nazyva izotropni v bodé x € M, jestlize kiivost K (x) je

konstantni na kazdém (dvourozmérném) tezu a izotropni, jestlize je izotropni v kazdém
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bodeé, [5]. Jestlize x je izotropni bod (M, g), pak nasledujici rovnice plati v bodé x v libo-

volnych lokélnich souradnicich v okoli x:
Rpije = K(2)(9n9ik — Gnigjk)- (2.7)

Toho pouzijeme u dvoudimenzionéalnich variet.

2.9 Ricciho tenzor, ekviafinni prostor

Ricciho tenzor Ric typu (0,2) muzeme zavést jako stopu linearntho zobrazen,
Ric(Y,Z) = Tt {X — R(X,Y)Z}.

Jinak lze jeho vznik vysvétlit izenim (kontrakci) Riemannova tenzoru: komponenty Rj
Ricciho tenzoru ziskdme jako Ry = Y7, Ri;. A pomoci komponent konexe je muzeme
vyjadrit nasledovné:

| ori.  or. | ,

2,5

Tento Ricciho tenzor ndm bude uziteény u dvourozmérnych variet.

Diky tzv. prvni Bianchiho identité
R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z, X)Y =0, (2.9)

lokalné th iw =0, a diky antisymetrii tenzoru kfivosti dostavame

oy ors,
- oxk oxJ

Rjr — Ry; = Z ( }m] + R;kz) = Rﬁkj =Tr Ry; =

7

(2.10)

Tedy obecné, Ricciho tenzor obecné nemusi byt symetricky, a to ani pro symetrickou

konexi. Snadno ovérime nasledujici:
Lemma 2.24 Ricciho tenzor spliuge [60, str. 14]
Ric(Z,Y) — Ric(Y, Z) = Tr R(Y, Z).

Oznacme jako
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funkce (vlastné ,stopy”), které se vyskytuji ve vztahu (2.10). Protoze funkce I‘;k nejsou
slozkami tenzoru, ani funkce v; se pti zméné lokalnich soufadnic netransformuji jako
slozky tenzoru, konkrétné 1-formy, ale jejich uzitecnost v dalsim a jejich roli vysvétluje

nasledujict:

Lemma 2.25 (Lokéln{ nutné a postacujici podminka pro symetricénost tenzoru Ric) Na
(M, V) jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:

(i) Ricciho tenzor Ric je symetricky na M.

(i1) Tenzor krivosti R je ,bezestopy”, tedy md nulovou stopu, Tr R = 0.

(11i) V kazdém soutadnicovém okoli splnuji komponenty konexe vztahy:

oy Oy 0T, B ors, 0
oxd  Ort  Oxd oxi

ij=1,...,n. (2.12)

Poznamka 2.26 Rovnice (2.12) fikaji, ze funkce v; jsou na pevném soutadnicovém okoli
slozkami ,gradientu”: na soutadnicovém okoli, tj. oboru U dané mapy, existuje funkce
fY takovd, ze ¢; = > I, = % pro i = 1,...,n. Tedy jestlize definujeme 1-formu
(pouze) na U vztahem ¢V = > ¢dx; = Tidx’, pak plati ¥V = dfV. Splnéni vztahu
je nutnou a postacujici podminkou pro to, aby forma ¥V byla na U uzavien4,
dy¥ = d*fY = 0.

Symetrie Ricciho tenzoru je tzce spjatd s pojmem paralelniho elementu objemu.
Rekneme, Ze varieta (M, V) s dimenzi dim M = n je lokdlné ekviafinni, nebo ze zachovdvd
objemy, jestlize lokalné, v okoli libovolného bodu x € M, existuje vSude nenulova a ko-
variantné konstantni n-forma w, tj. Vw = 0. Jestlize tomu tak je, formé w fikame (lokalni)

element objemu. Plati nasledujici, [60]:

Lemma 2.27 Varieta (M,V) s T =0 je lokdlné ekviafinni, prave kdyz Ricciho tenzor je

symetricky.

(M, V) se symetrickou konexi je ekviafinni, jestlize pro ni globalné existuje paralelni
element objemu. Jestlize M je jednoduse souvisld a (M,V) je lokdlné ekviafinni, pak
(M, V) je ekviafinni [60, str. 15]. Tedy symetrickd linearni konexe s bezestopym tenzorem
krivosti na jednoduse souvislé varieté je ekviafinni. Ekvivalentné, konexe se symetrickym

Ricciho tenzorem Ric na jednoduse souvislé varieté je ekviafinni.
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Pseudo-Riemannovy variety se symetrickym Ricciho tenzorem, pro které je Ricciho
tenzor umérny metrickému tenzoru (Ric = A\g) jsou tzv. Einsteinovy prostory, [49, str. 263],
[67], [72]. V Einsteinové obecné teorii relativity jsou vyznamné Lorentzovy typy (rovnice
Einsteinova prostoru je dynamicka rovnice popisujici, jaky vyznam maji zmény geometrie
¢asoprostoru; ve vakuu je toto ddno podminkou Ric = 0). Koeficient imérnosti je mozné

spocitat takto A = %g, proto pro Einsteinovy prostory plati:

1
Ric = —pg. (2.13)
n

2.10 Geodetické krivky

Nyni se zaméiime na specidlni typ parametrizovanych kfivek definovanych na varietach

s linedrni konexi, které jsou zobecnénim ptfimek eukleidovského prostoru.

Definice 2.28 Reguldrni hladké parametrizované kiivee y(s): I — M na varieté (M, V)
s linearni konexi budeme tikat geodetickd drdha linearni konexe, jestlize tecné vektorové
pole ‘;—Z je podél ktivky v paralelni. Nékdy se ji téz rika kanonicky parametrizovand geode-

tika.

Je tedy v geodetickd draha praveé tehdy, kdyz je splnéna rovnice:

dry
Va—l=0,  Vsel. (2.14)
Ekvivalentné to znamend, ze v kazdém oboru lokdlnich soutadnic U(z!, ..., z") pifslusné

slozky kiivky vyhovuji soustavé obycejnych diferencidlnich rovnic druhého radu

P(2"09) | = g (@7 07) (@7 07)
ds2 + Zrij(V) s 75 =0, k=1,...,n

ij=1
nebo struéné

d2k n dzdj
dj; +ZFZ(551,_..7$”) did_zzo’ k=1,...,n. (2.15)

ij=1
Je-li v(s) geodetickd dréha, je i y(as + b) (pro redlnd a,b) geodetickd dréha, tedy

geodeticnost drahy se neméni linedrni reparametrizaci. Geometrickému obrazu geodetické

dréahy zde budeme tikat geodetika.
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Poznamenejme, ze pro nékteré tvahy je vhodnéjsi uzit obecnéjsi definici, [56], a za
geodetické povazovat drahy «(t) spliujici pro jistou funkci 6(¢) (definovanou na intervalu
I) podminku

dry d_’y

Vay 0(t) - p7E

o = Vtel, (2.16)
jinak Teceno, predpoklada se, ze tecné vektorové pole je podle kiivky rekurentni, nikoliv
paralelni (naznagcili jsme to oznaCenim parametru). V tomto piipadé se nékdy téz uziva
nazvu pregeodetika, nebo neparametrizovand geodetika, aby se zduraznilo, ze parametr
nemusi byt kanonicky.

My vystacime s definici, kterou jsme puvodné zavedli vyse.

Z vét o existenci a jednoznacnosti feseni diferencialnich rovnic vyplyvaji nésledujici

geometrické dusledky.

Véta 2.29 [39] Necht Ffj gsou hladké funkce proménnych zt, ... z" definované v oboru
V C R", so redlné ¢islo a (z},...,20) € V, (v',...,v") € R" n-tice ¢isel. Pak v libovolné
malém intervalu (so— 09, so+0) existuje prdveé jedno Fesent (x'(s), ..., x"(s)) vise zminéné

soustavy, splnujici pocatecni podminky

d k
z*(s0) = af, i(30):’01", k=1,...,n.

Véta 2.30 [39] Necht (M,V) je varieta s afinni konexi a U(z', ..., 2") souradnicovy
obor na M. Zvolme sy € R, bod p € U a nenulovy tecny vektor w € T,M. Pak v libovolné
malém intervalu (sy — 0,50 + 0) existuje prdvé jedna geodetickd drdha ~(s) lezici v U
a splnugici pocdtecni podminky

dV(So)
ds

7(50) =D, = w.

Geodetickou drahu y(s) variety (M, V) definovanou na intervalu I nazveme mazimdlnd,

jestlize jeji defini¢ni obor nemuzeme rozsitit na vétsi interval J #£ I, kde I C J.

Véta 2.31 (39, str. 57] Necht (M, V) je varieta s afinni konexi. Necht p € M aw € T,M.
Pak existuje jedind maximdlni geodetickd draha ~: I — M definovand na otevieném

intervalu I 5 0 takovd, Ze v(0) = p a md v 0 predepsany poédtecéni teény vektor, ' (0) = w.
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Jako dusledek ziskdme: Ke kazdému sméru [w] v te¢ném prostoru T,M (w € T,M)

existuje jedind maximalni geodetika, kterd se ho dotyka [36, str. 102].

S uzitim pojmu geodetické ktivky nyni ndzorné uvedeme interpretaci tenzoru torze
a kiivosti na varieté s afinni konexi. Mame dénu varietu s konexi a v jejim bodé p jsou
dany dva nekolinedarni tecné vektory w,v. Déle je ddno kladné ¢islo sy a s € (0, sg). Nyni
zkonstruujeme geodeticky rovnobéznik. Nejprve sestrojime geodetickou ktivku v, ve sméru
vektoru u a ukonéime ji v bodé v,(s). Oba dané vektory paralelné preneseme podél této
krivky do koncového bodu. Nyni sestrojime kiivku v, ve sméru jiz preneseného vektoru
v a ukonéime ji v bodé v,(s). Do tohoto koncového bodu opét paralelné preneseme jiz jed-
nou pienesené vektory u,v. Tieti kiivkou bude geodetika v_, ve sméru vektoru —u. Jeji
koncovy bod je v_,(s). Do néj znovu pieneseme vektory u, v. Posledni kiivkou bude geode-
tika y_, s koncovym bodem ~_,(s). Hodnotu tenzoru torze T'(u,v) pak muzeme interpre-
tovat jako miru , neuzavienosti” vysledného geodetického rovnobéznika. Je-li neuzavieny,
pak torze je nenulova a naopak, je-li uzavieny, torze je nulova.

Vezmeme-li nyni tfeti tecny vektor w a budeme-li ho prenaset podél uzaviené kiivky
vyse popsané ¢tyimi geodetickymi kiivkami, pak hodnotou tenzoru kiivosti R(u,v)w je
vektor, ktery je rozdilem mezi koncovou a pocatecni polohou vektoru v zdkladnim bodé
pri paralelnim pienosu vektoru w podél jiz zminéné uzaviené kiivky.

Dalsi uzitecny pojem, ktery je mozno zavést s pomoci geodetik, je exponencialni zo-
brazeni, které prevadi pifmky jdouci dotykovym bodem p v tetném prostoru 71,M do
geodetik na varieté M prochézejicich zvolenym bodem T,M, [62], [39]. Uvazujme tedy
na varieté M pevny bod p. Ozna¢me jako D, podmnozinu téch vektoru tecného prostoru
T,M, pro ktery je pifslusnd maximalni geodetickd draha urcend bodem p a timto vek-
torem definovédna na intervalu obsahujicim alespon (0, 1) (predpokladdme tedy pocatecni
hodnoty 7(0) = p a 7/(0) = v, startujeme v case 0 rychlosti v). Exponencidlni zobrazeni

7t bodu p je zobrazeni
exp, : Dp — M, exp, (v) = 7»(1) pro vSechny vekory v € D,

tedy vektoru ptiradime bod, do kterého po ptislusné geodetice dorazime v case 1. Lze
ukézat [62, str. 71], ze pro kazdy bod p € M existuje okoli V' nulového vektoru 0 z T, M, na

némsz je exponencialni zobrazeni exp,, difeomorfismem na jisté okoli U bodu p variety M.
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Za normalni okoli nulového vektoru 0 v 7,M na varieté¢ s afinni konexi budeme
povazovat oteviené okoli Ny, které je hvézdicovité vzhledem k pocatku [39, str. 62] a exp,
difeomorfismem na jisté okoli N, bodu p; prislusny obraz N, se nazyva normdalni okoli

bodu p € M.

2.11 Pseudo-Riemannovy a Riemannovy variety

Ptipomenme, ze (zobecnény) skaldrni soucin je nedegenerovana symetrickd bilinedrni
forma na (netrividlnim) realném vektorovém prostoru koneéné dimenze. Indexem symet-
rické bilinearni formy se rozumi dimenze maximalniho podprostoru, na némz je zizeni
formy negativné definitni. Pro skaldrni souc¢in v uzsim smyslu se jesté predpoklada, ze
odpovidajici kvadratickd forma je pozitivné definitni (a tedy indexu 0). Nejdulezitéjsim
piikladem je pfirozeny (standardni) skaldrni soucin na R", pro ktery u - v = (u,v) =
> u'v'. Pokud skalarni souéin pozitivné definitni nen{, pren4sf se na néj mnoho vlastnosti
pozitivné definitniho souéinu, [62, str. 47], napf. existence ortonormélni baze, vzhledem
k niz je pak matice skalarntho souc¢inu diagonalni (a pocet zapornych znamének na di-
agondle je roven indexu), ale objevuji se i zcela nové rysy (napf. existuji degenerované
podprostory, tj. vSechny vektory kolmé k danému podprostoru uz nemusi tvofit pod-
prostor k nému komplementarni, apod.). Prostoram R" vybavenym skaldrnim souc¢inem
indexu aspon 1 fikame pseudo-eukleidovské. Specialné prostor R" se souCinem u - v =
—utol + 370 u'v' se nazyva Minkovského n-prostor, pro n = 4 dostdvdme nejjednodussi
pripad relativistického prostorocasu.

Geometrie eukleidovského prostoru R, nebo obecnéji R”, je zalozena do znatné miry
prave na jeho prirozeném skaldrnim soucinu. Uzijeme-li ptirozeného izomorfismu 7,(R") ~
R", p € R", preneseme skaldrni soucin na vSechny teéné prostory v jednotlivych bodech.
Pak mame moznost mérit napt. délky a odchylky vektoru.

V pracich K. F. Gausse (kolem r. 1827) je vyloZena vnitini geometrie ploch vnofenych
do R? odvozens pouze ze skaldrniho soucinu a jeho zizeni na jednotlivé teéné prostory
(prvni zakladni forma plochy).

Kolem r. 1854 si B. Riemann uvédomil, jak vyuzit pfedchozi specidlni ptipady, aby
se dala zavést geometrie na libovolné n-dimenziondlni varieté: zhruba te¢eno, na kazdém

tecném prostoru je tteba mit k dispozici skalarni soucin.
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Pod vlivem Einsteinovy obecné teorie relativity (kolem r. 1915) doslo k dalsimu zo-
becnéni, spisSe technickému, ale s dalekosahlymi dusledky: podminka pozitivni definitnosti

skalarniho souc¢inu byla oslabena na nedegenerovanost.

Definice 2.32 Pseudo-Riemannova metrika na hladké varieté M je hladké tenzorové pole
g typu (0,2) takové, ze pro kazdy bod p € M je piislusnd bilinedrni forma g, definovand
na tetném prostoru 7, M symetricka, nedegenerovana a ma konstantni index. Pokud je g,

také pozitivné definitni pro vSechny body p, je g Riemannova metrika.

Pomoci metrického tenzoru muzeme pocitat normu (délku) teéného vektoru, odchylku
dvou kiivek, déle zavadime pojem délka (geometrického obrazu) kiivky na varieté (M, g).
Na tiseku mezi body P = ~y(a) a Q = v(b) kiivky v, a,b € I, je délka ddna jako Riemannuv
integral fba \/m dt. Tento vyraz nezavisi na parametrizaci kiivky.

Definice 2.33 Diferencovatelna varieta M spolu s pseudo-Riemannovou metrikou (Rie-
mannovou metrikou) g, tedy dvojice (M, g), se nazyva pseudo-Riemannova varieta (Rie-

mannova varieta,).

Poznamenejme, ze pro fyzikalni aplikace jsou dulezité tzv. Lorentzovské variety, které
maji index 1 (a dimenzi n > 2).

My se ddle zamérime vétsinou na Riemannovy variety.

Jednim z nejjednodussich prikladi Riemannovy variety je eukleidovskd Riemannova
varieta R". Ztotoznime te¢ny prostor T,(R™) v bodé p s ptivodnim prostorem R"™ pomoci

zobrazeni

(P, -y Dy vh, 0" = (UYL ™).

Pro dvé vektorovd pole X = " | X'-2 v = 37" | Y72 na R" pak definujeme metricky

aui Y

tenzor g (typu (0,2)) pomoci pfirozeného skaldarniho souc¢inu
gX,)Y): => X'V (2.17)
i=1

Véta 2.34 [39] Necht g je libovolnd pseudo-Riemannova metrika na varieté M a necht
U(x!',...,2") je obor lokdlnich souradnic. Pak miZeme metriku g vyjadrit v lokdlnich

souradnicich takto:

g= Z gij do' @ da? | (2.18)

1,7=1
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kde gij = g (3%, 7% ), popr. dudiné jako g = > i1 Gig 2 ® 525

Dikaz. [39], [62, str. 55] Dikaz je ziejmy po dosazeni dvojic souradnicovych vektorovych

poli a%k’ % do obou stran vzorce a vyuziti symetricnosti metriky g.

Je-li M C R"™ m-rozmérna hladka vlastni (vnotend) podvarieta eukleidovského pros-
toru, lze na M prenést, zizit Riemannovu metriku, tedy zavést indukovanou metriku
g takto: médme dan bod p € M a dva tetné vektory u,v € T,M, pak vektory u,v lze

poklddat za tecné vektory z T, (R") a muzeme definovat

9p(u,v) = (u,v)

kde lomené zévorky (, ) znaci prirozeny skaldrni soucin.

2.12 Riemannova konexe

Jestlize je dano (M, V) a vime, ze g je néjakd metrika na M, pro kterou plati Vg = 0,
fikdme, ze konexe V a metrika g jsou wzdjemné kompatibilni. Podminka Vg = 0 ma
v lokdlnich soufadnicich tvar g¢;;., = 0, kde ,,;” znac¢i piislusné kovariantni derivovani
vzhledem k dané konexi. Pokud je dand konexe kompatibilni s metrikou navic symetricka,
fikdme ji metrickd konezxe.

Pfipomenme, ze uvedena terminologie tizce souvisi s tzv. zakladni vétou Riemannovy

geometrie:

Veéta 2.35 [39] Necht (M, g) je pseudo-Riemannova varieta. Pak na M existuje prdvé

jedna afinni konexe V s vlastnostmai:
1. 'V md nulovou torzi;

2. skaldarni soucin vektoru vzhledem ke g se zachovdvd pri vsech paralelnich prenosech

vzhledem k 'V podél vsech krivek, ekvivalentné Vg = 0.

Afinn{ konexe uréend touto vétou se nazyva Riemannova konere (nékdy téz Levi-
Civitova koneze) pseudo-Riemannovy variety (M, g). Riemannova konexe na Riemannové

varieté je prave jedind s metrikou kompatibilni linearni konexe, kterd je symetricka.
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2.12 Riemannova konexe

Nekdy se Levi-Civitovou konexi mini spiSe konexe piislusna indukované metrice na
vnorené podvarieté.

Dusledkem predchozi véty je, ze na kazdé pseudo-Riemannoveé varieté lze zavést para-
lelni prenos vektoru a geodetické kiivky. Pro Riemannovu konexi plati, ze se pii paralelnim
prenosu zachovavaji délky prenesenych vektoru.

K dikazu je potteba uvést nasledujici lemma.

Lemma 2.36 [39] Necht M je hladkd varieta, g pseudo-Riemannova metrika a ¥V afinni

konexe na této varieté. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

1. pro kaZdou requldrni krivku v: I — M a kaZdou dvojici paralelnich vektorovich

funkei X, Y., podél krivky plati, Ze g(X,,Y,) = konst.;

2. pro trojici libovolngjch vektorovijch poli X,Y,Z plati: Z(g(X,Y)) = g(VzX,Y) +
9(X,VzY) (jind formulace: Vg =0).

Diikazy predchozi véty a lemmatu jsou uvedeny v [39, str. 75].

Slozky Riemannovy konexe V (Christoffelovy symboly) pseudo-Riemannovy variety

(M, g) muzeme v soustavé lokdlnich souradnic (z!,...,2") vyjadFit vzorcem:
i I
Ul = B Zg (Grtj — Gjtk + Gika) (2.19)
=1
kde jsme pro parcialni derivace % pouzili zkrdceného znaceni gy ;.
Véta 2.37 [39] Necht ®: (M,g) — (N,h) je izometrie pseudo-Riemannovych variet.
Potom obrazem Riemannovy koneze VM v tomto zobrazeni je konexe VY. Plati také, e

obraz paralelni vektorové funkce podél krivky ~v v M je paralelni vektorovd funkce podél

krivky ® o~y v N. Je-li krivka geodetikou v (M, g), pak jejim obrazem je geodetika v (N, h).

Ditkaz. Viz [39].

Pokud chceme spocitat komponenty kovariantni derivace metrického tenzoru Vg, po-

uzijeme vzorec:

(V9)ijk = 9ik = ik — Lixgis — Diygar- (2.20)

Pti pouziti kovariantni derivace lze zakladni vétu Riemannovy geometrie uvést takto:
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2 ZAKLADNI POJMY AFINNI DIFERENCIALNI GEOMETRIE

Na kazdé pseudo-Riemannové varieté (M, g) existuje prdvé jedna symetrickd afinni

konexe V takovd, zZe Vg = 0.

Neékteré vlastnosti tenzoru kiivosti R (pseudo-)Riemannovy variety jsou uvedeny v né-

sledujici véte.
Véta 2.38 Necht R je tenzorové pole kriwosti pseudo-Riemannovy variety (M, g). Pak
plati:

1. R(X,Y)Z =-R(Y,X)Z;

2. RX,)Y)Z+ R(Y,2)X + R(Z,X)Y =0  (proni Bianchiho identita);

3. g(R(X,Y)Z,U)=g(R(Z,U)X,Y).

Dikaz. Prvni vlastnost jiz byla zminovana. K dukazu druhé vlastnosti pouzijeme nulovost

torze vyjadienou takto:

VoV = VyU = [U, V].
7 definice tenzoru kiivosti dostaneme:
RX,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =[VxVy —VyVx]|Z+ [VyVz —V;Vy] X+

+ [Vzvx — VXVZ] Y — V[X,Y]Z — v[)/,z}X — V[ZX}Y = VX(VyZ — VZY)-l-

+Vy(VZX — VXZ) -+ Vz(VXY — VyX) — V[yvz]X — V[Z7X]Y — V[X,Y]Z =

= (Vx[Y, Z] = V72 X) + (Vy[Z, X] = VizxY) + (V2[X, Y] = Vixy1Z) =

= (X, [V, 2]) + V.12, X)) + [2,[X, Y]] = 0.
Pro dukaz treti vlastnosti uzijeme vzorec:
Po dosazeni ziskdme:
g(R(X, Y)Z, U) = g(vaYZ, U) — g(VyVXZ, U) — g(V[X,y]Z, U) =

= (Xg(VyZ,U) = g(VyZ,VxU)) = (Yg(VxZ,U) — g(VxZ,VyU))—
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2.13 Rekurentnost tenzorovych poli

—((X,Y]g(Z2,U)=g(Z,VixnU)) = X[Yg(Z,U)—g(Z, VyU)| =Y [Xg(Z,U)—9(Z,VxU)]-
—[X,Y1g(2,U) = g(Vy 2, VxU) + g(Vx Z,VyU) + 9(Z,VixnU) =
= [~ Xg(Z,VyU) + g(VxZ,VyU)| + [Y9(Z,V xU) = g(Vy Z,VxU)| + g(Z,Vixy)U) =
= —9(Z,VxVyU) +9(Z,VyVxU) +9(Z, Vixy)U) = —g(Z, R(X,Y)U).

Tim obdrzime

g(R(X,YV)Z,U) + g(R(X,Y)U, Z) = 0.

Nyni zavedeme oznaceni:
S(X,Y,2,0) = g(R(X,Y)Z,U) + g(R(Y, 2)X,U) + g(R(Z, XY, U).

Podle druhé vlastnosti z dokazované véty je tenzor S nulovy. Muzeme tedy piimo zjistit,

ze

S(X,Y,Z,U) = S(Y,Z,U X) - S(Z,U,X,Y)+S(U,X,Y,Z) =
29(R(U, XY, Z) + 2g(R(Y, Z)X,U).

Protoze je leva strana rovna nule, je také prava strana rovna nule. Z vlastnosti prvni pak
ziskdame

g(R(X’ U)K Z) = 9<R(Y7 Z)X7 U),

coz je prave tieti dokazovand vlastnost.

2.13 Rekurentnost tenzorovych poli

V této podkapitole jesté zminime rekurentnost tenzorovych poli, coz budeme potiebovat

v nésledujicich kapitolach o metrizovatelnosti. Cerpali jsem z clanku [82].

Nenulové tenzorové pole A na M je rekurentni, jestlize existuje 1-forma w takova, ze

VA=w®A. (2.21)

Lemma 2.39 Necht tenzorové pole A typu (r,s) na (M, V) je rekurentni; VA = w @ A

pro 1-formu. Necht A je nenulové na M. Pak 1-forma w je uzaviend.
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2 ZAKLADNI POJMY AFINNI DIFERENCIALNI GEOMETRIE

Dikaz. Rekurentnost znamena, ze pro libovolna vektorova pole Yi,...,Y; a 1-formy

wl, ..., w" na M, plati

(Vx A (Y1, Y wh W) =w(X) - A(Y, ., Y, wh o wh).

Necht v lokdlnich soufadnicich pii bodu p € M je w = wydx*. Oznaéme V; = V o .

azk
Pak vaé‘ll'.'.é‘Ts = wy - A;llzr pro k =1,...,n; n = dim M. Necht jistd komponenta A;lllf

(pro pevné indexy) je nenulova v p a diky spojitosti také v jistém okoli U bodu p (opét
ze spojitosti, komponenta je bud kladnd, nebo zdpornd na néjakém okoli bodu). Pak
komponenty 1-formy muzeme vyjadiit v U jako

1

010y
j1-~~js

SV Fllir = Vi (In | FEir]) = i(1n|F?1--~“|), k=1,...,n.

J1---Js Ji---Js axk J1---Js

W =

Tedy, v okoli bodu p € M je w = d(In|A% " |); tj. w je lokalné exaktni a dw = d(df) = 0.

J1---Js

Lemma 2.40 Necht A je tenzorové pole typu (r,s) na (M,V). Necht o € F(M) je

nenulovd redlnd funkce; a(x) # 0 pro x € M. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
1. a® A je paralelni vzhledem ke konexi V,
2. VA=d(—In|a|) ® A.

Dikaz. Z V(a® A) = (Va) @ A+ a® (VA) aa # 0 mame V(a® A) = 0 pravé tehdy,

kdyz VA = —(£-Va)® A= —d(In|a|) ® A. Proto a ® A je paralelni tehdy a jen tehdy,
kdyz VA =df ® A, kde f = —1In]|a].

Lemma 2.41 Jestlize tenzorové pole A typu (r,s) na (M, V) je rekurentni, VA = w® A,
a 1-forma je exaktni, w = df, pak jisty ndsobek pole A, konkrétné e~/ ® A, je paralelni
vzhledem k V.

Diikaz. Jestlize VA = df ® A oznaéime a = e~/ pak f = —lnaaV(a® A) = da® A+
a-d-lno)@A=da®@A+a-(—2)-da®A=0.Protoa®A=e/ @A je paralelni.
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3 Metrizovatelnost

Tato kapitola se jiz zabyva metrizaci linedrnich konexi a byla ¢erpana z [82] a [84].
Problém metrizace linearnich konexi je problém najit nutnou a postacujici podminku
pro danou symetrickou konexi na n-dimenziondlni varieté (hladké nebo analytické) tak,
aby byla Riemannovou (Levi-Civitovou) konexi néjaké metriky. Muzeme pozadovat, aby
metrika byla klasicky Riemannovské (tj. pozitivné definitni) nebo pseudo-Riemannovskéa
(tj. nedegenerovand).

V priznivém priipadé feseni tohoto problému metrizace existuje. Zélezi i na dimenzi n
variety; pouze ptipad pro n = 2 je jednoduchy.

Zékladni véta Riemannovy geometrie uvadi, ze kazdad pseudo-Riemannova varieta
(M, g) mé jedinou linedrni konexi V, nazvanou Riemannova (nebo Levi-Civitova) konexe,
nebo metrickd konexe, charakterizovanou parem podminek 7' = 0, Vg = 0 (paralelni
prenos podél kiivky vzhledem k V zachovévé skalarni soucin teénych vektort definovanych
pomoci g). Na (M, g), komponenty F;k Levi-Civitovy konexe souviseji s komponentami
gi; metriky znamym vzorcem

L yi (095 | Ogjk Ok
| Y T )
i = 99 <8xk i ozt Ox)

Naopak, je-li ddna varieta s linedrni konexi (M, V), muzeme se zajimat o metriky, se
kterymi je dand konexe kompatibilni. Jestlize je V bez torze, znamena to najit metriku
g na M takovou, ze V je pravé Levi-Civitova konexe (M, g). Rikdme, Ze varieta (M, V)
se symetrickou konex{ je (lokdlné) metrizovatelnd, jestlize (lokalné) existuje metrika kom-
patibilni s konexi.

V podstaté stejny problém muze byt formulovan ekvivalentnim zpusobem takto: Jestli-
ze je ddna (M, V), naleznéte vsechna geodetickd zobrazent (tj. difeomorfismy, které zobrazi
geodetiky na obecné parametrizované geodetiky) (M, V) na (vSechny mozné) pseudo-Rie-
mannovy variety (M, g) (diky difeomorfismu, mtizeme predpokladat M = M).

V lokalnich souradnicich ma rovnice Vg = 0 tento tvar:

agij
oxk

= 951 + Gis - (3.1)

Vyftesit otdzku (lokdlni) metrizovatelnosti konexe vlastné znamend vyftesit soustavu

(3.1), coz lze v jednoduchych piipadech provést piimo. Pouzitim kfivosti muze byt nutna
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3 METRIZOVATELNOST

podminka integrability pro metrizovatelnost dana ve formé nekoneéného systému linedrnich

rovnic gn(n + 1) funkef g;; (s koeficienty, které jsou funkcemi I' a jejich parcidlnich

derivaci), [19]; bez pouziti soufadnic maji tento tvar:
gR(X,Y)Z W)+ g(Z, R(X,Y)W) =0, (3.2)

gV'R(X,)Y; Zy; .. Z N Z2) W)+ g(Z,V"R(X,Y; Zy;...; Z.)(W)) =0, (3.3)

pro kazdé X, Y, Z, W, Zy,..., Z, € X(M), 1 < r < oco. Aby metrika existovala, musi mit
soustava (3.2), (3.3) netrividlni feseni, tj. musi mit alespon 1-dimenzionélni prostor fesent
(nad okruhem F (M) hladkych funkci); vyse zminéné linearni podminky musi platit pro
néjaké celé cislo r.

Obecneé plati 0 < hodnost (g;;) < n. Muze se stét, ze maximum ¢ hodnosti ze viech
moznych feseni soustavy (3.2)-(3.3) je mensi nez n; pokud se to stane, pak (M,V) je
nemetrizovatelna (dokonce by mohl nastat pfipad ¢ = 0). Existuji nemetrizovatelné n-
dimenzionalni variety s linedrni konexi pro n > 2. Ve skutecnosti existuje vice nemetri-
zovatelnych (M, V) nez metrizovatelnych. Problém existence kompatibilnich metrik byl
zkouméan ruznymi autory, napi. [23], [28] (n = 2), [29], [30] (n = 4), [48, str. 75]
(n = 2) atd., a byly pouzity ruzné metody. Pro 2-variety byl problém metrizace vytesen
napi. v [10], [73], [76].

Pokud je tenzor kiivosti nulovy, pak je konexe urcité metrizovatelna.

Plochd konexe je vzdy (globdlné) metrizovatelnd s sn(n + 1) - parametrickym pro-
storem feSeni; dokonce muze byt vybrana signatura. Tedy vénujme pozornost situaci,
kdy tenzor kfivosti (nebo ekvivalentné, tenzor Ricci) je nenulovy v bodé xy € M a diky
spojitosti také v okoli bodu zy.

Ziejméa podminka existence nedegenerovanych kompatibilnich metrik je, Ze soustava
pro kovariantni derivace az do r-tého stupné by méla mit alespon 1-dimenzionalni prostor
feseni. V kapitole 5 ukazeme, ze nékdy staci vzit r = 1.

Dalsi nutna podminka metrizovatelnosti plyne z néasledujiciho:

Lemma 3.1 Ricciho tenzor Levi-Civitovy konexe (pseudo-) Riemannovy variety (M, g)

je vidy symetricky, [16, str. 331].
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Obecné nese Ricciho tenzor metriky nebo konexe méné informaci nez jeji tenzor
ktivosti. Jak uvidime, vyjimkou je dimenze 2, kde tenzor kfivosti muzeme z Ricciho ten-
zoru plné rekonstruovat.

Na (M, g) je Ricciho tenzor typu (1, 1) zaveden zvysenim indexu pomoci metriky, tedy
v komponentach je R; = ¢'Rs;, a skaldrn{ kiivost ¢ pak jako jeho stopa, tedy vychdzi
o ="Tr Ric = RS = g"R,;.

Vsechny dvoudimenzionalni pseudo-Riemannovy variety jsou Einsteinovy prostory,

viz. [49, str. 263, [67, str. 101].
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4 PRIMA METODA

4 Prima metoda

Soustavu Vg = 0 lze v jednoduchych ptipadech tesit také piimo, coz ukazeme na

nékolika prikladech.

Piiklad 4.1 [19]

Na varieté R?*(2', 22) je ddna symetricka linedrni konexe V s témito jedinymi nenulovymi
slozkami:
Nyni chceme zjistit, jestli je tato konexe metrizovatelnd, tedy zda existuje symetrické

tenzorové pole g typu (0,2) takové, ze plati
Vg =0, Okgij = gl + gjnllk-

Systém diferencidlnich rovnic pro (hladké) funkee g;;(z!, 2%), které jsou komponentami

symetrické regularni funkcionalni matice G = (g;;), budeme fesit piimo:

31911 = (fUl - Iz)gn, 82911 =0,
g2 =0, Qg1 = (x' — 2%) g1,
01922 =0, Oagor = (331 - 5U2)922-

Z prvni rovnice prvntho fddku vidime, Ze g1 (2!, 2%) zavisi na obou proménnych. Druh
rovnice viak ukazuje, Ze gi1(z') nezévisi na z2. Z prvnich dvou rovnic tedy vyplyva, 7Ze
g11 = 0. Tato tvaha je obdobné u dalsich rovnic, a proto také g0 = go1 = 0 a g9 = 0.

Tim jsme zjistili, Ze jediné mozné feSeni soustavy je trivialni,

0 0

G = ,
0 0

gi; = 0 pro vSechny indexy 7, j. Tedy konexe neni metrizovatelna.

Piiklad 4.2 NaR?(z!, 2?) uvazujeme symetrickou linearni konexi V, jejiz jediné nenulové
Christoffely jsou:
F%Q = Fgl =1,

0

tedy pfi oznaceni e¢; = 77,

1 = 1,2 je ddna vztahy:

Velel = ve2€2 = 0, Veleg = V62€1 = €9. (41)
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Poznamenejme, ze podobné muzeme vztahem (4.1) definovat konexi v adaptované
mapé na cylindru R x S nebo na toru 7? = S! x S!. Ptejme se, zda konexe vznika
z néjaké metriky.

Soustava odpovidajici podmince Vg = 0 ma v tomto ptipadé tvar:

0ign =0, dhg11 = 2¢12,
01912 = Gi2, hg12 = g2,
01922 = 2092, Oagea = 0.

7 poslednich dvou rovnic je vidét, ze funkce goy = ¢(22)e?*", kde ¢(z?) je funkce zavislé
na 22, ale goo na 22 zéviset nemize. Tedy ¢ € R je konstanta a g = ce2® .
7 rovnice 01g12 = g12 dostaneme, Ze g0 = b(xQ)ezl. Do rovnice J5g12 = goo dosadime
za nam jiz zndmé gso a gio.
% (b(fﬁg) -el’1> = ce®
ab

Oznacime si =% = b’(x?). Musi tedy platit

b'(2?) - " = ce? .

x

’ Ve . 13 . 4 J— 1 e ’
Vynasobime-li celou rovnici vyrazem e~* | pak ziskdame

b’ (2?) = ce”,

kde pravd strana rovnice je funkef pouze x! a leva funkci pouze z2. To vSak miZe nastat
jediné v pifpade, ze b’ (2?) = 0 a ¢ = 0. Z toho vyplyva, Ze b(z?) je konstantni funkce
b € R. Navic pro ¢ = 0 dostaneme, ze goo = 0.

Nyni dosadime do rovnice dyg11 = 2912 za g1 = b-€”', tedy pravé strana zavisi na z'.
Toto porovname s prvni puvodni rovnici 9;g1; = 0. Z té plyne, Ze gi1(z?) z4visi na z2. To
nam vsak ukazuje, ze b = 0 a tim padem také g5 = 0.

Pokud ted porovname prvni dvé rovnice d1g;; = 0 a dag11 = 0 (po dosazeni), pak g1
nemuze zaviset ani na x! ani na 22, tedy mus{ byt konstantou ¢g;; = a € R.

NapiSeme-li vSe do matice

a 0
G: (glj) = )
0 0

kde g1 = a € R, vidime, ze konexe vznika ze ,skalarniho sou¢inu”, ktery je singularni

a degenerovany. My vsak toto neuvazujeme. Tedy konexe neni metrizovatelna.
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Pi#iklad 4.3 Na R*(z!,2?) je déna symetrickd linearni konexe V, kterd je déna témito

nenulovymi Christoffelovymi symboly:
F%l = F§2 =1 1?2 = Fgl = 2.
Soustava PDR odpovidajici Vg = 0 vypada takto:

51911 = J11, a2911 = 2012,
O1gi2 =0, O2g12 = g1 + 2922,
ga2 = 2G99, ga2 = Gi2.

7Z rovnice 91 g1 = 0 vyplyvé, Ze funkce ¢i2 nezavisi na proménné z'. Z tohoto a z rovnice
02G20 = 12 ziskdme, 7e také funkce gop nezévisi na xt. Zaroven z 9;gas = 2g0s zjistime, 7ze
g2 = c(x?) - e¥" . 7 predchoziho vsak vidime, ze na funkci 2" zdviset gyy nemuze, tedy
cely koeficient se musi rovnat 0 a tim padem je funkce goo = 0. To ovSem znamenad, ze
02922 = 0 a proto g1z = go1 = 0.

Po dosazeni do rovnice 02912 = g11 + 2¢22 za g1 a goo VypocCteme, ze funkce g1 = 0.

Tedy soustava mé pouze trividlni feseni
G =

Proto neni tato konexe metrizovatelna.

Piiklad 4.4 Symetricka linearni konexe V na R*(z', 22) m4 tyto Christoffelovy symboly:
k
Soustava diferencidlnich rovnic pro funkee g;;(z', 2?) m4 tvar:

01911 = 2911, 0911 =0,
01912 = Gi2, hg12 = g2,
51922 =0, 82922 = 2¢29.

’ . ’ ’ ’ . . - 1
Z prvnich dvou rovnic ziskdme g;. Prvni rovnice ukazuje, ze g1, = a(z?) - €** | kde
a(z?) je funkce z4visld na proménné x?. Z druhé rovnice vsak vidime, ze gi; zavisi pouze

na proménné z'. Tedy a € R musi byt funkce konstantni a g;; = a - e’
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Obdobnym zpisobem ze dvou poslednich rovnic vypoéitdme goy = b- €2*°, kde b € R
je konstanta.

2l

Ttet{ rovnice 0,12 = g1o Uddvd, Ze gio = ¢ (2?) - € a étvrta rovnice dagia = gio pak

2 . . : . . 2
g12 = c2(zt) - e” . Kdyz tyto dvé rovnice porovname, zjistime, ze ¢ (%) = c-e* a cp(z?) =
x2 xl4a?

1 , . , . , , 1
c-e* . Tedy po dosazeni do jedné z rovnic pro gis ziskame g1o =c-e* -e* =c-e

Matice G = (g;;) mé po dosazeni tvar:

1 1.2
a_e2w C_ea:—l—x

G = )

c- eml+x2 b- 621‘2
kde a,b,c € R jsou konstanty. Konexe je tedy metrizovatelna.

Pti primém vypoctu soustavy parcidlnich diferencidlnich rovnic vSak neni zfejmé,
v ¢em je obstrukce metrizovatelnosti. Pfi pouziti tenzorovych metod, kterymi se zabyvame

v dalsich ¢astech textu, 1épe vidime, co vlastné metrizovatelnosti konexe brani.
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5 METODA EISENHARTA A VEBLENA

5 Metoda Eisenharta a Veblena

Ve dvacatych letech 20. stoleti, L. P. Eisenhart a O. Veblen zacali studovat geometrie,
které vzniknou na C* n-varieté, kdyz je dan systém geodetickych drah (,paths”); motivace

pochazi z gravitacni teorie, trajektorie volného padu jsou takovou soustavu ktivek.

kteti preferuji ,,zobecnéni Levi-Civitova zpusobu infinitezimalntho posunu pied prirozenou
myslenkou drah”.

Klasicky ptistup ma analyticky charakter: diskutuji se vSechna mozné feSeni systému
diferencidlnich rovnic pro nezndmé g;;, ktery odpovidd podmince Vg = 0. Podminka m4

v lokdlnich souradnicich tvar

ik = gizlg - gsjrfk - gzsrjk = 0, (51)
tedy
09i; s R
Orgij = 3:52 = 9silik + GisLjp- (5.2)

Hleddme nedegenerované metriky, proto predpokladdme det(g;;) # 0. Aplikovéni kovari-
antnich derivaci vyssiho fadu a tenzorovych metod dava podminky integrability (podminky
nutné pro fesitelnost vzniklych parcidlnich diferencidlnich rovnic) v nésledujici formeé

nckoneéného systému linedrnich rovnic pro sn(n + 1) funkef g;;:

9sj Bire + gis B0 = 0, (5.3)
gSJRka;ml;...;mr + giSRj‘k:E;ml;...;mr =0 1< Ty (54)

kde Rﬁljk jsou komponenty tenzoru kfivosti, viz kapitola 3. Dale jiz muzeme pouzivat
algebraické postupy.

Ztejma nutnad podminka existence nedegenerovanych kompatibilnich metrik je, Ze sous-
tava pro kovariantni derivace az do r-tého radu by méla mit alespon 1-dimenzionalni pros-
tor feseni. Nasledujici véta dava navod, jak postupovat v ptiznivych pripadech, kde staci

uvazovat pouze r = 1.

Véta 5.1 [19, str. 23] Necht je ddna afinni varieta (M,V) s lokdlnimi souradnicemi

(z'), kde V je symetrickd konexe. Pokud soustava (5.3) pripousti netrividini resent (g;;)
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a vsechny funkce prostoru reseni vyhovuji také soustave
9si Bikem + 9is B = 0, (5.5)

(tj. plati (5.4) pror = 1), pak (g;5) lokdiné definuji kovariantné konstantni tenzorové pole

g typu (0,2).

Dikaz. Pripomenme si hlavni tvrzeni pouzita v dukazu, ktera poskytuji metodu, jak najit
kompatibilni metriku v konkrétnich piikladech. Pfipustme, Ze soustava je Tesitelna
a 7e kazdé feseni (5.3) vyhovuje (5.4). Necht (GW,... GP) je baze prostoru fesen.

Libovolné feseni g muze byt psano ve formé

p
9= VG, (5.6)
a=1
kde ©® jsou funkce na M. Diky (5.5) plati st mRme + stm e = 0, =1,....p

Proto kovariantni derivace G, také vyhovuji (5.3), a tedy mohou byt vyjadieny pomoci

sjym

generdtoru (koeficienty jsme schopni spocitat jako feseni soustavy diferencidlnich rovnic)

p
GE?L = Zuéaﬁ)Ggf), a=1,...,p. (5.7)
B=1

Protoze druhé kovariantni derivace vyhovuji tzv. Ricciho indentité
Glj ke Gz] Wk — G Rzkf + G ]kﬁ’

a prava strana se anuluje pro G'?). dostaneme GU Jop GZJ o = 0, a ddle (po vypoctech)

7,]7

o™ Zp ) _ e, 09)
04'7 Y ary 7

Jestlize g z formule (5.6) ma vyhovovat podmince Vg = 0, pak ¢ musi vyhovovat rovnicim

aﬁ) _ _
axk +Z =0, a=1,....p, k=1,...n, (5.9)
ale podle (5.8), soustava je tiplné integrovatelna, proto existuji funkce M, ... @)
které pomoci (5.6) urcuji kompatibilni (pseudo-)Riemannovu metriku.

Dukaz véty vlastné ddava i navod, jak postupovat pii feseni konkrétnich prikladu.

Jako dusledek vyse zminénych tdvah dostavame:
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5 METODA EISENHARTA A VEBLENA

Véta 5.2 Necht (M, V) je varicta se symetrickou konexi a tenzorem kfivosti R (R} ;).
Jestlize existuje nedegenerované reseni soustavy (5.3) a kazdé reSeni systému (5.3) vy-

hovuge také rovnici (5.5), potom V je lokdlné metrizovatelnd.

Piiklad 5.3 [79] Na varieté (R?,id) s globdlnimi soufadnicemi (z,y) je déna symetrickd
linedrni konexe V, jejimiz jedinymi nenulovymi komponentami jsou

Il = xQLH 2, = # (5.10)

Tenzor kiivosti je vSude nulovy, R = 0, konexe je plocha, a tedy je jisté metrizovatelnd,

a soustava podminek integrability, tedy rovnic k feseni, je prazdna. Nicméné na procvicent,

abychom demonstrovali predchozi metodu, najdeme vSechny piislusné metriky touto ces-

tou. Prostor feseni muze byt napf. generovan nezavislymi globalné analytickymi symet-

rickymi tenzorovymi poli typu (0,2) GV = dz®@dr, G? = dy@dy, G®) = dr@dy+dy@da.

Jejich kovariantni derivace, které musi vyhovovat soustavé (5.3), mohou byt vyjadieny

jako kombinace generatoru, s koeficienty, které jsou nejvyse funkcemi v z. Dostaneme

o _ 22 @ 1 _ A2 _
Gija=—— n 1Gz‘j o Gl = G = 0,
@ _ 2y @ 3 _ T (3) 3) _ PE)
LT T Gija = _xz—HGz‘j o M2 T T 1Gz’j :
Proto
L 2x @ _ 2y @) _ T 3 Z Yy
1 :L_z_'_l? 2 y2+17 1 x2+17 2 y2+1

jsou nenulové koeficienty a vsechny kompatibilni metriky jsou ve tvaru g = oMGM +

PGP + LB GG kde funkce ¢ Tesf systém

Bo) _ 2 ) 26 _ 860 _ o
Oz 241 ’ Ox ’ or 241 )
M _ @ 2y @) 9By (3).
dy =0, oy it oy P2t

ziskame M) = 2(2% 4+ 1), @ = 2(y2 +1), o = 2¢/22 + 1,/y% + 1. Vsechny kompatibiln{
metriky g jsou popsany v feci tenzorovych soucint takto: g = 2by(2? + 1)dz @ dx +

biVa? + 1/y? + ldz@dy+b,vV/22 + 11/y? + 1ldy @da +2b3(y* + 1)dy @ dy, tj. v klasickém

zapisu vSechny ptipustné Riemannovy metriky jsou

ds® = 2by (2% 4 1)dz® + 20,V 22 + 1/ y? + ldxdy + 2bs(y* + 1)dy>.
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Poznamka 5.4 Specialné, za predpokladu, ze feseni je pravée , jednodimenzionalni”
nad F(M) (tj. uréeno jednoznacné az na nasobek funkei v lokalnich souradnicich), jinak

feceno, jestlize vSechna feseni jsou ve tvaru
g=o('. .., 2" -G, (5.11)

kde G je pevné (urcité) netrividlni feseni, pak ukdzeme, jak lze postup feseni vyrazné
zjednodusit. Misto (5.7) mdme nyn{ podminky G, = pxGi; pro vhodné funkee puy(z'),
k=1,...,n. To znamend, ze G musi byt rekurentni, tj. musi existovat urcita 1-forma pu
s komponentami p, takova, ze p®G = VG. Misto (5.8) pak mame podminku integrability

ve tvaru (k, 0 =1,...,n)

Ou Oy
— — = — = 0. 5.12
orl Dk + [ty = fefk (5.12)

Soustava se redukuje na tvar

Oy
%qwopk:o, kE=1,...,n. (5.13)

Jestlize podminka plat{, pak existuji funkce f(z!,...,2") takové, zeprok = 1,...,n
je ;TJ; = py. Tedy p je exaktni (tj. gradientni), u = df, a (5.13)) ddva

of _

ago 1 n
% + QD(I' yeeey L )

Potom (5.14) je uplné integrabilni a vSechna feseni jsou pravé tvaru
p=¢e", kde df = pu. (5.15)

Dile, kazd4 forma g = e~/ - G je kovariantné konstantni, tedy Vg = 0 plati.

Nésledujici tii priklady uvadéji vzdy metrizovatelné konexe, protoze forma g spliuje

podminku Vg = 0 a je téz regularni.

Pi#iklad 5.5 Na varieté (R?,id) s (globdlnimi) soufadnicemi (z,y), je ddna symetricka

linearni konexe V, jejimiz jedinymi nenulovymi komponentami jsou

1 -y 2
L, =-, r? =——— rz,=—2= . 5.16
2= 11 (1 N 4(%2) 2= 7 %2 ( )
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5 METODA EISENHARTA A VEBLENA

Tenzor kiivosti ma tyto nenulové slozky:

4 4
a2 a2
R%lZ PR R%m = (5‘17)
I+ (1 + @)
a2

Resenim rovnice (5.3), kde k = 1, I = 2 je bilinedrn{ forma s matici

y> 0
G= . |- (5.18)
0 1+%
Podminka (5.5) je také splnéna. Plati VG = 0 a feSenim rovnice Gy, = ppGij ziskdme
funkce p; = ps = 0. Proto vyse uvedena funkce ¢ je konstantni a mnozinu vsech kompa-

tibilnich bilinedrnich forem g lze zapsat ve tvaru {c¢G; ¢ € R}.

Priklad 5.6 Mé&jme dénu konexi s témito (jedinymi) nenulovymi komponentami:

2
1 a~y 2
12 = —a2y2 2 I'y = —v,

kde a, b jsou realné konstanty. Jeji tenzor kiivosti ma tyto nenulové slozky:

272 2
a“b b
Ryp = — 5> Ry =———.
(a2y? + b2)2 a2y? + b2
Vyse popsanym podminkam vyhovuje bilinearni forma s matici
2,2 | 12
ay*+b= 0
a=|"" , (5.19)
0 a’

pro kterou plati VG = 0. Funkce pq, po jsou rovny nule, a tedy ¢ = konst. Proto

dostdvame, ze kazdé feseni je tvaru g = ¢G, kde ¢ je redlnd (jinak libovolnd) konstanta.

Piiklad 5.7 Necht je na varieté (R?,id) zvolena linearni konexe V s nenulovymi slozkami

o (a4 bcosz)sinx o  —bsinz
2 b ’ 27 4+ beosa’
kde a, b jsou realné konstanty. Tenzor kiivosti ma nenulové slozky
1 bcosx
R, = -(a+bcosz)cosz, R, =——"
212 = (a+ ) 121 = T cos e

a jeho vsechny kovariantni derivace jsou nulové. Uvedenym podminkam vyhovuje bi-
linearni forma s matici

b? 0

0 (a+bcosz)’

G = : (5.20)

s vlastnosti VG = 0. Dale plati, ze u1 = po = 0, tedy ¢ = konst. a feSenim je tedy kazda

metrika g = cG, kde ¢ je konstanta.
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Uvedena metoda dava navod k feseni, ale neddva piimou odpovéd v feci vstupnich dat.
Proto néktetri autori zkouseli, alespon v malych dimenzich, vyjadrit nutné a postacujici
podminky metrizovatelnosti na zakladé komponent dané konexe a jejich parcialnich deri-

vaci.
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6 TENZOROVE METODY V DIMENZI DVA

6 Tenzorové metody v dimenzi dva

Detailnimi analyzami podminek integrability soustavy (5.3), (5.4) najdeme, ze pro
nikde ploché variety druhého fadu s linearni konexi mohou byt nutné a postacujici po-
dminky pro existenci kompatibilni metriky formulovany na zédkladé komponent Ricciho
tenzoru.

Poznamenejme, ze v podstaté stejny klasicky ptistup pouzili Kuo-Shung Cheng a Wei-
Tou Ni v [10], bez jakychkoliv odkazi na vysledky Veblena a Eisenharta. Dale poznamene-
jme, ze v [10] jsou sice dany nutné a postacujici podminky, ale bez jakéhokoliv vysvétleni
jejich geometrickych interpretaci ve vztahu k vlastnostem dané konexe nebo zakladni va-
riety. Nékteré odpovédi, které pracuji s ruznymi tenzory souvisejicimi s tenzorem kiivosti,
lze nalézt také v [48].

Komponenty kovariantni derivace Vg maji v lokalnich soufadnicich tvar uvedeny
v (5.1). Tedy rovnice Vg = 0 mé tvar (5.2). Jestlize n = 2, soustava (5.2) se skladd

z Sesti parcidlnich diferencialnich rovnic o tfech neznamych gy1, g12, goo

g = 2 (thn + T 012), O1gen = 2 (Fbgm + F%2922) ;
Dgin = 2Tl +Thag12), 02g22 = 2(T3012 + 135922),

d1g12 = Tiogn + (T +135) g1z + 1922, (6.1)
o912 = T3og11 + (Tly + 1'35) g12 + 590

Parcialni derivovani (6.1) a dosazeni za parcidlni derivace Org;; z (5.1) dava

82gsk . 0Ff
orroxi 7

or¢
k Y4 s {1t t 7l Y4
o+ thrik) + Gre ( ozi thrrs) + 9o (U5 + T T5) -

Nahradime-li komponenty tenzoru kfivosti a vezmeme-li v tivahu zaménitelnost druhych
parcialnich derivaci, dostaneme jako nutnou podminku, zZe g;; musi vyhovovat homogenni
soustave linearnich algebraickych rovnic (5.3). V dimenzi dva ma Ricciho tenzor Ry; =

>R} komponenty

— 2 p2 _ 1 _ pl
Rll - _R121 - R112’ R12 - _R112 - R1217

— 2 _ p2 _ 1 _ pl
R21 - _R221 - R212? R22 - _R212 - R221

a je umeérny metrickému tenzoru,

Ric=K - g. (6.2)
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Pouzitim Ricciho tenzoru dostaneme homogenni systém tii linedrnich algebraickych

rovnic o tfech nezndmych g11, 912, g22,

Ri2g11 — Ri1giz =0,
Roog11 + (Ria — Ro1)g12 — Ri1ge2 =0, (6.3)
Ry2g12 — Ro1922 = 0.

Soustava (6.3) ma netrivialni feSeni prave tehdy, kdyz jeji matice ma nulovy determinant

na M, tj. tehdy a jen tehdy, kdyz je splnéno nasledujici:

Rz —Ry 0
0=1 Ry Rip—Ry —Ru|= (R12 - R21) ’ det(Rij)' (6-4)
0 Ray — Ry

Jestlize R = 0, pak i R;; = 0 a (6.4) plati identicky, nedostaneme zZddnou novou
podminku pro slozky metriky g;;; (6.3) ma pak tifparametricky systém reSeni.

Lemma 6.1 Tenzor krivosti dvoudimenziondlni pseudo-Riemannovy variety
(M3, g) spliuje
hik = K (0495 — ;9mk) (6.5)

a Ricciho tenzor je imérny metrickému tenzoru,

1
Rz’c:K‘gziyg. (6.6)

Duikaz. Muzeme pouzit bud fakt, ze M, je trividlné izotropni [5, str. 374] a plati (2.13),
nebo vyjit piimo z vypoctu: R';n-j = Zij&é = fn-jgskgkt = Rung™ = K(gnjgn —
9ne9i;)9* = K (0fgn; — 0,,9i;). Z toho ihned pro Ricciho tenzor plyne, ze Ry; = %R}, =

K - %i(8ign; — 0 gij) = K - gnj, proto Ric = Kg a o = Ry;9" = 2K.

Jestlize R(z) # 0 v jednom bodé x € M (,,x je regularni bod R”), pak ze spojitosti plati
R # 0 na néjakém otevieném okoli U C M, bodu x. Tedy mnozina bodu s nenulovou
kiivosti tvori otevienou podmnozinu v M. V nésledujicim tedy budeme zkoumat tuto
nikde plochou c¢ast.

Predpokladejme, ze R # 0 na M (varieta je nikde plochd), pak také Ricciho tenzor je

vSude nenulovy.
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6 TENZOROVE METODY V DIMENZI DVA

Regularita Ricciho tenzoru je podle (6.2) dalsi nutnou podminkou metrizovatelnosti
nikde ploché 2-variety [76].
Dalsi nutnou podminkou vyplyvajici z tmérnosti (6.2) metrického a Ricciho tenzoru

je symetri¢nost Ric (R12 = Ra1). Dosazenim této podminky nabyva soustava (6.3) tvaru

Ry —Rn 0 g11 0
Rys 0 —Ry g2 | =11 0 |- (6.7)
0 Ry —Ryo 922 0

Jestlize x € M, je takovy pevny bod, ze R(x) # 0, det(R;;(x)) # 0, pak mohou nastat
nasledujici pripady:

(a) Ri1(z) =0 (nebo Ras(z) = 0, nebo oba dva jsou rovny nule), ale Ry2(x) # 0,

(b) Ria(x) =0, ale Ryy(z) - Rao(x) # 0,

(c) Rij(x)#0proi,je{1,2}.
Ve vSech ttech podpiipadech existuje nenulovy subdeterminant druhého stupné, proto
koeficient matice je stupné dva. Tedy podle predpokladu R # 0, Ric symetricky, matice
koeficientu mé stupen dva a obecné feseni (6.7) je jednodimenziondlni (nad F(My)),

gij(x) = k(z) - Rij(x), k(xz) : M — R — {0}, nebo kratce
g1t g1zt g2 = Rin : Rag @ Rao. (6.8)

Toto teseni vyhovuje soustavé diferencidlnich rovnic (6.1). Zvolime-li pocate¢ni podminky

zr, € M, K(x,) # 0 a polozime k(z) = ﬁ, pak jediné feseni je g;; = mRiJ (vybeér

konstanty mé geometricky vyznam ,konstantni zmény métitka”). V piipadé (c), a pouze

v tomto pripadé, muzeme postupovat jako v [10]. Muzeme spocitat pomeéry
— -7 Ly 4T Lis

9ij Ox* " Ri; 7" Ri;

a z (6.1) odvodime (nutnou a postacujici) podminku integrability pro prvni ¢tyti z téchto

8kgij Oln |gij’

(6.9)

rovnic (atosi=j=1ai=j=2),

82(F?11 + R_ﬁr%l) - 81(F}2 + @F%) =0,

g gll (6.10)
81(1—‘%2 + R_EF%Q) - aQ(IgQ + R—;il’%) = 0.

Kromeé symetrie Ricciho tenzoru (Ris = Ra1) se v [10] vypocitaji dalsi nutné podminky,

v origindle formulované v komponentdch tenzoru kiivosti, které muzeme prepsat jako
RiaRy1;1 = RiiRiza,  RiaRig = RiiRiagp,
RiaRoz1 = RoaRig1,  RiaRass = RaaRiap.

(6.11)
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Tato mnozina podminek muze byt zapsana ve tvaru

01 = R11;1 Ry = 312;1 t Ryg = 322;1 : R,
= R 2 - Ry = R122 Ry = R22 2 1 Rao.

(6.12)

6.12) je zfejmé ekvivalentni s rekurentnosti: VRic = o® Ric, o = o;dx’, i = 1,2, [73], [76].
Jestlize jsou splnény podminky integrability Ri; = Ro; a (6.11), tedy jestlize Ricciho ten-
zor je nedegenerovany, symetricky a rekurentni, (6.11) plati, pak ptuvodni systém (6.10)
mé feSeni, a libovolné feseni systému (6.1) muze byt ddano v nésledujici (spise kompliko-
vané) forme, [10]:

o = exp(2f( (T + RATh)d (6.13)
(F%2 + R12F2 )dl’ + 01)7

g12 = exp(2 f F}l + T3, + BUT], — 221 )da! (6.14)
+(Ty + F%z + RHFl R22 F%z)d%’ + ¢2),

(z1,22)

922 = exp(2[ gy (T + 72T1a)do’ (6.15)
+(T%, + R12F1 5)dz? + ¢3),
kde konstanty ¢, co, c3 musi byt vybrany tak, aby spliovaly (6.3); vybér ¢, je libovolny
a odpovida mu konstantni zména méritka kompatibilni metriky, ¢; a c3 zavisi na cs.
Poznamenejme, ze dostatecnost systému ziskanych podminek Ris = Ry, (6.11) je
v [10] pouze uveden, bez jakéhokoliv detailnitho dukazu, a moznosti (a), (b) nejsou vibec
diskutovany.
Céstecnd odpoved,, tykajici se nikde ploché 2-variety s linedrni konex{, muze byt for-

mulovana nésledovné:

Veéta 6.2 Lokdlni nutné a postacujici podminky pro metrizovatelnost nikde ploché symet-
rické konexe V na My jsou: Ricciho tenzor Ric(R;;) konexe V musi byt

nedegenerovany (det R;; # 0),

symetricky (Ri; = Rji),

rekurentni, V Ric = w ® Ric pro jistou 1-formu w.
Jestlize w je exaktni, tj. w = df pro jistou funkci f, pak kompatibilni metriky existuji
globdlné, jeden z reprezentantii je g = e~/ Ric, ostatni se lisi aZ na ndsobek skaldrem,
a v tomto smyslu je g ,jednoznacny”). Jestlize My je jednoduse souvisld, kompatibilni g

existuje globdlne.
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V pripadé ,regularni” kfivosti R jsou dulezité také vysledky z [39].

Piiklad 6.3 NaR?*(z!, 2?) uvazujeme symetrickou linearni konexi V, jejiz jediné nenulové
Christoffely jsou:

Tuto tlohu jsme jiz fesili v kapitole , Piima metoda” (viz Piiklad 4.2). Nynfi ji budeme
fesit jinym postupem s vyuzitim tenzoru Ricci.
Pro konexi uré¢fme slozky tenzoru kiivosti Rj;,; a Ricciho tenzoru. Vyuzijeme vztaht

(2.5) a (7.2) z dalsi kapitoly. Slozky Ricciho tenzoru jsou:

Tedy Ricciho tenzor je sice symetricky, ale je degenerovany. Ric ma toto maticové
vyjadieni:
10
00

Proto tato konexe neodpovida zadné (pseudo-)Riemannové metrice.

Piiklad 6.4 [19] str. 122] Na R? se soufadnicemi x = (2!, 2?) je ddna linedrni konexe
V s témito nenulovymi komponentami I'f; = '3, = 2! — 22
Nyni pouzijeme argumentaci, kterd uziva tenzor Ricci (nebo kiivosti). Komponenty

tenzoru Ricci vypocitdme pomoci komponent konexe. Vysledkem jsou tyto hodnoty:

Zapiseme-li slozky Ricciho tenzoru do matice

0 -1
Ric = (Rl]) = s
1 0

vidime, ze Ricci tenzor neni symetricky a linedrni konexe tedy neni metrizovatelna (ani
lokélneé).

Mohli bychom také uzit kritérium z Lemmatu(2.25 (iii). Pfi vypoctu zjistime, ze ¢, =
Py = at — 22, O11hy = 1, zatimco Oytf; = —1 a dojdeme tedy ke stejnému vysledku jako

vyse.
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Piiklad 6.5 Na R? je zadédna linearni konexe bez torze komponentami
Fil = 1—%2 =1, Fi2 = F%l =0, F%l = FgQ =0, F%Q = F%l =2

Pokud vypoc¢teme komponenty Ricciho tenzoru a zapiseme je do matice
(Rij) = :

zjistime, ze je symetricky.
Konexe vsak presto neni metrizovatelna, protoze Ricciho tenzor neni rekurentni. Zjistime

to pomoci soustavy linearnich rovnic pro funkce oy (z), ag(x) takové, ze Ry, = o R;j:

4= R11;1 = a1 Ry = 20y, 0= Rn;2 = agRy1 = —200,

4= 322;1 = a1 Ryy = —avy, 4= R22;2 = agRyy = —ap atd.

Resenim této soustavy zjistime, zZe je rozporna.

Piiklad 6.6 [11] Na M, = R? je ddna symetrickd linedrni konexe s Christoffelovymi
symboly
I}, =T =1 jinak I}, =0.

Pokud uréime komponenty tenzoru kiivosti R, zjistime, Ze je nulovy (ekviv. Ric = 0).

Z toho vyplyva, ze konexe V je plochd, a proto (lokalné) metrizovatelna.
Priklad 6.7 Konexe je zadana témito nenulovymi komponentami
1 1 1 2 x
Iy =19 =35, I = —5e".
2
Po vypoctu ziskame tento Ricciho tenzor:
: L g2, 1, 1 2
Ric = 1€ dr” ® dz +de ® dz*.

Dalsimi vypocty zjistime, Ze je kovariantné konstantni (V Ric = 0). Proto je rekurentn{
s nulovou (exaktni) 1-formou w = 0 = d (konst.) na R*.

Vidime, ze je také symetricky a regularni a tedy konexe je metrizovatelna.

Na zavér této kapitoly uvedme na dokresleni situace dva piiklady neplochych met-

rickych konexi na 2-varieté, z nichz kazdéd ma praveé jeden izolovany bod.
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6 TENZOROVE METODY V DIMENZI DVA

Priklad 6.8 Prvni z nich je Levi-Civitova konexe na rota¢ni plose, ktera vznikne rotaci
krivky
e pro x # 0,

0 prox =10

kolem osy o = z. K¥ivku parametrizujeme funkci

(u,O,e_u%) ,u #£ 0,
c(u) =
0,0,0)  ,u=0.

Potom parametrické vyjadreni této rotacni plochy je:

p(u,v) = (u-cosv,u-sinv, e*u%), (u,v) € (R—{0},R),
p(0,v) = (0,0,0), (u,v) € (0,R).

Nyni proto, aby byla konexe neplochd musime nalézt takové (u,v), pro které plati,
ze R(u,v) # 0. Tedy pomoci prvni a druhé zakladni formy plochy nejprve vypocitame
Gaussovu kfivost, kterou polozime rovnu nule. Vysledkem muze byt plochy nebo para-
bolicky bod. Pro ovéreni plochého bodu dosadime vysledné hodnoty do tenzoru kiivosti.
Pokud je tenzor ktivosti v podezielém bodé roven nule, pak vime, ze tento bod je skuteéné
plochy.

Prvni zdkladni forma zadané plochy mé tyto komponenty:

—2
L+ 25 u#0, u?, u#0,
g11 = g12 =0, g =

0, u=0, 0, u=

Konexe ma nenulové Christoffelovy symboly pro u # 0:

4e=2/%" (242 —3) 7
Fl — T +due—2/v2 u 7& O’ Fl = ub+d4e—2/u?’ u 7& O’
1 = 22 =
0, u =0, 0, u =0,
2 2 %7 u % 07
F12 = F21 =
0, u=0,

a slozky Ricciho tenzoru
4e=2/v% (2 /42 _3)
Ry = T uStduse—2/u? u 7& 0’
n=
0, u =0,

R12 = R21 = O,
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6 12 4,-2/u? 6 4e=2/v2 7 (2 /02 —3
Tu _ bu“+416u’e u e u’(2/u ) U#O,

Roy = ub e/ (uS+de=2/v?)F ubtde=2/v? w(ub44e—2/u2)°
0, u=0.
Poznamenejme, Ze plocha ma slozky druhé zakladni formy tyto:
2 71/u2 2 2_3 71/u2
‘; (Z/UQ_;’ u # 0, 2%2—26’ u# 0,
bll = u>\/ de~ /u” b12 — O, b22 _ \ de—2/u” 1y
07 u = 0, O7 u=0.

a Gaussovu krivost

K(u,v) =

Pro hodnoty parametru u = i\/g vyjde Gaussova kiivost také nulova, odpovidajici

body vsak jsou parabolické (viz obrazek 6.1).

Obrézek 6.1: Plocha z prikladu[6.8.

Priklad 6.9 Druhym piikladem je plocha, kterd vznikne rotaci kiivky c(u) = (u,0,u?).
Jeji parametrické vyjadreni je
p(u,v) = (ucosv,usinv,u*), (u,v) € R.
Zjistime, ze Gaussova kiivost je

K = 48u*.
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6 TENZOROVE METODY V DIMENZI DVA

Polozime-li ji rovnu nule, pak potencialni plochy bod muzeme ziskat jediné pro u = 0.

Ricciho tenzor vypada v maticovém vyjadieni takto:

—48u56 0
1416w
(Ry)=1| 486
0 _—48uS
(1+16ub)?
Po dosazeni za u = 0 je Ric(0,v) = 0, a proto je bod s parametrem u = 0 plochy.

Protoze zadny jiny bod plochy byt nemuze, je dana konexe neplochd s jedinym izolovanym
plochym bodem v poéatku (0,0, 0), ktery odpovida parametrim u = 0,v € R (viz obrézek
.

Obrazek 6.2: Plocha z piikladu [6.9.
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7 Metrizovatelnost dvoudimenzionalnich variet

Nyni se budeme zabyvat linedrnimi (= afinnimi) konexemi na dvoudimenzionalnich

varietdch, [82].

Zavedeme-li systém (z!, 2?) lokélnich soufadnic v oblasti U C M, variety, je konexe V

na U jednoznaé¢né urc¢ena svymi komponentami (Christoffelovymi symboly), které v tomto

pripadé pro zjednoduseni oznacime takto:
A=T}, B=T%,C=T},, C=T%, D=T%, D=T%, E=T4, F=T5,.

Specialné pro symetrickou konexi ¢ = C,D = D. Symetrickou konexi V lze tedy

lokalné zadat pomoci Sesti funkei A, B, C, D, E, F proménnych !, 22, definujeme-li:
Valal = A0, + B0s, Valaz =C0,+ D0, = V3281, V,9282 = F0, + F0s, (7.1)

kde 0; = 32, i =1,2.
V piipadé dvoudimenziondlnich variet urcuje Ricciho tenzor plné tenzor kiivosti R
typu (1,3) vztahem
R(X,Y)Z = Ric(Y,Z)X — Ric(X, Z)Y,

v komponentach pak

Wik = OiRue — 0L Rjp,.
Podrobnéji plati Rj,;; = R, pro j # 4, tedy

_ 2 _ 2 _ 1 _ 1
Ryy = —Ri;p = Riy,  Ra1 = —Rijy = Ry,

(7.2)
Rip = —R3y5 = Riy, Rys = —Rjy = Ry,

ostatni slozky Rj;; = 0.

Zejména plati:

Lemma 7.1 R = 0 prdve tehdy, kdyz Ric = 0.

Dikaz. Plyne bezprosttedné z predchoziho.

Lemma 7.2 Pro (Ms, V) je Ric rekurentni prdvé tehdy, kdyz R je rekurentni.

65



7 METRIZOVATELNOST DVOUDIMENZIONALNICH VARIET

Diukaz. Necht Ric je rekurentni, VRic = w ® Ric. Jestlize (v lokdlnich soufadnicich)
w = wida!, pak V(R} ;. = 0:V Ry — 0,V iRy, = OjweRpn — SjwiRin = weRj, proto
VR = w® R. Naopak jestlize plati VR = w ® R, pak V R, = wR}%U = weR;, a VRic =
w @ Ric.

Komponenty Ricciho tenzoru symetrické konexe jsou:
Ry1 = Ric(01,00) = B(F —C)+ D(A— D)+ By — Dy,
Ry2 = Ric(0y,0,) = CD — BE + Dy — I, (7.3)
Ry = Ric(0y,01) = CD — BE + Cy — Ay,
(02, 0s)

kde index i u paty znacky znamend parcialni derivaci podle proménné z'.

Disledek 7.3 (Ms, g) je vidy FEinsteinuv prostor. Pro nikde plochou (Ma, g) je Ricciho

tenzor symetricky a nedegenerovany.

Uvedme, ze podle [35, I, str. 280], kazda nikde plochd Riemannova 2-varieta ma

rekurentni kfivost, pokud jeji sekcionalni kiivost neni nulova. Muzeme ovérit:

Lemma 7.4 Ricciho tenzor nikde ploché pseudo-Riemannovy variety (Ms, g) je rekurentni

a odpovidagici 1-forma je exakini (tj. gradientni, a tedy uzaviend).

Dukaz. R(x) # 0 je ekvivalentni s K(z) # 0 na M (ze spojitosti, K je bud pozitivni,
nebo negativni). Z g = «a(z) - Ric, a(x) = ﬁ # 0 a Vg = 0 jednoduse dostaneme, ze

a(x) - Ric je paralelni. Podle Lemmatu plati VRic = d(—In|a|) ® Ric.

7 vyse uvedené diskuse o pseudo-Riemannovych varietach vyplyvé, ze dvé podminky
jsou nutné pro lokalni metrizovatelnost (symetrické) konexe na 2-varieté: Ricciho ten-
zor musi byt symetricky a také musi byt rekurentni s odpovidajici uzavienou 1-formou.
Ric muze byt degenerovany pouze v piipadé, ze R = 0 a pak plati Ric = 0. Kromé
toho, z podminky rekurentnosti pro globalni metrizovatelnost, musi byt 1-forma dokonce

exaktni.

Véta 7.5 (Existence lokdlnich metrik na 2-varietdch) Necht je ddna 2-dimenziondini va-
rieta (Ms, V) se symetrickou linedarni konexi takovd, Ze Ricciho tenzor je requldarni, tj.
|Ri;| # 0, symetricky, tj. R;; = Rj;, a rekurentni, tedy plati V Ric = o @ Ric pro jistou

1-formu o. Pak lokdlné existuje metrika kompatibilni s konext.
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Dikaz. Necht o € M, pak z podminky |R;;(z0)| # 0 plyne existence paru indexu (i, j)
takovych, ze R;; # 0 v néjakém okoli xy. Rekurentnost spolecné s regularitou zarucuje, ze
do = 0 (Lemma[2.39). Proto v okoli xy existuje funkce f takova, ze o = df. Tedy e~/ - Ric

je paralelni v okolf z. Proto g = e~/ - Ric je lokalni metrika kompatibilni s V v okoli z.

Samoziejmé funkee f z ditkazu nenf jedind. Kazdd funkee f se stejnym diferencidlem
(df = df) také dévé jistou metriku; funkce se lisi konstantou, f = f +a, a € R
a odpovidajici metriky se pak lisi az na nasobek.

Jestlize R je vsude nenulova, pak podobny dikaz zarucuje existenci globalni metrizo-

vatelnosti nikde ploché dvoudimenziondlni afinni variety:

Véta 7.6 Necht (M, V) je dvoudimenziondlni varieta se symetrickou linedrni konei.
Jestlize Ricciho tenzor konexe V je reqularni, symetricky a rekurentni, V Ric = o0 ® Ric,
a 1-forma o je exaktni, tj. 0 = df pro néjakou funkci f € F(M), pak g = e~/ - Ric je

(globdlni) metricky tenzor kompatibilni s V.

Véta 7.7 (Globalni metrizovatelnost nikde plochych konexi na 2-varietdach) Nikde plochd
symetricka linedarni konexe na My je metrizovatelnd pravé tehdy, kdyz jeji tenzor Ricci je
requldrni, symetricky, rekurentni a odpovidagjici 1-forma je exaktni. Jestlize mdme tento
pripad a V Ric = df ® Ric plati pro néjakou hladkou funkci f € F(M), pak vsechny globdlni

metriky kompatibilni s V urcuji 1-parametrickou mnoZinu popsanou rovnici
gy = exp(—f +b) - Ric, be R, (7.4)

tj. kazda z nich vznikd jako ndsobek Ricciho tenzoru hladkou funkci. Kromé toho, libovolné

dveé kompatibilni metriky se lisi aZ na skaldrni ndsobek.

,Jednoznacnost” ¢ [73] musi byt chapdna pravé v tomto smyslu.

Jako primy dusledek Véty ziskame:

Disledek 7.8 Dvé pseudo-Riemannovy metriky g., go kompatibilni s toutéz nikde plochou

symetrickou linedarni konexi na My jsou homotetické.

Pro pozitivné definitni metriky je to speciélni piipad vysledku O. Kowalského z [39,
str. 131] Véta 1 (pfipomenme, ze dvé metriky g1, go na varieté se nazyvaji konformné

ekvivalentnt, jestlize existuje funkce k na M takova, ze go = kg ):
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7 METRIZOVATELNOST DVOUDIMENZIONALNICH VARIET

Necht g, g’ jsou dvé Riemannovy metriky na hladké varieté M se stejnym tenzorem Rie-
mannovy krivosti R. Pak g, g' jsou konformné ekvivalentni na uzdvéru mnoZiny requldrnich

bodt tenzoru R.
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8 Metrizace pomoci algebry holonomii

8.1 Holonomie

Metoda popsana v kapitole 5 nedavéa dostatecné jasnou predstavu o geometrickém
vyznamu podminek integrability ani o omezenich plynoucich z nich pro konexi nebo
podminek metrizovatelnosti muzeme podat s pouzitim paralelniho pfenosu a grup holo-
nomie.

Holonomie afinn{ variety (M, V) v x € M podél po ¢astech diferencovatelné (tifda C*
je postacujici [35, str. 85]) smycky (viz kapitola 2.9) je automorfismus te¢ného prostoru
T, M, ktery je dan paralelnim pfenosem vektoru podél dané smycky. Vzhledem k vlast-
nostem paralelniho prenosu podél ktivek tvoii vSechny holonomie v bodé = spole¢né se
skladanfm tzv. (iplnou linedrni) grupu holonomie ®(z) := Hol Y variety (M, V) v bodé ,
kterd je transformacni Lieovou grupou; ®(z) je podgrupa v grupé GL(T,M). Jak zndmo,
na souvislé varieté jsou grupy holonomie v ruznych bodech izomorfni. Jestlize se omezime
na smycky, které jsou homotopické nule (stazitelné do bodu), pak podobnd konstrukce
vede k (linedrni) ziZené grupé holonomie ®°(x) konexe V se zdkladnim bodem z, kterd
je souvislou Lieovou transformaéni grupou a hraje roli komponenty jednotky ve ®(z).

Jako h(x) := HolY oznaéme odpovidajici Lieovu algebru grupy ®(z). Mizeme dile
zavést ve ®(z) jisté Lieovy podgrupy, linearni lokdlni grupu holonomie ®*(x) a infini-
tezimdlni grupu holonomie ®'(x). Plati ®'(z) C ®*(x) C ®°(x), tedy pro odpovidajici
Lieovy algebry holonomie plati h'(z) C h*(xz) C h(z), [35, str. 94, 95]. Inkluze mohou
byt obecné ostré. Pro hladkou konexi muzeme infinitezimalni algebru holonomie h'(z)

spocitat z tenzoru kiivosti a jeho kovariantnich derivaci:

Lemma 8.1 ( [35, str. 152, Lemma 1, Véta 9.2.]) Pro hladké (C*°) konexe je Lieova

algebra b/ (x), jako vektorovy prostor, generovdna linedrnimi zobrazenimi
VR(X,Y; Zy, ..., Z), XY, Z,....Z, € T,M, 0<Ek< . (8.1)

Lemma 8.2 ( [35, str. 101]) Grupy holonomie redlné analytické konexe na rediné ana-

lytické varieté splnuji @' (z) = ®*(x) = ®%(x), x € M.
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8 METRIZACE POMOCI ALGEBRY HOLONOMI{

Disledek 8.3 V redlné analytickém pripadé splyvd algebra holonomie s infinitezimdl-
ni algebrou holonomie, h(x) = h'(z), tedy komponentu jednotky ®°(x) mizeme ziskat
z W'(x). Navic ziZend grupa holonomie spojité rediné analytické variety (M, V) s analyt-
ickou konexi je plné urcena tenzorem krivosti R a jeho kovariantnimi derivacemi VFR,

ke N.

8.2 HolY-invariantni bilinedrni formy

Moznost uziti grupy holonomie k feSeni problému metrizace pro linedrni konexe je
uvedena napi. v [69], [1]. Grupa holonomie ,rozhoduje”, jestli je konexe metrizovatelna
nebo ne. Je-li dana konexe na souvislé, jednoduse souvislé varieté, je ®(x) souvisla Lieova
podgrupa grupy automorfismu (transformaéni grupy) GL(T, M) fibru, tedy je jednoznacné
urcena svou Lieovou algebrou. Jestlize je konexe indukovand urcitou metrikou, pak skaldrni
soucin definovany pomoci ¢ na jednotlivych tecnych prostorech se zachovava paralelnim
pienosem. Proto prvky grupy holonomie jsou izometrie te¢ného prostoru a ®°(z) splyva
s podgrupou grupy SO(T,M), tj. s podgrupou v SO(n) nebo v SO(p,q), p + q¢ = n,
podle signatury metriky. Jestlize je naopak ®°(z) podgrupou specilni ortogondln{ grupy
fibru v jednom ,,pékném” | generickém bodé, muzeme definovat skalarni soucin na tomto
jednom prostoru T, M a kompatibilni metriku vytvorime pouzitim paralelniho prenosu,
[1], [69], [37]. V jednoduchych piikladech postup funguje piimo, [79].

V dalsim ukazeme, jak v feci algebry holonomie charakterizovat kvadratické formy

invariantni vzhledem ke grupé holonomie.

Lemma 8.4 Necht (M,V) je jednoduse souvisld hladkd varieta s konexi V bez torze
ax € M je pevnyj bod. Ddle necht je ddna bilinedrni symetrickd forma G na T,M,
G € S*(TM). Pak plati ndsledugici: G je invariantni vzhledem k ®(z) tehdy a jen tehdy,
kdyz

G(AX,)Y)+G(X,AY) =0 pro kazdé A € h(x), X, Y € T,M. (8.2)

Dikaz. Ovérme, ze prvky algebry holonomie vyhovuji (8.2). Pro libovolny prvek A € h(x)
uvazujme odpovidajici jednoparametrickou podgrupu s : R — ®(z), t — s%(¢), plné
uréenou pocdtecnimi podminkami s4(0) = 1, (s*)'(0) = (4),_os*(t) = A. Necht G
je invariantni pii grupé holonomie (tedy G(7X,7Y) = G(X,Y) pro 7 € ®(z)) . Pak
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8.3 Rozhodovaci algoritmus

dostaneme G(s(t)X,s4(t)Y) = G(X,Y) pro X,Y € T, M. Derivujeme podle ¢ pouzitim
formule pro derivaci skaldrntho soucinu, G'(u(t),v(t)) = G(u/(t),v(t)) + G(u(t),v'(t)),

a polozme t — 0:
G((s1) (0)(X), s*(0)(Y)) + G(s™(0)(X), (s) (0)(Y)) = 0.
Tedy (8.2) je splnéno. Druha implikace také plati, ale neni tak jednoducha.

Obecné nelze vypocitat grupu holonomie z tenzoru ktivosti a jeho kovariantnich de-
rivaci. Muze byt dokonce obtizné najit samotnou grupu holonomie i invariantni kvadrat-
ickou formu. Tato situace se zjednodusi v redlné analytickém pripadé: predpoklady na
®(z) muzou byt preformulovany jako predpoklady pro A(x). Nyni tedy méame prirozenou
motivaci pro zavedeni vektorového podprostoru H(z), x € M, do néhoz patii vsechny

symetrické bilinedrni formy vyhovujici podmince Lemmatu 8.4:

H(z) = {Gy € S2T*M) | Go(AX,Y) + G (X, AY) = 0,
A€h(z), X,Y € T,M).

(8.3)

Jestlize V je Riemannova konexe, pak pro kazdy bod x € M obsahuje H(z) pozitivné

definitni formu. Pti splnéni dodatecnych podminek plati také obracena véta:

Véta 8.5 [37] Necht je ddna sowvisld, jednoduse souvisld (M,V), © € M, a necht

existuje pozitioné definitni forma G, € H(x). Pak V je Riemannova koneze.

Mohlo by byt obtizné ovéfit, zda existuje v H(x) pozitivné definitni forma. Dosud
neni znam zadny piimy rozhodovaci algoritmus zalozeny pouze na linedrni algebte. Zde
uvedeme efektivni algoritmus zalozeny na jistych geometrickych vlastnostech Riemannovy
konexe, totiz na kanonickém de Rhamové rozkladu tecného prostoru 7, M Riemannovy

variety (M, g) vzhledem ke grupé holonomie ®(z), [37].

8.3 Rozhodovaci algoritmus

V [37] O. Kowalski navrhl algoritmus zalozeny na vlastnostech algebry holonomie,
ktery umoznuje efektivné rozhodnout, zda dand analytickda konexe na analytické va-
rieté vyhovujici dodate¢nym podminkam je Riemannovskd, a v kladném piipadé ukazuje

metodu konstrukce vSech odpovidajicich Riemannovych metrik.
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8 METRIZACE POMOCI ALGEBRY HOLONOMI{

Necht je (M, V) souvisld, jednoduse souvisld a analytickd. Oznac¢me

h,(x) = span {V*R(X,Y; Zy,..., Zy),

(8.4)
XY, Zi,...,Zy €T.M, z€M, 0<k<r}

Bodu x budeme tikat ®-reguldrni (reguldrni, genericky), jestlize dimenze dim h,.(z) pod-
prostoru dosdhne svého maxima v okoli U, bodu z pro kazdé r € N.

Mnozina ®-regularnich bodu je husta oteviend podmnozina v M. V reguldrnim bodé je
posloupnost podprostort konstantni od néjakého N (hy(x) = hy,(x)) a totéz musi platit
v jeho okoli. Pouzitim kovariantni derivace dostaneme h(y) = hy(y) v libovolném bodé
y € U,. Proto najdeme-li podprostory h,(y) na souradnicovém okoli bodu x, jsme schopni
rozhodnout, jestli z je regularni nebo ne; v okoli reguldrntho bodu muzeme spocitat alge-

bru h(y) v daném souradnicovém systému.

Véta 8.6 [79] Necht (M,g) je Riemannova varieta, V Levi-Civitova koneze g. Ddle
TM=T ®T ®...&TF je kanonicky rozklad teéného prostoru Ty M vzhledem ke grupé

holonomii ®(x), T* je involutivng distribuce, kterou ziskdme paralelnim prenosem prostoru

Tii=1,....,k. Necht y € M je libovolny bod, jako M; oznacime maximdlni integrdlni
varietu distribuce T, i = 1,...,k, kterd prochdzi bodem y. Potom
1. bod y ma oteviené okoli V.= Vo x Vi x ... x Vi, Vi,1 = 1,... k je otevrrené okoli

bodu y v M;, Riemannova metrika na V' je primym soucinem Riemannovych metrik

na Vi;

2. mazimdlni integrdlni varieta My je lokdlné eukleidovskd (kazdy bod v My md oteviené
okoli izometrické s néjakou otevrenou podmnozinou ng-rozmerného eukleidovského

prostoru), ng = dimMoy;

3. je-li M jednoduse souvisld, je grupa holonomii ®(x) primym soucinem normdlnich
podgrup ®°(x) @ ®(z) @ ... Q@ ®*(x),D(z) je trividlni na T2, j # i, a je ireducibilni

na Tl i=1,... k; ®(x) obsahuje pouze identickou transformaci;

4. jge-li varieta M jednoduse souvisla, je kanonicky rozklad T, M jednoznacny az na

poradi.
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8.3 Rozhodovaci algoritmus

Lemma 8.7 Podprostor H(x) C S*(T;M) je tvoren vsemi bilinedrnimi formami
Gy = Go+ MG+ ...+ NGy,

kde \; € R,i =1,...,p aGq je libovolnd symetrickd bilinedrni forma na T, M , jejiz nulovy
i

podprostor obsahuge podprostor T (ortogondlni doplnék prostoru T vzhledem k formé g)

a pro kazdé i = 1,...,s je G; zvolend pozitivné definitni bilinedrni forma na T, jejimZ

nulovym prostorem je T;

Nyni budeme hledat kanonicky rozklad prostoru 7, M bez pouziti metriky g. Jsou-
li G,...,GP bdze prostoru H(z) a libovolna reguldrni{ (nemusi byt pozitivné definitni)

forma h € H (z). Déle na T, M zavedeme endomorfismy S*:
E(Séu,v) = G'(u,v), a=1,...p;u,ve T, M. (8.5)

C., je komutant (podprostor prostoru vsech endomorfismu na 7, M, generovany komutatory

[S¢, S¥]). N, je nulovy prostor C,.

Véta 8.8 Je-li C(x) # 0, pak N, je ortogondlni doplnék prostoru N, v T, M vzhledem k h
shodnyj s prostorem T° (mazimdlnim podprostorem v T, M, na némz je grupa holonomii
trividing). Pro C(z) = 0 je bud dimT? = 0 nebo dimT?° = 1. Restrikce G*|T°, ¢ =1,...,p
generugi prostor S*(T°). h|N, je requldrni a prostor H(x)|N, C S2(N?) je generovdn
pozitivne semidefinitnimi formami hq, ..., hs, jejichZ nulové prostory Ny, ..., Ny spliuji

ortogondlni rozklad (vzhledem k h|N, ):

N,=N,®...®N,.

Pokud si zvolime regularni formu h € H(z), mizeme (pokud C(z) # 0) najit rozklad
T.M = T? @& N,. VySe napsand véta dava také navod jak rozlozit prostor N,,
pokud zndme pozitivné semidefinitni formy H(x)|N,. Jsou-li (G, ..., GP) béze prostoru
H(x), pak G'|N(x) generuji prostor H(z)|N(x), ale tyto restrikce nemusi byt pozitivné
semidefinitni.

Nésledujici véta uvadi jak najit rozklad prostoru N(x) pro obecnou bazi gV, ... g™,
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8 METRIZACE POMOCI ALGEBRY HOLONOMI{

Véta 8.9 Necht Ny @ ... d N, je ortogondini rozklad N, z véty[8.8, ¢V, ..., g") bdze
H(z)|N,, SV, ..., 8" endomorfismy N, urcené vztahem §(SOu,v) = ¢¥(u,v),l =
1,...,mu,v € N,. Ddle necht {Zfl), cee Zﬁ), Zfz), cee Zg), Zl(r), cee Zé’;’} je mnozina
vSech vlastnich podprostori operdtori S, ..., ST . Pak kazdy podprostor Ny, ..., Ny mii-
Zeme zapsat jako priunik Z&ll) Nn...N ZC(Z;); ap = 1,...,p;35 = 1,...,r a kaZdy vlastni
prostor Z((fi) lze zapsat jako primy soucet prostori Nl, e ,Ns. Ddle r = s a g(é)\Ni je

ndsobek prislusné g;|N;.

Nyni muzeme pomoci vét 8.8, [8.9/ uvést algoritmus, diky némuz zjistime, ze je dang

konexe metrizovatelna.

Algoritmus

1. Vybirdme lokalni soutadnice na oteviené podmnoziné U C M v okoli bodu z a po-
¢itdme tenzor kiivosti, jeho kovariantn{ derivace v 2 a podprostory h, (z) C h,(z) C
. v x (krok za krokem). Jestlize existuje pfirozené N takové, ze hy(z) = hy,,(2),

pak x je ®-regularni. Jestlize ne, zkusime jiny bod.

2. Jestlize = je regularni, pak podle Frobeniovy véty spocitdme prostor H(z) jako
prostor feseni homogenniho systému algebraickych rovnic ziskanych z (8.3), kde
polozime postupné A = V'R, r = 0,..., N. Tedy najdeme feseni rovnic z (3.2),
(3.3) odpovidajici indextim r < N.

Déle najdeme dim H (z). Jestlize p = dim H(z) = 0, V neni Riemannovsky metri-

zovatelna a proces UKONCIME.

Jestlize p = dim H(z) > 1, vybereme bézi (G',...,GP) v H(x); kazdy prvek z H(x)
m4 pak jednoznacné vyjadreni ve tvaru G = \{G'+- - -+ \,GP. Lokdln{ komponenty

w forem béze jsou raciondlni funkce komponent kovariantnich derivaci Ry, .. -

3. Ke zjisteéni, zda v H(z) existuje reguldrni forma nebo ne, vypocitdme determinant
det(> 0, AnGR), k.0 € {1,...,n}, ktery je slozen z nezavislych proménnych \,.
Jestlize vysledny mnohoclen je nenulovy, V neni Riemannovsky metrizovatelna,

proces UKONCIME.

Méme-li nenulovy polynom, pak v H(z) existuje regularni forma a muzeme pokra-

covat v nasem hledéni. Postupné vybirame cela ¢isla 5\1, ceey 5\p tak, abychom ziskali
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jednu konkrétni reguldrn{ formu h € H(z).

4. V nasich lokalnich soufadnicich spo¢itame linearni operatory S, ..., SP odpovidajici
prislusnym elementtim baze G, . . ., G? definované pomoci reguldrn{ formy h vztahy:
MSX,Y)=GUX,Y), X,YeT,M, (=1,...p. (8.6)

Kazdy S* je iL—symetriCky endomorfismus prostoru (7, M, iz)

Utvorme podprostor v End (7, M) generovany vsemi komutétory vyse zminénych en-
domorfism, tzv. komutant C, = span {[S*, S*]; ¢,k =1,...,p} mnoziny {S*,..., SP}.
Najdeme spoleény nulovy prostor N, komutantu C,. Jestlize N, neni invariantni
vyhledem k S%, ..., SP, nebo jestliZe restrikce IA1|Nm neni regularni, pak V neni Rie-

mannovskd, proces UKONCIME. Pokud je, pokracujeme.

5. Pokud C, # (0), najdeme ortogonélni doplnék N, k N, v T,M vzhledem k formé
h. Spocitdme restrikce GEIJ\ATI, ¢ = 1,...,p. Jestlize negeneruji prostor 52(N;)
vSech symetrickych bilinearnich forem na Nx, pak V neni Riemannovskd, pro-
ces UKONCIME. Jestlize generuji SQ(N;), pak pokracujeme; jestlize C, = (0),

pokracujeme rovnou.

6. V mnoziné restrikci S'|N,, ..., SP|N, najdeme mnozinu nezavislych generatoru
SW ..., 8®) prostoru H(z)|N,. Spocitdme viechny vlastni prostory endomorfismi
S S6) a viechny mozné primiky zZH NN Zﬂ(ys) téchto vlastnich prostoru
patiicich k SM ... S®) Necht {(0),Li,..., L.} je mozina viech priniki. Pak nutné
podminky pro to, aby V byla Riemannovska, jsou r = s a N, = L; & --- P
L, (ortogonalni rozklad vzhledem k h). Pokud podminky nejsou splnény, proces
UKONCIME. Pokud jsou, pokracujeme.

7. Jestlize kazda restrikce il‘Lj je bud’ pozitivné nebo negativné definitni, pak V je
Riemannovska (a N, := T9 C T, M je podprostor, na kterém ®(z) ptisobf trivialne).

Jestlize toto neplati, pak V neni Riemannovské, proces UKONCIME.

Vsimneéme si, ze kdyz n = 2 a varieta (Ms, V) je redlné analytickd, souvisld a jednoduse
souvisla, pak rozhodovaci procedura muze byt zjednodusena. Konexe V je Riemannovska

pouze ve dvou pifpadech, bud v daném ®-reguldrnim bodé x plati p = dim H(z) = 1
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8 METRIZACE POMOCI ALGEBRY HOLONOMI{

a prostor H(x) je generovan pozitivné definitni formou, nebo p = 3 (coz se stane prave

tehdy, kdyz R = 0) a pak je konexe V eukleidovska.

Ptiklad 8.10 Pomoci algoritmu, ktery jsme uvedli vyse, vytesime piiklad (5.3, Vybereme
obecny bod z=(xg, yo); v nasem piipadeé je jisté regularni; vSsechny objekty budou poécitané
ve skutecnosti nejen v zavislosti na x, ale na celé varieté.

Nezdvisle na bodeé je algebra holonomie (resp. zizend grupa holonomie) trivialni, h =
(0), @°(z) = (id ). Déle, protoze v mame uvazovat pouze nulovy morfismus A = 0, je
podminka zfejmé splnéna pro jakoukoliv symetrickou bilinedrni formu na tecném prostoru
v bodé x.

Proto podprostor H(z) C S*(T;R?), x € R? vyhovujici ma maximalni dimenzi
p = 3 amuze byt zaddn napt. nasledujicimi generatory: H(z) = span {G'(z), G*(x), G3(x)},
kde G*(z) (vyhovujici (8.3) pro jakykoliv bod x variety) jsou stejné jako v pifkladeé[5.3.

Ziejmé G'+G? € H(x) je pozitivné definitni. Nicméné pro ilustraci vybereme reguldrni
formu g = G3, kterd neni pozitivné definitni (a m4 na varieté konstantni komponenty).
Symetrické operdtory z (8.6) a komutant mnoziny {S',S? 5®} maji v libovolném bodé
z € R? maticové vyjadieni

Cofoo) o, fo1) , (10 ~10
10 0 0 01 01

Komutant neni trivialni, proto urcime jesté ortogonalni doplnék N, jeho nulového prostoru
N, = {(0,0)} vzhledem k nasi formé § = G®, ktery by mél splyvat s maximéalnim podpro-
storem, na kterém se Hol, chové trividlné: 70 = N, = T,R2. Prostor S2(N*) = S2(T*R?)
je generovan zizenimi G¢|N, = G¢|T° = G*.

Zbyvajici podminky jsou automaticky splnény diky trivialnosti N,. Proto Riemannovy

metriky existuji. Jejich konkrétni tvar odvodime v dalsi casti textu.

8.4 Konstrukce metrik
Nésledujici vysledky umoznuji sestrojit konkrétni metriky.

Véta 8.11 (37, str. 8] Méjme ddnu souvislou, jednoduse souvislou analytickou varietu
M s analytickou konexi V. Necht U, je oteviené okoli bodu x € M tvorené pouze ®-

requldrnimi body. Necht V je Riemannovskd (tj. metrizovatelnd a pozitivné definitni)
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koneve a necht § € H(x) je requldrni na U. Necht HWY ... H® jsou analytickd ten-
zorovd pole na U takovd, Ze pro jakykoliv bod y € U jsou symetrické bilinedrni formy
ngl), e ,Hgf,t) linedrné nezdvislé na T,M a magi stejny nulovy prostor rovny N,. Necht
restrikce H(l)|]§7y7 e H(t)|Ny na doplnek Ny prostoru N, generuji prostor SZ(N;) Pak
ezistuji 1-formy wi na U takové, e HY = Y w' @ HY, 1 < i,j < t. Navic systém
linedrnich homogennich parcidlnich diferencidlnich rovnic d\; + Mk = 0, 1 < i < t, je

uplné integrabilni.

Veéta 8.12 (37, str. 9] Za stejnych predpokladi. a oznacent jako vyse predpokliddme, Ze
pro jakékoliv y € U, je N, = L1, @& -+ @® Ly, ortogondlni rozklad vzhledem k §. Necht
h; je tenzorové pole na U takové, Ze jeho nulovy prostor vy € U splyvd s ortogondlnim
dopliikem L;, v (T,M,q), a na L;, se shoduje s g pro kazdé y € U. Pak existuji exakini
L-formy w; (proni integrdly w; = df;) takové, zZe Vh; = w; @ hy, 1 < i < s (tj. formy h;

jsou rekurentni).

Véta 8.13 Za stejnijch predpokladi jako vyse s HD a h; analytickymi na U jsou viechny
pripustné Riemannovy metriky tvaru
t s
g=Y_ bNHY +Y " e Iehy,
ik=1 k=1
kde f; je néjakd primitivni funkce exakini diferencidlni formy w;, 1 < j < s, funkce

(AL, XD, 1 <4 <t tword bdzi prostoru Tesend 1iplné integrabilniho systému z véty|8.11

a redlné parametry b;, ¢, jsou vybrané tak, Ze g je pozitivne definitni.

Nyni dokonéime piiklad [8.10 a nalezneme kompatibilni metriky.

Piiklad 8.14 Podle vét (8.11), (8.12), (8.13) maji hledané metriky tvar g = b\i H*),
1 <,k < 3 (druhy scitanec je roven nule kvuli tomu, ze N, je na okoli trividlni). Jako

tenzorova pole H® muzeme zvolit

HO — 1 ’ H® —
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a jejich kovariantni derivace jsou

VH® = — i (de ® dy + dy @ dr) ® dv — Sl (de ® dy + dy @ dr) © dy,
VH® = - 2dr © de ® dx — 2+1dy®dy®dy,
VH®) = wQde@dx@dx—i— 2+1dy®dy®dy
Proto formy vyhovujf VH® = wi ® H® s
wi = —tdr — Sy, wh =wl =w?=w}=0,
wj = — g dr — 72 Ay, wi = —mrdr + 2 Ay,
w%:—ﬁﬂdx—i— 2Jrldy wi = — x;ilda: 2+1dy

Prostor feseni soustavy linarnich PDR
A\ =My

d)\Q = ()\2 -+ Ag)xz—ﬂd.f + <)\2 - Ag)ﬁdy,
dhy = (Ao + X3) phgde — (ho — A3) g dy

dSB—l-)\l 2+1d

m4 bazi (A, A2, A3) urcenou jako trojici funkei A = (MY, Ay, Ay), 1 <@ < 3,

M=V +1yy2+1,0,0), N =(0,2"+1,2>+1), X =(0,4>+1,4>+1).

Maticové vyjadieni kompatibilnich Riemannovych metrik je:

205(2% + 1) biva? + 1/y2 + 1

(gij) =
v+ 1/y2 + 1 2b3(y% + 1)

kde (redlné) parametry by, bs, b3 muzeme vybrat tak, aby g byla pozitivné definitni. V ten-
zorovém z4pisu jsou vSechny kompatibilni metriky vyjadieny takto g = 20 (2?+1)dz@dz+
biVa? + 14/y? + ldz@dy+b,v/22 + 11/y? + 1ldy @dax +2b3(y* +1)dy @ dy, tj. v klasickém

vyjadfeni jsou v8echny pripustné Riemannovy metriky (pfi spravné volbé parametru b;)

ds? = 2by(x? + 1)da® + 201V22 + 1/y? + Ldady + 2bs(y® + 1)dy>.

Nasledujici priklady jiz nebudou rozdéleny na ¢asti.

Piiklad 8.15 [79] Na (R?, id) mame dédnu symetrickou konexi V s nenulovymi slozkami

z

| [ p—
1B 24

2 _
I_\22_

T 3 =—z (8.7)
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Nasim tkolem je najit Riemannovu metriku, jejiz Levi-Civitova konexe je stejna jako

konexe zadana.

Nejdiive urcéime tenzor kiivosti a jeho kovariantni derivace. Jediné jejich nenulové

slozky jsou tyto:

1 1 1 _ 4z
R313 - R313;3 -

(22+41)%” (22+41)%”
3 1 3 4z
Ry3 = 22410 R113;3 2

Endomorfizmy R(ey, e3), VR(e1, e3; e3) maji maticové vyjadient

1
0 0 —map
(Riys) = 0 0 0 :
ﬁ 0 0
4z
0 0 =i
(R§613;3): 0 0 0 )
4z
S 00

proto ®(z,y,2) = ®'(x,y,2) = {(R(e1,e3))} pro jakykoliv bod (z,y,2) € R?, a tedy
kovariantni derivace vyssich fadi neni nutné hledat. Nyni zvolime libovolny regularni

bod (g, yo, 20) napi. 0 = (0,0,0). Tim dostaneme

00 —1
P’ = 00 0
10 0

Jako dalsi krok uréime bilinearni formy G*, G?, které generuji prostor H(0) C S?(T¢R?):

1 00 0 0 0
G'=|1 00 0|, G=]l010
0 01 0 0 0

Jako dalsi zvolime regularni formu g € H(0) = span {G*, G*} a to tak, aby nebyla
pozitivné definitni (G* + (—1)G?), i kdyz jisté pozitivné definitn{ formy obsahuje.

1 0 0
g=10 =10
0 0 1
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Dale uréime endomorfizmy S, 5%, komutant Cy = span {S*,S?} a nulovy prostor

komutantu Njy.

100 0 0 0
S'=looof|, S*=|0-10],
00 1 0 0 0

={0}, Ny=TR"

Vzhledem k tomu, ze Cy = {0}, je Ny = {(0,0,0)}.

Protoze dale Ny = ToR?, pak S = 81, 5@ = §2. Ted uré¢ime vlastni podprostory
zh. Zg) operatori S, S (kde a, 8 jsou vlastni éfsla operatorii) a véechny nenulové
pruniky L, ..., L, podprostoru. Proto, aby konexe byla metrizovatelna, je nutné, aby r = 2

a NO = Ll D LQ.
Y =1{(0,1,00}, 7 ={(1,0,0),(0,0,1)},

Y ={(1,0,0),(0,0,1)}, 2% ={(0,1,0)},
ZzZMnz® =10y, ZzPnz% ={0,1,00} = L,
ZW Nz ={(1,0,0),(0,0,1)} = Ly, 2 nz% = {0}

Nyni uréime zizeni bilinedrni formy ¢\ = §|L; (negativné definitni), §® = g§|L,

(pozitivné definitni). Linedrni konexe V je tedy metrizovatelnd.

Dalsim krokem je jiz konstrukce metriky. Vime, ze vSechny metriky musi byt ve tvaru
g=> 0 biMH® 157 e fihy, 1 <i <t 1<j<s. Viechno vyse spocitané v bodé

(0,0,0) uréime v obecnych soutradnicich (z,y, z) na okoli Uy:

00 4
Diyyo) = 00 O ;
10 0
2410 0 000
(G) = o oo, (GH=|o10],
0 01 000
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22 0 0
@;)=1 0 -1 0 |,
0 0 1
100 0 0 0
Siy=1o000 ], (S)=]0-10 [,
001 0 0 0

Claye) = {0}, Nays) = Ty R
N(J?,%Z) = {(07 0, O)}v N(x,%z) = {(07 L, O)} S {(17 0, 0)7 (Ov 0, 1>}

Protoze N(x,w) ={(0,0,0)}, je H*) = 0, a proto prvni s¢itanec ve vyrazu pro metriku
je roven nule.

Déle urcime bilinedrni formy h; podle véty (8.12), coz jsou tenzorova pole hi, ho

s maticovym vyjadienim

0 0 0 Z+1 0 0
hi=|(0 -1 0 [, ho= 0 00
0 0 0 0 01

Dale urcime funkece fi, fo:f1 = —In(y? + 1), fo = konst.

Konecné vsechny vysledné metriky lze maticové zapsat jako

b(22 + 1) 0 0
(9i5) = 0 —a(y*+1) 0 |,
0 0 b

kde a, b jsou takové konstanty, aby byla metrika pozitivné definitni.

Piiklad 8.16 [79] Na (R?, id) mame dédnu symetrickou konexi V s nenulovymi slozkami

z

[
B 24

s _ 3 _
[ = i1 Iy, == (8.8)

Nasim tkolem je najit Riemannovu metriku, jejiz Levi-Civitova konexe je stejnd jako

konexe zadana.
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Vsimnéme si, ze zadani je téméf shodné s predchozim piikladem az na jediné znaménko.

Zde jsou nenulové slozky tenzoru kfivosti a jeho kovariantni derivace:

1 1 1 _ 4z
R313 T (2412 R313;3 T (224
3 1 3 _ 4z
RllS - T 2211 R113;3 - (22+1)2'

Reseni rovnic gim R} + gjmRiy; = 0 je v obecném bodé generovdno formami

2410 0 000
(Gh) = 0o 0 0 |, (GH=1010
0 0 —1 000

Splnuji také podminky pro kovariantni derivace tenzoru ktivosti. Vidime, ze neexistuje
pozitivné definitni metrika, pro kterou by platilo Vg = 0. Podle algoritmu bychom ziskali

bilinearni formy
2241 0

G = (-1, )=
0 —1

Tedy § je indefinitni. Konstrukef metriky bychom ziskali metriku

A2+ 0 0
(9:5) = 0 By*+1) 0 [,
0 0 —A

pricemz konstanty A, B nelze nikdy zvolit tak, aby byla g Riemannovou metrikou.
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9 Aplikace metrizovatelnosti ve variacnim poctu

V rtznych odvétvich fyziky se ukazuje, ze feseni fady problémi se znaéné zjednodusi,
jestlize zakladni rovnice popisujici uvazovanou situaci lze zapsat ve tvaru tzv. varia¢niho
principu, [26].

Budeme uvazovat systém diferencialnich rovnic druhého fadu na varieté M. Pro geo-
metricky popis takové soustavy rovnic lze uzit aparatu fibrovanych variet (viz kapitola
2.4). Uzijeme nasledujictho znaceni. Pro n-dimenziondlni diferencovatelnou varietu M
bude T7 (M) oznacovat prostor (bandl) tenzorovych poli typu (r,s) na M, p: TM — M
je teény bandl variety M s piirozenou projekei p, p?: T?°M — M je bandl dva-rychlosti,
[22]. Vektorovy bandl R x TM — R muzeme kanonicky ztotoznit s prvnim jetovym
prodlouzenim J'm = m;: JY(R x M) — R fibrované variety 7: R x M — R, a R x
T?M — R je kanonicky ztotoznén s druhym jetovym prodlouzenim projekce J?m =
m: JA(Rx M) — R.

Jsou-li (2%) lokdln{ soufadnice na U C M a t je (globalni) soufadnice na R, uZijeme
na TM fibrovanych soufadnic (z%,u’) adaptovanych vzhledem k projekci pas, na T?M
fibrovanych soufadnic (2%, u?, 2*) adaptovanych vzhledem k projekci p?, kde jsme oznaéili
u' = 3", 2 = i pro 1 < i < n. Podobné uzijeme soutadnic (¢,z,u’) na R x TM — R,
a (t,z',u’,z') na R x T°M — R.

Hladkou, nebo aspon C?-diferencovatelnou funkci L: R x TM — R zde nazveme
Lagrangeovou funkci (prvniho tddu) nebo kratce Lagrangidnem. V lokélnich souradnicich
je L = L(t,x,u).

Poznamenejme, ze Lagrangianem se nékdy mini 7;-horizontalni 1-forma A na R xT M,
ta m4 v adaptovanych soutadnicich na R x TM vyjadreni A = Ldt, kde L(t,z" u) je
pravé Lagrangeova funkce.

FEuler-Lagrangeovymi operdtory nebo vyrazy Lagrangianu L nazveme funkce E;(L): Rx

T2M ~ J*(R x M) — R,

oL d oL
E(L)= — — ——, =1,...,n. 9.1
(Z) oxt  dt ou ! " (9:1)
Zde % = % + a7 % + i/ % znaci ,operator totalni derivace”. Fulerovy nebo Fuler-

Lagrangeovy rovnice odpovidajici operatorum maji tvar E£;(L) = 0, tedy
oL doL
Oxt  dtoui

(9.2)
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Vyrazy E;(L) jsou komponenty Euler-Lagrangeovy formy E\ = E;dx’ A dt Lagrangidnu
prvniho fadu A = Ldt.

9.1 Variac¢ni problém

Necht M je n-dimenziondlni varieta a necht v: I — M je reguldrni kiivka na
otevieném intervalu I C R definovana (v lokdlnich soutadnicich) parametrizaci x(t) =

(z(¢),...,2"(t)), t € I. Necht

d")/ . -1 -n
= () = = (&'(t),...,2"(t))

je odpovidajici teéné vektorové pole podél «y, predpoklddejme, ze plati @(t) # 0 prot € I.
V dalsim pfedpokldddme, Ze vsechny indexy jsou v mezich 1 az n. Necht A = 7(a),
B = 7(b) jsou dva pevné body na vy odpovidajici parametrum a a b € I. Mame-li ddny
diferencovatelné funkce w': M — R, v lokdlnich soutadnicich wi(z!,..., ") takové, 7e

w'(A) = w'(B) = 0 a redlny parametr € € R, potom parametrizace
T(t) = 2'(t) + e - Wi (2 (1), ..., 2" (1))

urcuje novou ktivku 4: Z(t) = (z'(t),...,z"(t)), kterd opét prochdz{ danymi body A a B
a pro malé ¢ se ,,prilis nelisi” od kiivky dané.

Uvazujme integral

I(v) :/L(t,xl(t),x2(t),...,x"(t),dcl(t),x'Q(t),...,a'c”(t))dt, (9.3)

kde L je analyticka funkce s danymi argumenty (Lagrangeova funkce).

Variaéni problém asociovany s L znamend najit takové kiivky x(t), které minimalizuji
zékladni integral vzhledem k zadanym podminkdm na hranici A = y(a), B = ~(b),
[56].

Jestlize I = I(¥) je podobny integrél pro kiivku 7, pak rozvineme-li funkci L v Tay-

lorovu fadu v mocninéach e, dostaneme

b
- OL . OLOW' .
) i iJ + ...
I=1I+e /<8xiw 8x'i8xjx>dt ’

a
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9.2 Inverzni problém a diferencidlni rovnice druhého fadu

kde ,,tecky” zastupuji ¢leny fddu €2 a vyssich. Koeficienty u e, €2 atd. v predchozim rozvoji
znacime 01, %1 atd., a fikdme jim prond, druhd atd. variace integralu I. Specidlné, prvni

variace
b

OL . OLOw' .
_ i - j
or = / (&Eiw + ozt &Eﬂw ) di

a

se ¢asto zapisuje v nasledujicim tvaru (integrujeme per partes ve druhém scitanci a uzijeme

vlastnost{ funkef w'(x))

b

oL d (DL ,
51:/(&& - (W»wdt. (9.4)

a

Integralu (9.3) fikame staciondrni, jestlize jeho prvni variace je nulova, 6/ = 0, pro
libovolnou volbu funkef w* (tzv. Hamiltontuv variaén{ princip, § [ L(¢, 2*(t), #'(t))dt = 0).
Kfivee, pro kterou je to splnéno, fikdme extremdla prislusného integralu. Jak plyne z (9.4),
integral je stacionarni, pravé kdyz jsou splnény Euler-Lagrangeovy rovnice .
Funkce z'(t), pro které integral dosahuje svého minima nebo maxima, mus{ spliiovat
Euler-Lagrangeovy rovnice, a kazdé feseni x = z(t) rovnic (9.2) je extremdalni kiivkou
integrélu (9.3). H. Cartan piesné formuloval tento varia¢ni problém pro Lagrangeovskou
funkei L ttidy C? [9]. V tom pripadé zni formule pro prvni variaci takto: 61 = dI(7)/de|.=o,
a piislusné extremdly ~ tifdy aspoit C? jsou feseni Euler-Lagrangeovych rovnic (9.2).

Problém muze byt formulovan i ponékud obecnéji, [54].

9.2 Inverzni problém a diferencialni rovnice druhého radu

Obecny tvar systému obycejnych diferencidlnich rovnic druhého radu, které obecné
mohou zaviset na ¢ase, pro funkce t +— z¥(t); k = 1,...,n s definicnfm oborem, jenz je
casti R", nebo na soufadnicovém okoli U C M néjaké n-dimenzionalni variety M, ma

tvar

E; (t, 2", i" &) =0, i=1,...n, (9.5)

a tika se mu nékdy ,,Helmholtzuv systém”, podle H. Helmholtze, ktery jako prvni provedl
zkoumani v tomto sméru. Poznamenejme, ze ve skutecnosti Helmholtz sam neuvazoval

explicitni z4vislost na case. Resit takovy systém znamend najit lokalni kiivky v: I — M
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9 APLIKACE METRIZOVATELNOSTI VE VARIACNIM POCTU

na M, kde I C R je otevieny interval, v(t) = (z'(t),...,2"(¢)), takové, ze plati

dy d*y .
EZ' (t,’}/(t), g, w) = O, 1= 1, o, . (96)

Pokud je soustava vyfesena vzhledem k druhym derivacim, nabyva tvaru
a;; (t, 2%, i%) - i/ +b; =0, i=1,...,n, (9.7)

kde se uzije Einsteinova sumace. Podle [26, str. 367] E; mohou obsahovat druhé derivace
pouze linearné, tudiz (9.6) muze byt zapsana ve tvaru (9.7) bez ztraty obecnosti.

Rovnice kanonicky parametrizovanych geodetik na varieté (M, V) s linedrni konexi
i 4 Tl (x)d? " =0 (9.8)

jsou prirozenym piikladem takového systému, ktery je ve specidlnim tvaru, tedy vyreseny

vzhledem k druhym derivacim, coz obecné muzeme psat ve tvaru
= fi(t, 2" 2" =0, ik=1,...,n. (9.9)

Také naopak, pokud jsou funkce f* v (9.9) kvadratickymi formami v prvnich derivacich,
,komponentéch rychlosti”, s koeficienty zavislymi pouze na soufadnicich z*, ,slozkéch
polohového vektoru”, rovnice (9.9) predstavuji geodetické drahy.

Muze tedy byt uzitecné veédet, jestli systém tvaru (9.6), ptipadné (9.7), je mozné
vyjadiit ve tvaru odpovidajicim variacnimu principu, nebo zda alespon néjaka linedrni
kombinace puvodnich rovnic ma tvar Lagrangeovych rovnic néjakého Lagrangianu. Presnéji
[26], tzv. silny inverzni problém varia¢niho poCtu znamend fesit otdzku:

Eristuje funkce L(t, 2", u¥) dostatecné diferencovatelnd a takovd, ze E; = 0 jsou prdvé
Euler-Lagrangeovy rovnice variacniho principu § [ L(t,xz,@)dt =0, E; = E;(L)?

Tedy ptame se, zda existuji funkce L vyhovujici rovnicim (9.1)). Jestlize je odpoved
kladnd, chceme najit vsechny takové funkce L.

V dimenzi n = 2 byla tiplnd odpovéd na inverzn{ problém v redlné analytickém pifpadé
formulovana Jessem Douglasem v [17].

Okruh pouzitelnosti Lagrangeova formalizmu muze byt rozsiten, [26]. Napf. muzeme

zkusit misto puvodnich rovnic dosadit jejich linearni kombinace: Helmholtzova soustava

je nahrazena
Zgij(ta z,u)E; = 0. (9.10)
J
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9.3 Helmholtzovy podminky

Tzv. slaby inverzni problém varia¢niho poé¢tu, nebo problém multiplikatoru, znamena:

Uréete vsechny dvojice ((gi;), L), kde L(t,z"*, %) je Lagrangidn a (gi;(t,z", %)) je

nedegenerovand matice funkci (vsechny objekty dostatecné diferencovatelné) takovd, Ze

oL d 0L
B= = A1
zj:gw T 0t dt out (9.11)

Pokud je odpovéd kladnd, najdéte viechny L a g;;.

Funkeim g;; se obvykle iikd (Lagrangeovy) multiplikdtory.
Problém je ve své obecné verzi obtizny a zatim otevieny. Jsou znamy jen nékteré
specialni nebo castecné odpovédi; napt. rovnice geodetik v pseudo-Riemannové prostoru

jsou vzdy varia¢ni v tomto slabém smyslu.

9.3 Helmholtzovy podminky

Klasicky vysledek formuluje nasledujici nutné a postacujici podminky.

Lemma 9.1 Systém funkci E;: J*(R x M) — R (zdvislijch obecné na t,x*, u', 2"),
i = 1,...,n, muZeme povaZovat za Fuler-Lagrangeovy vyrazy pro néjakou Lagrangeovu
funkci L: JY(R x M) — R prdvé tehdy, kdyz plati tzv. Helmholtzovy podminky [26]:

Vzhledem k libovolné adaptované mapé, ndsledujici vztahy plati identicky pro vsechna

,k=1,....,n
OE; OE,
o =0, (9.12)
OE, OB, d (0E, 0E,
W+W_E(ﬁ+ﬁ)’ (9.13)
OE, 0E, 1d (0E; 0B,
@—W—m(w—w)- (5.14)

Pokud se rovnice daji zapsat v néjakém specialnim tvaru, piislusné podminky se
odpovidajicim zpusobem modifikuji.

Prvni pokus zkoumat tyto rovnice ucinil Helmholtz. V [27] formuloval nutné a po-
stac¢ujici podminky, ale dokazal pouze jejich nutnost. Dukaz, Ze jsou i postacujici, podal

pozdéji Mayer [52].
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9 APLIKACE METRIZOVATELNOSTI VE VARIACNIM POCTU

9.4 Konexe variaéni v ztizeném smyslu na afinnich varietach

Jak vime, dulezitd véta (pseudo-)Riemannovy geometrie 11ka, ze je-li dana nedege-
nerovana metrika g na M, existuje jedind symetricka konexe V na M ,kompatibilni”
s metrikou v tom smyslu, ze metrika je kovariantné konstantni vzhledem ke konexi, Vg =
0. Geometricky teceno, skalarni soucin indukovany na jednotlivych te¢nych prostorech
kvadratickym metrickym tenzorem se rovnobézné posouva podél vsech kiivek. Takové
konexi fikdme Riemannova, nebo také Levi-Civitova (viz kapitola 2.12).

Problém metrizovatelnosti je obracena tloha: pro danou konexi V na varieté M mame
formulovat nutné a postacujici podminky na konexi (v pojmech dané variety a konexe)
pro to, aby byla pravé Levi-Civitovou konexi néjaké metriky, v kladném piipadé vsechny
takové metriky najit.

Jak jsme se zminili, systém nutnych podminek integrability podali jiz Eisenhart a Ve-
blen, [19]. Jsou zndmy nékteré castecné odpovédi, a také ekvivalentni formulace, napf.
v teci geodetickych zobrazeni. Napt. v [53] je nalezen systém diferencidlnich rovnic, ktery
kontroluje tuto otazku. Ale iplné feSeni problému v feci vstupnich dat dosud formulovano
nebylo.

Rekneme, ze linedrn{ konexe na M je variacni v zizeném smyslu, [32], [33], [75], jestlize
existuje (aspon tiidy dva, nebo hladkd) funkce L: R x TM — R, v lokélnich fibrovanych
soufadnicich L = L(t,z,u), a nesinguldrni tenzorové pole g: M — T9(M) typu (0,2) na

M takové, ze v libovolné lokalni fibrované mapé splyvaji funkce
E; = —gi(x)(2" + T (z)u"uf), i=1,...,n (9.15)

pravé s Euler-Lagrangeovymi vyrazy F;(L) pro néjaky Lagrangidn L; zde F;k jsou slozky
konexe V.

Ukazme uzky vztah mezi varia¢nosti v zizeném smyslu a metrizovatelnosti linearni

konexe na M [75]):

Véta 9.2 Na varieté (M, V) s linedrni konexi jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:
(1) V je variacni v ziZeném smyslu;

(ii) symetrickd c¢dst V koneve V je metrizovatelnd;
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9.4 Konexe variacni v zizeném smyslu na afinnich varietach

(111) existuje nesinguldrni symetrické tenzorové pole g typu (0,2) na M takové, Ze

=1, (090  Ogre  Ogjr\
* = 99 (8xk * oxd 0zt )’ (9.16)

fék jsou komponenty (symetrické) konexe V, a ¢ jsou slozky tenzoru ¢* dudiniho ke
g v prirozeném sdruzovdni, tj. g“(x) je inverzni matice k matici gy(x), v € M ;

(iv) existuje requldrni symetrické tenzorové pole g typu (0,2) na M takové, Ze rovnice
gie(2) (2" +TF (2)u"u®) =0 (9.17)

jsou variacni.

Dikaz. Ekvivalence (i) < (iv) plyne piimo z definice. Ekvivalence (ii) < (iii) je klasicka:
jestlize symetrickd konexe V na M je metrizovatelnd a ¢ je jedna z kompatibilnich metrik,
pak V je pravé Riemannova konexe pseudo-Riemannovy variety (M, g); podminka \Y, g=20
je ekvivalentni vztahu pro libovolnou symetrickou konexi. Necht je nyni V linedrn{
(obecné nesymetrickd) konexe na M a necht f‘;k = f};j zna¢i komponenty jeji symetrické
Casti V.

Predpoklidejme, ze V je metrizovatelnd, g je metricky tenzor kompatibilni s V, tj.
plati Vg = 0. Zavedme (globaln¢) funkci L, L(u) = 19:(u,u), uw € T,M; v lokdlnich

fibrovanych soutadnicich je

1
L= §grs(x)urus. (9.18)

Abychom ovérili, ze L je Lagrangeova funkce, musime vyjadrit odpovidajei vyrazy E;(L)

a overit, ze splnuji Helmholtzovy podminky. Dostavame

e = pomar, () = WO + S (9.19)
tedy
Ei(L) = 30,g,u"u® — gis2® — Oy gisuu® (9.20)
— [9is2° + 3 (859ir + Orgis — Oigrs) | w s
Zkracené,
Ei(L) = — (giszs + f’irsurus> =— (giszs + gigf’fsu’"us) , (9.21)
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9 APLIKACE METRIZOVATELNOSTI VE VARIACNIM POCTU

kde

2Tirs = 29il'L, = OsGir + 0,9is — Oigrs. (9.22)
Ovérme podminky (9.12)—(9.14). Diky symetrii tenzoru g, vyrazy E;(L), spliuji
Helmholtzovy podminky (9.12):

Ozk 0z
Pro ovéfeni (9.13) uzijme podminku Vg = 0 a symetriénost g:

= —0is0, + grs0; = —Gik + gri = 0. (9.23)

OE; , OEx d (8Eki 8Ek)
0z 0zt

ouk Ou’ dt

- - Agni = 9 0 d (9-24)
=2 <F““ + Dhis + aik;> u* =2(Vg) (57 571 W 505) = 0.
Uzijeme formuli (9.20) a dostaneme
aEz agzs 8292'5 1 82grs
— s _Z "u® 9.25
dzk Ok <8xk8ﬂ 2092k ) " (9:25)

a konecné (9.14), coz dokazuje implikaci (ii) = (i).

Naopak, je-li konexe variacni v zizeném smyslu, tj. plati-li Helmholtzovy podminky,
potom symetricnost g vyplyvé z (9.12); (9.13) spolu s (9.12) davaji Vg = 0; jestlize g je
symetricky a kovariantné konstantni vzhledem ke konexi V, pak (9.14) nedava novou
podminku. Tedy (i) = (ii).

Jestlize je systém diferencidlnich rovnic druhého tadu ve specialnim tvaru, kdy druhé

derivace jsou kvadratické formy v prvnich derivacich,
i* 4 TF (2)i"3° =0, k=1,...,n, (9.26)

muzeme uzit véty 9.2 pro posouzeni, zda je systém odvoditelny z néjakého Lagrangidnu.
Budeme ptedpoklddat, ze funkce I'*, () jsou komponentami symetrické linedrni konexe V
na néjakém okoli U C R"™. Je-1i V (lokalné) metrizovatelnd a g;;(z) (splnujici det(g;;(x)) #
0 v kazdém bodé x € U) jsou komponenty néjaké nedegenerované metriky g kompatibilni

s V na U, pak systém rovnic (9.26) je ekvivalentni systému
gir (B +TF (2)i"3%) =0,  k=1,...,n, (9.27)

tedy funkce g;x(x) jsou hledané variaéni multiplikdtory. Naopak, je-li dén systém dife-
rencialnich rovnic tvaru (9.26) a existuji-li Lagrangeovy multiplikdtory nezavislé na case

i rychlostech, pak jsou pravée slozkami metriky, jejiz geodetiky jsou urceny rovnicemi (9.26)

(viz kapitola [2.10).
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9.5 Konexe variacni v zizeném smyslu v dimenzi n = 2

9.5 Konexe variacni v ztizeném smyslu v dimenzi n = 2

V dimenzi dva dostavame nasledujici vysledky.

Véta 9.3 Méjme ddnu 2-dimenziondini varietu (M, V) se symetrickou linedrni konexi

V. Jestlize v okoli kaZdého bodu x z My nastane jedna z ndsledujicich moznosti:
o tenzor kriwostt R konexe V je nulovy,
e Ricciho tenzor je nesingularni, symetricky a rekurentns,

potom V je (lokdlné) variacni a (lokdlné) metrizovatelnd na néjakém okoli kazdého bodu.

Nasledujici piiklad lokalné metrizovatelné konexe ukazuje mozné obstrukce, které mo-
hou branit globalni metrizovatelnosti, a tedy i globalni varia¢nosti v zizeném smyslu ve

tfidé diferencovatelnosti C'°.

Piiklad 9.4 [69] Na varieté M, = R? s atlasem (R? id) a s globalnimi soufadnicemi

(z', 2%) studujme (globaln{) symetrickou linedrni konexi V definovanou komponentami

takto:
I (2
2((;2)) pro 22 > 0,
I, =I5 = 0 pro —1<a?<0,
f'(@?)

2
e pro 2 < —1,

B'(x?) - h(z*)  pro z* > 0,
2 = 0 pro —1<2?2<0,
f'@®) - f(@®)  proa® < -1,
jinak T = 0, kde f,g € C*(R) jsou hladké redlné funkce jedné proménné spliujict
(v [69] je vynechdna podminka a # —1)

h(t) # 0 pro t > 0, yr% h(t) =1,
f(t)#0prot < —1, tlimlf(t):aER—{—l,l},
P_{% d;};gt) =0 pro s € N, 11_1)1% %_@ = 0.

Komponenty kfivosti a Ricciho tenzoru jsou

R%lZ = _Rbl = Ry =0, Rgm = —R§12 = Ry =0,
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9 APLIKACE METRIZOVATELNOSTI VE VARIACNIM POCTU

_ZE;(SC;) pro 2% > 0,
R%m = _Rém = Ry = 0 pro —1<2?2<0,
_}02;(5)2) pro 2 < —1,

h"(x?) - h(z?)  pro z* > 0,

Rly = —Rij; = Ru = 0 pro —1<2a?<0,
f"(@?) - f(z*)  pro z? < —1.
Ricciho tenzor je ziejmé symetricky na M. Uvazujme disjunktni rozklad M = N; U

Nr1U Nypr (odpovidajici definiénim oborum jednotlivych predpist pro komponenty konexe),
kde

Ny = {(z*,2%); -1 < 2* < 0},
Nir = {(5517952);372 > 0}, Nrir = {(ﬂil,x2);x2 < —1}.

Na N; je R = Ric = 0, zizeni konexe V|N; je ploché, a tedy metrizovatelné; muzeme
si dokonce zvolit signaturu. Na Ny; je zuzeny Ricciho tenzor rekurentni. Protoze 11, =
Ry, = 0, polozme g;(z) = 0.

Déle pocitejme Ry1.p = (h®-h—h"-h')(2?), Ry = —W(ﬁ), a volme go(x) =
%(mz) Pak ¢ = go(x)dz? spliuje VRic = ¢ ® Ric. Necht 8 € R — {0}, g;1 =
(h(z*))?(dz")? — (dx?®)?; obecny tvar pro kompatibilni metriky na (Ny7, V|Nr;) je Bgrr
(Lorentzovské metriky).

Diky vlastnostem h, pro kazdé 3 # 0 existuje jediné spojité rozsiteni Sg;; na Ny, tvaru
B((dz')? — (dz?)?) takové, ze V je Levi-Civitova konexe rozsitené metriky na Ny U Np;.
Podobné Ric je rekurentni na Nj;;; kompatibilni metriky jsou vgrr7, v # 0, grrr =
(f(z*)?(dx')? — (dx?)?; kazdé vgr;r mé spojité rozsiteni v(a?(dz')? — (dz?)?) na Np
takové, ze zuzeni V je Levi-Civitova konexe rozsitené metriky na N; U Ny;;. Ale plati
a’® # 1 (protoze a # —1, a # 1); tedy nelze najit zddnou globalni metriku na celé varieté

M, kterd by byla kompatibilni s danou konexi V.

Piiklad 9.5 [19, str. 122] Na R? se soufadnicemi z = (z!, 2?) uvazujme soustavu dife-

rencialnich rovnic

(@) + (¢' —2®)(@")? =0, (@) + (¢' = 2®)(3%)? = 0. (9.28)
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9.5 Konexe variacni v zizeném smyslu v dimenzi n = 2

Kiivky c(s) : I — R? (parametrizované obloukem), které jsou fesenim soustavy, uréuji
soustavu geodetik (symetrické) linedrni konexe V s komponentami I'{; = '3, = ! — 22,
jinak I, = 0. Pozadujeme, aby konexe (linedrni, bez torze) byla metrizovatelna, tj.

chceme najit symetrické tenzorové pole g typu (0,2) s Vg = 0. Odpovidajici soustavu

(91911 = ($1 - Iz)gn, 81912 =0, 81922 =0,
011 =0, Oagia = (351 - 372)912> Dago2 = (l’l - $2)922

jsme v kapitole , Piimd metoda” vyftesili piimo (Piiklad 4.1). Zjistili jsme, Ze jediné Feseni
je trivialni: ¢g;; = 0 pro kazdé i,j. Pro soustavu (9.28) se ndm tedy nepodafilo najit
multiplikatory tvaru g¢;;(x) (to ale nevyluc¢uje moznost, ze by mohly existovat obecnéjs

funkce tvaru g;;(t, z, u), které by danou soustavu pfevedly na variaéni v slabém smyslu).

Piiklad 9.6 [11] Rovnice
it = —(2')? i = —(1%)? (9.29)

urcuji na My = R? symetrickou linedrni konexi Vx, X; = X; = 0, Vx,Xo = Xy, jinak

Vx,X; =0, X, = %, s Christoffelovymi symboly
I}, =T3%=1  jinak T} =0.

Pokud vypocteme tenzor kiivosti R, zjistime, ze je nulovy (ekvivalentné Ric = 0) a tedy
konexe V je plochd, proto (lokdlné) metrizovatelna, a zadany systém je variacni. Ke
zjisténi komponent metriky, nebo jinak receno, varia¢nich multiplikdtoru g;;, jsme fesili

soustavu PDR (viz Piiklad [4.4)

(91911 = 2911, 81912 = J12, 81922 =0,
Oag11 = 0, 12 = G12, g2 = 2g22.

Je-li ddno g € M, nesinguldrni matice 2 x 2 (g?j) a pocatecni podminky g;;(zo) = g?j,
je fesenfm g1 = ¢9,€%" ) g1z = ¢%e® T, gy = g%he®™, proto ziskime tuto (globalni)

metriku na R? a odpovidajici Lagrangian:

. 1 o
_ 0 '+t _ 0 x'+xl i
gij = Gij € , L—igij u'u’.
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9 APLIKACE METRIZOVATELNOSTI VE VARIACNIM POCTU

Pozniamka 9.7 Pokud zavedeme v podstaté stejnou konexi na ,nekoneéném vélci” S'x R,
nebo na anuloidu 72 = S! x S!, tak konexe neni globdlné metrizovatelnd. Budeme-li
uvazovat (souvislou, dokonce hladkou) funkci f(¢t) = |X1(v(¢))|, t € (0,1), pak délka
(hladkého a globalné definovaného) souradnicového vektorového pole X; podél | kiivky
toku vektorového pole” (coz je kruznice bez jednoho bodu) spliuje f' = 2f; metrika
se tedy chova ,exponencialné”. Musime ocekavat problémy s uspésnym ,spojovanim”

metriky na prekryvani okoli.
Priklad 9.8 Soustava
w1 .1.2 ] 1 2\ (. 1\2
T4 aat =0, Z —Eexp(az )& )*=0 (9.30)

zadava praveé systém kanonicky parametrizovanych geodetik symetrické linearni konexe,
jejimiz jedinymi nenulovymi komponentami jsou I'f, = T'}, = %, 2 = —%efcz. V prikladu
je jiz uvedeno (pomoci Ricciho tenzoru), ze konexe je metrizovatelna. Vsechny jeji

(globalni) kompatibilni metriky na R* tvoii jednoparametrickou soustavu
gy = exp (v* + b) dz' @ dz' + exp (b) dz® @ dv*, b€ R, (9.31)

kterd poskytuje Lagrangiany L = Le”"0(u!)? + Leb(u?)2,
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10 Rekonstrukce konexe nebo metriky

Nyni vyjdeme z vysledki uvedenych v [57]. Zavedeme speciélni tzv. pre-semigeodetické
mapy, které budeme charakterizovat jak geometricky, tak v feci zadané konexe. Za tim
ucelem formulujeme verzi véty typu Peano-Picard-Cauchyovy o existenci a jednoznacnosti
feseni problému se zadanymi pocatecnimi podminkami pro systém obycejnych diferenci-
alnich rovnic prvniho fadu. Zavedeny aparat se pak uzije v pevné pre-semigeodetické
mapé variety se zadanou linedrni symetrickou konexi: rekonstruujeme, nebo sestrojime
(doplnime), symetrickou linedrni konexi v jistém soutadnicovém okoli na zakladé znalosti
»pocatecnich podminek”, totiz ze zizeni konexe na pevnou (n — 1)-rozmérnou podvarietu

S a z vhodné vybranych komponent tenzoru kfivosti R v souradnicovém okoli.

V Riemannoveé prostoru uzijeme specidlniho piipadu tzv. semigeodetickych soutradnic.
Uzitim podobnych metod jsme schopni také rekonstruovat, nebo sestrojit, metricky tenzor
typu (0,4) pseudo-Riemannovy variety v definiénim oboru semigeodetickych souradnic,
je-li dano zuzeni metriky na néjakou neizotropickou nadplochu a jisté komponenty tenzoru
ktivosti v ,,objemu”.

Ptipomenme, ze postupy vedouci k vyTeseni problému o nalezeni Riemannovy metriky
z téch ¢ onéch podminek ¢i informaci muze byt zajimavé jak z hlediska teoretického,
tak z hlediska praktického. Jak jsme vidéli, fada autoru se zabyvala moznosti nalezeni
metrického tenzoru ze znalosti tenzoru kiivosti, [38, str. 135-136], nebo dokéazala existenci
metriky s predepsanym Ricciho tenzorem, [13], [77] apod. Obecné, fesit takovy problém
znamena tesit relativné komplikovany systém nelinearnich parcialnich diferencidlnich rov-
nic, jejichz koeficienty jsou vyjadieny jako funkce komponent Riemannova tenzoru kiivosti.
Jednou z moznosti, jak zjednodusit situaci, je najit vhodny soutradnicovy systém, vzhle-
dem k némuz se soustava puvodné zadanych rovnic vyrazné zjednodusi. Nasim cilem je

ukazat takovy systém soutradnic a jeho pouziti.

V élanku [25], v soufadnicovém okoli Riemannova prostoru (s pozitivné definitni
metrikou), na kterém jsou dény specidlni, semigeodetické soufadnice, jsou komponenty
metrického tenzoru vyjadieny pomoci hodnot, kterych nabyvaji na jisté nadplose a déle
z nékterych komponent tenzoru kiivosti typu (1,3) v daném soutadnicovém okoli. Pode-

jme struéné vysvétleni tohoto ptistupu.
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10 REKONSTRUKCE KONEXE NEBO METRIKY

Predpokladejme, ze v: I — M je geodetika na n-dimenzionalni Riemannové varieté
M, a p je bod na 7. Pak existuji lokdln{ soutadnice (¢, 22, ..., 2") v okoli bodu p takové,
ze pro malé t, v(t,0,...,0) predstavuje geodetiku v okoli p; na -y je metrickym tenzorem
eukleidovskd metrika. Na v (a pouze na ni) se vSechny Christoffelovy symboly anuluji
(tedy vSechny zminéné vlastnosti jsou splnény pouze na vybrané geodetice). Zde budeme
uvazovat obecnéjsi situaci. Zavedeme specidlni pre-semigeodetické soutradnice, které in-
dukuji, v jistém tubularnim okoli, specidlni parametrizace na vSech kanonickych geode-
tikéch soucasné, a charakterizujeme je geometricky i v fe¢i ptislusné konexe. Zminéné Fer-
miho soutradnice jsou pak specidlnim piipadem. Poznamenejme, ze Fermiho soutadnice,
nazvané podle italského fyzika Enrico Fermi, [21], jsou Siroce pouzitelné v Riemannoveé
geometrii i v teoretiké fyzice, [4], [52], [51] apod.

Jako hlavniho prostredku uzijeme vét z teorie diferencidlnich rovnic. Formulujeme vétu
o existenci a jednoznacnosti feSeni systému obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho
radu se zadanymi pocatetnimi podminkami (Peano-Picard-Cauchy), a tohoto apardtu
vyuzijeme v pevné daném definicnim oboru (pre-semigeodetické) mapy (U, (z')) zadané
variety (M, V) se symetrickou linedrni konexi. Nasim cilem bude rekonstruovat, pripadné
sestrojit symetrickou linearni konexi v jistém okoli daného bodu ze znalosti ,,pocatecnich
podminek”, jimiz jsou zizeni konexe na pevnou (n— 1)-rozmérnou podvarietu S a nékteré
vhodné komponenty tenzoru kiivosti R v ,,objemu” (v souradnicovém okoli).

Podobné, tymiz metodami dosahneme rekonstrukce, nebo konstrukce, metrického ten-
zoru pseudo-Riemannovy variety v definicnim oboru semigeodetickych soutadnic, je-li
dédno zuzeni metriky na néjakou neizotropickou nadplochu a jisté komponenty tenzoru
kiivosti typu (0,4) v ,objemu”. Na rozdil od autoru zminéné publikace [25], predklddame
mnohem kratsi dukazy konstruktivniho charakteru, zalozené na klasickych vysledcich

z teorie obycejnych diferencialnich rovnic.

10.1 Pre-semigeodeticka mapa

Necht (M, V) je (diferencovatelnd nebo hladkd) n-dimenzionéln{ varieta M se symet-
rickou linearni konexi V. Nechf I'}; znaéi komponenty konexe V v pevné mape (U, ¢ =
(x,...,2")) variety M, kde U C M je oteviené okoli.

Jestlize ve vybranych soutadnicich (U, (z%)) plati '}, (z) = 0 pro vSechny indexy h =
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10.2 Rekonstrukce konexe

1,...,n, fekneme, Ze (U, (z%)) je pre-semigeodetickd mapa vzhledem k souradnici z' a ke
konexi V, nebo ze x! je geodetickd souradnice v U. Preferovat prvni soutadnici je veelku
prirozené, a neni to zfejmé na djmu obecnosti.

Piipomenme, ze podobné soutadnice byly pouzity v [67], kde byly nazvany ,skoro
semigeodetickymi”.

Ukazme geometrickou interpretaci pre-semigeodetickych map. Pfipomenme, Ze rovnice
V¢ = 0 kanonicky parametrizovanych geodetik ¢: I — U zizené konexe V|U maji

v lokalnich soufadnicich tvar (zde k =2,...,n)
d21+r @2+En F1dc1dcﬂ+z dcidLj_O
ds? ds j=2"1j ds ds 1,j=2 ZJ ds ds ~—

d2ck Fk dct 2 n Fk dct ded k dct ded 0 (101)
ds2+ 11\ ds +Zj2 1]dsds+21]2 tjds ds ~ O°

Lemma 10.1 Podminky T = 0, h = 1,...,n jsou na U splnény prdvé tehdy, kdyz

parametrizované krivky
c: I —U, c(s) = (s,a9,...,a,), s€l, a;€ER, i=2...,n (10.2)

jsou kanonicky parametrizované geodetiky zizené konexe V|U. Zde I je interval a ay jsou

vhodné konstanty vybrané tak, Ze ¢(I) C U.

Diikaz. Nechf I'", = 0 plat{ pro véechny indexy h = 1,...,n. Pak lokdlni kiivky

s parametrizacemi splnuji

de(s) (O d?c(s)
ds (@)C(s)’ ds? 0 (10.3)

a tedy jsou feSenimi systému . Naopak, jestlize kiivky (10.2) patii mezi feSeni rovnic
, pak diky dostavdme ', = 0 ze vztaht (10.1).

Tedy pre-semigeodetickd mapa je plné uréena podminkou, ze kiivky z! = s, 2¢ =
konst., © = 2,...,n, patii mezi geodetiky dané konexe v daném souradnicovém okoli.

Defini¢ni obor U takové mapy ma tvar tuby sestrojené podél geodetik, je ,,tubularni”.

10.2 Rekonstrukce konexe

Nyni ukdzeme, jak symetrickd linedrni konexe muze byt v oboru U pre-semigeodetic-

kych soufadnic (vzhledem k z') jednozna¢né doplnéna (rekonstruovéna), nebo sestrojena,
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10 REKONSTRUKCE KONEXE NEBO METRIKY

v jisté oteviené podmnoziné souradnicového okoli U, jestlize zndme zizeni komponent
['?, hledané konexe na podvarietu S definovanou rovnici ! = 0 a mdme piedepsané
komponenty R, tenzoru kiivosti v daném tubuldrnim okoli U.

Nejprve pro tento 1cel modifikujme vétu o existenci a jednoznacnosti feseni systému
obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu se zadanymi pocatecnimi podminkami.
V R" se standardnimi soufadnicemi (z!, 22, ..., 2") ztotoznime linearni podprostor (nad-

! = 0 s prostorem R"', tedy (%) = (22,...,2") budou stan-

rovinu) zadanou rovnici x
dardni soufadnice v R"™!. Necht J = (0,1) je otevieny jednotkovy interval a oznaéme

jako K,, = J™ otevienou standardni m-krychli. Dale oznacme
D,(0)={x=(a',....,2") eR"|0<2' <6, 0<2' <1, i=2,...,n} CR"
Oteviend (n — 1)-krychle K,,_; = J"!, chdpan4 jako
Kpi={=@"%.. . ,2")eR"|0<a'<1,i=2,...,n} CR",

se d4 ztotoznit s podvarietou S v D, (§) uréenou rovnici z! = 0.

Necht tedy v dalsim S znaéi podvarietu v D,,(6) uréenou rovnici z! = 0.

Véta 10.2 Necht V je symetrickd linedrni konexe na S (tridy aspori C?) se slozkami
=hos~ .o ~
[7(2), hyi,j€{2,...,n}, T€S.

Necht f’fj(i), h,j € {1,...,n} jsou funkce tiidy aspori C* na S, kde Tt (&) = 0 pro h =
1,...,n. Necht ddle A%(x), h,i,j € {1,...,n} jsou funkce (aspor C°) v D,(8) a takové,
ze Al jsou aspori tridy C' v kaZdé z proménnyjch 2%, ... 2" a aspori C° v x'. Ddle, necht
na S plati podminky R, (22,... 2") = Al (22, ... 2"). Potom ezistuje redlné cislo 5,
0<d<éda ezistuje jedind symetrickd linedrni konexe V v okoli Dn(g) s komponentamz
[l(z), z € Dn(8), h=1,...,n tak, e plati: " (z) = 0 na D,(0) pro h =1,...,n (tedy
souradnice jsou semigeodetické), T (0, %) = I (%) pro viechna & € S, h,i,j € {1,...,n}

(a tedy V|S =V ) a R, (z) = Al (z) pro vsechna z € Dy, (0)v Dn(d), hyi,k € {1,...,n}.

Diikaz. Jestlize V je dand konexe na néjakém oboru D, (9) se slozkami I'};(z), 2 € D,(d),
jsou komponenty jejiho tenzoru kfivosti vazany s komponentami konexe klasickym vzta-
hem

Rl =00 — O Tl + Tl — T (10.4)

ijk ij - mk*
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10.2 Rekonstrukce konexe

Piedpoklddejme, Ze plati I'?; = 0. Polozme i = j = 1. Dostdvame vztahy

F?k + Z [Tl — Riy, = (10.5)
Podobné pro j =1 ai € {2,...,n} ziskdme systém rovnic
oy Z rm o I —Rh, =0. (10.6)

Predpoklddejme nyni, ze jsou splnény podminky véty [10.2l Uvazujme systém

lk - ZF lk’ (107)

ktery budeme povaZovat za systém obyéejnych diferencidlnich rovnic v jedné proménné x*

pro nezndmé funkce I'", | ostatn{ souradnice (Z) = (2?,...,2") € K,_; = S povazujeme

za parametry. Zadame-li poc¢atecni podminky
rh (0,22, ..., 2") =T (2% ..., 2") pro (2% ...,2") €S,

pak podle vét z teorie diferencialnich rovnic existuje cislo 6;, 0 < 07 < ¢ a existuji

jednoznaéné uréené funkce I' (2!, ... 2") (ti{dy asponn C') na definiénim oboru D,,(d;),

které vyhovuji pocatecnim podminkam
rh(0,z)=I"(z), ze€b. (10.8)
Tyto funkce a jejich derivace pouzijeme v dalsim. Uvazujme systém

ZP "”1+8 T+ Al (10.9)

kde jsme za funkce I'", dosadili z pfedchozfho. Mdme tedy opét systém obycejnych dife-
rencialnich rovnic v jedné proménné x!. Podle vét o existenci a jednoznacnosti systému
obycejnych diferencialnich rovnic existuje 3, 0<0<5é a existuji jednoznacné urcené

funkce tiidy aspon C' na oboru D, (5)
(2!, "), i £ 1#k,
které vyhovuji pocatec¢nim podminkam

T (0,22 ..., 2" =T (2% ..., 2"), (2% ...,2") €S. (10.10)
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10 REKONSTRUKCE KONEXE NEBO METRIKY

Dale, snadno zjistime, ze diky vztahum (10.5), (10.6), (10.7), (10.9) dostaneme:

Rl ()= Al (2),  zeD,6), hik=1,...n. (10.11)

Jako dusledek dostaneme: jestlize (U, ¢ = (z',...,z™)) je mapa na varieté M, uvazujme
podvarietu S € U v U definovanou rovnici z' = 0 a symetrickou linedrn{ konexi V na S

tifdy asponn C? se slozkami f?] Zvolme funkce A?j na U takové, ze A% jsou tiidy aspoii

C% pro i = 2,...,n, funkce A" jsou spojité v x', a A%, jsou aspon C' ve zbyvajicich
proménnych 22, ..., 2". Potom existuje jedind symetricka linedrni konexe V na U s kom-
ponentami splitujicimi I'?, = 0 pro h = 1,...,n, kterd je rozsifenim konexe V, tj. plati

VIS = V. Dand mapa je pak pre-semigeodetickd vzhledem ke konexi V a na U plati

h  _ Ah
Ry = A

10.3 Semigeodetické souradnice

Rekneme, ze mapa (U, (27)) pseudo-Riemannovy variety (M, g) je semigeodetickd (nebo
7e (x%) jsou semigeodetické souradnice), jestlize vzhledem k této mapé ma metricky tenzor

komponenty
g =edr' @dx' + gy(z', 2%, .. 2")de' @ da?, i, =2,...,n, (10.12)

kde e = +1 (znameni plus nebo minus souvisi s druhou mocninou integralu te¢ného
vektoru ke kiivce dané soufadnici x!).

Geometrickd interpretace je nasledujici, [67, str. 55].

Lemma 10.3 Lokdlni souradnice (z') na pseudo-Riemannové varieté jsou semigeodetic-
ké, pravé kdyz 1-sit x'-souradnicovych krivek je tvorena prdvé viemi geodetikami para-
metrizovanygmi obloukem, které jsou kolmé k neizotropické nadrovinée definované rovnict

! = konst.

Poznamenejme, Ze soufadnicové nadplochy definované rovnici 27 = konst. pro j =
2,...,n jsou ortogonalni k takto vybranému systému geodetik. Dale, semigeodetické

soufadnice jsou zfejmé pre-semigeodetické.
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10.4 Rekonstrukce metriky v semigeodetickych soufadnicich

Klasické semigeodetické souradnice mohou byt zavedeny v dostatecné malém okoli
libovolného bodu libovolné Riemannovy variety (tentokrdt minime s pozitivné definitni

metrikou), a jsou plné charakterizovény souradnicovym vyjadienim metriky:
gi; = dz' @ da' + gi(z', 2%, .. 2" da' @ da?, i, =2,...,n. (10.13)

Tedy na cylindru muzeme semigeodetické souradnice zavést globalné.

Vyhody takovych souradnic jsou zndmy od dob K.F. Gausse ( [47, str. 201], ,, Geodé-
tische Parallelkoordinaten”), a casto je pouzivdme zejména v dimenzi 2 v ruznych apli-
kacich, aniz se o tom zminujeme, [59], [78] apod. Napi. geodetické polarni soufadnice,
»Geodatische Polarkoordinaten,” [47, str. 197-204], mohou byt interpretovany jako , li-
mitni pripad” semigeodetickych souradnic. VSechny geodetické soutadnicové kiivky ¢ =
x? = konst. prochézeji jednim bodem nazyvanym pdl, ktery odpovida rovnici r = 2t = 0.

Kiivky odpovidajici rovnicim 7 = ! = konst. jsou geodetické kruZnice.

10.4 Rekonstrukce metriky v semigeodetickych souradnicich

Véta 10.4 Necht a;; je (aspon) spojitd funkce v D, (d), necht gi; je funkce tiidy (aspor)
C? v K, 1 a éij jsou funkce tidy (aspor) Ct v K, 1, i,j = 2,...,n, takové, Ze matice
(Gi) a (éw) jsou symetrické, Gj; = Gij, éjz» = C?Z-j, a plat? det(g;;) # 0 v K,,_1. Zvolme
pevné e € {—1,1}. Potom existuje 5,0<d6<da existuje jednoznacné urceny metricky

tenzor g tridy (aspon) C* v Dn(S), ktery je nedegenerovany, tedy det(g;;) # 0 na Dn(g),
a pro jeho komponenty plati gin =e, g1 =0proj=2,....,n, aproi,j=2,...,n je

o or N 5 .
9i(0,2) = (%), 55 9i(0,%) = Gj(7), & € Ku-y, (10.14)

kde g—;l znaci parcidlni derivaci zprava, a je splnéna podminka
aij(z) = Ruji(z),  x € Dy(0). (10.15)

Dukaz. Slozky tenzoru kiivosti R typu (0,4) pseudo-Riemannovy variety V,, = (M, g)

jsou se slozkami metriky vazany takto:

1
Rpiji = é(ajghkz + OnkGij — Oikgnj — 0ij9nk) + 9"° (ke Lijs — ThjrLijs), (10.16)
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10 REKONSTRUKCE KONEXE NEBO METRIKY

kde I'; 1, = %(&‘gjk +0;9i—0kgij) jsou Christoffelovy symboly prvniho typu ve V,, a g"* jsou
komponenty dudlniho tenzoru ke g. Tedy g% jsou funkce raciondlni v komponentéch g;;
metriky, g7 = 1/ det(g;;) - Aji, kde A;; je algebraicky doplnék prvku g;; matice metrického
tenzoru.

Polozme h = k = 1 a uzijme piedpokladu g1 = e, g1; = 0. Pomoci (10.16) dostaneme
1 1,
Riij1 = 581191']‘ -9 019ir01G;s- (10.17)
Muzeme predpokladat, Ze pro indexy je i, 7,7, s > 1. Dosadme
Pak muzeme psat (10.17) ve tvaru
1 1 s
Rlijl = 5(’31Gij — Zg Girst- (1019)

Ozna¢me Ry;;1(x) = a;;(x). Mame tedy Fesit systém

Ogi; = Gy,
(10.20)
0.G;j = %grsGirst + 2a
pro pocatecni podminky
. ot _ = _ .
6i;(0, %) = g:;;(2), @gij(o,x) =Gi(T), TeK,1, ,7=2,...,n. (10.21)

Protoze determinant i algebraické dopliiky jsou spojité funkce slozek g;; a pozadujeme,
aby det(g;;)(0,Z) = det(g;;)(Z) # 0, mame zaruceno, ze ¢"* budou dobfe definované
a rozumné se chovajici funkce v g;;, podobné jako v [25]. Tedy na (10.20) muzeme nahlizet
jako na systém obycejnych diferencidlnich rovnic 1. fddu v proménné z' pro neznamé
funkce g;; a Gj, s pocatecnimi podminkami - ostatni soutadnice 22, ..., 2" € K,_;
povazujeme za parametry. Pravé strany v rovnici (10.20) spliuji podminky véty o e-
xistenci a jednoznacnosti feSeni systému diferencidlnich rovnic [14, str. 263] na oboru

D, (0) a maji spojité derivace vzhledem ke g;; a G;;. Problém s po¢ateénimi podminkami

(10.20) a (10.21) m4& jediné feseni g;;(z). Funkce g;; jsou komponentami metrického ten-

zoru v oboru D, (d), a porovnanim (10.20) a (10.19) snadno zjistime, ze slozky tenzoru

kiivosti této metriky splivuji Ry (x) = a;(2), jak jsme méli ukdzat.
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10.4 Rekonstrukce metriky v semigeodetickych soufadnicich

Protoze matice (g;;) a (Gj;) jsou symetrické, muzeme predpokladat, ze i < j v (10.20

a v (10.21).

Jako dusledek dostavame

Véta 10.5 Necht a;j jsou spojité funkce v jistém spuradnicovém okoli U, gi; jsou C?-
funkece v S =UNS, kde S je nadrovina S: z* =0 v R", a éij jsou C-funkee v S pro
i,j = 2,...,n takové, Fe matice (§i;) a (Gyj) jsou symetrické a plati det(gi;) # 0 v S.
Zvolme e € {—1,1}. Pak existuje 0 > 0 a existuje jedind nedegenerovand (det(g;;) # 0)
metrika g tridy C* v U = (—6,6) x S, pro kterou g1, = e, 91;=0,7=2,....,n (. U je

semigeodetické okoli) a pro i,j =2,...,n plati
e s oF A e~ &
gl-j(O, l’) = gij(l'), @ glJ(O,Q?) = Gij(iC), X € S (1022)
a
CLZ‘j<CL’> = Rlijl(QJ), x € ﬁ (1023)
Polozime-li specidlné a;;j(x) = Ry;ji(z), dédva feSeni systému (10.20) odpovéd na

problém o nalezeni metriky s predepsanymi slozkami Ry;;; () Riemannova tenzoru kiivosti
v typu (0,4). Dosadime-li za ziskané slozky metriky, dostaneme nésledujici vztah pro kom-
ponenty tenzoru kiivosti v typu (1, 3):

Rlijl = eRlljl = —eRillj = gszﬁj = _meRﬁl (1024)

Tento vysledek je tedy zobecnénim vysledku z [24] a [25].
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11 KRIVOSTNE HOMOGENNI PROSTORY

11 Krivostné homogenni prostory

N4&s dalsi zdjem bude vénovan prostorum, které jsou zobecnénim homogennich a lokalné
homogennich prostoru. Pripomenme tedy nejprve tyto klasické tiidy Riemannovych va-

riet.

11.1 Riemannuv globalné homogenni prostor

Je-li G Lieova grupa (s jednotkou 1) a H jeji kompaktni podgrupa, vznika faktorizaci
na nosi¢ci G/H = {gH | g € G} tzv. homogenni prostor. Topologicky faktorprostor M =
G/H mé strukturu analytické variety. Algebraicky vznika faktorgrupa s operaci (aH) -
(bH) = (ab)H, jeji jednotkovy vektor byva oznacovan jako o, tedy o = 1- H = H. Puvodni

grupa operuje na tiidach takto:
G xG/H — G/H, (a,bH) — (ab)H.

Lze ukézat, 7e akce Lieovy grupy G na M = G /H je redlné analytickd. Také prirozend
projekce m: G — G/H je redlné analyticka.

V bodé 0o € G/H faktorprostoru uvazujme tecny prostor 7,(G/H) a (kompaktni)
grupu isotropie H v bodé o, slozenou ze viech takovych linedrnich zobrazen{ teéného
prostoru, kterd jsou indukovana zobrazenimi fixujicimi bod o. Lze ukézat, ze na T,(G/H)
existuje pozitivné definitn{ skaldrn{ souéin g, invariantn{ vzhledem k H.

Jestlize x € G/H je libovolny prvek, definujeme skalarni sou¢in na 7, (G/H) vztahem
9:(X,Y) = ¢o(TLy-1 X, TL,1Y) pro X, Y € T,(G/H), kde a € G je prvek takovy,
ze a(0) = z (na konkrétni volbé takového prvku vysledek nezdvisi). L,-1 je levy zdvih

1 xw— a'w a TL,1 je jeho teéné zobrazeni (diferencial). Potom x +— g, je

prvkem a~
Riemannova metrika invariantni vzhledem ke grupe G.

G/ H spolu s takto sestrojenou G-invariantni pozitivné definitni Riemannovou metrikou
je homogenni prostor. Homogennost je mozno charakterizovat v feci grupy izometrii pros-

toru:

Véta 11.1 Riemannova varieta (M, g) je homogenni prdvé tehdy, kdyz iplnd grupa izo-

metrii Iso(M) variety (M, g) operuje na M tranzitivné.
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11.2 Lokalné homogenni prostor

Tim je vysvétlena volba nazvu této tiidy prostoru: takové Riemannovy prostory maji
stejnorodé vlastnosti v okoli vSech svych bodu, izometrii se (pfi volbé adaptovanych
souradnic, indukovanych difeomorfismem) pretdhnou Christoffely Riemannovy konexe

a z nich odvozené objekty jako napt. tenzor kiivosti.

11.2 Lokalné homogenni prostor

Postupneé byla vénovana pozornost §irsi tiidé prostoru, v nichz chovéani kiivosti a torze
lze povazovat za ,podobné” na jistych okolich libovolnych dvou bodu a mezi néz patii
Riemannovy homogenni variety jako specidlni podtrida: jejich charakteristickou vlastnosti

je, ze prislusna Riemannova konexe je ,invariantni vici paralelismu”.

Definice 11.2 Lokdlné homogenni prostor je Riemannova varieta, na niz jeji pseudogrupa

lokalnich izometrii operuje tranzitivné [34, I, str. 11].
Je mozno dokézat:

Véta 11.3 Riemannova varieta (M, g) je lokdlné homogenni prdvé tehdy, kdyz existuje
linedrni konexe I' na M, kterd je v nasem smyslu kompatibilni s metrikou, tj. I'g = 0,

a md paralelni také tenzor krivosti v torze, tedy splnuje I'T' = 0 = I'R.

V [74] je pro kazdou lokdlné homogenni Riemannovu varietu sestrojena tzv. kanonicka
AS-konexe (Ambrose-Singerova), kterd ma pravé pozadované vlastnosti; naopak, jestlize
existuje konexe s témito vlastnostmi, pak paralelni prenos vzhledem ke konexi podél
ktivky spojujici libovolné dané body p, ¢ € M je mozno rozsitit do izometrie f s vlastnosti
fp)=q

Ptipomenme, ze infinitesimdlni model na realném eukleidovském prostoru se skalarnim

soucinem (V' (R), (, )) je dvojice tenzoru (7', R) na V,
T:V — End(V), X - T(X,.), R:V xV — EndV), (X,)Y) = R(X,Y)

takové, ze plati:

T(X,Y)=-T(Y,X), R(X,Y)=—-R(Y,X), (11.1)

(R(X,Y)Z,W) + (R(X, Y)W, Z) = 0, (11.2)
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11 KRIVOSTNE HOMOGENNI PROSTORY

RIX,V)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y +T(TxY, Z) + T(TyZ, X) + T(TzX,Y) = 0, (11.3)
R(TxY,Z) + R(Ty Z,X) + R(TzX,Y) = 0, (11.4)
R(X,Y) - T=R(X,Y)-R=0 (11.5)

(R(X,Y) operuje jako derivovéni na tenzorech).
Dva infinitesimdlni modely (7, R) na V a (T'",R’) na V'’ budeme povazovat za

izomorfni, jestlize existuje izometrie F': V — V'~ takova, ze plati:
T(FX,FY)=F(T(X,Y)), R(FX,FY)FZ=F(R(X,Y)Z). (11.6)

Infinitesimalni model asociovany s AS-konexi V je definovan tak, ze vezmeme V =
T,M,(-, ) = g,,T =T,, R = R,. Vlastnosti a (11.2) jsou splnény trivialné, (11.3)
a (11.4) plynou z Bianchiho identit, (11.5) plyne z Ricciho identity. Pfi volbé jiného bodu
p € M dostavame model, ktery je s predchozim izomorfni.

Ukazuje se, ze ke kazdé AS-konexi existuje algebraicky objekt, tzv. infinitesimalni
model, a naopak, infinitesimalnimu modelu odpovida lokalné homogenni Riemannova va-
rieta, urcend jednoznacné az na lokalni izometrie.

Je-li varieta (M, g) lokdlné homogenni a uplnd, pak jeji univerzalni Riemannovské
nakryti je globalné homogenni, a proto je (M, g) lokalné izometricka jistému Riemannovu
homogennimu prostoru G/H. Existuji vsak lokélné homogenni variety, nikoli iplné, které

nejsou lokalné izometrické zadnému homogennimu prostoru.

Véta 11.4 Dvoudimenziondlni lokdlné homogenni Riemannovy variety jsou pravé ty,

které maji krivost konstantni, tedy sféry S*(r),r € R a hyperbolickd rovina H.

11.3 Klasické krivostné homogenni prostory

Definice 11.5 Rekneme, ze Riemannova varieta (M, g) je krivostné homogenni, jestlize
pro kazdé dva body p, q z M existuje linedrni izometrie F': T,M — T, M tecnych prostoru
v téchto bodech, kterd zachovava tenzor kiivosti R typu (0,4), tj. spliuje

F*(R,) = R,. (11.7)
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11.4 Kfivostné homogenni prostory typu (1, 3)

ToM TqM

Obrazek 11.1: K definici[11.7]

Piipomenme, ze pull-back tenzoru R je dén takto [20]:
FYR,)(X,Y,Z,W) = R(FX,FY,FZ,FW)

pro vsechny tecné vektory X,Y,Z, W € T,M. Linedrni izometrie je linedrni zobrazent,

pro které F*(g,) = g, kde pull-back F*(g,) je definovén pro kazdé X,Y € T,M takto

Rovnice F*(g,) = g, detailné znamena, ze pro viechny tecné vektory X,Y € T, M plati
9,(X,Y) = F*(g,)(X,Y). Ekvivalentné v lokalnich soufadnicich adaptovanych vzhledem
k difeomorfismu slozky metriky v p a ¢ jsou stejné, ¢;;(p) = ¢i;(¢). Podminku (11.7) lze

vyjadrit v lokdlnich soutadnicich adaptovanych k zobrazeni F* takto:
Rijui(p) = Riju(q)-

Studiu kfivostné homogennich prostoru se vénovala fada autoru. Zakladni byl ¢lanek
F.M. Singera [71], ktery navazoval na starsi studii Charlese Ehresmanna z roku 1936, ale
misto Ehresmannova predpokladu, ze lokalni grupa izometrii v okoli bodu je lokalni Lieova

grupa (tzv. lokdlné homogenni prostor) predpokladd splnéni jiné podminky ekvivalentni

s (11.7).

11.4 Krivostné homogenni prostory typu (1,3)

V posledni dobé byla vénovana pozornost také pribuznému tématu, a to Rieman-
novym kfivostné homogennim prostorum typu (1, 3). Ukazuje se, ze ,klasické” kiivostné

homogenni prostory patii mezi (1,3)-kiivostné homogenni, ale ne naopak. Jak uvidime
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11 KRIVOSTNE HOMOGENNI PROSTORY

z konstrukei piikladu, tiida (1, 3)-kiivostné homogennich variet ma mnohem veétsi mohut-
nost.
Nejprve pripomenme nasledujici znamou skutecnost z teorie Riemannovych prostoru.

Dvé metriky jsou homotetické, je-li jedna z nich konstantnim nenulovym nasobkem druhé.

Lemma 11.6 Homotetické metriky (na téZe varieté) maji stejny tenzor krivosti typu
(1,3).
Dikaz. Pripomenme hlavni kroky dukazu:

. ;kl vyjaditme pomoci I'"  (a jejich derivaci),

e I vyjadiime pomoci g;; (jejich derivaci a inverzni matice),

e prvky inverzni matice g” se vyjadi{ pomoci algebraickych dopliku matice (g;;)

a determinantu det(g;;).

Definice 11.7 Riemannovu varietu (M, g) nazveme (1, 3)-krivostné homogenni, jestlize
pro kazdou dvojici p, ¢ bodu z M existuje linedrni homotetie f: T,M — T, M zachovéavajici

tenzor R kiivosti typu (1, 3), tj. spliujici
[T (Ry) = Ry. (11.8)

Pripomenme, ze linearni homotetie f je zobrazeni slozené z linearni izometrie F' a z ho-

motetie H te¢ného bandlu s kladnym koeficientem A > 0,
H:TM —TM, H(Y)=\Y

pro libovolny te¢ny vektor Y € T, M a libovolny bod ¢ € M viz Obrazek Situaci
popisuje komutativni diagram na obr. [11.3]

Pifslusny pull-back je definovén takto: (f*(R,))(X,Y,Z) = f~H(R,(fX, fY, fZ)) pro
XY, ZecT,M.
Podminku (11.8) muzeme také ekvivalentné psat jako

f(RP(X7 Y)Z) = Rq(fXa fY)fZa X7 Y>Z € TPM

V lokalnich soufadnicich (,adaptovanych k f”) podminka znamend, ze R}y, (p) = Rl (q).
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f TqM
oM
F
"

Obrazek 11.2: Linearni homotetie f.

M —F s TqM

H
TqM
Obrazek 11.3: Diagram.

Véta 11.8 [46] Je-li Riemannova varieta (M, g) kiivostné homogenni, pak je také (1, 3)-

ktivostné homogenni.

Dukaz. [46] Necht (M, g) je kiivostné homogenni. Necht p, ¢ € M jsou dva pevné zvolené
body a necht F: T,M — T,M je linedrn{ izometrie tecnych prostoru, kterd zachovava
tenzor kfivosti typu (0,4), F*(R,) = R,. Nejprve uvedme dukaz ve slozkach.

Zvolme pevné ortonormalni bézi (es, ..., e,) v T, M a uvazujme odpovidajici ortonor-

maln{ bazi (Fey, ..., Fe,) v T,M. Zaved me komponenty metriky v bodé p:
gp(eis €5) = 9i;(p) = sy,

analogicky pro bod g:
9q(Fei, Fej) = gij(q) = dij.

Obdobné postupujeme pti zavedeni komponent ktivosti:

6](3) el E jkl €m7

R’Ukl(p> = Gp (Rp(eka el)ejv ei) ;
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11 KRIVOSTNE HOMOGENNI PROSTORY

podobné v bodé ¢:
R,(Fey, Fe))Fe,; = Z R%(q)Fep,

Rijkl(q) = 9Jq (Rq(Fek, Fel)Fej, Fei) .

Z vlastnosti izometrie ' dostaneme R;jx(p) = Rijn(q), tedy

9mi (D)

m
Z jkl ) Gp(€m; €i) = gp( jkl(p)emaei) = gp (Rp(ex, er)ej, ;) =

9mi(q)

f_/%
= gq (Ry(Fex, Fe))Fej, Fe;) = gq (R () Fem, Fe;) Z 01(Q) gg(Fem, Fey)

(vSude se scitd pres index m). Tedy

§ jkl § jkl mz;

kde d,,; = 1 pro m =1 a d,,; = 0 pro m # ¢, proto
;‘k:l (p) = R;kl(Q)-
Tedy F' zachovava tenzor kiivosti typu (1, 3), a protoze body p, ¢ byly zvoleny libovolné,
je (M, g) (1,3)-kfivostné homogenni.
Nyni uvedeme invariantni dukaz:

Dukaz. Necht (M, g) je kiivostné homogenni, p,q € M dva body a F: T,M — T,M
linedrn{ izometrie te¢nych prostort, kterd zachovava kiivost (0,4), tj. F*(g,) = gp a F*(R,) =

R,. Pro libovolné XY, Z, W € T,M plati
9 (R FX, FYNFZ, FW) =R, (FX,FY,FZ, FW)=R,(X,Y,Z, W) =

= gp (1 (X,Y)Z, W) = F*(g,) (Ry(X,Y) Z, W) = g, (F (Rp(X,Y)Z) , FW).

Protoze metricka forma g, je regularni, linedrn{ formy g, (R,(FX,FY)FZ,—) a
94 (F (R,(X,Y)Z),—) se rovnaji pravé tehdy, pokud uvedené vektory jsou stejné. Proto
F*(R,) = R, a (M, g) je (1,3)-kfivostné homogenni.

Véta 11.9 [46] Necht (M, g) je hladkd Riemannova varieta, p € M, R resp. R oznacuje
jeji tenzor kiivosti typu (1,3) resp. (0,4). Pak nésledujici podminky jsou ekvivalentni:
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11.4 Kfivostné homogenni prostory typu (1, 3)

1. Pro kazdé ¢ € M existuje linedrni homotetie f,: T,M — T,M takova, ze R, =
fi(Ry), tj. (M, g) je (1,3)-kiivostné homogenn.

2. Existuje hladka funkce ¢: M — R takové, ze p(p) = 0 a pro kazdé ¢ € M existuje
linedrni izometrie F,: T,M — T, M spliujici R, = exp(2¢(q))F; (R,).

Dikaz. [46] 1. = 2. Piedpoklddejme, Ze pro pevny bod p a dalsi bod ¢ (p,q € M) plati
R, = f*(R,), kde f = Ho F: T,M — T,M je linearni homotetie s koeficientem \, =
A, A > 0. Dostaneme f*(g,) = Ag,. Pak g, (f(R,(X,Y)Z), fW) = Xg, (R,(X,Y)Z,W) =
NR,(X,Y, Z,W). Na druhé strané f(R,(X,Y)Z) = R,(fX, fY)fZ pro vsechna X,Y, Z,
a proto

9q (f(Bp(X,Y)2), fW) = g4 (Rg(f X, [Y) 2, fW) =

= R X, fY, fZ, fW) = X'R(FX,FY,FZ,FW).

Konecné
Ry(X, Y, Z W)= NR(FX,FY,FZ,FW) =\ (F*(R,)) (X,Y,Z,W)

pro kazdé X,Y,Z, W, a tedy R, = \? (F*(R,)). Koeficient A > 0 je ur¢en jednozna¢né
a hladce zavisi na ¢, protoze tenzorové pole R je hladké. Kdyz se ¢ méni, ziejmé vznika
hladké kladna funkce ¢ +— JA,, kterou muzeme zapsat ve tvaru A\, = e?D) . Ziejmé Ap =
e?®) =1, a tedy ¢(p) = 0.

2. = 1. Uvazujme body p a q, p, ¢ € M. Ptredpokladejme existenci linedrni izometrie F'
s piislusnou vlastnosti Fy,: T,M — T,M a konstanty A > 0 takové, Ze pro A = e?(@) plati
Ry = NF} (R,). Pak g, = F*(g,). Uvazujme homotetii H: T;M — T,M s koeficientem
A a slozené zobrazeni f = Ho F: T,M — T,M. Pak f(U) = AF(U) pro kazdé U € T,,M.
Pro kazdé W € T),M plati

Yq (f (Rp(Xa Y)Z) ) fW) = )‘2911 (F (Rp(X> Y>Z> >FW) =
= 220, (Ry(X,Y)Z, W) = NXRy(X,Y, Z,W) = N'R((FX,FY,FZ, FW) =

Proto se stejnym argumentem jako v dukazu véty[11.8 ziskdme R, = f*(R,).
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11 KRIVOSTNE HOMOGENNI PROSTORY

Vidime, ze kazdy (1, 3)-kfivostné homogenni prostor dimenze n uréuje hladkou funkci
© o n proménnych. Poznamenejme, Ze linedrni izometrie z ¢dsti 1. véty [11.9 nemusi byt
jednozna¢né urcena, ale neni ani zcela libovolnd (musi byt , kompatibilni” s vlastnosti
slozeného zobrazeni f z ¢asti 2.).

Déle si nachystame nasledujici ponékud technické tvrzeni.

Lemma 11.10 [46] Necht (M, g) je n-dimenziondln{ hladkd Riemannova varieta, p € M
jeji pevny bod, (U, ¢) lokdlni mapa pii bodu p a (Fy,..., E,) pohyblivy ortonorm&lni
repér na U. Necht existuje hladkd kladnd funkce 1: U — R na U takova, Ze

Rijri(q) = ¥(q) Riju(p)

pro vsechny indexy i, j, k,l € {1,...,n}. Potom existuje hladkd funkce ¢: U — R takova,
ze p(p) = 0 a pro kazdy bod ¢ € U existuje linedrni izometrie F,: T, M — T,M s vlastnosti

Ry = exp(20(q)) Fy (Ry)-
Dikaz. [46] Podminka vyse znamena, ze
Ry (Eigs Ejq, Ergs Eig) = V(Q)Ry (Eip, Ejp, Ep, Eip)

pro kazdé ¢ a vSechny indexy. Zobrazeni F' = Fj: T,M — T,M, které zobrazuje orto-
normalni repér (Ey,, ..., E,,) v bodé p na ortonormalni repér (Ei, ..., E,,) v bodé ¢, je

linearni izometrie. Pak muzeme psat
Rq (Eimqu»Ekqulq) =R, (FEipa FEijEk‘vaElp) =

= (F*Rq) (Eip> Ejp> Ekp> Elp) .

Toto plati pro kazdou volbu indext, a tedy F* (R,) = ¢(¢)R,. Protoze je funkce ¢ hladkd

a vSude kladna, vysledek je jiz zfejmy.

11.5 Priklady kiivostné homogennich prostoru typu (1,3) v li-

bovolné dimenzi

Uvazujme prostor R™*! se standardmimi soufadnicemi (w,z',...,2"). Na oteviené

podmnoziné U v dvourozmérném prostoru R? [w, x'] méjme dédnu viude nenulovou hladkou
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11.5 Piiklady kfivostné homogennich prostoru typu (1,3) v libovolné dimenzi

funkci f: U — R a antisymetrickou hladkou (n x n)-maticovou funkei A(w) = (A%(w))

jedné proménné. Zaved'me metriku gy 4(,) na oteviené podmnoziné U v R"*! vztahem

n+1
9. Aw) = Zuﬂ ® w’,
=0

kde
0__ 1 i g i j P
w’ = f(w,z")dw, W' =dx +2Aj(w)xdw, i=1,....n
j=1
je ortonormalni ko-repér. Necht (X, X1,..., X,,) je odpovidajici ortonormdln{ baze vek-

torovych poli. Podle [7, str. 51-52] (viz téz [44] a [45]) je tato metrika zobecnénim piikladu
K. Sekigawy [70]. Vypoctem provedenym ve formach se dé ukazat, ze Riemannuv tenzor

kiivosti v typu (0,4) je dan vztahem

R=4f"f 0" Ao @ AWl (11.9)
Jediné nenulové komponenty jsou Ryig1 = Rioio = —Riom = —Ro110 = —f ' /1. Uve-

dend metrika gf () neni plochd a pritom je krivostné homogenni pravée tehdy, kdyz
Ff0 0 =k, neboli f . = kf, kde k # 0 je konstanta. Odtud lze odvodit, ze f musi

zlg

mit jeden z tvaru

f(w,zY) = a(w)exp(Vkz') + b(w) exp(—vkz') , jestlize k > 0,
(11.10)

flw,2Y) = a(w) cos(v/—kxt) + b(w) sin(v/—kz') | jestlize k < 0,

kde a(w) a b(w) jsou diferencovatelné funkce takové, ze f(w,z') > 0 v U. Obor U muze
byt roven celé roviné v pripadé k > 0, a oteviené pasce v roviné pro k < 0.

Tato ttida prostoru zahrnuje vSechny nerozlozitelné kiivostné homogenni prostory,
které nejsou lokalné homogenni a jejichz tenzor kiivosti R ,,je stejny” jako tenzor kiivosti
jistého symetrického Riemannova prostoru, [6].

Zvolme nynf libovolnou hladkou funkci f na R? tak, aby f a f~! f7 1 byly nenulové ve
vech bodech a aby f”,_,/f nebyla konstantn{ na zadné oteviené podmnoziné v R*. Pak
ma odpovidajici metrika g = g () definovand na R™™ tenzor kiivosti dany vztahem

(11.9) a pro jeho komponenty Rjkg plati:

Rijre(q) = (f (@) fira1 (@) /(f ' (P) [ () Rijue (),
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11 KRIVOSTNE HOMOGENNI PROSTORY

kde p, ¢ € R™" jsou libovolné.
Bod p nyni zvolme pevné. Potom jsou predpoklady Lemmatu [11.10 splnény, kdyz
odpovidajici funkece ¥(q) je definovand jako

W(q) = Q) [l @)/ (f 7 (P) [l (P))

a je ziejmé kladnd. Vyplyva tedy, ze prostor (R™*!,g) je (1,3)-kiivostné homogenni, ale
neni (0,4)-kfivostné homogenni.

Poznamenejme, ze v [46] jsou klasifikovany (az na lokalni izometrie) vSechny redlné
analytické (1,3)-kiivostné homogenni Riemannovy variety v dimenzi 3, pro které jsou
vlastni ¢isla Ricciho tenzoru ve vsech bodech ruzna.

V predchozi ¢asti jsme studovali kiivostné homogenni Riemannovy konexe. Obdobny
pojem lze zavést také na afinni varieté, ale jak se ukazuje, je obecnéjsi a ma ponékud jiné
vlastnosti.

Jak jsme se zminili, lokdlné homogenni Riemannovy struktury zacal studovat 1. M.
Singer v 60. letech 20. stoleti a teorii postupné rozsitovala nebo zobecnovala fada dalsich
autort.

Rozdily v obou teoriich lze pozorovat jiz v dimenzi dva. Na rozdil od Riemannovské
situace popsané ve Véteé [11.4, na 2-dimenziondlnich varietdch existuje celd rada lokalné
homogennich afinnich struktur.

Uplnou lokaln{ klasifikaci lokélné homogennich linearnich konexi s libovolnou torzi na

2-varietach podali T. Arias-Marco a O. Kowalski v [3].
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12 Lokalné homogenni afinni konexe

Homogennost je jednim z dulezitych pojmu v geometrii. Jeho vyznam neni jednoznacny,
muze byt zaveden v ruznych souvislostech a na ruznych drovnich obecnosti.

Budeme se zabyvat homogennosti na afinnich varietach. Zde homogennost geometricky
znamena, ze pro kazdé dva body variety s linearni konexi existuje afinni zobrazeni, které
jeden z nich ptrevede v druhy. Tento pozadavek je prtilis silny, proto se zpravidla studuje
lokalni homogennost, kdy se existence afinni transformace vyzaduje pouze na néjakych
okolich dvojice bodu.

V [66] B. Opozda zavadi nésledujici. Afinni varieta (M, V), kde M je souvisla a V
symetricka, je krivostné homogenni, jestlize pro libovolné body p,q € M existuje linearni

izomorfismus F': T,M — T, M takovy, ze
(F"R)(q) = R(p)- (12.1)

Byly studovany také kiivostné homogenni prostory v fadu r, v nichz je podminka

12.1) nahrazena podminkou pro zachovani kovariantnich derivaci az do radu 7:

A . A

F*(V'R)(p) = (V'R)(p), pro j =0,...,r. (12.2)

12.1 K lokalni homogennosti v dimenzi 2

Na pocatecni vysledky B. Opozdy v tomto sméru, [66], [63], navazali i dalsi autofi,

142], [43], [41], [65], [64], [3].

Zdéanlivé snadny problém klasifikovat vSechny lokalné homogenni symetrické konexe
definované na oblastech U v roviné R? byl vyfesen pomérné neddvno [65], nékteré ¢astecné
vysledky je mozno najit v [40], [41]. Poznamenejme, Ze tatéz iloha v dimenzi tii predstavuje
skutecné obtizny problém.

B. Opozda nasla obecny tvar vyjadiujici vSechny symetrické lokalné homogenni linearni

konexe na dvourozmeérnych varietach ve vhodnych lokalnich souradnicich. Dokéazala:

Véta 12.1 Necht V je symetrickd lokdiné homogenni linedrni konexe na 2-dimenziondlni

varieté M. Potom bud je V Levi-Civitovou konexi prostoru s konstantni krivosti, nebo
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12 LOKALNE HOMOGENNI AFINNT KONEXE

v okoli kazdého bodup € M existuje mapa p = (U, (x',2?)) a rediné konstanty A, B, C, D,

E, F takové, ze V je na U, vyjddrena z ndsledujicich formuli:

Typ A:
V9,01 = A0y + B0y, V5,0, = CO1 + D02, V9,00 = EOy + F0Os, (12.3)
Typ B:
V01 = % (A0y + By), V0 = % (COy 4+ DOy) , V9,00 = % (E0y + Fdy). (124)
Zde je oznaceno 0; = %.

,Levi-Civitova konexe” zahrnuje i Lorentzovsky piipad. V [41] byl stejny problém fesen
jinym zpusobem, totiz metodou grupoveé-teoretickou, zkoumanim a rozborem moznych

Lieovych algeber afinnich Killingovych vektorovych poli.

Definice 12.2 Rikéme, ze linearni konexe V na oteviené oblasti U C R™ je konexi s kon-
stantnimi Christoffelovymi symboly, jestlize vSechny komponenty F;k, t,7,k€1,...,njsou

konstantni na U.

12.2 Killingova vektorova pole

Definice 12.3 Vektorové pole X na afinni varieté (M, V) je Killingovo, spliiuje-li rovnici
[X,VyZ] - Vy [X,Z] - V[X,Y] Z =0 (12.5)

pro vSechna Y, Z € X(M).

V [41] byly klasifikovany vSechny symetrické lokdlné homogenni (hladké) linedrni
konexe na 2-varietach metodou vyuzivajici skutecnosti, ze Killingova vektorova pole afinni
variety tvoii afinni Killingovu algebru, coz je Lieova algebra.

Lieovy algebry vektorovych poli na R? byly prozkoumany a klasifikovany P. J. Olverem
v [61]. V dukazu se vyjde od jednotlivych tranzitivnich Lieovych algeber vektorovych poli
z Olverova seznamu a zjistuje se, pro které linedrni konexe na 2-varietdch muze byt afinnf
Killingovou algebrou (pokud dand konexe muze mit ruzné afinni Killingovy algebry, hleda
se ta maximalni). Pfitom nékterym Lieovym algebrdam poli neodpovida zadna konexe.

Poznamenejme, ze se uziva zcela jinych , kanonickych” soufadnic nez v puvodnich

pracich B. Opozdy. Dukaz se opira o nésledujici:
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12.2  Killingova vektorova pole

Véta 12.4 [40] Hladkd konexe ¥V na hladké varieté M je lokdlné homogenni pravé tehdy,
kdyz kazdy bod md okoli, na némz existuji aspon dvé linedrné nezdvisld afinni Killingova

vektorovd pole.

Uvazujme soufadnicovou mapu (U, (z!, 2?)) variety M, dim M = 2. Splnén{ podminky

(12.5) zfejmeé staci provérit pro dvojici vektorovych poli
(Y7 Z) S (alv 81)7 (617 82)7 (827 82)

Pro volbu (s, 01) totiz zakladni identity pro torzi a Lieovy zavorky daji stejné podminky
jako volba (0, d). Piseme-li

X = a(z',2*)0, + b(a', 2%)0,

je podminka (12.5) ekvivalentni systému Sesti linearnich parcidlnich diferencialnich rovnic

(6.1) pro nezndmé funkce a, b, [40]:

Ay + Aa, — Ba, + 2Cb, + Aya — A,b =0,

byy + 2Ba, + (2D — A)b, — Bb, + B,a+ B,b =0,
ayy + (A — D)a, + Eb, + Cb, + Cya + Cyb =0,
byy + Da,, + Ba, + (F — C)b, + Dya + D,b = 0,
Ay, — Fa, + (2C — Fa, + 2Eb, + Eya + E,b = 0,
byy + 2Da, — Eb, + Fb, + F,a + F,b = 0.

(12.6)

Ukazuje se nasledujici souvislost Killingovych vektorovych poli a vlastnosti dané ko-

nexe V:
Véta 12.5 Pro lokdlne symetrickou konexi na 2-varieté plati:

1. Je-li 9y Killingovo pole pro konexi ¥V, pak jeji Christoffely jsou funkce zdvislé pouze

na I’Q.

2. Jestlize 01 1 Oy jsou Killingova vektorovd pole, pak Christoffelovy symboly dané

konexe jsou v prislusniych souradnicich konstantni.

3. Jestlize md V Killingova vektorovd pole 01, 0s, (px + qx*)0y + (va' + sx?)0y pro
Jisté konstanty p,q,r,s € R, pak jsou v dangjch souradnicich Christoffelovy symboly
nulové, tj. V je (lokdlné) plochd.
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12 LOKALNE HOMOGENNI AFINNT KONEXE

4. Md-li v dangjch souradnicich (x',x?) konexe V nulové Christoffely, pak md Sestidi-

menziondlni algebru afinnich Killingoviyjch vektoroviyjch poli s generdtory
ala 827 xlal + anQ, :L‘1827 x2al

a naopak nemd Killingova pole tvaru a(x', z?)0; + B(x!, 22)dy, kde o, 3 jsou viastni

kvadratické polynomy v x' a x2.

V dukazu se pouzije vztahu (12.6). V [41] se nejprve vytiidi Lieovy algebry, které vedou
na konexe s nulovymi Christoffely [41, Lemma 3.1, str. 91] a pak ty, které nevedou na
zadnou invariantni linedrni konexi. Znacna ¢ast ¢lanku je vénovana zbyvajicim, ponékud
komplikovanym ptipadum.

Dale se mj. ukazuje, ze konexe s konstantnimi Christoffely je lokalné symetricka prave

v nasledujicich piipadech:
1. E+£0,A=(ED—-CF+C?)/E,B=CD/E,
2. E4£0,B=AF/E,D=CF/FE,
3. C#0,E=F=0,B=AD/C,
4. C=FE=F=0,A=D,
5. A=C=FE=0,
6. FA£0,C=E=0,B=D(D—-A)/F,
7. D=E=0,F=C,

pricemz pravé v pripadech 2. a 3. neni ploché (zde A, ..., F jsou funkce).

Déle je v [41, Véta 6.4., str. 99] podan uplny vycet pripadi, pro které je piislusnd
lokélné homogenni (hladka) linedrni konexe V metrizovatelnd, tj. kdyz Ric je pseudo-
Riemannova metrika a V je pravé Riemannovou konexi této metriky. Ve vsech ¢tytrech

pripadech je V zaroven lokdlné symetricka:

118



12.2  Killingova vektorova pole

1. Konexe s Christoffely tvaru

AzY) = Cya' + Oy,

B(z') =y,

C(z") = —Cy(2")* + (C5 — Cy)a' + Cy,

D(z') =-Ciz' +Cs,

E(zY) = Cy(2z) + (Cy — 2C5)(z)” + (Cs — 20, — 1)zt + Cg,
F(zY) = Cy(zb)” — 202" + Cs,

kde Cl # O,CQ + 03 = 0,04 = —022/61,05 == 022/01706 = —02(01 — 022)/012 Rice

je Lorentzovska metrika s konstantni kladnou ktivosti.

2. Pro konexi s Christoffely

vychazi Lorentzovska metrika
Ric = —4dz' @ do* + 4(1:1)20[:762 ® dz?
s konstantni kladnou kfivosti.

3. Konexe s Christoffely

A@) =——=, D) =-=, EBE@)=—, B)=C@")=F')=0
poskytuje Riemannovu metriku
-Ric = — (do' @ da' + d2® ® da?)
x

s konstantni zapornou kiivosti.

4. Konexe, jejiz Christoffely jsou tvaru:

2! 222

= 5 5, DB = 5 5, A=D=-E C=F=-B
1+ (21)” + (2?) L+ (21)” + (22)

poskytuje Riemannovu metriku s konstantni kladnou kiivosti

4
Ric = O 2)2)2 (do' @ da' + da® ® dz?).
1+ ()" + (2
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12 LOKALNE HOMOGENNI AFINNT KONEXE

Vratme se nyni ke konexim typu A (12.3) a typu B (12.4) a vyhledejme mezi nimi

metrizovatelné s uzitim metod, které jsme rozvinuli v kapitole 7.

Uloha 1. Na R?[z!, z%] je déna t¥{da symetrickych linedrnich konexi s konstantnimi
Christoffely

! 1 ! (12.7)

kde A, ..., F jsou redlné konstanty. VySetfete tuto ttidu konexi z hlediska metrizovatel-
nosti.
Pro konexi s konstantnimi Christoffely na R? maji komponenty Ricciho tenzoru tento
tvar:
Ric(0y,0,) = Ry = B(F—C)+ D(A—- D),
Ric(d1,85) = Ric(0y,05) = Ris = Ryy = CD — BE, (12.8)
Ric(0y,05) = Roy =C(F —C)+ E(A—D,).

Protoze komponenty jsou konstantni, je Ricciho tenzor takové konexe také konstantni
a rovnéz viechny jeho kovariantni derivace VFRic, k = 1,2, ... jsou konstantni. Déle je
Ric symetricky.

Obecné, pro nékteré skupiny parametru je Ricciho tenzor nulovy, pro nékteré je
nenulovy, ale degenerovany, a pro nékteré je nedegenerovany. Pro metrizovatelnost jsou

piiznivé pouze dva piipady:

1. Ric =0, ekvivalentné R = 0, konexe je plocha, a tedy metrizovatelna.

2. Ric je nedegenerovany (det R;; # 0) a rekurentni, tj. existuje 1-forma w = (wy,ws)

takova, ze VRic = w ® Ric, tedy

Rz’j;k = Wg - Rzg

Podminka symetricnosti, Ric(X,Y) = Ric(Y, X), je splnéna diky (12.8).
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12.2  Killingova vektorova pole

Pro nas pripad ziskame:

—Ri11 =2(AR1y1 + BRys),
—Ri21 =CRy1 + (A+ D)Rys + BRys,
—Ros1 = 2(CRia + DRa»),
—Ri12 =2(CRy1 + DRya),
—Ri2o = ERy1 + (C+ F)Ri2 + DRy,
Ry = 2(ERus+ FRa).

Ricciho tenzor bude rekurentni, pravé kdyz budou existovat konstanty wq, ws € R spliujici

soustavu rovnic

(1) w1R11 + 2AR11 + 2BR12 = O,

(2) wiRi2+ (A+ D)Ris+ CRy1 + BRy = 0,
3) wiRas + 2CR12 4+ 2DRyy = 0,

( ) 14122 12 22 (129)
(4) (.UQRll + QCRH + 2DR11 = 0,

(5) WQng + (O -+ F)R12 + ERH + .DR22 = 0,

(6)

6 w2R22 + 2ER12 + 2FR22 =0.

Abychom zodpovédeéli problém, budeme se zajimat o nalezeni takovych realnych para-
metrt A, ..., F, pro které je soustava (12.9)) fesitelnd a soucasné plati bud Ry = Rip =
Rys = 0 nebo det(R;;) # 0 (tj. Ric je nedegenerovany).

1. Zjistime nejprve, kdy muze vzniknout plocha konexe. Rozlisme napt. pripady D = 0

aD #0.

(a) Pro D = 0 vedou na plochou konexi nasledujici volby:
e B=C=D=E=0,AFcR:
e D=FE=0,C=F A B,F€R;
e B=D =0, parametry A, C, E, F spliuji AE — C?+ CF = 0.
Dikaz. Pii D = 0 ma podminka Ry, = 0 tvar BE =0. Pro D =FE =0

musi platit B(F — C) = 0,C(F — C) =0, z toho plyne, ze F = CV B =
C =0. Pro D = B =0, pak musi byt C(F — C) + AE = 0.
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12 LOKALNE HOMOGENNI AFINNT KONEXE

(b) Pro D # 0 vychazi z Ry, = 0 vztah C' = %. Navic, podminky Ri; = Ry =0
plati pravé tehdy, kdyz

B(F - 88y + D(A-D) =0,

D
BE(F—BE) + F(A-D) =0.

Tato soustava je ekvivalentni jedné rovnici tretiho stupné
AD?* — EB?+ BDF —D*=0, D#0.

Je-li tedy D # 0 pevné déno, pak napt. volba A, B, E vede na jediné F.
Podobné pro zvolena E, B, I’ dopocitame jednoznacné A. Vyjde plochd metri-

zovatelna konexe.
Zadand tiida konexi s konstantnimi Christoffely tedy obsahuje ¢tyiparametricky
systém (lokélné) plochych metrizovatelnych konexi.
Pro afinnni varietu dimenze 2, jejiz konexe ma konstantni Christoffely, plati nasle-

dujici:

Lemma 12.6 Jestlize je Ricciho tenzor rekurentni a spliiuje Rio = 0, pak je bud

nulovy nebo degenerovany.

Diukaz. Ze soustavy (12.9) zarucujici rekurentnost plyne

(w1 —+ QA)RH = O, (CL)Q + 20)R11 = O,
(wl + 2D)R22 = 0, (WQ + 2F>R22 =0.

Uvazujme rovnice na prvnim radku:
e bud R;; =0, nebo w; +24 =0 a w, +2C =0,

e bud Ry =0, nebo w; +2D =0 a wy + 2F = 0.

Kdyby platilo Ry; - Res # 0, muselo by byt A = D a C = F. Potom ale Ry; = 0

a soucasné Ryy = 0, coz je ve sporu s predpokladem.

Lemma 12.7 Je-li Ric na My vsude nenulovy, rekurentni a nedegenerovany, pak

jeho komponenty splniugi Ryy - Rag # 0.
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Dikaz. Pokud by platilo R;; = 0, dostali bychom ze soustavy (12.9):

Bng - 0 - Dng.

Muselo by tedy platit bud R;5 = 0, nebo B = D = 0, ale to m4 opét za néasledek

R15 = 0. Tedy Ric je reprezentovan singularni matici

0 O
0 Ry

Podobné v ptipadé Rss = 0 bychom ziskali CR13 = 0 = ERys, tedy R12 = 0, a Ric

je reprezentovan singuldarni matici

Ry 0
0 0

7 predchoziho plyne:

Disledek 12.8 Pokud by existovala na My metrizovatelnd konexe s konstantnimi

Christoffely a vsude nenulovym Ricciho tenzorem, musela by splriovat

Ri1 - Rig - Ry # 0.
. Zbyva tedy vysettit tuto moznost.

Lemma 12.9 Je-li (M5, V) dvoudimenziondlni afinni varieta s konstantnimi Chris-
toffely, jejiz Ricciho tenzor je rekurentni a ma vsechny komponenty vsude nenulové,

pak je Ric degenerovany.

Dikaz. Diky predpokladu Rq; # 0 dostavame ze soustavy (12.9) pro rekurentnosti

Ricciho tenzoru mj. tyto vztahy:

(a) i i
w = —24—-2B=2 L, =-20-2D=2,
Rll 11

(b) o
—9ARyy — 23% +20R)y 4+ 2DRyy = 0,
11
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()

—2C'Ryy — 20% + 2ERy5 + 2F Ry = 0.
11
Odtud
B-feftn — (D — A)Ry + CRiy,
D . Rle—im - (F - O)RQQ + Eng.

Predpokladejme nejprve, ze B - D # 0. Ukazeme, ze Ricciho tenzor bude v tomto

pripadé degenerovany. Dostaneme:
[—D(D — A)+ B(F — C)] Ry — (CD — BE)R15 =0
a po dosazeni ze vztahu pro R a Riq:
0 = Ry Ry — R}, = det(Ry;)

Tedy Ric je degenerovany.

Dokazali jsme tedy postupné:

Véta 12.10 Ve tride dvoudimenziondlnich afinnich variet se symetrickou konexi a s kon-

stantnimi Christoffely typu (12.7) jsou metrizovatelné pravé ty, které jsou ploché.
Odpovéd na tlohu 1 je tedy nésledujici.

Disledek 12.11 Pri zavedeném oznaceni, na plochou, a tedy metrizovatelnou symet-

rickou konexi vedou ndsledujici volby koeficientu:
B=C=D=F=0, A, F € R libovolné,

C=FD=FE=0, A, B, F € R libovolné;
B=D=0, A,C,E,F € R a plati AE — C*+ CF = 0;
BE

D#0,D€R,C="—7"AD*~EB’+ BDF ~D*=0, AB.EFeR

Jestlize B = 0, pak

RH:D(A—D), R12:CD, RQQIC(F—C)+E(A—D)

Zkoumejme podminky rekurentnosti.
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Ziejmé D # 0,C # 0, predpoklad D = 0 nebo C' = 0 by vedl na R15 = 0 a tedy podle
Lemmatu[12.6/ na Ric = 0.

Z prvni rovnice soustavy (12.9) je (2A + w1)Ry; = 0. Podle Lemmatu [12.7, plati bud
Ri1 # 0 # Ry, nebo neni pravda, ze Ric je vSude nenulovy. Ptipad Ric = 0 jsme jiz
prosetrili. Predpoklddejme tedy, ze Ry; # 0, pak w; = —2A a po dosazeni do druhé
rovnice v (12.9) ziskdme

(D —A)Ris+ CRy1 =0,

nebo ekvivalentné:

CD(D—A+C)=0. (12.10)

Podle predpokladu D # 0,C' # 0. Vztah (12.10) je tedy ekvivalentni s C' = A — D.
Ziskame RH = ng.
Dosadime-li nyni do tfeti rovnice v (12.9) obdrzime

(A - D)(ng - Rzg) - O

Predpoklad A — D = 0 by podle rovnice (12.10) znamenal C'D = 0, ale tento pripad
nemuze nastat. Proto Ris = Ray. Dohromady Ry; = Ris = Rao, a tedy det(R;;) = 0, Ric
je degenerovany.

Podobné, jestlize D = 0, je Ryy = B(F —C),R1s = —BE, Ry = C(F — C) + AE.
Ziejmé musi byt B # 0, £ # 0, F' # C'. Predpokladejme, ze soustava (12.9) je splnéna. Pak
wy = —2C' (protoze Ry; # 0). Z Sesté rovnice (F — C)Rgs + ER12 = 0, Ryy = —F%CRH,
7 paté rovnice (F — C)Rys + ERyy = 0, Ry = —F—E,CRlz. Odtud Ry, - Rys = R2, a Ric je

degenerovany. Tim je véta plné dokéazana.

Uloha 2. Prozkoumejte metrizovatelnost konexi na My = Rlu,v] — {(0,v);v € R}

s Christoffelovymi symboly tvaru
<
. (12.11)

kde A, ..., F jsou realné konstanty.
Oznacime-li jako V konexi na M, s konstantnimi Christoffely znacenymi v Uloze 1,

Ric jako jeji Ricciho tenzor a R;; jeho komponenty, a jako V konexi v Uloze 2, Ric, fx’ij
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jeji Ricciho tenzor. Jsou mezi nimi tyto vztahy:

~ 1 ~ 1
U = al—‘jkz’ Rij = @Rm u#0
a dale
~ 1
V Ric = —V Ric. (12.12)
u

Ziejmé je Ric = 0 prave tehdy, kdyz Ric = 0.

Tenzor Ric je rekurentn{ pravé tehdy, kdyz splituje soustavu rovnic:

(1) (wy + 2 )R + 2 Rm =0,
(2) SR+ (wi+ H(A+D)Riz+ BRyy =0,
(3) 2R+ (wi + )Ry =0, (12.13)
(4) (wo+? )Rll + 2 R12 =0,
(5) —Rn + (wo + C+F )R1 + = R22 =0,
(6) ZERiy+ (wa+ Z)Ryy =0,
pro jisté funkce wq, ws.
Plochou metrizovatelnou konexi ziskame pravé pro volby parametru A,..., F uve-

denych v dusledku [12.11. Déle pro konexe s Christoffely (12.11) plati zfejmé tvrzeni
analogickd Lemmatum 12.6, [12.7,[12.9:

Lemma 12.12 Necht je na M, ddna konexe s Christoffely (12.11). Je-li jeji Ricciho

tenzor rekurentni a spliuje Riy = 0, pak je nulovy nebo degenerovany.

Dikaz. 7 (12.13) po dosazeni dostaneme:

wi + 2Ry =0, wy + XRy =0,
(wr u)~11 (wo u)~11 (12.14)
(wl + %)RQQ = U, (Wz + %)Rgz = u.

Z rovnic na prvnim fadku plyne, ze Ri; = 0, nebo w; + % =0aw + % = 0 pro
u € R — {0}. Podobné z rovnic ve druhém fadku, bud Ry, = 0, nebo w; + =0
aw + 2 =0, prou € R~ {0}. Kdyby platilo Ry, - Rey = 0, muselo by byt A = D

a soucasné C' = F. To by ale znamenalo, ze Ric = 0, coz je ve sporu s predpokladem.

Lemma 12.13 Je-li Ric na My viude nenulovy, rekurentni a nedegenerovany, pak jejich

komponenty splnuji Ry - Roo # 0.
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12.2  Killingova vektorova pole

Druikaz. Pokud by platilo Ry, = 0, dostali bychom ze soustavy (12.13):

B - D

Ry =0= ng, UGR—{O}

w u
Muselo by tedy platit Rys = 0, nebo B = D = 0, ale to mé opét za nasledek Ry, = 0.

Tedy Ric je reprezentovan singularni matici

0 0
0 Ra
Podobné v pripadé Rgg = 0 bychom ziskali %ng =0= %ng, tedy ng =0 a Ric je
reprezentovan singuldrni matici
Ry 0
0 0

Lemma 12.14 Je-li (Ms, V) dvoudimenziondlni afinni varieta s Christoffely tvaru (12.11),jeho
Ricciho tenzor je rekurentni a md vsechny komponenty vsude nenulové, pak je Ric degen-

erovany.

Dikaz. Diky predpokladu Rn # 0 dostavame ze soustavy (12.13) pro rekurentnosti

Ricciho tenzoru mj. tyto vztahy:

1.
2A 2B RIQ 20 2D ng
W= ———= S
! u u R117 2 u u RII’
2. o
2A ~ 2B Rix R 2C ~ 2D -
__R22 - 1~2 22 + _R12 -+ —R22 = 07
u u Ry u U
3. o
2C -~ 2D RioR 2F -~ 2F -
__R22 - 12 = + _R12 + —RQQ = O,
u U Ry u u
pro u € R — {0}.
Odtud
% : % = (D;A) Roy + %312,
% ’ R%—im = (F;C) Roo + %Ru,
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12 LOKALNE HOMOGENNI AFINNT KONEXE

pro u € R—{0}. Predpokladejme nejprve, ze B- D # 0. Obdobné jako v dikazu lemmatu

12.7/je Ricciho tenzor degenerovany. Dostaneme:
0= Foos B — 12, — det(Ryy)
Tedy Ric je degenerovany.
Tim jsme dokazali:

Véta 12.15 Ve tride dvoudimenziondlnich afinnich variet se symetrickou konexi typu B

a s Christoffely tvaru (12.11) jsou metrizovatelné pravé ty, které jsou ploché.
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