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Anotace

Metrizovatelnost afinńı konexe

Mgr. Petra Pirklová

Tato dizertačńı práce je věnována afinńım konex́ım na varietách, problému jejich metri-

zovatelnosti a přehledu r̊uzných metod, jichž lze použ́ıt k řešeńı této otázky. Všechny

metody jsou demonstrovány na vybraných př́ıkladech. Pro dimenzi dva je dána vyčerpá-

vaj́ıćı odpověd’ pro př́ıpad, že konexe nemá ploché body, s využit́ım vlastnost́ı Ricciho

tenzoru. Pro reálně analytické konexe na reálně analytických varietách je prezentován

rozhodovaćı algoritmus, postavený na de Rhamově rozkladu, rozpracovaný O. Kowalskim.

V př́ıpadě kladné odpovědi na otázku existence metrik je předvedena následná konstrukce

všech metrik kompatibilńıch s danou konex́ı. Postup v podstatě může být implementován

do poč́ıtače.

Inspiraćı pro hlubš́ı studium této klasické problematiky byla možnost využit́ı metrizač-

ńıch metod ve variačńım počtu pro rozhodováńı o variačnosti jistých systémů parciálńıch

diferenciálńıch rovnic druhého řádu, jak opět uvád́ıme na př́ıkladech. Rovněž rozeb́ıráme

př́ıklady obstrukćı, které metrizovatelnosti bráńı.

Dále je zmı́něna rekonstrukce metrik nebo konex́ı ve speciálńıch souřadnićıch s použit́ım

tenzoru křivosti.

Posledńı část se zabývá Riemannovými nebo afinńımi prostory, které jsou v jistém

smyslu
”
v okoĺı všech bod̊u stejné”, tedy homogenńı.

Kĺıčová slova: afinńı konexe, tenzor křivosti, Ricciho tenzor, varieta, metrizovatelnost,

metrika, variačńı počet, rekonstrukce metriky, rekonstrukce konexe,

homogenńı prostor, algebra holonomíı.
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Annotation

Metrizability of affine connection

Mgr. Petra Pirklová

This thesis deals with affine connections on manifolds, the problem of their metriza-

tion and the summary of different techniques for solving the problem. All the techniques

are demonstrated on selected examples. A full and complete answer is provided in re-

spect of dimension two in case, the connection does not have flat points, with the use

of the characteristics of the Ricci tensor. The decision algorithm based on the de Rham

decomposition deduced by O. Kowalski is presented for real analytic connections on real

analytic manifolds. For affirmative answers regarding the existence of metrics a subse-

quent construction of all compatible metrics with the given connection is demonstrated.

This process can be effectively implemented into a computer.

An inspiration for studying these classical issues was the use of the metrization tech-

nique in the calculus of variation in decision-making about the variationality of certain

systems of partial differential equations of second order as shown on examples again. We

again analyse examples of obstructions preventing metrizability.

In addition, reconstruction of metrics or connections in special coordinates using the

curvature tensor is outlined.

The last chapter deals with the Riemannian and affine spaces which are, in a specific

sense, the ”same in the neighbourhood of all points”, i.e. - homogeneous.

Key Words: affine connection, curvature tensor, Ricci tensor, manifold, metrizability,

metric, calculus of variation, reconstruction of metric, reconstruction of

connection, homogenous space, algebra of holonomies.
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φ lineárńı forma
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XII



SEZNAM POUŽITÝCH SYMBOLŮ
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1 Úvod

Původńı motivaćı k sepsáńı tohoto textu byla možnost využit́ı metrizovatelných symet-

rických konex́ı ve variačńım počtu. Proto je převážná část této práce věnována přehledu

metod, které je možno použ́ıt k zodpovězeńı otázky, zda daná lineárńı konexe na difer-

encovatelné varietě vzniká jako Riemannova konexe nějaké metriky. Metody jsou řazeny

převážně chronologicky, přibližně podle doby svého vzniku. Lze však ř́ıci, že skutečným

ústředńım tématem je tenzor křivosti afinńı variety a jeho vlastnosti.

Nejdř́ıve jsme však ve druhé kapitole uvedli a definovali r̊uzné základńı pojmy, které

dále v textu použ́ıváme.

Zodpovězeńı otázky metrizovatelnosti lineárńı konexe a nalezeńı metriky v pozitivńım

př́ıpadě vede na řešeńı soustavy parciálńıch diferenciálńıch rovnic, v nichž jako koeficienty

vystupuj́ı komponenty tenzoru křivosti a jeho kovariantńıch derivaćı, obecně vyšš́ıch řád̊u

(viz kapitola 3). Ve velmi jednoduchých př́ıpadech je možno odpov́ıdaj́ıćı soustavu řešit

př́ımo. Což je na několika př́ıkladech ukázáno v kapitole 4. Obecně však mohou vznikat

poměrně komplikované soustavy rovnic.

Poměrně jednoduchá je situace pouze v dimenzi dva. Tam podáme přehlednou odpověd’,

formulovanou v řeči Ricciho tenzoru př́ıslušné afinńı variety (kapitola 6). V kapitole

5 předvedeme klasickou metodu Eisenharta a Veblena, která využ́ıvá vlastnost́ı ten-

zoru křivosti v kombinaci s teoríı diferenciálńıch rovnic. Metodu předvedeme na několika

př́ıkladech. Moderněǰśı př́ıstup je postaven na vlastnostech grupy holonomie př́ıslušné va-

riety. V kapitole 8 se objevuje rovněž úvaha o použit́ı algebry holonomie. Prozat́ım jediný

zcela algoritmický dosud známý postup byl odvozen a popsán pro analytické konexe na

analytických varietách prof. O. Kowalskim, [37], který umožňuje efektivně rozhodnout,

jestli daná analytická konexe na analytické varietě vyhovuj́ıćı dodatečným podmı́nkám je

Riemannovská, a v kladném př́ıpadě ukazuje metodu konstrukce všech odpov́ıdaj́ıćıch Rie-

mannových metrik kompatibilńıch s danou konex́ı. Rovněž tento př́ıstup demonstrujeme

na př́ıkladech. Se zvyšuj́ıćı se dimenźı je poměrně pracný, ale účinný.

V kapitole 9 se zabýváme úzkým vztahem mezi variačnost́ı v zúženém smyslu a metri-

zovatelnost́ı lineárńı konexe variety. V dimenzi dva uvád́ıme také částečné řešeńı opět

doplněná o př́ıklady.
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1 ÚVOD

Následuj́ıćı desátá kapitole uvád́ı, jak lze zrekonstruovat, nebo sestrojit, symetrickou

lineárńı konexi v jistém souřadnicovém okoĺı na základě znalosti
”
počátečńıch podmı́nek”

(ze zúžeńı konexe na pevnou (n − 1)-rozměrnou podvarietu a z vhodně vybraných kom-

ponent tenzoru křivosti R v souřadnicovém okoĺı). V Riemannově prostoru užijeme spe-

ciálńıho př́ıpadu tzv. semigeodetických souřadnic.

Užit́ım podobných metod lze také rekonstruovat, nebo sestrojit, metrický tenzor typu

(0, 4) pseudo-Riemannovy variety v definičńım oboru semigeodetických souřadnic, je-li

dáno zúžeńı metriky na nějakou neizotropickou nadplochu a jisté komponenty tenzoru

křivosti v
”
objemu”.

Kapitola jedenáct se věnuje křivostně homogenńım prostor̊um. Nejdř́ıve se zabývá

vlastnostmi globálně a lokálně homogenńıch prostor̊u. Dále v následuj́ıćıch podkapitolách

se hovoř́ı o křivostně homogenńıch prostorech typu (1, 3) a jejich př́ıkladech.

Posledńı dvanáctá kapitole se zabývá homogennost́ı na afinńıch varietách. Pomoćı

metod z kapitoly 7 jsme hledali odpověd’ na otázku metrizovatelnosti konex́ı typu A

(s konstantńımi Christoffelovými symboly) a typu B, které uvedla B. Opozda v [41].

V práci je uvedena řada ilustrativńıch př́ıklad̊u, na kterých jsou demonstrovány uvá-

děné metody. Některé př́ıklady jsou řešeny v́ıce metodami k porovnáńı r̊uzných postup̊u.

Pro dimanzi dva se jev́ı jako nejefektivněǰśı metoda Eisenharta a Veblena. Pro obecnou

dimenzi je to však jistě algoritmus prof. O. Kowalského.
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2 Základńı pojmy afinńı diferenciálńı geometrie

V této kapitole uvedeme několik základńıch pojmů, které budeme potřebovat v daľśım

textu.

2.1 Diferencovatelná varieta

Máme-li dáno zobrazeńı f : V → Rn, kde V ⊂ Rn[x1, . . . , xn] je otevřená množina,

a má-li f ve V spojité všechny parciálńı derivace až do řádu k, pak je nazýváme zobrazeńım

tř́ıdy Ck. Pokud je k = 0, ř́ıkáme mu spojité, pro k = 1 diferencovatelné, pro k = ∞ hladké,

a pokud se dá v okoĺı libovolného bodu p ∈ V rozvinout v konvergentńı mocninnou řadu,

nazýváme je analytické a označujeme je Cω.

Pro tř́ıdy diferencovatelnosti zřejmě plat́ı: C0 ⊃ C1 ⊃ C2 ⊃ . . . ⊃ C∞ ⊃ Cω, kde

všechny inkluze jsou ostré.

Řekneme, že Hausdorff̊uv topologický prostor M je topologická varieta dimenze n (ně-

kdy též lokálně eukleidovský prostor), jestliže ke každému jeho bodu existuje otevřené

okoĺı homeomorfńı s otevřenou podmnožinou v Rn. Homeomorfismu ϕ : Op → W ⊂ Rn

otevřeného okoĺı Op ⊂M bodu p topologické variety M na otevřenou podmnožinu W pak

ř́ıkáme (lokálńı) mapa při bodu p. V klasické terminologii se přǐrazeńı q 7→ (x1, . . . , xn),

q ∈ Op ř́ıká soustava lokálńıch souřadnic, o množiněOp pak mluv́ıme jako o oboru lokálńıch

souřadnic. Soustavu map A ≡ {(Oα, ϕα), α ∈ Λ} nazýváme atlasem na M , jestliže jejich

definičńı obory tvoř́ı pokryt́ı variety M ,
⋃

αOα = M .

Máme-li na M dvě mapy ϕ : U → Rn, µ : V → Rn, pak jsou-li zobrazeńı ϕ ◦ µ−1

a µ ◦ ϕ−1 tř́ıdy Ck, nazývaj́ı se mapy Ck-př́ıbuzné. Každé dvě mapy jsou C0-př́ıbuzné.

Jestliže jsou v daném atlasu všechny mapy Ck-př́ıbuzné, pak ho nazýváme Ck-atlasem.

Dále mapa je slučitelná s Ck-atlasem, jestliže je s t́ımto atlasem Ck-př́ıbuzná. Atlas

nazveme úplný, jestliže k němu patř́ı všechny s ńım slučitelné mapy. Úplný Ck-atlas také

označujeme jako Ck-strukturu; pokud k ≥ 1, jako diferencovatelnou Ck-strukturu.

Dvojici (M,A), kde A je Ck-struktura, nazýváme varieta. Pokud je A diferencovatelná

struktura, nazýváme (M,A) diferencovatelnou varietou.

Jsou-li dány dvě variety M,N s dimenzemi po řadě m,n, f : M → N je spojité

zobrazeńı a ϕ : O → Rm, µ : U → Rn jsou lokálńı mapy po řadě variet M,N , pak složené

17



2 ZÁKLADNÍ POJMY AFINNÍ DIFERENCIÁLNÍ GEOMETRIE

zobrazeńı

µ ◦ f ◦ ϕ−1 : Rm → Rn

je souřadnicové vyjádřeńı zobrazeńı f vzhledem k dvojici map ϕ, µ.

Definice 2.1 Spojité zobrazeńı f : M → N variet aspoň tř́ıdy Ck je tř́ıdy Ck, jestliže

jeho souřadnicová vyjádřeńı vzhledem k libovolné dvojici map ϕ, µ př́ıslušných atlas̊u

jsou tř́ıdy Ck.

Definice 2.2 Maj́ı-li dvě variety stejnou dimenzi dimM = dimN = n, zobrazeńı f : M →
N je bijekce a zobrazeńı f, f−1 jsou tř́ıdy Ck, pak zobrazeńı f budeme ř́ıkat difeomorfismus

tř́ıdy Ck variety M na varietu N .

Je-li f : M → N zobrazeńı tř́ıdy Ck, variety M,N jsou tř́ıdy Ck s dimenzemi dimM =

m ≤ dimN = n a zobrazuje-li se v zobrazeńı f bod x ∈ M do bodu y ∈ N , pak

f nazýváme vnořeńı, jestliže v okoĺı U ⊂ M každého bodu y ∈ f(M) ⊂ N existuje

soustava lokálńıch souřadnic (y1, . . . , yn) taková, že pro okoĺı V bodu x plat́ı:

f(V ) je dáno rovnicemi ym+1 = . . . = yn = 0.

Je-li nav́ıc zobrazeńı f prosté, pak mu ř́ıkáme vložeńı.

Plat́ı také tato věta:

Věta 2.3 Zobrazeńı f : M → N je vnořeńı právě tehdy, když hodnost jeho Jacobiho

matice (Ja
i ) =

(
∂ya

∂xi

)
na f(M) je maximálńı (tedy m).

Je-li zobrazeńı f : M → N vložeńı, pak podmnožina f(M) ⊂ N má strukturu variety

a nazýváme ji m-rozměrná podvarieta variety N . Jednorozměrné podvarietě ř́ıkáme křivka.

Následuj́ıćı věta ukazuje, že každou abstraktně zavedenou varietu vlastně můžeme, až

na difeomorfismus, považovat za podvarietu eukleidovského (č́ıselného) prostoru. Umožńı

nám to varietu si lépe představit. Na druhé straně, konkrétńı vložeńı do č́ıselného prostoru

nemuśı mı́t žádný přirozený geometrický význam, a naopak abstraktńı př́ıstup může být

užitečný.

Věta 2.4 (Whitneyova věta o vložeńı) Každá C1 varieta dimenze n je difeomorfńı s ně-

kterou analytickou podvarietou Cω prostoru R
2n+1.

V daľśım budeme zpravidla předpokládat, že všechny uvažované objekty a zobrazeńı

jsou tř́ıdy C∞, tedy hladké.
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2.2 Tečný prostor

Definice 2.5 Necht’ M je hladká varieta a F(p,M) je množina všech hladkých funkćı

definovaných v otevřených okoĺıch bodu p ∈ M . Dále necht’ TpM je množina zobrazeńı

v : F(p,M) → R, která splňuje tyto podmı́nky:

1. jestliže f, g ∈ F(p,M) maj́ı stejnou hodnotu v okoĺı bodu p, pak v(f) = v(g),

2. v(af + bg) = av(f) + bv(g), a, b ∈ R,

3. v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g).

Pak TpM se nazývá tečný prostor variety M v bodě p a jeho prvky tečné vektory.

Připomeňme, že tečný prostor T (Rn)q k eukleidovskému prostoru Rn v bodě q je

složený z dvojic tvaru (q, v), kde v ∈ Rn, př́ıslušné lineárńı operace jsou r ·(q, v) = (q, rv),

(q, v) + (q, w) = (q, v + w). T (Rn)q můžeme zřejmě identifikovat s R2n pomoćı zobrazeńı

(q, v) 7→ (q1, . . . , qn, v1, . . . , vn). V T (Rn)q zpravidla voĺıme standardńı kanonickou bázi

〈(q, (1, 0, . . . , 0)), . . . , (q, (0, 0, . . . , 1))〉.
Je-li M hladká varieta, dimM = n a p ∈ M je bod, pak lokálńı mapa µ : U →

Rn v okoĺı bodu p určuje lineárńı izomorfismus tečného prostoru TpM na tečný pros-

tor T (Rn)µ(p), který tzv. souřadnicové bázi 〈
(

∂
∂x1

)

p
, . . . ,

(
∂

∂xn

)

p
〉 tečného prostoru TpM

přǐrazuje standardńı kanonickou bázi v T (Rn)µ(p). Proto dimTpM = n. Prvky souřadni-

cové báze se nazývaj́ı souřadnicové vektory v bodě p.

2.3 Vektorové a tenzorové pole

Definice 2.6 Zobrazeńı X, které každému bodu p variety M přǐrazuje tečný vektor Xp

z TpM , se nazývá vektorové pole na varietě M .

Vektorové pole můžeme také interpretovat jako zobrazeńı, pokud aplikujeme vektorové

pole X na funkci f tak, že v každém bodě p ∈M se na f aplikuje vektor Xp ∈ TpM .

Definice 2.7 Vektorové pole X se nazývá hladké, jestliže toto zobrazeńı přǐrad́ı hladké

funkci opět hladkou funkci.
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Prostor všech hladkých vektorových poĺı na M (vzhledem k lineárńım operaćım defi-

novaným bod po bodu) znač́ıme X (M).

Stejně tak jako vektor̊um, tak také vektorovému poli můžeme přǐradit komponenty.

Necht’ M je hladká varieta. V otevřené množině U ⊂ M se souřadnicemi (x1, . . . , xn) se

dá vektorové pole X jednoznačně zapsat takto:

X =
n∑

i=1

X i(x)
∂

∂xi
,

kde funkce X i(x) jsou souřadnicové složky vektorového pole V a vektorová pole ∂i = ∂
∂xi

tvoř́ı souřadnicovou bázi prostoru vektorových poĺı.

Věta 2.8 [39] Vektorové pole X je hladké právě tehdy, když jeho souřadnicové složky

vzhledem k libovolné lokálńı souřadnicové soustavě na M jsou hladké funkce.

Nyńı označme n-rozměrný lineárńı prostor nad polem R ṕısmenem V a k němu duálńı

prostor, tj. prostor lineárńıch forem na V , označ́ıme V ∗. Prvky tohoto duálńıho prostoru

nazýváme kovektory. Pro tyto dva prostory plat́ı, že jejich dimenze se rovnaj́ı.

Definice 2.9 Necht’ V je n-rozměrný lineárńı (vektorový) prostor a V ∗ duálńı prostor.

Potom tenzor typu (r, s) nad V je zobrazeńı lineárńı vzhledem ke všem argument̊um

t : V × . . .× V × V ∗ × . . .× V ∗ → R,

kde počet faktor̊u V v součinu je s a počet V ∗ je r.

Množina všech tenzor̊u typu (r, s) nad V tvoř́ı opět lineárńı prostor, který znač́ıme

T r
s (V ).

Některé tenzory maj́ı speciálńı název. Značeńı je zvoleno tak, že vektor je tenzor typu

(1, 0). Lineárńı forma je tenzor typu (0, 1), lineárńı zobrazeńı je tenzor typu (1, 1), skalárńı

součin patř́ı mezi tenzory typu (0, 2).

Pokud v předcházej́ıćı definici nahrad́ıme V tečným prostorem TpM , źıskáme tenzory

v bodě p variety. Duálńı prostor T ∗
pM k TpM nazveme kotečným prostorem v p, jeho

prvky jsou kovektory (lineárńı formy na TpM).

Definice 2.10 Tenzorové pole typu (r, s) na hladké varietě M je zobrazeńı, které každému

bodu p ∈ M přǐrazuje tenzor typu (r, s) na tečném prostoru TpM . Množinu všech ten-

zorových poĺı na M typu (r, s) označujeme T r
s (M).
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2.4 Tečný bandl a fibrovaná varieta

Necht’ M je hladká varieta a TxM tečný prostor v bodě x ∈ M . Pak můžeme zavést

množinu

TM : =
⋃

x∈M

TxM,

kde prvky této množiny jsou vektory v r̊uzných bodech x ∈ M . Pokud každému vektoru

v z TxM přǐrad́ıme př́ıslušný bod x ∈M , pak źıskáme projekci π(v) = x,

π : TM →M.

Výše zmiňovaná množina TM má strukturu hladké variety. Pokud chceme na TM zavést

atlas, lze k tomu využ́ıt atlasu na varietě M . Necht’ ψα : Oα → Rn[x1, . . . , xn] je mapa

patř́ıćı atlasu {(Oα, ψα), α ∈ Λ} na M , tj. (xi) jsou lokálńı souřadnice na otevřené množině

Oα. Uvažujme úplný vzor Ôα = π−1
α (Oα) ⊂ TM . Na této množině zavedeme mapu

(adaptované, též kanonické souřadnice) takto. Je-li v ∈ Ô s π(v) = x (tj. v ∈ TxM

pro jisté x ∈ O), máme ψα(x) = (x1, . . . , xn) a dále s využit́ım (pohyblivé) lokálńı

souřadnicové báze při bodu x lze psát v = vi ∂
∂xi

∣
∣
x
, kde (v1, . . . , vn) ∈ Rn. Zobrazeńı

ψ̂α(v) = (x1, . . . , xn, v1, . . . , vn), ψ̂α : Ôα → R2n, je mapa na Ôα ⊂ TM , tzv. mapa in-

dukovaná mapou ψα na Oα. Tedy 2n-tice č́ısel (x1, . . . , xn, v1, . . . , vn) jednoznačně udává

libovolný bod v ∈ Ô. Potom {(Ôα, ψ̂α), α ∈ Λ} je tzv. adaptovaný atlas na TM .

Uvedená konstrukce má obecněǰśı platnost, lze ji s výhodou použ́ıt na varietách,

které maj́ı podobný charakter, tj. jsou rozloženy na jednotlivá
”
vlákna” natažená nad

”
bázovými” body.

Podobně jako se chová TM , chová se také soubor všech kotečných vektor̊u, varieta

T ∗M :

T ∗M : =
⋃

x∈M

T ∗

xM,

kde φ ∈ T ∗
xM je lineárńı forma (kovektor) na tečném prostoru TxM v bodě x ∈M . Nyńı

budeme kanonickou projekci označovat ṕısmenem τ

τ : T ∗M →M.

Opět jako výše, atlas na M indukuje atlas na T ∗M . Je-li φ ∈ T ∗
xM , ψ(x) = (x1, . . . , xn)

vzhledem k pevně zvolené mapě při bodu x patř́ıćı danému atlasu na M , a je-li rozklad
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v̊uči souřadnicové bázi tvaru φ = φadx
a|x , (φ1, . . . , φn) ∈ Rn, pak zobrazeńı, které bodu

φ ∈ Ô ≡ τ−1(O) přǐrazuje 2n-tici (x1, . . . , xn, φ1, . . . , φn), je mapa variety T ∗M definovaná

na otevřené množině Ô ⊂ T ∗M , indukovaná mapou ψ na O.

Variety TM a T ∗M jsou př́ıklady tzv. vektorových bandl̊u, fibrovaných bandl̊u, a o-

becněji také př́ıklady fibrovaných variet. Každému bodu x ∈ M lze přǐradit varietu Fx

a přitom všechny takové variety jsou navzájem difeomorfńı s jednou společnou varietou

F . Této varietě F se ř́ıká standardńı fibr nebo standardńı vlákno, varietě Fx fibr (vlákno)

v bodě x, M je báze a

B : =
⋃

x∈M

Fx

je totálńı prostor. Takto źıskáme onu fibrovanou varietu.

Obecně, fibrovaná varieta (E, π,M) se skládá ze dvou variet E,M a jednoho zobrazeńı

π : E → M , zvaného kanonická projekce. E je totálńı prostor, M je báze, podmnožině

π−1(p) ř́ıkáme fibr nebo vlákno v daném bodě p ∈M , znač́ıme např. Ep.

Jednoduchým př́ıkladem je tzv. triviálńı fibrovaná varieta (M×F, proj1,M), kde M,F

jsou variety a proj1 je projekce na prvńı složku.

Je-li (E, π,M) fibrovaná varieta, p ∈M jej́ı bod, pak lokálńı trivializaćı projekce π při

bodu p rozumı́me trojici (Wp, Fp, φp), kde Wp je okoĺı bodu, Fp je varieta a φp : π−1(Wp) →
Wp × Fp je difeomorfismus splňuj́ıćı podmı́nku proj1 ◦ φp = π|π−1(Wp).

Bandl, nebo též lokálně triviálńı fibrovaná varieta, je taková fibrovaná varieta, která

má lokálńı trivializaci v okoĺı každého svého bázového bodu.

Poznamenejme, že existence lokálńı trivializace v okoĺı každého bodu má za d̊usledek,

že projekce π je submerze. Dále lze dokázat, že všechny variety Ep jsou navzájem difeo-

morfńı, tedy existuje pevný typový fibr F bandlu, difeomorfńı se všemi Ep. Existence

lokálńı součinové struktury umožňuje zavést na totálńım prostoru fibrované variety spe-

ciálńı lokálńı systém souřadnic, zvaný adaptované souřadnice, který vzniká v podstatě

užit́ım souřadnic na bázi a ve standardńım fibru, jak jsme se o tom již zmı́nili ve speciálńıch

př́ıpadech.

Jestliže všechny fibry Ep jsou reálné vektorové (lineárńı) prostory stejné dimenze n,

standardńı fibr bandlu F = Rn, a př́ıslušné lokálńı trivializace jsou lineárńı, [68, str.
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27-28], mluv́ıme o vektorovém bandlu. S použit́ım zmı́něné terminologie můžeme zavést

(ověřeńı př́ıslušných předpoklad̊u lze naj́ıt např. v [68]):

Definice 2.11 Trojice (TM,M, π) se nazývá tečný bandl na M a zobrazeńı π : TM →M

přirozená projekce tečného bandlu.

Definice 2.12 Trojice (T ∗M,M, τ) se nazývá kotečný bandl na M .

2.5 Lineárńı konexe a paralelńı přenos

V eukleidovském nebo afinńım prostoru Rn máme k dispozici grupu posunut́ı (tran-

slaćı), která je podgrupou v grupě izometríı. Pro každou dvojici bod̊u p, q ∈ Rn existuje

translace τ : Rn → Rn taková, že τ(p) = q; každý vektor (tečný k Rn) v bodě p se při ńı

posune do vektoru (tečného k Rn) v bodě q. T́ım je přirozeným zp̊usobem dáno rovnoběžné

posouváńı tečných vektor̊u z jednoho bodu do druhého, zprostředkované grupou posunut́ı;

přitom při přenosu se zachovává skalárńı součin vektor̊u, a tedy i norma (velikost) vektoru.

Dále je známo, že dráha rovnoměrného př́ımočarého pohybu v eukleidovském (v afinńım)

prostoru je část́ı př́ımky. Nejprve byla tato struktura známa na varietách s metrikou,

později byla axiomaticky zavedena obecněji, bez pomocné metriky.

Na obecné hladké varietě nemáme k dispozici žádnou přirozenou cestu, jak svázat

tečné vektory ve dvou r̊uzných bodech. Dlouhodobým vývojem se došlo ke konstrukci

geometrické struktury, která na varietě umožňuje paralelně přenášet vektory podél křivek

a zavést tzv. geodetické křivky. Ty hraj́ı analogickou roli jako př́ımky v eukleidovském

prostoru.

Definice 2.13 Lineárńı (též afinńı) konexe na hladké varietě M je takové zobrazeńı

∇, které uspořádané dvojici hladkých vektorových poĺı X,Y ∈ X (M) přǐrazuje hladké

vektorové pole ∇XY a pro každou hladkou funkci f na M splňuje následuj́ıćı:

1. zobrazeńı ∇ je lineárńı vzhledem k oběma argument̊um;

2. ∇fXY = f(∇XY );

3. ∇X(fY ) = (Xf)Y + f(∇XY ).

Dvojici (M,∇) budeme stručně nazývat afinńı varieta.
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Každému vektorovému poli X na M je t́ım přǐrazen operátor ∇X , tzv. kovariantńı

derivováńı ve směru pole X, který má výše uvedené vlastnosti.

Věta 2.14 [39], [5] Necht’ X,Y jsou hladká vektorová pole na M . Pak pro každý bod

x ∈ M záviśı hodnota (∇XY )x ∈ TxM jen na hodnotě TxM vektorového pole X a na

hodnotách vektorového pole Y v libovolně malém okoĺı bodu x.

Důkaz. Viz [39, str. 46].

Je-li dána varieta (M,∇) s lineárńı konex́ı, dá se dokázat, že pro pevný bod p ∈ M ,

tečný vektor v něm w ∈ TpM a každé hladké vektorové pole Y ∈ X (M) v okoĺı bodu

p je jednoznačně definován vektor ∇w(Y ) ∈ TpM , kterému ř́ıkáme kovariantńı derivace

vektorového pole Y podle tečného vektoru w. Využije se při tom předchoźı věty a možnosti

rozš́ı̌rit lokálńı vektorové pole Y na globálńı pole zadané na celé varietě, resp. vektor

w ∈ TpM daný v bodě se rozš́ı̌ŕı na lokálńı vektorové pole definované na okoĺı bodu:

Důsledek 2.15 [39], [5] Necht’ je na hladké varietě M dána lineárńı konexe ∇ a necht’

p ∈M . Pak pro každý tečný vektor w ∈ TpM a každé hladké vektorové pole Y v okoĺı bodu

p je jednoznačně definován vektor ∇w Y ∈ TpM .

Důkaz. Viz [39, str. 47].

Věta 2.16 Na každé hladké varietě existuje alespoň jedna afinńı konexe.

Důkaz. Viz [39, str. 49]

Je-li dána afinńı varieta (M,∇) a je-li U ⊂ M obor lokálńıch souřadnic (x1, . . . , xn),

pak pro kovariantńı derivaci souřadnicových vektorových poĺı źıskáme vztah:

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
=

n∑

k=1

Γk
ij

∂

∂xk
, i, j = 1, . . . , n. (2.1)

Funkćım Γk
ij ř́ıkáme komponenty, složky, někdy také Christoffelovy symboly konexe ∇

v lokálńı souřadnicové soustavě (x1, . . . , xn). Těmito funkcemi je dána úplná informace

o konexi. Poznamenejme, že se nechovaj́ı jako tenzory, což je zřejmé z př́ıslušných trans-

formačńıch vztah̊u při přechodu od jedné lokálńı mapy k druhé na společném neprázdném

definičńım oboru:
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Γ′h
ij(x

′) =

(

Γγ
αβ(x(x′))

∂xα

∂x′i
∂xβ

∂x′j
+

∂2xγ

∂x′i∂x′j

)
∂xh

∂x′γ
. (2.2)

Jsou-li komponenty lineárńı konexe na afinńı varietě symetrické v̊uči dolńım index̊um,

Γk
ij = Γ′k

ji (tj. má-li nulovou torzi, viz dále), ř́ıkáme j́ı konexe bez torze nebo symetrická

konexe.

Na varietě je často vhodněǰśı a praktičtěǰśı zavést křivku jako křivku parametri-

zovanou, tedy jako funkci. Lze ji chápat jako matematický popis fyzikálńıho pohybu

hmotného bodu v prostoru a v čase. Tento postup nám umožńı už́ıt aparátu matematické

analýzy. Okamžitá rychlost pohybu je dána derivaćı př́ıslušné parametrizuj́ıćı funkce, ta

spolu s bodem urč́ı tečnu k dráze pohybu. Křivka jakožto podmnožina bod̊u je pak dána

obrazem definičńıho oboru při dané funkci.

Definice 2.17 Parametrizovaná křivka na varietě M (stručně křivka, nebo hladký pohyb,

v [36] dráha) je (hladké) zobrazeńı γ : I →M , kde I je otevřený interval v R.

Toto zobrazeńı vystihuje dráhu i s jej́ım kinematickým vytvořeńım. Výsledné tra-

jektorii, obrazu γ(I) ⊂ M při parametrizaci, můžeme ř́ıkat např. geometrický obraz

parametrizované křivky.

Máme-li dánu parametrizovanou křivku γ(t) : I → U ⊂M a hladké vektorové pole X

definované v U , pak v lokálńıch souřadnićıch můžeme psát, jak již bylo zmı́něno, X =

X i ∂
∂xi , a pro kovariantńı derivaci vektorového pole X podél γ plat́ı

∇ dγ(t)
dt

X =
n∑

k=1

{

d(Xk ◦ γ)

dt
+

n∑

i,j=1

(Γk
ijX

j)γ(t)
dγi

dt

}(
∂

∂xk

)

γ(t)

, t ∈ I. (2.3)

Přitom hodnota ∇ dγ(t)
dt

X záviśı pouze na hodnotách vektorového pole podél křivky γ.

Definice 2.18 Necht’ M je hladká varieta a γ : I → M regulárńı hladká křivka, tj.

γ′(t) 6= 0 pro všechna t ∈ I. Vektorová funkce X podél křivky γ je zobrazeńı, které

každému č́ıslu t ∈ I přǐrazuje tečný vektor Xt z Tγ(t)M . Tato vektorová funkce se nazývá

hladká, jestliže vzhledem k libovolné soustavě lokálńıch souřadnic (x1, . . . , xn) jsou jej́ı

složky hladké funkce parametru t.
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Definice 2.19 Vektorová funkce X podél křivky γ se nazývá paralelńı, jestliže plat́ı

∇ dγ
dt
X = 0 pro všechna t ∈ I.

Je-li křivka na varietě M s afinńı konex́ı ∇ regulárńı (dγ
dt

6= 0) a jej́ı obraz lež́ı v oboru

lokálńıch souřadnic U(x1, . . . , xn), lze ukázat, že vektorová funkce X podél křivky je

paralelńı právě tehdy, když jej́ı souřadnicové složky Xk splňuj́ı soustavu obyčejných dife-

renciálńıch rovnic

dXk

dt
+

n∑

i,j=1

(
Γk

ij ◦ γ
)
Xj dγ

i

dt
= 0, k = 1, . . . , n. (2.4)

Pomoćı afinńı konexe ∇ (nebo odpov́ıdaj́ıćı kovariantńı derivace) můžeme zavést pa-

ralelńı přenos vektoru po křivce.

Věta 2.20 [39] Necht’ γ : I → M je regulárńı hladká křivka na varietě s afinńı konex́ı.

Potom pro každé t0 ∈ I a každý vektor w ∈ Tγ(t0)M existuje právě jedna paralelńı vektorová

funkce W podél γ s počátečńı hodnotou W (t0) = w. Všechny paralelńı vektorové funkce

podél γ tvoř́ı n-rozměrný vektorový prostor.

Důkaz. viz [39, str. 55]

Z předchoźıho plyne, že jsou-li X,Y paralelńı vektorové funkce podél regulárńı křivky

γ : I →M s počátečńımi hodnotami X(t0) = u, Y (t0) = w, pak pro každá dvě reálná č́ısla

c, d je cX + dY paralelńı vektorová funkce s počátečńı hodnotou cu+ dw. Je-li 〈a, b〉 ⊂ I,

γ(a) = x, γ(b) = y, kde γ : I → M je regulárńı hladká křivka na varietě s afinńı konex́ı,

je možno definovat (jednoznačně určený) lineárńı izomorfismus mezi tečnými prostory

v odpov́ıdaj́ıćıch bodech

P γ
a,b : TxM → TyM,

který nazveme paralelńım přenosem podél křivky γ v intervalu 〈a, b〉. Každému vektoru

w = W (a) v bodě x je jednoznačně přǐrazen vektor v bodě y jako hodnota W (b) př́ıslušné

paralelńı vektorové funkce W podél γ.

Paralelńı přenos podél dvou křivek (definovaných na uzavřených intervalech), jejichž

geometrický obraz má týž počátečńı a koncový bod, je obecně r̊uzný.

Pod́ıvejme se na paralelńı přenos ještě z klasičtěǰśıho hlediska. Je-li γ(t) křivka a W (t)

je podél ńı definované vektorové pole, pak pro “derivaci” tohoto vektorového pole podél
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křivky budeme porovnávat dva bĺızké vektory W (t) a W (t + ǫ), abychom zjistili změnu

pole podél křivky. Tyto vektory jsou v r̊uzných bodech. Nejprve paralelně přeneseme po

křivce γ vektor W (t+ ǫ) z bodu γ(t+ ǫ) zpět do bodu γ(t) a poté tento přenesený vektor,

označený Wǫ(t), ”
porovnáme” s vektorem p̊uvodńım.

Přesněji, zavedeme absolutńı derivaci vektorového pole W ve směru křivky γ takto:

∇W (t)

dt
:= lim

ǫ→0

Wǫ(t) −W (t)

ǫ
.

Absolutńı derivace se dá využ́ıt k rekonstrukci pravidla paralelńıho přenosu požadavkem,

aby derivace byla nulová.

2.6 Grupa holonomie

Paralelńı přenosy (vzhledem k dané ∇) podél všech regulárńıch křivek γ : 〈a, b〉 →M ,

pro které je počátečńı i koncový bod stejný, γ(a) = γ(b) = p, tvoř́ı spolu s operaćı

skládáńı grupu lineárńıch automorfismů Hol ∇p tečného prostoru TpM , která se nazývá

grupa holonomie variety (M,∇) v bodě p. Každý jednotlivý paralelńı přenos (lineárńı

izomorfismus) podél uzavřené smyčky se nazývá holonomie, a můžeme jej reprezentovat

lineárńım invertibilńım operátorem TpM → TpM , tedy elementem grupy GL(TxM) ∼=
GL(n,R). Grupu holonomie tedy můžeme ztotožnit s podgrupou grupy GL(n,R).

Je-li varieta M souvislá a pro některé p ∈ M je grupa Hol ∇p triviálńı, pak je konexe

plochá (tj. má nulový tenzor torze i křivosti, viz dále).

2.7 Kovariantńı derivováńı tenzorových poĺı

Obecně, pro tenzorové pole A typu (r, s) na (M,∇) zavád́ıme jeho kovariantńı derivaci

∇A vzhledem k dané konexi jako tenzorové pole typu (r, s+ 1) dané vztahem [34]

(∇A)(X1, . . . , Xs;W ) = (∇WA)(X1, . . . , Xs), W,Xi ∈ TxM.

Plat́ı

(∇A)(X1, . . . , Xs;W ) = ∇W (A(X1, . . . , Xs)) −
s∑

i=1

A(X1, . . . ,∇WXj, . . . , Xs).

V daných lokálńıch souřadnićıch, v komponentách vycháźı

A
i1...ip
j1...jq ;k = ∇kA

i1...ip
j1,...,jq

(x) = ∂kA
i1...ip
j1,...,jq

+

p
∑

s=1

Γhs
αk ·A

i1...is−1αis+1...ip
j1j2...jq

−
q
∑

s=1

Γα
jsk ·A

i1...ip
j1...js−1αjs+1...iq

.
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Speciálně, kovariantńı derivace tenzorového pole A typu (0, s) má tento tvar:

(∇WA)(X1, . . . , Xs) = WA(X1, . . . , Xs) −
s∑

i=1

A(X1, . . . ,∇WXi, . . . , Xs).

Nejčastěji ji budeme potřebovat pro tenzorové pole typu (0, 2):

(∇WA)(X1, X2) = WA(X1, X2) − A(∇WX1, X2) − A(X1,∇WX2).

Pro tenzorové pole A typu (1, s) pak má tento tvar:

(∇WA)(X1, . . . , Xs) = ∇W (A(X1, . . . , Xs)) −
s∑

i=1

A(X1, . . . ,∇WXi, . . . , Xs).

Zde se můžeme také zmı́nit o paralelńım přenosu tenzor̊u. Nenulové tenzorové pole

F na (M,∇) se nazývá paralelńı, nebo kovariantně konstantńı (vzhledem ke konexi ∇),

jestliže ∇F = 0; ekvivalentně, tenzorové pole se zachovává při paralelńım přenosu podél

všech křivek v M , ∇XF = 0, pro každé X ∈ X (M).

Vektorové pole W na křivce γ nazýváme paralelńı, jestliže má nulovou absolutńı

derivaci podél γ:
∇W (t)

dt
: = ∇γ̇W = 0.

Je-li v bodě x na křivce vektor v a chceme ho paralelně přenést do bodu y, pak

sestroj́ıme na křivce paralelńı pole generované vektorem v a pak odečteme jeho hodnotu

v bodě y. Tuto hodnotu nazveme paralelně přenesený vektor. O tomto paralelńım přenosu

se opět můžeme přesvědčit, že je lineárńı a “tranzitivńı”. Stejně jako u paralelńıho přenosu

vektor̊u záviśı paralelńı přenos tenzor̊u jen na křivce, ne na parametrizaci.

2.8 Tenzor torze a křivosti

Afinńı konexe na varietě sama o sobě tenzorovým polem neńı. Můžeme z ńı však

některá d̊uležitá tenzorová pole odvodit.

Definice 2.21 Necht’ je dána varieta (M,∇) a na ńı jsou dány operace T : X (M) ×
X (M) → X (M) a R : X (M) ×X (M) ×X (M) → X (M) takto:

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ] ,
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R(X,Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z.

T se nazývá tenzorové pole torze typu (1, 2) a R tenzorové pole křivosti nebo také Rie-

mann̊uv tenzor typu (1, 3).

V této definici užité označeńı [, ] je tzv. Lieova závorka vektorových poĺı. Jsou-li X,Y

dvě hladká vektorová pole na varietě M , pak Lieova závorka těchto vektorových poĺı v bodě

p ∈M je zobrazeńı [X,Y ]p : F (M, p) → R definované: [X,Y ]p(f) = Xp(Y f)−Yp(Xf). Po-

tom Lieovu závorku dvou hladkých vektorových poĺı X,Y na M definujeme jako vektorové

pole [X,Y ] generované Lieovými závorkami [X,Y ]p, p ∈ M . Čemuž odpov́ıdá vzorec:

[X,Y ](f) = X(Y f) − Y (Xf). [39]

Tenzor torze je antisymetrický, tedy plat́ı: T (U, V ) = −T (V, U) (T i
jk = −T i

kj). Pokud

je tenzor torze nulový, pak Christoffelovy symboly konexe jsou symetrické v̊uči dolńım

index̊um, Γi
jk = Γi

kj, takové konexi se pak ř́ıká konexe symetrická.

Komponenty tenzoru torze T = T i
jk

∂
∂xi ⊗ dxj ⊗ dxk můžeme vyjádřit v lokálńıch

souřadnićıch pomoćı komponent konexe takto: T i
jk = Γi

jk − Γi
jk.

Nyńı zavedeme pojmy plochá, neplochá a nikde plochá konexe, které budeme v násle-

duj́ıćım textu použ́ıvat.

Definice 2.22 Necht’ je dána symetrická konexe ∇. Tuto konexi nazýváme konex́ı plo-

chou, jestliže jej́ı křivost R je všude nulová, R = 0. Ve vhodných souřadnićıch má plochá

konexe nulové Christoffelovy symboly Γi
jk = 0. Pokud však existuje takové x, pro které je

R(x) 6= 0, pak je konexe neplochá. A nakonec konexe je na U ⊂ M nikde plochá, jestliže

je R(x) 6= 0 pro každé x ∈ U . Pseudo-Riemannova varieta má některou ze zmı́něných

vlastnost́ı, jestliže ji má jej́ı Riemannova konexe.

Pro tenzor torze Levi-Civitovy konexe plat́ı tato věta:

Věta 2.23 [39] Pro Levi-Civitovu konexi ∇ na podvarietě M ⊂ R
d je tenzor torze vždy

nulový.

Důkaz. Zvoĺıme si bod x ∈ M , tečné vektory v, u ∈ TxM , vektorová pole X,Y na M

taková, že Xx = v, Yx = u a vektorová pole X̃, Ỹ v okoĺı U bodu x v Rd, která hladce
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rozšǐruj́ı vektorová pole X,Y z U ∩M na U . Pak máme:

T (v, u) = ∇vY−∇uX−[X,Y ]x = projTxM(∇vỸ−∇uX̃−
[

X̃, Ỹ
]

x
) = projTxM(T 0(v, u)) = 0,

kde T 0 je nulový tenzor torze eukleidovské konexe v Rd.

Závislost paralelńıho přenosu na cestě je zanesena v tenzoru křivosti Ri
jkl. Tento

tenzor je antisymetrický v̊uči posledńı dvojici index̊u, tedy Ri
jkl = −Ri

jlk. V lokálńıch

souřadnićıch má pomoćı komponent konexe toto vyjádřeńı:

Ri
jkl = Γi

jl,k − Γi
jk,l + Γm

jl Γ
i
mk − Γm

jkΓi
ml, (2.5)

kde přes index m sč́ıtáme a čárka před indexem znamená, že se podle př́ıslušné proměnné

kovariantně derivuje.

Na (pseudo-) Riemannově varietě (M, g) s tenzorem metriky g můžeme kromě tenzoru

křivosti R typu (1, 3) vźıt v úvahu tenzor

R̃(X,Y, Z,W ) = g(R(X,Y )Z,W )

typu (0, 4), obvykle také nazývaný tenzor křivosti (plat́ı R̃(X,Y, Z,W ) = R̃(Z,W,X, Y ) =

−R̃(Y,X,Z,W ) = −R̃(X,Y,W,Z)). V souřadnicovém systému (U,ϕ = (xi)), kolem bodu

x ∈M , komponenty Rℓ
ijk křivosti R a Rhijk křivosti R̃ = Rhijkdx

j ⊗dxk ⊗dxi ⊗dxh spolu

souviśı takto: Rhijk = ghsR
s
ijk a gℓhRhijk = Rℓ

ijk.

Pokud jsou jak tenzor torze, tak tenzor křivosti nulové, ř́ıkáme, že př́ıslušná konexe je

plochá. Jak známo, konexe ∇ je plochá právě tehdy, když v okoĺı každého bodu existuj́ı

lokálńı souřadnice takové, že plat́ı Γi
jk = 0.

Připomeňme také, že lineárně nezávislými tečnými vektory X,Y ∈ TxM je dána sek-

cionálńı křivost dvourozměrného prostoru P

K(X ∧ Y ) =
g(R(X,Y )Y,X)

g(X,X)g(Y, Y ) − g(X,Y )2
=
R̃(X,Y, Y,X)

||X ∧ Y ||2 , (2.6)

kde ||X ∧ Y || je plošný obsah rovnoběžńıka určeného X a Y , [15, str. 94], [16, str. 327]

atd. Sekcionálńı křivost plně určuje tenzor křivosti R̃ typu (0,4), [31, str. 137].

Riemannova varieta (M, g) se nazývá izotropńı v bodě x ∈M , jestliže křivost K(x) je

konstantńı na každém (dvourozměrném) řezu a izotropńı, jestliže je izotropńı v každém
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bodě, [5]. Jestliže x je izotropńı bod (M, g), pak následuj́ıćı rovnice plat́ı v bodě x v libo-

volných lokálńıch souřadnićıch v okoĺı x:

Rhijk = K(x)(ghjgik − ghigjk). (2.7)

Toho použijeme u dvoudimenzionálńıch variet.

2.9 Ricciho tenzor, ekviafinńı prostor

Ricciho tenzor Ric typu (0, 2) můžeme zavést jako stopu lineárńıho zobrazeńı,

Ric (Y, Z) = Tr {X 7→ R(X,Y )Z}.

Jinak lze jeho vznik vysvětlit úžeńım (kontrakćı) Riemannova tenzoru: komponenty Rjl

Ricciho tenzoru źıskáme jako Rjl =
∑

iR
i
jil. A pomoćı komponent konexe je můžeme

vyjádřit následovně:

Rjl =
∑

i
Ri

jil =
∑

i

(

∂Γi
lj

∂xi
−
∂Γi

ij

∂xl

)

+
∑

i,s

(
Γi

isΓ
s
lj − Γi

lsΓ
s
ij

)
. (2.8)

Tento Ricciho tenzor nám bude užitečný u dvourozměrných variet.

Dı́ky tzv. prvńı Bianchiho identitě

R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0, (2.9)

lokálně Ri
[hjk] = 0, a d́ıky antisymetrii tenzoru křivosti dostáváme

Rjk −Rkj =
∑

i

(
Ri

kij +Ri
jki

)
= Ri

ikj = Tr Rkj =
∑

s

∂Γs
sj

∂xk
− ∂Γs

sk

∂xj
. (2.10)

Tedy obecně, Ricciho tenzor obecně nemuśı být symetrický, a to ani pro symetrickou

konexi. Snadno ověř́ıme následuj́ıćı:

Lemma 2.24 Ricciho tenzor splňuje [60, str. 14]

Ric(Z, Y ) − Ric(Y, Z) = TrR(Y, Z).

Označme jako

ψi =
∑

s

Γs
is (2.11)
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funkce (vlastně
”
stopy”), které se vyskytuj́ı ve vztahu (2.10). Protože funkce Γi

jk nejsou

složkami tenzoru, ani funkce ψi se při změně lokálńıch souřadnic netransformuj́ı jako

složky tenzoru, konkrétně 1-formy, ale jejich užitečnost v daľśım a jejich roli vysvětluje

následuj́ıćı:

Lemma 2.25 (Lokálńı nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro symetričnost tenzoru Ric) Na

(M,∇) jsou následuj́ıćı podminky ekvivalentńı:

(i) Ricciho tenzor Ric je symetrický na M .

(ii) Tenzor křivosti R je
”
bezestopý”, tedy má nulovou stopu, TrR = 0.

(iii) V každém souřadnicovém okoĺı splňuj́ı komponenty konexe vztahy:

∂ψi

∂xj
− ∂ψj

∂xi
=
∂Γs

is

∂xj
−
∂Γs

js

∂xi
= 0, i, j = 1, . . . , n. (2.12)

Poznámka 2.26 Rovnice (2.12) ř́ıkaj́ı, že funkce ψi jsou na pevném souřadnicovém okoĺı

složkami
”
gradientu”: na souřadnicovém okoĺı, tj. oboru U dané mapy, existuje funkce

fU taková, že ψi =
∑

s Γs
is = ∂fU

∂xi pro i = 1, . . . , n. Tedy jestliže definujeme 1-formu

(pouze) na U vztahem ψU =
∑

i ψidxi = Γs
isdx

i, pak plat́ı ψU = dfU . Splněńı vztah̊u

(2.12) je nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou pro to, aby forma ψU byla na U uzavřená,

dψU = d2fU = 0.

Symetrie Ricciho tenzoru je úzce spjatá s pojmem paralelńıho elementu objemu.

Řekneme, že varieta (M,∇) s dimenźı dimM = n je lokálně ekviafinńı, nebo že zachovává

objemy, jestliže lokálně, v okoĺı libovolného bodu x ∈ M , existuje všude nenulová a ko-

variantně konstantńı n-forma ω, tj. ∇ω = 0. Jestliže tomu tak je, formě ω ř́ıkáme (lokálńı)

element objemu. Plat́ı následuj́ıćı, [60]:

Lemma 2.27 Varieta (M,∇) s T ≡ 0 je lokálně ekviafinńı, právě když Ricciho tenzor je

symetrický.

(M,∇) se symetrickou konex́ı je ekviafinńı, jestliže pro ni globálně existuje paralelńı

element objemu. Jestliže M je jednoduše souvislá a (M,∇) je lokálně ekviafinńı, pak

(M,∇) je ekviafinńı [60, str. 15]. Tedy symetrická lineárńı konexe s bezestopým tenzorem

křivosti na jednoduše souvislé varietě je ekviafinńı. Ekvivalentně, konexe se symetrickým

Ricciho tenzorem Ric na jednoduše souvislé varietě je ekviafinńı.
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Pseudo-Riemannovy variety se symetrickým Ricciho tenzorem, pro které je Ricciho

tenzor úměrný metrickému tenzoru (Ric = λg) jsou tzv. Einsteinovy prostory, [49, str. 263],

[67], [72]. V Einsteinově obecné teorii relativity jsou významné Lorentzovy typy (rovnice

Einsteinova prostoru je dynamická rovnice popisuj́ıćı, jaký význam maj́ı změny geometrie

časoprostoru; ve vakuu je toto dáno podmı́nkou Ric = 0). Koeficient úměrnosti je možné

spoč́ıtat takto λ = 1
n
̺, proto pro Einsteinovy prostory plat́ı:

Ric =
1

n
̺g. (2.13)

2.10 Geodetické křivky

Nyńı se zaměř́ıme na speciálńı typ parametrizovaných křivek definovaných na varietách

s lineárńı konex́ı, které jsou zobecněńım př́ımek eukleidovského prostoru.

Definice 2.28 Regulárńı hladké parametrizované křivce γ(s) : I →M na varietě (M,∇)

s lineárńı konex́ı budeme ř́ıkat geodetická dráha lineárńı konexe, jestliže tečné vektorové

pole dγ
ds

je podél křivky γ paralelńı. Někdy se j́ı též ř́ıká kanonicky parametrizovaná geode-

tika.

Je tedy γ geodetická dráha právě tehdy, když je splněna rovnice:

∇ dγ
ds

dγ

ds
= 0, ∀s ∈ I. (2.14)

Ekvivalentně to znamená, že v každém oboru lokálńıch souřadnic U(x1, . . . , xn) př́ıslušné

složky křivky vyhovuj́ı soustavě obyčejných diferenciálńıch rovnic druhého řádu

d2(xk ◦ γ)

ds2
+

n∑

i,j=1

Γk
ij(γ)

(xi ◦ γ)

ds

(xj ◦ γ)

ds
= 0, k = 1, . . . , n

nebo stručně

d2xk

ds2
+

n∑

i,j=1

Γk
ij(x

1, . . . , xn)
dxi

ds

dxj

ds
= 0, k = 1, . . . , n. (2.15)

Je-li γ(s) geodetická dráha, je i γ(as + b) (pro reálná a, b) geodetická dráha, tedy

geodetičnost dráhy se neměńı lineárńı reparametrizaćı. Geometrickému obrazu geodetické

dráhy zde budeme ř́ıkat geodetika.
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Poznamenejme, že pro některé úvahy je vhodněǰśı už́ıt obecněǰśı definici, [56], a za

geodetické považovat dráhy γ(t) splňuj́ıćı pro jistou funkci θ(t) (definovanou na intervalu

I) podmı́nku

∇ dγ
dt

dγ

dt
= θ(t) · dγ

dt
, ∀t ∈ I, (2.16)

jinak řečeno, předpokládá se, že tečné vektorové pole je podle křivky rekurentńı, nikoliv

paralelńı (naznačili jsme to označeńım parametru). V tomto př́ıpadě se někdy též už́ıvá

názvu pregeodetika, nebo neparametrizovaná geodetika, aby se zd̊uraznilo, že parametr

nemuśı být kanonický.

My vystač́ıme s definićı, kterou jsme p̊uvodně zavedli výše.

Z vět o existenci a jednoznačnosti řešeńı diferenciálńıch rovnic vyplývaj́ı následuj́ıćı

geometrické d̊usledky.

Věta 2.29 [39] Necht’ Γk
ij jsou hladké funkce proměnných x1, . . . , xn definované v oboru

V ⊂ R
n, s0 reálné č́ıslo a (x1

0, . . . , x
n
0 ) ∈ V , (v1, . . . , vn) ∈ R

n n-tice č́ısel. Pak v libovolně

malém intervalu (s0−δ, s0 +δ) existuje právě jedno řešeńı (x1(s), . . . , xn(s)) výše zmı́něné

soustavy, splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky

xk(s0) = xk
0,

dxk

ds
(s0) = vk, k = 1, . . . , n.

Geometričtěji:

Věta 2.30 [39] Necht’ (M,∇) je varieta s afinńı konex́ı a U(x1, . . . , xn) souřadnicový

obor na M . Zvolme s0 ∈ R, bod p ∈ U a nenulový tečný vektor w ∈ TpM . Pak v libovolně

malém intervalu (s0 − δ, s0 + δ) existuje právě jedna geodetická dráha γ(s) lež́ıćı v U

a splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky

γ(s0) = p,
dγ(s0)

ds
= w.

Geodetickou dráhu γ(s) variety (M,∇) definovanou na intervalu I nazveme maximálńı,

jestliže jej́ı definičńı obor nemůžeme rozš́ı̌rit na větš́ı interval J 6= I, kde I ⊂ J .

Věta 2.31 [39, str. 57] Necht’ (M,∇) je varieta s afinńı konex́ı. Necht’ p ∈M a w ∈ TpM .

Pak existuje jediná maximálńı geodetická dráha γ : I → M definovaná na otevřeném

intervalu I ∋ 0 taková, že γ(0) = p a má v 0 předepsaný počátečńı tečný vektor, γ′(0) = w.
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2.10 Geodetické křivky

Jako d̊usledek źıskáme: Ke každému směru [w] v tečném prostoru TpM (w ∈ TpM)

existuje jediná maximálńı geodetika, která se ho dotýká [36, str. 102].

S užit́ım pojmu geodetické křivky nyńı názorně uvedeme interpretaci tenzor̊u torze

a křivosti na varietě s afinńı konex́ı. Máme dánu varietu s konex́ı a v jej́ım bodě p jsou

dány dva nekolineárńı tečné vektory u, v. Dále je dáno kladné č́ıslo s0 a s ∈ 〈0, s0). Nyńı

zkonstruujeme geodetický rovnoběžńık. Nejprve sestroj́ıme geodetickou křivku γu ve směru

vektoru u a ukonč́ıme ji v bodě γu(s). Oba dané vektory paralelně přeneseme podél této

křivky do koncového bodu. Nyńı sestroj́ıme křivku γv ve směru již přeneseného vektoru

v a ukonč́ıme ji v bodě γv(s). Do tohoto koncového bodu opět paralelně přeneseme již jed-

nou přenesené vektory u, v. Třet́ı křivkou bude geodetika γ−u ve směru vektoru −u. Jej́ı

koncový bod je γ−u(s). Do něj znovu přeneseme vektory u, v. Posledńı křivkou bude geode-

tika γ−v s koncovým bodem γ−v(s). Hodnotu tenzoru torze T (u, v) pak můžeme interpre-

tovat jako mı́ru
”
neuzavřenosti” výsledného geodetického rovnoběžńıka. Je-li neuzavřený,

pak torze je nenulová a naopak, je-li uzavřený, torze je nulová.

Vezmeme-li nyńı třet́ı tečný vektor w a budeme-li ho přenášet podél uzavřené křivky

výše popsané čtyřmi geodetickými křivkami, pak hodnotou tenzoru křivosti R(u, v)w je

vektor, který je rozd́ılem mezi koncovou a počátečńı polohou vektoru v základńım bodě

při paralelńım přenosu vektoru w podél již zmı́něné uzavřené křivky.

Daľśı užitečný pojem, který je možno zavést s pomoćı geodetik, je exponenciálńı zo-

brazeńı, které převád́ı př́ımky jdoućı dotykovým bodem p v tečném prostoru TpM do

geodetik na varietě M procházej́ıćıch zvoleným bodem TpM , [62], [39]. Uvažujme tedy

na varietě M pevný bod p. Označme jako Dp podmnožinu těch vektor̊u tečného prostoru

TpM , pro který je př́ıslušná maximálńı geodetická dráha určená bodem p a t́ımto vek-

torem definována na intervalu obsahuj́ıćım alespoň 〈0, 1〉 (předpokládáme tedy počátečńı

hodnoty γ(0) = p a γ′(0) = v, startujeme v čase 0 rychlost́ı v). Exponenciálńı zobrazeńı

při bodu p je zobrazeńı

expp : Dp →M, expp (v) = γv(1) pro všechny vekory v ∈ Dp,

tedy vektoru přǐrad́ıme bod, do kterého po př́ıslušné geodetice doraźıme v čase 1. Lze

ukázat [62, str. 71], že pro každý bod p ∈M existuje okoĺı V nulového vektoru 0 z TpM , na

němž je exponenciálńı zobrazeńı expp difeomorfismem na jisté okoĺı U bodu p variety M .
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2 ZÁKLADNÍ POJMY AFINNÍ DIFERENCIÁLNÍ GEOMETRIE

Za normálńı okoĺı nulového vektoru 0 v TpM na varietě s afinńı konex́ı budeme

považovat otevřené okoĺı N0, které je hvězdicovité vzhledem k počátku [39, str. 62] a expp

difeomorfismem na jisté okoĺı Np bodu p; př́ıslušný obraz Np se nazývá normálńı okoĺı

bodu p ∈M .

2.11 Pseudo-Riemannovy a Riemannovy variety

Připomeňme, že (zobecněný) skalárńı součin je nedegenerovaná symetrická bilineárńı

forma na (netriviálńım) reálném vektorovém prostoru konečné dimenze. Indexem symet-

rické bilineárńı formy se rozumı́ dimenze maximálńıho podprostoru, na němž je zúžeńı

formy negativně definitńı. Pro skalárńı součin v užš́ım smyslu se ještě předpokládá, že

odpov́ıdaj́ıćı kvadratická forma je pozitivně definitńı (a tedy indexu 0). Nejd̊uležitěǰśım

př́ıkladem je přirozený (standardńı) skalárńı součin na Rn, pro který u · v = 〈u, v〉 =
∑
uivi. Pokud skalárńı součin pozitivně definitńı neńı, přenáš́ı se na něj mnoho vlastnost́ı

pozitivně definitńıho součinu, [62, str. 47], např. existence ortonormálńı báze, vzhledem

k ńıž je pak matice skalárńıho součinu diagonálńı (a počet záporných znamének na di-

agonále je roven indexu), ale objevuj́ı se i zcela nové rysy (např. existuj́ı degenerované

podprostory, tj. všechny vektory kolmé k danému podprostoru už nemuśı tvořit pod-

prostor k němu komplementárńı, apod.). Prostor̊um Rn vybaveným skalárńım součinem

indexu aspoň 1 ř́ıkáme pseudo-eukleidovské. Speciálně prostor Rn se součinem u · v =

−u1v1 +
∑n

2 u
ivi se nazývá Minkovského n-prostor, pro n = 4 dostáváme nejjednodušš́ı

př́ıpad relativistického prostoročasu.

Geometrie eukleidovského prostoru R3, nebo obecněji Rn, je založena do značné mı́ry

právě na jeho přirozeném skalárńım součinu. Užijeme-li přirozeného izomorfismu Tp(Rn) ≈
Rn, p ∈ Rn, přeneseme skalárńı součin na všechny tečné prostory v jednotlivých bodech.

Pak máme možnost měřit např. délky a odchylky vektor̊u.

V praćıch K. F. Gausse (kolem r. 1827) je vyložena vnitřńı geometrie ploch vnořených

do R3 odvozená pouze ze skalárńıho součinu a jeho zúžeńı na jednotlivé tečné prostory

(prvńı základńı forma plochy).

Kolem r. 1854 si B. Riemann uvědomil, jak využ́ıt předchoźı speciálńı př́ıpady, aby

se dala zavést geometrie na libovolné n-dimenzionálńı varietě: zhruba řečeno, na každém

tečném prostoru je třeba mı́t k dispozici skalárńı součin.
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2.11 Pseudo-Riemannovy a Riemannovy variety

Pod vlivem Einsteinovy obecné teorie relativity (kolem r. 1915) došlo k daľśımu zo-

becněńı, sṕı̌se technickému, ale s dalekosáhlými d̊usledky: podmı́nka pozitivńı definitnosti

skalárńıho součinu byla oslabena na nedegenerovanost.

Definice 2.32 Pseudo-Riemannova metrika na hladké varietěM je hladké tenzorové pole

g typu (0, 2) takové, že pro každý bod p ∈ M je př́ıslušná bilineárńı forma gp definovaná

na tečném prostoru TpM symetrická, nedegenerovaná a má konstantńı index. Pokud je gp

také pozitivně definitńı pro všechny body p, je g Riemannova metrika.

Pomoćı metrického tenzoru můžeme poč́ıtat normu (délku) tečného vektoru, odchylku

dvou křivek, dále zavád́ıme pojem délka (geometrického obrazu) křivky na varietě (M, g).

Na úseku mezi body P = γ(a) a Q = γ(b) křivky γ, a, b ∈ I, je délka dána jako Riemann̊uv

integrál
∫ a

b

√

g(γ̇, γ̇) dt. Tento výraz nezáviśı na parametrizaci křivky.

Definice 2.33 Diferencovatelná varieta M spolu s pseudo-Riemannovou metrikou (Rie-

mannovou metrikou) g, tedy dvojice (M, g), se nazývá pseudo-Riemannova varieta (Rie-

mannova varieta).

Poznamenejme, že pro fyzikálńı aplikace jsou d̊uležité tzv. Lorentzovské variety, které

maj́ı index 1 (a dimenzi n ≥ 2).

My se dále zaměř́ıme většinou na Riemannovy variety.

Jedńım z nejjednodušš́ıch př́ıklad̊u Riemannovy variety je eukleidovská Riemannova

varieta Rn. Ztotožńıme tečný prostor Tp(Rn) v bodě p s p̊uvodńım prostorem Rn pomoćı

zobrazeńı

(p1, . . . , pn, v
1, . . . , vn) 7→ (v1, . . . , vn).

Pro dvě vektorová pole X =
∑n

i=1X
i ∂
∂ui , Y =

∑n
j=1 Y

j ∂
∂uj na Rn pak definujeme metrický

tenzor g (typu (0, 2)) pomoćı přirozeného skalárńıho součinu

g (X,Y ) : =
n∑

i=1

X iY i. (2.17)

Věta 2.34 [39] Necht’ g je libovolná pseudo-Riemannova metrika na varietě M a necht’

U(x1, . . . , xn) je obor lokálńıch souřadnic. Pak m̊užeme metriku g vyjádřit v lokálńıch

souřadnićıch takto:

g =
m∑

i,j=1

gij dx
i ⊗ dxj, (2.18)
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kde gij = g
(

∂
∂xi ,

∂
∂xj

)
, popř. duálně jako g =

∑m
i,j=1 gij

∂
∂xi ⊗ ∂

∂xj .

Důkaz. [39], [62, str. 55] Důkaz je zřejmý po dosazeńı dvojic souřadnicových vektorových

poĺı ∂
∂xk ,

∂
∂xl do obou stran vzorce a využit́ı symetričnosti metriky g.

Je-li M ⊂ Rn m-rozměrná hladká vlastńı (vnořená) podvarieta eukleidovského pros-

toru, lze na M přenést, zúžit Riemannovu metriku, tedy zavést indukovanou metriku

g takto: máme dán bod p ∈ M a dva tečné vektory u, v ∈ TpM , pak vektory u, v lze

pokládat za tečné vektory z Tp (Rn) a můžeme definovat

gp(u, v) = 〈u, v〉

kde lomené závorky 〈 , 〉 znač́ı přirozený skalárńı součin.

2.12 Riemannova konexe

Jestliže je dáno (M,∇) a v́ıme, že g je nějaká metrika na M , pro kterou plat́ı ∇g = 0,

ř́ıkáme, že konexe ∇ a metrika g jsou vzájemně kompatibilńı. Podmı́nka ∇g = 0 má

v lokálńıch souřadnićıch tvar gij;k = 0, kde
”
;” znač́ı př́ıslušné kovariantńı derivováńı

vzhledem k dané konexi. Pokud je daná konexe kompatibilńı s metrikou nav́ıc symetrická,

ř́ıkáme j́ı metrická konexe.

Připomeňme, že uvedená terminologie úzce souviśı s tzv. základńı větou Riemannovy

geometrie:

Věta 2.35 [39] Necht’ (M, g) je pseudo-Riemannova varieta. Pak na M existuje právě

jedna afinńı konexe ∇ s vlastnostmi:

1. ∇ má nulovou torzi;

2. skalárńı součin vektor̊u vzhledem ke g se zachovává při všech paralelńıch přenosech

vzhledem k ∇ podél všech křivek, ekvivalentně ∇g = 0.

Afinńı konexe určená touto větou se nazývá Riemannova konexe (někdy též Levi-

Civitova konexe) pseudo-Riemannovy variety (M, g). Riemannova konexe na Riemannově

varietě je právě jediná s metrikou kompatibilńı lineárńı konexe, která je symetrická.
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2.12 Riemannova konexe

Někdy se Levi-Civitovou konex́ı mı́ńı sṕı̌se konexe př́ıslušná indukované metrice na

vnořené podvarietě.

Důsledkem předchoźı věty je, že na každé pseudo-Riemannově varietě lze zavést para-

lelńı přenos vektor̊u a geodetické křivky. Pro Riemannovu konexi plat́ı, že se při paralelńım

přenosu zachovávaj́ı délky přenesených vektor̊u.

K d̊ukazu je potřeba uvést následuj́ıćı lemma.

Lemma 2.36 [39] Necht’ M je hladká varieta, g pseudo-Riemannova metrika a ∇ afinńı

konexe na této varietě. Pak následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

1. pro každou regulárńı křivku γ : I → M a každou dvojici paralelńıch vektorových

funkćı Xγ , Yγ podél křivky plat́ı, že g(Xγ, Yγ) = konst.;

2. pro trojici libovolných vektorových poĺı X,Y, Z plat́ı: Z(g(X,Y )) = g(∇ZX,Y ) +

g(X,∇ZY ) (jiná formulace: ∇g = 0).

Důkazy předchoźı věty a lemmatu jsou uvedeny v [39, str. 75].

Složky Riemannovy konexe ∇ (Christoffelovy symboly) pseudo-Riemannovy variety

(M, g) můžeme v soustavě lokálńıch souřadnic (x1, . . . , xn) vyjádřit vzorcem:

Γi
jk =

1

2

n∑

l=1

gil (gkl,j − gjl,k + gjk,l) , (2.19)

kde jsme pro parciálńı derivace ∂gkl

∂xj použili zkráceného značeńı gkl,j.

Věta 2.37 [39] Necht’ Φ: (M, g) → (N, h) je izometrie pseudo-Riemannových variet.

Potom obrazem Riemannovy konexe ∇M v tomto zobrazeńı je konexe ∇N . Plat́ı také, že

obraz paralelńı vektorové funkce podél křivky γ v M je paralelńı vektorová funkce podél

křivky Φ◦γ v N . Je-li křivka geodetikou v (M, g), pak jej́ım obrazem je geodetika v (N, h).

Důkaz. Viz [39].

Pokud chceme spoč́ıtat komponenty kovariantńı derivace metrického tenzoru ∇g, po-

užijeme vzorec:

(∇g)ijk = gij;k = gij,k − Γl
ikglj − Γl

jkgil. (2.20)

Při použit́ı kovariantńı derivace lze základńı větu Riemannovy geometrie uvést takto:
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2 ZÁKLADNÍ POJMY AFINNÍ DIFERENCIÁLNÍ GEOMETRIE

Na každé pseudo-Riemannově varietě (M, g) existuje právě jedna symetrická afinńı

konexe ∇ taková, že ∇g = 0.

Některé vlastnosti tenzoru křivosti R (pseudo-)Riemannovy variety jsou uvedeny v ná-

sleduj́ıćı větě.

Věta 2.38 Necht’ R je tenzorové pole křivosti pseudo-Riemannovy variety (M, g). Pak

plat́ı:

1. R(X,Y )Z = −R(Y,X)Z;

2. R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0 (prvńı Bianchiho identita);

3. g(R(X,Y )Z,U) = g(R(Z,U)X,Y ).

Důkaz. Prvńı vlastnost již byla zmiňována. K d̊ukazu druhé vlastnosti použijeme nulovost

torze vyjádřenou takto:

∇UV −∇VU = [U, V ] .

Z definice tenzoru křivosti dostaneme:

R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = [∇X∇Y −∇Y ∇X ]Z + [∇Y ∇Z −∇Z∇Y ]X+

+ [∇Z∇X −∇X∇Z ]Y −∇[X,Y ]Z −∇[Y,Z]X −∇[Z,X]Y = ∇X(∇YZ −∇ZY )+

+∇Y (∇ZX −∇XZ) + ∇Z(∇XY −∇YX) −∇[Y,Z]X −∇[Z,X]Y −∇[X,Y ]Z =

= (∇X [Y, Z] −∇[Y,Z]X) + (∇Y [Z,X] −∇[Z,X]Y ) + (∇Z [X,Y ] −∇[X,Y ]Z) =

= [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.

Pro d̊ukaz třet́ı vlastnosti užijeme vzorec:

Ug(V,W ) = g(∇UV,W ) + g(V,∇UW ).

Po dosazeńı źıskáme:

g(R(X,Y )Z,U) = g(∇X∇YZ,U) − g(∇Y ∇XZ,U) − g(∇[X,Y ]Z,U) =

= (Xg(∇YZ,U) − g(∇YZ,∇XU)) − (Y g(∇XZ,U) − g(∇XZ,∇Y U))−
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2.13 Rekurentnost tenzorových poĺı

−([X,Y ]g(Z,U)−g(Z,∇[X,Y ]U)) = X[Y g(Z,U)−g(Z,∇Y U)]−Y [Xg(Z,U)−g(Z,∇XU)]−

−[X,Y ]g(Z,U) − g(∇YZ,∇XU) + g(∇XZ,∇Y U) + g(Z,∇[X,Y ]U) =

= [−Xg(Z,∇Y U) + g(∇XZ,∇Y U)] + [Y g(Z,∇XU) − g(∇YZ,∇XU)] + g(Z,∇[X,Y ]U) =

= −g(Z,∇X∇YU) + g(Z,∇Y ∇XU) + g(Z,∇[X,Y ]U) = −g(Z,R(X,Y )U).

T́ım obdrž́ıme

g(R(X,Y )Z,U) + g(R(X,Y )U,Z) = 0.

Nyńı zavedeme označeńı:

S(X,Y, Z, U) = g(R(X,Y )Z,U) + g(R(Y, Z)X,U) + g(R(Z,X)Y, U).

Podle druhé vlastnosti z dokazované věty je tenzor S nulový. Můžeme tedy př́ımo zjistit,

že

S(X,Y, Z, U) − S(Y, Z, U,X) − S(Z,U,X, Y ) + S(U,X, Y, Z) =

2g(R(U,X)Y, Z) + 2g(R(Y, Z)X,U).

Protože je levá strana rovna nule, je také pravá strana rovna nule. Z vlastnosti prvńı pak

źıskáme

g(R(X,U)Y, Z) = g(R(Y, Z)X,U),

což je právě třet́ı dokazovaná vlastnost.

2.13 Rekurentnost tenzorových poĺı

V této podkapitole ještě zmı́ńıme rekurentnost tenzorových poĺı, což budeme potřebovat

v následuj́ıćıch kapitolách o metrizovatelnosti. Čerpali jsem z článku [82].

Nenulové tenzorové pole A na M je rekurentńı, jestliže existuje 1-forma ω taková, že

∇A = ω ⊗ A. (2.21)

Lemma 2.39 Necht’ tenzorové pole A typu (r, s) na (M,∇) je rekurentńı; ∇A = ω ⊗ A

pro 1-formu. Necht’ A je nenulové na M . Pak 1-forma ω je uzavřená.
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Důkaz. Rekurentnost znamená, že pro libovolná vektorová pole Y1, . . . , Ys a 1-formy

ω1, . . . , ωr na M , plat́ı

(∇X A)(Y1, . . . , Ys, ω
1, . . . , ωr) = ω(X) · A(Y1, . . . , Ys, ω

1, . . . , ωr).

Necht’ v lokálńıch souřadnićıch při bodu p ∈ M je ω = ωk dx
k. Označme ∇k = ∇ ∂

∂xk
.

Pak ∇kA
i1...ir
j1...js

= ωk · Ai1...ir
j1...js

pro k = 1, . . . , n; n = dimM . Necht’ jistá komponenta Ai1...ir
j1...js

(pro pevné indexy) je nenulová v p a d́ıky spojitosti také v jistém okoĺı U bodu p (opět

ze spojitosti, komponenta je bud’ kladná, nebo záporná na nějakém okoĺı bodu). Pak

komponenty 1-formy můžeme vyjádřit v U jako

ωk =
1

F i1...ir
j1...js

· ∇k F
i1...ir
j1...js

= ∇k (ln |F i1...ir
j1...js

|) =
∂

∂xk
(ln |F i1...ir

j1...js
|), k = 1, . . . , n.

Tedy, v okoĺı bodu p ∈M je ω = d(ln |Ai1...ir
j1...js

|); tj. ω je lokálně exaktńı a dω = d(df) = 0.

Lemma 2.40 Necht’ A je tenzorové pole typu (r, s) na (M,∇). Necht’ α ∈ F(M) je

nenulová reálná funkce; α(x) 6= 0 pro x ∈M . Pak následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

1. α⊗ A je paralelńı vzhledem ke konexi ∇,

2. ∇A = d(− ln |α|) ⊗ A.

Důkaz. Z ∇(α⊗A) = (∇α) ⊗A+ α⊗ (∇A) a α 6= 0 máme ∇(α⊗A) = 0 právě tehdy,

když ∇A = −( 1
α
· ∇α) ⊗A = −d(ln |α|) ⊗A. Proto α⊗A je paralelńı tehdy a jen tehdy,

když ∇A = df ⊗ A, kde f = − ln |α|.

Lemma 2.41 Jestlǐze tenzorové pole A typu (r, s) na (M,∇) je rekurentńı, ∇A = ω⊗A,

a 1-forma je exaktńı, ω = df , pak jistý násobek pole A, konkrétně e−f ⊗ A, je paralelńı

vzhledem k ∇.

Důkaz. Jestliže ∇A = df ⊗A označ́ıme α = e−f , pak f = − lnα a ∇(α⊗A) = dα⊗A+

α · d(− lnα) ⊗ A = dα⊗ A+ α · (− 1
α

) · dα⊗ A = 0. Proto α⊗ A = e−f ⊗ A je paralelńı.
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3 Metrizovatelnost

Tato kapitola se již zabývá metrizaćı lineárńıch konex́ı a byla čerpána z [82] a [84].

Problém metrizace lineárńıch konex́ı je problém naj́ıt nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku

pro danou symetrickou konexi na n-dimenzionálńı varietě (hladké nebo analytické) tak,

aby byla Riemannovou (Levi-Civitovou) konex́ı nějaké metriky. Můžeme požadovat, aby

metrika byla klasicky Riemannovská (tj. pozitivně definitńı) nebo pseudo-Riemannovská

(tj. nedegenerovaná).

V př́ıznivém př́ıpadě řešeńı tohoto problému metrizace existuje. Zálež́ı i na dimenzi n

variety; pouze př́ıpad pro n = 2 je jednoduchý.

Základńı věta Riemannovy geometrie uvád́ı, že každá pseudo-Riemannova varieta

(M, g) má jedinou lineárńı konexi ∇̃, nazvanou Riemannova (nebo Levi-Civitova) konexe,

nebo metrická konexe, charakterizovanou párem podmı́nek T ≡ 0, ∇̃g = 0 (paralelńı

přenos podél křivky vzhledem k ∇̃ zachovává skalárńı součin tečných vektor̊u definovaných

pomoćı g). Na (M, g), komponenty Γi
jk Levi-Civitovy konexe souvisej́ı s komponentami

gij metriky známým vzorcem

Γℓ
ik =

1

2
gℓj

(
∂gij

∂xk
+
∂gjk

∂xi
− ∂gki

∂xj

)

.

Naopak, je-li dána varieta s lineárńı konex́ı (M,∇), můžeme se zaj́ımat o metriky, se

kterými je daná konexe kompatibilńı. Jestliže je ∇ bez torze, znamená to naj́ıt metriku

g na M takovou, že ∇ je právě Levi-Civitova konexe (M, g). Ř́ıkáme, že varieta (M,∇)

se symetrickou konex́ı je (lokálně) metrizovatelná, jestliže (lokálně) existuje metrika kom-

patibilńı s konex́ı.

V podstatě stejný problém může být formulován ekvivalentńım zp̊usobem takto: Jestli-

že je dána (M,∇), nalezněte všechna geodetická zobrazeńı (tj. difeomorfismy, které zobraźı

geodetiky na obecně parametrizované geodetiky) (M,∇) na (všechny možné) pseudo-Rie-

mannovy variety (M̄, g) (d́ıky difeomorfismu, můžeme předpokládat M̄ = M).

V lokálńıch souřadnićıch má rovnice ∇g = 0 tento tvar:

∂gij

∂xk
= gsjΓ

s
ik + gisΓ

s
jk. (3.1)

Vyřešit otázku (lokálńı) metrizovatelnosti konexe vlastně znamená vyřešit soustavu

(3.1), což lze v jednoduchých př́ıpadech provést př́ımo. Použit́ım křivosti může být nutná
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podmı́nka integrability pro metrizovatelnost dána ve formě nekonečného systému lineárńıch

rovnic 1
2
n(n + 1) funkćı gij (s koeficienty, které jsou funkcemi Γ a jejich parciálńıch

derivaćı), [19]; bez použit́ı souřadnic maj́ı tento tvar:

g(R(X,Y )Z,W ) + g(Z,R(X,Y )W ) = 0, (3.2)

g(∇rR(X,Y ;Z1; . . . ;Zr)(Z),W ) + g(Z,∇rR(X,Y ;Z1; . . . ;Zr)(W )) = 0, (3.3)

pro každé X,Y, Z,W,Z1, . . . , Zr ∈ X (M), 1 ≤ r < ∞. Aby metrika existovala, muśı mı́t

soustava (3.2), (3.3) netriviálńı řešeńı, tj. muśı mı́t alespoň 1-dimenzionálńı prostor řešeńı

(nad okruhem F(M) hladkých funkćı); výše zmı́něné lineárńı podmı́nky muśı platit pro

nějaké celé č́ıslo r.

Obecně plat́ı 0 ≤ hodnost (gij) ≤ n. Může se stát, že maximum q hodnost́ı ze všech

možných řešeńı soustavy (3.2)-(3.3) je menš́ı než n; pokud se to stane, pak (M,∇) je

nemetrizovatelná (dokonce by mohl nastat př́ıpad q = 0). Existuj́ı nemetrizovatelné n-

dimenzionálńı variety s lineárńı konex́ı pro n ≥ 2. Ve skutečnosti existuje v́ıce nemetri-

zovatelných (M,∇) než metrizovatelných. Problém existence kompatibilńıch metrik byl

zkoumán r̊uznými autory, např. [23], [28] (n = 2), [29], [30] (n = 4), [48, str. 75]

(n = 2) atd., a byly použity r̊uzné metody. Pro 2-variety byl problém metrizace vyřešen

např. v [10], [73], [76].

Pokud je tenzor křivosti nulový, pak je konexe určitě metrizovatelná.

Plochá konexe je vždy (globálně) metrizovatelná s 1
2
n(n + 1) - parametrickým pro-

storem řešeńı; dokonce může být vybrána signatura. Tedy věnujme pozornost situaci,

kdy tenzor křivosti (nebo ekvivalentně, tenzor Ricci) je nenulový v bodě x0 ∈ M a d́ıky

spojitosti také v okoĺı bodu x0.

Zřejmá podmı́nka existence nedegenerovaných kompatibilńıch metrik je, že soustava

pro kovariantńı derivace až do r-tého stupně by měla mı́t alespoň 1-dimenzionálńı prostor

řešeńı. V kapitole 5 ukážeme, že někdy stač́ı vźıt r = 1.

Daľśı nutná podmı́nka metrizovatelnosti plyne z následuj́ıćıho:

Lemma 3.1 Ricciho tenzor Levi-Civitovy konexe (pseudo-) Riemannovy variety (M, g)

je vždy symetrický, [16, str. 331].
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Obecně nese Ricciho tenzor metriky nebo konexe méně informaćı než jej́ı tenzor

křivosti. Jak uvid́ıme, výjimkou je dimenze 2, kde tenzor křivosti můžeme z Ricciho ten-

zoru plně rekonstruovat.

Na (M, g) je Ricciho tenzor typu (1, 1) zaveden zvýšeńım indexu pomoćı metriky, tedy

v komponentách je Ri
j = gi

sRsj, a skalárńı křivost ̺ pak jako jeho stopa, tedy vycháźı

̺ = Tr Ric = Rs
s = gijRij.

Všechny dvoudimenzionálńı pseudo-Riemannovy variety jsou Einsteinovy prostory,

viz. [49, str. 263], [67, str. 101].

45



4 PŘÍMÁ METODA

4 Př́ımá metoda

Soustavu ∇g = 0 lze v jednoduchých př́ıpadech řešit také př́ımo, což ukážeme na

několika př́ıkladech.

Př́ıklad 4.1 [19]

Na varietě R2(x1, x2) je dána symetrická lineárńı konexe ∇ s těmito jedinými nenulovými

složkami:

Γ1
11 = Γ2

22 = x1 − x2.

Nyńı chceme zjistit, jestli je tato konexe metrizovatelná, tedy zda existuje symetrické

tenzorové pole g typu (0, 2) takové, že plat́ı

∇g = 0, ∂kgij = ginΓn
jk + gjnΓn

ik.

Systém diferenciálńıch rovnic pro (hladké) funkce gij(x
1, x2), které jsou komponentami

symetrické regulárńı funkcionálńı matice G = (gij), budeme řešit př́ımo:

∂1g11 = (x1 − x2)g11, ∂2g11 = 0,

∂1g12 = 0, ∂2g12 = (x1 − x2)g12,

∂1g22 = 0, ∂2g22 = (x1 − x2)g22.

Z prvńı rovnice prvńıho řádku vid́ıme, že g11(x
1, x2) záviśı na obou proměnných. Druhá

rovnice však ukazuje, že g11(x
1) nezáviśı na x2. Z prvńıch dvou rovnic tedy vyplývá, že

g11 = 0. Tato úvaha je obdobná u daľśıch rovnic, a proto také g12 = g21 = 0 a g22 = 0.

T́ım jsme zjistili, že jediné možné řešeńı soustavy je triviálńı,

G =




0 0

0 0



 ,

gij = 0 pro všechny indexy i, j. Tedy konexe neńı metrizovatelná.

Př́ıklad 4.2 Na R2(x1, x2) uvažujeme symetrickou lineárńı konexi ∇, jej́ıž jediné nenulové

Christoffely jsou:

Γ2
12 = Γ2

21 = 1,

tedy při označeńı ei = ∂
∂xi , i = 1, 2 je dána vztahy:

∇e1e1 = ∇e2e2 = 0, ∇e1e2 = ∇e2e1 = e2. (4.1)
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Poznamenejme, že podobně můžeme vztahem (4.1) definovat konexi v adaptované

mapě na cylindru R × S1 nebo na toru T 2 = S1 × S1. Ptejme se, zda konexe vzniká

z nějaké metriky.

Soustava odpov́ıdaj́ıćı podmı́nce ∇g = 0 má v tomto př́ıpadě tvar:

∂1g11 = 0, ∂2g11 = 2g12,

∂1g12 = g12, ∂2g12 = g22,

∂1g22 = 2g22, ∂2g22 = 0.

Z posledńıch dvou rovnic je vidět, že funkce g22 = c(x2)e2x1
, kde c(x2) je funkce závislá

na x2, ale g22 na x2 záviset nemůže. Tedy c ∈ R je konstanta a g22 = ce2x1
.

Z rovnice ∂1g12 = g12 dostaneme, že g12 = b(x2)ex1
. Do rovnice ∂2g12 = g22 dosad́ıme

za nám již známé g22 a g12.
∂

∂x2

(

b(x2) · ex1
)

= ce2x1

Označ́ıme si ∂b
∂x2 = b´(x2). Muśı tedy platit

b´(x2) · ex1

= ce2x1

.

Vynásob́ıme-li celou rovnici výrazem e−x1
, pak źıskáme

b´(x2) = cex1

,

kde pravá strana rovnice je funkćı pouze x1 a levá funkćı pouze x2. To však může nastat

jedině v př́ıpadě, že b´(x2) = 0 a c = 0. Z toho vyplývá, že b(x2) je konstantńı funkce

b ∈ R. Nav́ıc pro c = 0 dostaneme, že g22 = 0.

Nyńı dosad́ıme do rovnice ∂2g11 = 2g12 za g12 = b · ex1
, tedy pravá strana záviśı na x1.

Toto porovnáme s prvńı p̊uvodńı rovnićı ∂1g11 = 0. Z té plyne, že g11(x
2) záviśı na x2. To

nám však ukazuje, že b = 0 a t́ım pádem také g12 = 0.

Pokud ted’ porovnáme prvńı dvě rovnice ∂1g11 = 0 a ∂2g11 = 0 (po dosazeńı), pak g11

nemůže záviset ani na x1 ani na x2, tedy muśı být konstantou g11 = a ∈ R.

Naṕı̌seme-li vše do matice

G = (gij) =




a 0

0 0



 ,

kde g11 = a ∈ R, vid́ıme, že konexe vzniká ze
”
skalárńıho součinu”, který je singulárńı

a degenerovaný. My však toto neuvažujeme. Tedy konexe neńı metrizovatelná.

47
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Př́ıklad 4.3 Na R2(x1, x2) je dána symetrická lineárńı konexe ∇, která je dána těmito

nenulovými Christoffelovými symboly:

Γ1
11 = Γ1

22 = 1 Γ2
12 = Γ2

21 = 2.

Soustava PDR odpov́ıdaj́ıćı ∇g = 0 vypadá takto:

∂1g11 = g11, ∂2g11 = 2g12,

∂1g12 = 0, ∂2g12 = g11 + 2g22,

∂1g22 = 2g22, ∂2g22 = g12.

Z rovnice ∂1g12 = 0 vyplývá, že funkce g12 nezáviśı na proměnné x1. Z tohoto a z rovnice

∂2g22 = g12 źıskáme, že také funkce g22 nezáviśı na x1. Zároveň z ∂1g22 = 2g22 zjist́ıme, že

g22 = c(x2) · e2x1
. Z předchoźıho však vid́ıme, že na funkci e2x1

záviset g22 nemůže, tedy

celý koeficient se muśı rovnat 0 a t́ım pádem je funkce g22 = 0. To ovšem znamená, že

∂2g22 = 0 a proto g12 = g21 = 0.

Po dosazeńı do rovnice ∂2g12 = g11 + 2g22 za g12 a g22 vypočteme, že funkce g11 = 0.

Tedy soustava má pouze triviálńı řešeńı

G =




0 0

0 0



 .

Proto neńı tato konexe metrizovatelná.

Př́ıklad 4.4 Symetrická lineárńı konexe ∇ na R2(x1, x2) má tyto Christoffelovy symboly:

Γ1
11 = Γ2

22 = 1, Γk
ij = 0.

Soustava diferenciálńıch rovnic pro funkce gij(x
1, x2) má tvar:

∂1g11 = 2g11, ∂2g11 = 0,

∂1g12 = g12, ∂2g12 = g12,

∂1g22 = 0, ∂2g22 = 2g22.

Z prvńıch dvou rovnic źıskáme g11. Prvńı rovnice ukazuje, že g11 = a(x2) · e2x1
, kde

a(x2) je funkce závislá na proměnné x2. Z druhé rovnice však vid́ıme, že g11 záviśı pouze

na proměnné x1. Tedy a ∈ R muśı být funkce konstantńı a g11 = a · e2x1
.
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Obdobným zp̊usobem ze dvou posledńıch rovnic vypoč́ıtáme g22 = b · e2x2
, kde b ∈ R

je konstanta.

Třet́ı rovnice ∂1g12 = g12 udává, že g12 = c1(x
2) · ex1

a čtvrtá rovnice ∂2g12 = g12 pak

g12 = c2(x
1) ·ex2

. Když tyto dvě rovnice porovnáme, zjist́ıme, že c1(x
2) = c ·ex2

a c2(x
1) =

c · ex1
. Tedy po dosazeńı do jedné z rovnic pro g12 źıskáme g12 = c · ex1 · ex2

= c · ex1+x2
.

Matice G = (gij) má po dosazeńı tvar:

G =




a · e2x1

c · ex1+x2

c · ex1+x2
b · e2x2



 ,

kde a, b, c ∈ R jsou konstanty. Konexe je tedy metrizovatelná.

Při př́ımém výpočtu soustavy parciálńıch diferenciálńıch rovnic však neńı zřejmé,

v čem je obstrukce metrizovatelnosti. Při použit́ı tenzorových metod, kterými se zabýváme

v daľśıch částech textu, lépe vid́ıme, co vlastně metrizovatelnosti konexe bráńı.
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5 METODA EISENHARTA A VEBLENA

5 Metoda Eisenharta a Veblena

Ve dvacátých letech 20. stolet́ı, L. P. Eisenhart a O. Veblen začali studovat geometrie,

které vzniknou na Cω n-varietě, když je dán systém geodetických drah (
”
paths”); motivace

pocháźı z gravitačńı teorie, trajektorie volného pádu jsou takovou soustavu křivek.

Autoři v [19] také zmiňuj́ı dř́ıvěǰśı pokusy H. Weyla [80] a A.S. Eddingtona [18],

kteř́ı preferuj́ı
”
zobecněńı Levi-Civitova zp̊usobu infinitezimálńıho posunu před přirozenou

myšlenkou drah”.

Klasický př́ıstup má analytický charakter: diskutuj́ı se všechna možná řešeńı systému

diferenciálńıch rovnic pro neznámé gij, který odpov́ıdá podmı́nce ∇g = 0. Podmı́nka má

v lokálńıch souřadnićıch tvar

gij;k =
∂gij

∂xk − gsjΓ
s
ik − gisΓ

s
jk = 0, (5.1)

tedy

∂kgij =
∂gij

∂xk
= gsjΓ

s
ik + gisΓ

s
jk. (5.2)

Hledáme nedegenerované metriky, proto předpokládáme det(gij) 6= 0. Aplikováńı kovari-

antńıch derivaćı vyšš́ıho řádu a tenzorových metod dává podmı́nky integrability (podmı́nky

nutné pro řešitelnost vzniklých parciálńıch diferenciálńıch rovnic) v následuj́ıćı formě

nekonečného systému lineárńıch rovnic pro 1
2
n(n+ 1) funkćı gij:

gsjR
s
ikℓ + gisR

s
jkℓ = 0, (5.3)

gsjR
s
ikℓ;m1;...;mr

+ gisR
s
jkℓ;m1;...;mr

= 0 1 ≤ r, (5.4)

kde Ri
hjk jsou komponenty tenzoru křivosti, viz kapitola 3. Dále již můžeme použ́ıvat

algebraické postupy.

Zřejmá nutná podmı́nka existence nedegenerovaných kompatibilńıch metrik je, že sous-

tava pro kovariantńı derivace až do r-tého řádu by měla mı́t alespoň 1-dimenzionálńı pros-

tor řešeńı. Následuj́ıćı věta dává návod, jak postupovat v př́ıznivých př́ıpadech, kde stač́ı

uvažovat pouze r = 1.

Věta 5.1 [19, str. 23] Necht’ je dána afinńı varieta (M,∇) s lokálńımi souřadnicemi

(xi), kde ∇ je symetrická konexe. Pokud soustava (5.3) připoušt́ı netriviálńı řešeńı (gij)
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a všechny funkce prostoru řešeńı vyhovuj́ı také soustavě

gsjR
s
ikℓ;m + gisR

s
jkℓ;m = 0, (5.5)

(tj. plat́ı (5.4) pro r = 1), pak (gij) lokálně definuj́ı kovariantně konstantńı tenzorové pole

g typu (0, 2).

Důkaz. Připomeňme si hlavńı tvrzeńı použitá v d̊ukazu, která poskytuj́ı metodu, jak naj́ıt

kompatibilńı metriku v konkrétńıch př́ıkladech. Připust’me, že soustava (5.3) je řešitelná

a že každé řešeńı (5.3) vyhovuje (5.4). Necht’ 〈G(1), . . . , G(p)〉 je báze prostoru řešeńı.

Libovolné řešeńı g může být psáno ve formě

g =

p
∑

α=1

ϕ(α)G(α), (5.6)

kde ϕ(α) jsou funkce na M . Dı́ky (5.5) plat́ı G
(α)
sj;mR

s
ikℓ + G

(α)
is;mR

s
jkℓ = 0, α = 1, . . . , p.

Proto kovariantńı derivace Gα
sj;m také vyhovuj́ı (5.3), a tedy mohou být vyjádřeny pomoćı

generátor̊u (koeficienty jsme schopni spoč́ıtat jako řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic)

G
(α)
ij;k =

p
∑

β=1

µ
(αβ)
k G

(β)
ij , α = 1, . . . , p. (5.7)

Protože druhé kovariantńı derivace vyhovuj́ı tzv. Ricciho indentitě

G
(α)
ij;kℓ −G

(α)
ij;ℓk = G

(α)
sj R

s
ikℓ +G

(α)
is R

s
jkℓ,

a pravá strana se anuluje pro G
(α)
ij , dostaneme G

(α)
ij;kℓ −G

(α)
ij;ℓk = 0, a dále (po výpočtech)

∂µ
(αβ)
k

∂xℓ
− ∂µ

(αβ)
ℓ

∂xk
+

p
∑

γ=1

(

µ
(αγ)
k µ

(γβ)
ℓ − µ

(αγ)
ℓ µ

(γβ)
k

)

= 0. (5.8)

Jestliže g z formule (5.6) má vyhovovat podmı́nce ∇g = 0, pak ϕ muśı vyhovovat rovnićım

∂ϕ(α)

∂xk
+

p
∑

β=1

ϕ(β)µ
(αβ)
k = 0, α = 1, . . . , p, k = 1, . . . n, (5.9)

ale podle (5.8), soustava (5.9) je úplně integrovatelná, proto existuj́ı funkce ϕ(1), . . . , ϕ(p),

které pomoćı (5.6) určuj́ı kompatibilńı (pseudo-)Riemannovu metriku.

Důkaz věty 5.1 vlastně dává i návod, jak postupovat při řešeńı konkrétńıch př́ıklad̊u.

Jako d̊usledek výše zmı́něných úvah dostáváme:
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5 METODA EISENHARTA A VEBLENA

Věta 5.2 Necht’ (M,∇) je varieta se symetrickou konex́ı a tenzorem křivosti R (Ri
hjk).

Jestlǐze existuje nedegenerované řešeńı soustavy (5.3) a každé řešeńı systému (5.3) vy-

hovuje také rovnici (5.5), potom ∇ je lokálně metrizovatelná.

Př́ıklad 5.3 [79] Na varietě (R2, id) s globálńımi souřadnicemi (x, y) je dána symetrická

lineárńı konexe ∇, jej́ımiž jedinými nenulovými komponentami jsou

Γ1
11 =

x

x2 + 1
, Γ2

22 =
y

y2 + 1
. (5.10)

Tenzor křivosti je všude nulový, R = 0, konexe je plochá, a tedy je jistě metrizovatelná,

a soustava podmı́nek integrability, tedy rovnic k řešeńı, je prázdná. Nicméně na procvičeńı,

abychom demonstrovali předchoźı metodu, najdeme všechny př́ıslušné metriky touto ces-

tou. Prostor řešeńı může být např. generován nezávislými globálně analytickými symet-

rickými tenzorovými poli typu (0, 2)G(1) = dx⊗dx,G(2) = dy⊗dy,G(3) = dx⊗dy+dy⊗dx.

Jejich kovariantńı derivace, které muśı vyhovovat soustavě (5.3), mohou být vyjádřeny

jako kombinace generátor̊u, s koeficienty, které jsou nejvýše funkcemi v x. Dostaneme

G
(1)
ij;1 = − 2x

x2 + 1
G

(1)
ij , G

(1)
ij;2 = G

(2)
ij;1 = 0,

G
(2)
ij;1 = − 2y

y2 + 1
G

(2)
ij , G

(3)
ij;1 = − x

x2 + 1
G

(3)
ij , G

(3)
ij;2 = − y

y2 + 1
G

(3)
ij .

Proto

µ
(11)
1 = − 2x

x2 + 1
, µ

(22)
2 = − 2y

y2 + 1
, µ

(33)
1 = − x

x2 + 1
, µ

(33)
2 = − y

y2 + 1

jsou nenulové koeficienty a všechny kompatibilńı metriky jsou ve tvaru g = ϕ(1)G(1) +

ϕ(2)G(2) + ϕ(3)G(3), kde funkce ϕ řeš́ı systém

∂ϕ(1)

∂x
= 2x

x2+1
ϕ(1), ∂ϕ(2)

∂x
= 0, ∂ϕ(3)

∂x
= x

x2+1
ϕ(3),

∂ϕ(1)

∂y
= 0, ∂ϕ(2)

∂y
= 2y

y2+1
ϕ(2), ∂ϕ(3)

∂y
= y

y2+1
ϕ(3);

źıskáme ϕ(1) = 2(x2 +1), ϕ(2) = 2(y2 +1), ϕ(3) = 2
√
x2 + 1

√

y2 + 1. Všechny kompatibilńı

metriky g jsou popsány v řeči tenzorových součin̊u takto: g = 2b2(x
2 + 1)dx ⊗ dx +

b1
√
x2 + 1

√

y2 + 1dx⊗dy+b1
√
x2 + 1

√

y2 + 1dy⊗dx+2b3(y
2 +1)dy⊗dy, tj. v klasickém

zápisu všechny př́ıpustné Riemannovy metriky jsou

ds2 = 2b2(x
2 + 1)dx2 + 2b1

√
x2 + 1

√

y2 + 1dxdy + 2b3(y
2 + 1)dy2.
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Poznámka 5.4 Speciálně, za předpokladu, že řešeńı (5.3) je právě
”
jednodimenzionálńı”

nad F(M) (tj. určeno jednoznačně až na násobek funkćı v lokálńıch souřadnićıch), jinak

řečeno, jestliže všechna řešeńı jsou ve tvaru

g = ϕ(x1, . . . , xn) ·G, (5.11)

kde G je pevné (určité) netriviálńı řešeńı, pak ukážeme, jak lze postup řešeńı výrazně

zjednodušit. Mı́sto (5.7) máme nyńı podmı́nky Gij;k = µkGij pro vhodné funkce µk(xi),

k = 1, . . . , n. To znamená, že G muśı být rekurentńı, tj. muśı existovat určitá 1-forma µ

s komponentami µk taková, že µ⊗G = ∇G. Mı́sto (5.8) pak máme podmı́nku integrability

ve tvaru (k, ℓ = 1, . . . , n)

∂µk

∂xℓ
− ∂µℓ

∂xk
+ µkµℓ − µℓµk = 0. (5.12)

Soustava (5.9) se redukuje na tvar

∂ϕ

∂xk
+ ϕµk = 0, k = 1, . . . , n. (5.13)

Jestliže podmı́nka (5.12) plat́ı, pak existuj́ı funkce f(x1, . . . , xn) takové, že pro k = 1, . . . , n

je ∂f
∂xk = µk. Tedy µ je exaktńı (tj. gradientńı), µ = df , a (5.13) dává

∂ϕ

∂xk
+ ϕ(x1, . . . , xn)

∂f

∂xk
= 0, k = 1, . . . , n. (5.14)

Potom (5.14) je úplně integrabilńı a všechna řešeńı jsou právě tvaru

ϕ = e−f , kde df = µ. (5.15)

Dále, každá forma g = e−f ·G je kovariantně konstantńı, tedy ∇g = 0 plat́ı.

Následuj́ıćı tři př́ıklady uváděj́ı vždy metrizovatelné konexe, protože forma g splňuje

podmı́nku ∇g = 0 a je též regulárńı.

Př́ıklad 5.5 Na varietě (R2, id) s (globálńımi) souřadnicemi (x, y), je dána symetrická

lineárńı konexe ∇, jej́ımiž jedinými nenulovými komponentami jsou

Γ1
12 =

1

y
, Γ2

11 =
−y

(

1 + 4y2

a2

) , Γ2
22 =

4y
a2

1 + 4y2

a2

. (5.16)
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5 METODA EISENHARTA A VEBLENA

Tenzor křivosti má tyto nenulové složky:

R1
212 =

4
a2

1 + 4y2

a2

, R2
121 =

4y2

a2

(

1 + 4y2

a2

)2 . (5.17)

Řešeńım rovnice (5.3), kde k = 1, l = 2 je bilineárńı forma s matićı

G =




y2 0

0 1 + 4y2

a2



 . (5.18)

Podmı́nka (5.5) je také splněna. Plat́ı ∇G = 0 a řešeńım rovnice Gij;k = µkGij źıskáme

funkce µ1 = µ2 = 0. Proto výše uvedená funkce ϕ je konstantńı a množinu všech kompa-

tibilńıch bilineárńıch forem g lze zapsat ve tvaru {cG ; c ∈ R}.

Př́ıklad 5.6 Mějme dánu konexi s těmito (jedinými) nenulovými komponentami:

Γ1
12 =

a2y

a2y2 + b2
, Γ2

11 = −y,

kde a, b jsou reálné konstanty. Jej́ı tenzor křivosti má tyto nenulové složky:

R1
212 = − a2b2

(a2y2 + b2)2 , R2
121 = − b2

a2y2 + b2
.

Výše popsaným podmı́nkám vyhovuje bilineárńı forma s matićı

G =




a2y2 + b2 0

0 a2



 , (5.19)

pro kterou plat́ı ∇G = 0. Funkce µ1, µ2 jsou rovny nule, a tedy ϕ = konst. Proto

dostáváme, že každé řešeńı je tvaru g = cG, kde c je reálná (jinak libovolná) konstanta.

Př́ıklad 5.7 Necht’ je na varietě (R2, id) zvolena lineárńı konexe ∇ s nenulovými složkami

Γ1
22 =

(a+ b cos x) sinx

b
, Γ2

12 =
−b sin x

a+ b cos x
,

kde a, b jsou reálné konstanty. Tenzor křivosti má nenulové složky

R1
212 =

1

b
(a+ b cos x) cos x, R2

121 =
b cos x

a+ b cos x

a jeho všechny kovariantńı derivace jsou nulové. Uvedeným podmı́nkám vyhovuje bi-

lineárńı forma s matićı

G =




b2 0

0 (a+ b cos x)2



 , (5.20)

s vlastnost́ı ∇G = 0. Dále plat́ı, že µ1 = µ2 = 0, tedy ϕ = konst. a řešeńım je tedy každá

metrika g = cG, kde c je konstanta.
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Uvedená metoda dává návod k řešeńı, ale nedává př́ımou odpověd’ v řeči vstupńıch dat.

Proto někteř́ı autoři zkoušeli, alespoň v malých dimenźıch, vyjádřit nutné a postačuj́ıćı

podmı́nky metrizovatelnosti na základě komponent dané konexe a jej́ıch parciálńıch deri-

vaćı.
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6 TENZOROVÉ METODY V DIMENZI DVA

6 Tenzorové metody v dimenzi dva

Detailńımi analýzami podmı́nek integrability soustavy (5.3), (5.4) najdeme, že pro

nikde ploché variety druhého řádu s lineárńı konex́ı mohou být nutné a postačuj́ıćı po-

dmı́nky pro existenci kompatibilńı metriky formulovány na základě komponent Ricciho

tenzoru.

Poznamenejme, že v podstatě stejný klasický př́ıstup použili Kuo-Shung Cheng a Wei-

Tou Ni v [10], bez jakýchkoliv odkaz̊u na výsledky Veblena a Eisenharta. Dále poznamene-

jme, že v [10] jsou sice dány nutné a postačuj́ıćı podmı́nky, ale bez jakéhokoliv vysvětleńı

jejich geometrických interpretaćı ve vztahu k vlastnostem dané konexe nebo základńı va-

riety. Některé odpovědi, které pracuj́ı s r̊uznými tenzory souvisej́ıćımi s tenzorem křivosti,

lze nalézt také v [48].

Komponenty kovariantńı derivace ∇g maj́ı v lokálńıch souřadnićıch tvar uvedený

v (5.1). Tedy rovnice ∇g = 0 má tvar (5.2). Jestliže n = 2, soustava (5.2) se skládá

z šesti parciálńıch diferenciálńıch rovnic o třech neznámých g11, g12, g22

∂1g11 = 2 (Γ1
11g11 + Γ2

11g12) , ∂1g22 = 2 (Γ1
12g12 + Γ2

12g22) ,

∂2g11 = 2 (Γ1
12g11 + Γ2

12g12) , ∂2g22 = 2 (Γ1
22g12 + Γ2

22g22) ,

∂1g12 = Γ1
12g11 + (Γ1

11 + Γ2
12) g12 + Γ2

11g22,

∂2g12 = Γ1
22g11 + (Γ1

12 + Γ2
22) g12 + Γ2

12g22.
(6.1)

Parciálńı derivováńı (6.1) a dosazeńı za parciálńı derivace ∂kgij z (5.1) dává

∂2gsk

∂xr∂xj
= gsℓ

(
∂Γℓ

rk

∂xj
+ Γℓ

jtΓ
t
rk

)

+ gkℓ

(
∂Γℓ

rs

∂xj
+ Γℓ

jtΓ
t
rs

)

+ gℓt

(
Γt

jkΓℓ
rs + Γℓ

rkΓt
js

)
.

Nahrad́ıme-li komponenty tenzoru křivosti a vezmeme-li v úvahu zaměnitelnost druhých

parciálńıch derivaćı, dostaneme jako nutnou podmı́nku, že gij muśı vyhovovat homogenńı

soustavě lineárńıch algebraických rovnic (5.3). V dimenzi dva má Ricciho tenzor Rhj =
∑

kR
k
hjk komponenty

R11 = −R2
121 = R2

112, R12 = −R1
112 = R1

121,

R21 = −R2
221 = R2

212, R22 = −R1
212 = R1

221

a je úměrný metrickému tenzoru,

Ric = K · g. (6.2)
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Použit́ım Ricciho tenzoru dostaneme homogenńı systém tř́ı lineárńıch algebraických

rovnic o třech neznámých g11, g12, g22,

R12g11 −R11g12 = 0,

R22g11 + (R12 −R21)g12 −R11g22 = 0,

R22g12 −R21g22 = 0.

(6.3)

Soustava (6.3) má netriviálńı řešeńı právě tehdy, když jej́ı matice má nulový determinant

na M , tj. tehdy a jen tehdy, když je splněno následuj́ıćı:

0 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

R12 −R11 0

R22 R12 −R21 −R11

0 R22 −R21

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (R12 −R21) · det(Rij). (6.4)

Jestliže R = 0, pak i Rij = 0 a (6.4) plat́ı identicky, nedostaneme žádnou novou

podmı́nku pro složky metriky gij; (6.3) má pak tř́ıparametrický systém řešeńı.

Lemma 6.1 Tenzor křivosti dvoudimenzionálńı pseudo-Riemannovy variety

(M2, g) splňuje

Ri
hjk = K(δi

kghj − δi
jghk) (6.5)

a Ricciho tenzor je úměrný metrickému tenzoru,

Ric = K · g =
1

2
̺ · g. (6.6)

Důkaz. Můžeme použ́ıt bud’ fakt, že M2 je triviálně izotropńı [5, str. 374] a plat́ı (2.13),

nebo vyj́ıt př́ımo z výpočtu: Rt
hij = Rs

hijδ
t
s = Rs

hijgskg
kt = Rhijkg

kt = K(ghjgik −
ghkgij)g

kt = K(δt
ighj − δt

hgij). Z toho ihned pro Ricciho tenzor plyne, že Rhj = ΣiR
i
hij =

K · Σi(δ
i
ighj − δi

hgij) = K · ghj, proto Ric = Kg a ̺ = Rhjg
hj = 2K.

JestližeR(x) 6= 0 v jednom bodě x ∈M (
”
x je regulárńı bodR”), pak ze spojitosti plat́ı

R 6= 0 na nějakém otevřeném okoĺı U ⊂ M2 bodu x. Tedy množina bod̊u s nenulovou

křivost́ı tvoř́ı otevřenou podmnožinu v M . V následuj́ıćım tedy budeme zkoumat tuto

nikde plochou část.

Předpokládejme, že R 6= 0 na M (varieta je nikde plochá), pak také Ricciho tenzor je

všude nenulový.
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Regularita Ricciho tenzoru je podle (6.2) daľśı nutnou podmı́nkou metrizovatelnosti

nikde ploché 2-variety [76].

Daľśı nutnou podmı́nkou vyplývaj́ıćı z úměrnosti (6.2) metrického a Ricciho tenzoru

je symetričnost Ric (R12 = R21). Dosazeńım této podmı́nky nabývá soustava (6.3) tvaru







R12 −R11 0

R22 0 −R11

0 R22 −R12















g11

g12

g22








=








0

0

0







. (6.7)

Jestliže x ∈ M2 je takový pevný bod, že R(x) 6= 0, det(Rij(x)) 6= 0, pak mohou nastat

následuj́ıćı př́ıpady:

(a) R11(x) = 0 (nebo R22(x) = 0, nebo oba dva jsou rovny nule), ale R12(x) 6= 0,

(b) R12(x) = 0, ale R11(x) ·R22(x) 6= 0,

(c) Rij(x) 6= 0 pro i, j ∈ {1, 2}.

Ve všech třech podpř́ıpadech existuje nenulový subdeterminant druhého stupně, proto

koeficient matice je stupně dva. Tedy podle předpokladu R 6= 0, Ric symetrický, matice

koeficient̊u má stupeň dva a obecné řešeńı (6.7) je jednodimenzionálńı (nad F(M2)),

gij(x) = k(x) ·Rij(x), k(x) : M → R − {0}, nebo krátce

g11 : g12 : g22 = R11 : R12 : R22. (6.8)

Toto řešeńı vyhovuje soustavě diferenciálńıch rovnic (6.1). Zvoĺıme-li počátečńı podmı́nky

xo ∈ M , K(xo) 6= 0 a polož́ıme k(x) = 1
K(xo)

, pak jediné řešeńı je gij = 1
K(xo)

Rij (výběr

konstanty má geometrický význam
”
konstantńı změny měř́ıtka”). V př́ıpadě (c), a pouze

v tomto př́ıpadě, můžeme postupovat jako v [10]. Můžeme spoč́ıtat poměry

∂kgij

gij

=
∂ ln |gij|
∂xk

= Γs
ik

Rsj

Rij

+ Γs
jk

Ris

Rij

(6.9)

a z (6.1) odvod́ıme (nutnou a postačuj́ıćı) podmı́nku integrability pro prvńı čtyři z těchto

rovnic (a to s i = j = 1 a i = j = 2),

∂2(Γ
1
11 + R12

R11
Γ2

11) − ∂1(Γ
1
12 + R12

R11
Γ2

12) = 0,

∂1(Γ
2
12 + R12

R22
Γ1

12) − ∂2(Γ
2
22 + R12

R22
Γ1

22) = 0.
(6.10)

Kromě symetrie Ricciho tenzoru (R12 = R21) se v [10] vypoč́ıtaj́ı daľśı nutné podmı́nky,

v originále formulované v komponentách tenzoru křivosti, které můžeme přepsat jako

R12R11;1 = R11R12;1, R12R11;2 = R11R12;2,

R12R22;1 = R22R12;1, R12R22;2 = R22R12;2.
(6.11)
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Tato množina podmı́nek může být zapsána ve tvaru

̺1 = R11;1 : R11 = R12;1 : R12 = R22;1 : R22,

̺2 = R11;2 : R11 = R12;2 : R12 = R22;2 : R22.
(6.12)

(6.12) je zřejmě ekvivalentńı s rekurentnost́ı: ∇Ric = ̺⊗Ric, ̺ = ̺idx
i, i = 1, 2, [73], [76].

Jestliže jsou splněny podmı́nky integrability R12 = R21 a (6.11), tedy jestliže Ricciho ten-

zor je nedegenerovaný, symetrický a rekurentńı, (6.11) plat́ı, pak p̊uvodńı systém (6.10)

má řešeńı, a libovolné řešeńı systému (6.1) může být dáno v následuj́ıćı (sṕı̌se kompliko-

vané) formě, [10]:

g11 = exp(2
∫ (x1,x2)

(x1
0,x2

0)
(Γ1

11 + R12

R11
Γ2

11)dx
1

+(Γ1
12 + R12

R11
Γ2

12)dx
2 + c1),

(6.13)

g12 = exp(2
∫ (x1,x2)

(x1
0,x2

0)
(Γ1

11 + Γ2
12 + R11

R12
Γ1

12 − R22

R12
Γ2

11)dx
1

+(Γ1
12 + Γ2

22 + R11

R12
Γ1

22 − R22

R12
Γ2

12)dx
2 + c2),

(6.14)

g22 = exp(2
∫ (x1,x2)

(x1
0,x2

0)
(Γ2

12 + R12

R22
Γ1

12)dx
1

+(Γ2
22 + R12

R22
Γ1

22)dx
2 + c3),

(6.15)

kde konstanty c1, c2, c3 muśı být vybrány tak, aby splňovaly (6.3); výběr c2 je libovolný

a odpov́ıdá mu konstantńı změna měř́ıtka kompatibilńı metriky, c1 a c3 záviśı na c2.

Poznamenejme, že dostatečnost systému źıskaných podmı́nek R12 = R21, (6.11) je

v [10] pouze uveden, bez jakéhokoliv detailńıho d̊ukazu, a možnosti (a), (b) nejsou v̊ubec

diskutovány.

Částečná odpověd’, týkaj́ıćı se nikde ploché 2-variety s lineárńı konex́ı, může být for-

mulována následovně:

Věta 6.2 Lokálńı nutné a postačuj́ıćı podmı́nky pro metrizovatelnost nikde ploché symet-

rické konexe ∇ na M2 jsou: Ricciho tenzor Ric (Rij) konexe ∇ muśı být

nedegenerovaný (detRij 6= 0),

symetrický (Rij = Rji),

rekurentńı, ∇Ric = ω ⊗ Ric pro jistou 1-formu ω.

Jestlǐze ω je exaktńı, tj. ω = df pro jistou funkci f , pak kompatibilńı metriky existuj́ı

globálně, jeden z reprezentant̊u je g = e−f Ric, ostatńı se lǐśı až na násobek skalárem,

a v tomto smyslu je g
”
jednoznačný”). Jestlǐze M2 je jednoduše souvislá, kompatibilńı g

existuje globálně.
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6 TENZOROVÉ METODY V DIMENZI DVA

V př́ıpadě
”
regulárńı” křivosti R jsou d̊uležité také výsledky z [39].

Př́ıklad 6.3 Na R2(x1, x2) uvažujeme symetrickou lineárńı konexi ∇, jej́ıž jediné nenulové

Christoffely jsou:

Γ2
12 = Γ2

21 = 1.

Tuto úlohu jsme již řešili v kapitole
”
Př́ımá metoda” (viz Př́ıklad 4.2). Nyńı ji budeme

řešit jiným postupem s využit́ım tenzoru Ricci.

Pro konexi urč́ıme složky tenzoru křivosti Ri
jkl a Ricciho tenzoru. Využijeme vztah̊u

(2.5) a (7.2) z daľśı kapitoly. Složky Ricciho tenzoru jsou:

R2
112 = R11 = 1, R1

112 = −R12 = 0, R2
212 = R21 = 0, R1

212 = −R22 = 0.

Tedy Ricciho tenzor je sice symetrický, ale je degenerovaný. Ric má toto maticové

vyjádřeńı: 


1 0

0 0



 .

Proto tato konexe neodpov́ıdá žádné (pseudo-)Riemannově metrice.

Př́ıklad 6.4 [19, str. 122] Na R2 se souřadnicemi x = (x1, x2) je dána lineárńı konexe

∇ s těmito nenulovými komponentami Γ1
11 = Γ2

22 = x1 − x2.

Nyńı použijeme argumentaci, která už́ıvá tenzor Ricci (nebo křivosti). Komponenty

tenzoru Ricci vypoč́ıtáme pomoćı komponent konexe. Výsledkem jsou tyto hodnoty:

R11 = −R2
121 = 0, R12 = −R1

112 = −1, R21 = −R2
221 = 1, R22 = −R1

212 = 0.

Zaṕı̌seme-li složky Ricciho tenzoru do matice

Ric = (Rij) =




0 −1

1 0



 ,

vid́ıme, že Ricci tenzor neńı symetrický a lineárńı konexe tedy neńı metrizovatelná (ani

lokálně).

Mohli bychom také už́ıt kritérium z Lemmatu 2.25 (iii). Při výpočtu zjist́ıme, že ψ1 =

ψ2 = x1 − x2, ∂1ψ2 = 1, zat́ımco ∂2ψ1 = −1 a dojdeme tedy ke stejnému výsledku jako

výše.
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Př́ıklad 6.5 Na R2 je zadána lineárńı konexe bez torze komponentami

Γ1
11 = Γ1

22 = 1, Γ1
12 = Γ1

21 = 0, Γ2
11 = Γ2

22 = 0, Γ2
12 = Γ2

21 = 2.

Pokud vypočteme komponenty Ricciho tenzoru a zaṕı̌seme je do matice

(Rij) =




2 0

0 1



 ,

zjist́ıme, že je symetrický.

Konexe však přesto neńı metrizovatelná, protože Ricciho tenzor neńı rekurentńı. Zjist́ıme

to pomoćı soustavy lineárńıch rovnic pro funkce α1(x), α2(x) takové, že Rij;k = αkRij:

4 = R11;1 = α1R11 = −2α1, 0 = R11;2 = α2R11 = −2α2,

4 = R22;1 = α1R22 = −α1, 4 = R22;2 = α2R22 = −α2 atd.

Řešeńım této soustavy zjist́ıme, že je rozporná.

Př́ıklad 6.6 [11] Na M2 = R2 je dána symetrická lineárńı konexe s Christoffelovými

symboly

Γ1
11 = Γ2

22 = 1, jinak Γk
ij = 0.

Pokud urč́ıme komponenty tenzoru křivosti R, zjist́ıme, že je nulový (ekviv. Ric = 0).

Z toho vyplývá, že konexe ∇ je plochá, a proto (lokálně) metrizovatelná.

Př́ıklad 6.7 Konexe je zadána těmito nenulovými komponentami

Γ1
12 = Γ1

21 =
1

2
, Γ2

11 = −1

2
ex2

.

Po výpočtu źıskáme tento Ricciho tenzor:

Ric =
1

4
ex2

dx1 ⊗ dx1 +
1

4
dx2 ⊗ dx2.

Daľśımi výpočty zjist́ıme, že je kovariantně konstantńı (∇Ric = 0). Proto je rekurentńı

s nulovou (exaktńı) 1-formou ω = 0 = d (konst.) na R2.

Vid́ıme, že je také symetrický a regulárńı a tedy konexe je metrizovatelná.

Na závěr této kapitoly uved’me na dokresleńı situace dva př́ıklady neplochých met-

rických konex́ı na 2-varietě, z nichž každá má právě jeden izolovaný bod.
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6 TENZOROVÉ METODY V DIMENZI DVA

Př́ıklad 6.8 Prvńı z nich je Levi-Civitova konexe na rotačńı ploše, která vznikne rotaćı

křivky

z =







e−
1

x2 pro x 6= 0,

0 pro x = 0

kolem osy o = z. Křivku parametrizujeme funkćı

c(u) =







(u, 0, e−
1

u2 ) , u 6= 0,

(0, 0, 0) , u = 0.

Potom parametrické vyjádřeńı této rotačńı plochy je:






p(u, v) = (u · cos v, u · sin v, e−
1

u2 ), (u, v) ∈ (R − {0} ,R),

p(0, v) = (0, 0, 0), (u, v) ∈ (0,R).

Nyńı proto, aby byla konexe neplochá muśıme nalézt takové (u, v), pro které plat́ı,

že R(u, v) 6= 0. Tedy pomoćı prvńı a druhé základńı formy plochy nejprve vypoč́ıtáme

Gaussovu křivost, kterou polož́ıme rovnu nule. Výsledkem může být plochý nebo para-

bolický bod. Pro ověřeńı plochého bodu dosad́ıme výsledné hodnoty do tenzoru křivosti.

Pokud je tenzor křivosti v podezřelém bodě roven nule, pak v́ıme, že tento bod je skutečně

plochý.

Prvńı základńı forma zadané plochy má tyto komponenty:

g11 =







1 + 4e
−2
u2

u6 , u 6= 0,

0, u = 0,
g12 = 0, g22 =







u2, u 6= 0,

0, u = 0.

Konexe má nenulové Christoffelovy symboly pro u 6= 0:

Γ1
11 =







4e−2/u2
(2/u2−3)

u7+4ue−2/u2 , u 6= 0,

0, u = 0,
Γ1

22 =







−u7

u6+4e−2/u2 , u 6= 0,

0, u = 0,

Γ2
12 = Γ2

21 =







1
u
, u 6= 0,

0, u = 0,

a složky Ricciho tenzoru

R11 =







−4e−2/u2
(2/u2−3)

u8+4u5e−2/u2 , u 6= 0,

0, u = 0,

R12 = R21 = 0,
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R22 =







7u6

u6+4e−2/u2 − 6u12+16u4e−2/u2

(u6+4e−2/u2
)
2 − u6

u6+4e−2/u2 + 4e−2/u2
u7(2/u2−3)

u(u6+4e−2/u2
)
2 , u 6= 0,

0, u = 0.

Poznamenejme, že plocha má složky druhé základńı formy tyto:

b11 =







2e−1/u2
(2/u2−3)

u5
√

4e−2/u2
+u6

, u 6= 0,

0, u = 0,
b12 = 0, b22 =







2ue−1/u2√
4e−2/u2

+u6
, u 6= 0,

0, u = 0.

a Gaussovu křivost

K(u, v) =







4e
−2
u2 ( 2

u2 −3)
(

4e
−2
u2 +u6

)2 , u 6= 0,

0, u = 0.

Pro hodnoty parametru u = ±
√

2
3

vyjde Gaussova křivost také nulová, odpov́ıdaj́ıćı

body však jsou parabolické (viz obrázek 6.1).

Obrázek 6.1: Plocha z př́ıkladu 6.8.

Př́ıklad 6.9 Druhým př́ıkladem je plocha, která vznikne rotaćı křivky c(u) = (u, 0, u4).

Jej́ı parametrické vyjádřeńı je

p(u, v) = (u cos v, u sin v, u4), (u, v) ∈ R.

Zjist́ıme, že Gaussova křivost je

K = 48u4.
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6 TENZOROVÉ METODY V DIMENZI DVA

Polož́ıme-li ji rovnu nule, pak potenciálńı plochý bod můžeme źıskat jedině pro u = 0.

Ricciho tenzor vypadá v maticovém vyjádřeńı takto:

(Rij) =





−48u5

1+16u6 0

0 −48u6

(1+16u6)2



 .

Po dosazeńı za u = 0 je Ric(0, v) = 0, a proto je bod s parametrem u = 0 plochý.

Protože žádný jiný bod plochý být nemůže, je daná konexe neplochá s jediným izolovaným

plochým bodem v počátku (0, 0, 0), který odpov́ıdá parametr̊um u = 0, v ∈ R (viz obrázek

6.2).

Obrázek 6.2: Plocha z př́ıkladu 6.9.
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7 Metrizovatelnost dvoudimenzionálńıch variet

Nyńı se budeme zabývat lineárńımi (= afinńımi) konexemi na dvoudimenzionálńıch

varietách, [82].

Zavedeme-li systém (x1, x2) lokálńıch souřadnic v oblasti U ⊂M2 variety, je konexe ∇
na U jednoznačně určena svými komponentami (Christoffelovými symboly), které v tomto

př́ıpadě pro zjednodušeńı označ́ıme takto:

A = Γ1
11, B = Γ2

11, C = Γ1
12, C̃ = Γ1

21, D = Γ2
12, D̃ = Γ2

21, E = Γ1
22, F = Γ2

22.

Speciálně pro symetrickou konexi C̃ = C, D̃ = D. Symetrickou konexi ∇ lze tedy

lokálně zadat pomoćı šesti funkćı A,B,C,D,E, F proměnných x1, x2, definujeme-li:

∇∂1∂1 = A∂1 +B∂2, ∇∂1∂2 = C∂1 +D∂2 = ∇∂2∂1, ∇∂2∂2 = E∂1 + F∂2, (7.1)

kde ∂i = ∂
∂xi , i = 1, 2.

V př́ıpadě dvoudimenzionálńıch variet určuje Ricciho tenzor plně tenzor křivosti R

typu (1, 3) vztahem

R(X,Y )Z = Ric(Y, Z)X − Ric(X,Z)Y,

v komponentách pak

Ri
hjk = ∂i

jRhk − ∂i
kRjh.

Podrobněji plat́ı Ri
hij = Rjh pro j 6= i, tedy

R11 = −R2
112 = R2

121, R21 = −R1
121 = R1

112,

R12 = −R2
212 = R2

221, R22 = −R1
221 = R1

212,
(7.2)

ostatńı složky Ri
hjj = 0.

Zejména plat́ı:

Lemma 7.1 R = 0 právě tehdy, když Ric = 0.

Důkaz. Plyne bezprostředně z předchoźıho.

Lemma 7.2 Pro (M2,∇) je Ric rekurentńı právě tehdy, když R je rekurentńı.
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7 METRIZOVATELNOST DVOUDIMENZIONÁLNÍCH VARIET

Důkaz. Necht’ Ric je rekurentńı, ∇Ric = ω ⊗ Ric. Jestliže (v lokálńıch souřadnićıch)

ω = ωjdx
j, pak ∇ℓR

i
hjk = δi

j∇ℓRkh − δi
k∇ℓRjh = δi

jωℓRkh − δi
kωℓRjh = ωℓR

i
hjk, proto

∇R = ω⊗R. Naopak jestliže plat́ı ∇R = ω⊗R, pak ∇ℓRjk = ωℓR
i
kij = ωℓRjk a ∇Ric =

ω ⊗ Ric.

Komponenty Ricciho tenzoru symetrické konexe jsou:

R11 = Ric(∂1, ∂1) = B(F − C) +D(A−D) +B2 −D1,

R12 = Ric(∂1, ∂2) = CD −BE +D2 − F1,

R21 = Ric(∂2, ∂1) = CD −BE + C1 − A2,

R22 = Ric(∂2, ∂2) = E(A−D) + C(F − C) + E1 − C2,

(7.3)

kde index i u paty značky znamená parciálńı derivaci podle proměnné xi.

Důsledek 7.3 (M2, g) je vždy Einstein̊uv prostor. Pro nikde plochou (M2, g) je Ricciho

tenzor symetrický a nedegenerovaný.

Uved’me, že podle [35, I, str. 280], každá nikde plochá Riemannova 2-varieta má

rekurentńı křivost, pokud jej́ı sekcionálńı křivost neńı nulová. Můžeme ověřit:

Lemma 7.4 Ricciho tenzor nikde ploché pseudo-Riemannovy variety (M2, g) je rekurentńı

a odpov́ıdaj́ıćı 1-forma je exaktńı (tj. gradientńı, a tedy uzavřená).

Důkaz. R(x) 6= 0 je ekvivalentńı s K(x) 6= 0 na M (ze spojitosti, K je bud’ pozitivńı,

nebo negativńı). Z g = α(x) · Ric, α(x) = 1
K(x)

6= 0 a ∇g = 0 jednoduše dostaneme, že

α(x) · Ric je paralelńı. Podle Lemmatu 2.40 plat́ı ∇Ric = d(− ln |α|) ⊗ Ric.

Z výše uvedené diskuse o pseudo-Riemannových varietách vyplývá, že dvě podmı́nky

jsou nutné pro lokálńı metrizovatelnost (symetrické) konexe na 2-varietě: Ricciho ten-

zor muśı být symetrický a také muśı být rekurentńı s odpov́ıdaj́ıćı uzavřenou 1-formou.

Ric může být degenerovaný pouze v př́ıpadě, že R = 0 a pak plat́ı Ric = 0. Kromě

toho, z podmı́nky rekurentnosti pro globálńı metrizovatelnost, muśı být 1-forma dokonce

exaktńı.

Věta 7.5 (Existence lokálńıch metrik na 2-varietách) Necht’ je dána 2-dimenzionálńı va-

rieta (M2,∇) se symetrickou lineárńı konex́ı taková, že Ricciho tenzor je regulárńı, tj.

|Rij| 6= 0, symetrický, tj. Rij = Rji, a rekurentńı, tedy plat́ı ∇Ric = ̺ ⊗ Ric pro jistou

1-formu ̺. Pak lokálně existuje metrika kompatibilńı s konex́ı.
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Důkaz. Necht’ x0 ∈ M , pak z podmı́nky |Rij(x0)| 6= 0 plyne existence páru index̊u (i, j)

takových, že Rij 6= 0 v nějakém okoĺı x0. Rekurentnost společně s regularitou zaručuje, že

d̺ = 0 (Lemma 2.39). Proto v okoĺı x0 existuje funkce f taková, že ̺ = df . Tedy e−f ·Ric

je paralelńı v okoĺı x0. Proto g = e−f ·Ric je lokálńı metrika kompatibilńı s ∇ v okoĺı x0.

Samozřejmě funkce f z d̊ukazu neńı jediná. Každá funkce f̃ se stejným diferenciálem

(df̃ = df) také dává jistou metriku; funkce se lǐśı konstantou, f̃ = f + a, a ∈ R

a odpov́ıdaj́ıćı metriky se pak lǐśı až na násobek.

Jestliže R je všude nenulová, pak podobný d̊ukaz zaručuje existenci globálńı metrizo-

vatelnosti nikde ploché dvoudimenzionálńı afinńı variety:

Věta 7.6 Necht’ (M2,∇) je dvoudimenzionálńı varieta se symetrickou lineárńı konex́ı.

Jestlǐze Ricciho tenzor konexe ∇ je regulárńı, symetrický a rekurentńı, ∇Ric = ̺ ⊗ Ric,

a 1-forma ̺ je exaktńı, tj. ̺ = df pro nějakou funkci f ∈ F(M), pak g = e−f · Ric je

(globálńı) metrický tenzor kompatibilńı s ∇.

Věta 7.7 (Globálńı metrizovatelnost nikde plochých konex́ı na 2-varietách) Nikde plochá

symetrická lineárńı konexe na M2 je metrizovatelná právě tehdy, když jej́ı tenzor Ricci je

regulárńı, symetrický, rekurentńı a odpov́ıdaj́ıćı 1-forma je exaktńı. Jestlǐze máme tento

př́ıpad a ∇Ric = df⊗Ric plat́ı pro nějakou hladkou funkci f ∈ F(M), pak všechny globálńı

metriky kompatibilńı s ∇ určuj́ı 1-parametrickou množinu popsanou rovnićı

gb = exp(−f + b) · Ric, b ∈ R, (7.4)

tj. každá z nich vzniká jako násobek Ricciho tenzoru hladkou funkćı. Kromě toho, libovolné

dvě kompatibilńı metriky se lǐśı až na skalárńı násobek.

”
Jednoznačnost” g [73] muśı být chápána právě v tomto smyslu.

Jako př́ımý d̊usledek Věty 7.7 źıskáme:

Důsledek 7.8 Dvě pseudo-Riemannovy metriky g1, g2 kompatibilńı s toutéž nikde plochou

symetrickou lineárńı konex́ı na M2 jsou homotetické.

Pro pozitivně definitńı metriky je to speciálńı př́ıpad výsledku O. Kowalského z [39,

str. 131] Věta 1 (připomeňme, že dvě metriky g1, g2 na varietě se nazývaj́ı konformně

ekvivalentńı, jestliže existuje funkce κ na M taková, že g2 = κg1):
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7 METRIZOVATELNOST DVOUDIMENZIONÁLNÍCH VARIET

Necht’ g, g′ jsou dvě Riemannovy metriky na hladké varietě M se stejným tenzorem Rie-

mannovy křivosti R. Pak g, g′ jsou konformně ekvivalentńı na uzávěru množiny regulárńıch

bod̊u tenzoru R.
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8 Metrizace pomoćı algebry holonomíı

8.1 Holonomie

Metoda popsaná v kapitole 5 nedává dostatečně jasnou představu o geometrickém

významu podmı́nek integrability ani o omezeńıch plynoućıch z nich pro konexi nebo

varietu. Geometričtěǰśı a sofistikovaněǰśı př́ıstup k interpretaci nutných a postačuj́ıćıch

podmı́nek metrizovatelnosti můžeme podat s použit́ım paralelńıho přenosu a grup holo-

nomie.

Holonomie afinńı variety (M,∇) v x ∈M podél po částech diferencovatelné (tř́ıda C1

je postačuj́ıćı [35, str. 85]) smyčky (viz kapitola 2.9) je automorfismus tečného prostoru

TxM , který je dán paralelńım přenosem vektor̊u podél dané smyčky. Vzhledem k vlast-

nostem paralelńıho přenosu podél křivek tvoř́ı všechny holonomie v bodě x společně se

skládáńım tzv. (úplnou lineárńı) grupu holonomie Φ(x) := Hol ∇x variety (M,∇) v bodě x,

která je transformačńı Lieovou grupou; Φ(x) je podgrupa v grupě GL(TxM). Jak známo,

na souvislé varietě jsou grupy holonomie v r̊uzných bodech izomorfńı. Jestliže se omeźıme

na smyčky, které jsou homotopické nule (stažitelné do bodu), pak podobná konstrukce

vede k (lineárńı) zúžené grupě holonomie Φ0(x) konexe ∇ se základńım bodem x, která

je souvislou Lieovou transformačńı grupou a hraje roli komponenty jednotky ve Φ(x).

Jako h(x) := Hol ∇x označme odpov́ıdaj́ıćı Lieovu algebru grupy Φ(x). Můžeme dále

zavést ve Φ(x) jisté Lieovy podgrupy, lineárńı lokálńı grupu holonomie Φ∗(x) a infini-

tezimálńı grupu holonomie Φ′(x). Plat́ı Φ′(x) ⊂ Φ∗(x) ⊂ Φ0(x), tedy pro odpov́ıdaj́ıćı

Lieovy algebry holonomie plat́ı h′(x) ⊂ h∗(x) ⊂ h(x), [35, str. 94, 95]. Inkluze mohou

být obecně ostré. Pro hladkou konexi můžeme infinitezimálńı algebru holonomie h′(x)

spoč́ıtat z tenzoru křivosti a jeho kovariantńıch derivaćı:

Lemma 8.1 ( [35, str. 152, Lemma 1, Věta 9.2.]) Pro hladké (C∞) konexe je Lieova

algebra h′(x), jako vektorový prostor, generována lineárńımi zobrazeńımi

∇kR(X,Y ;Z1, . . . , Zk), X, Y, Z1, . . . , Zk ∈ TxM, 0 ≤ k <∞. (8.1)

Lemma 8.2 ( [35, str. 101]) Grupy holonomie reálně analytické konexe na reálně ana-

lytické varietě splňuj́ı Φ′(x) = Φ∗(x) = Φ0(x), x ∈M .
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8 METRIZACE POMOCÍ ALGEBRY HOLONOMÍI

Důsledek 8.3 V reálně analytickém př́ıpadě splývá algebra holonomie s infinitezimál-

ńı algebrou holonomie, h(x) = h′(x), tedy komponentu jednotky Φ0(x) m̊užeme źıskat

z h′(x). Nav́ıc zúžená grupa holonomie spojité reálně analytické variety (M,∇) s analyt-

ickou konex́ı je plně určena tenzorem křivosti R a jeho kovariantńımi derivacemi ∇kR,

k ∈ N.

8.2 Hol∇
x
-invariantńı bilineárńı formy

Možnost užit́ı grupy holonomie k řešeńı problému metrizace pro lineárńı konexe je

uvedena např. v [69], [1]. Grupa holonomie
”
rozhoduje”, jestli je konexe metrizovatelná

nebo ne. Je-li dána konexe na souvislé, jednoduše souvislé varietě, je Φ(x) souvislá Lieova

podgrupa grupy automorfismů (transformačńı grupy)GL(TxM) fibru, tedy je jednoznačně

určena svou Lieovou algebrou. Jestliže je konexe indukovaná určitou metrikou, pak skalárńı

součin definovaný pomoćı g na jednotlivých tečných prostorech se zachovává paralelńım

přenosem. Proto prvky grupy holonomie jsou izometrie tečného prostoru a Φ0(x) splývá

s podgrupou grupy SO(TxM), tj. s podgrupou v SO(n) nebo v SO(p, q), p + q = n,

podle signatury metriky. Jestliže je naopak Φ0(x) podgrupou speciálńı ortogonálńı grupy

fibru v jednom
”
pěkném”, generickém bodě, můžeme definovat skalárńı součin na tomto

jednom prostoru TxM a kompatibilńı metriku vytvoř́ıme použit́ım paralelńıho přenosu,

[1], [69], [37]. V jednoduchých př́ıkladech postup funguje př́ımo, [79].

V daľśım ukážeme, jak v řeči algebry holonomie charakterizovat kvadratické formy

invariantńı vzhledem ke grupě holonomie.

Lemma 8.4 Necht’ (M,∇) je jednoduše souvislá hladká varieta s konex́ı ∇ bez torze

a x ∈ M je pevný bod. Dále necht’ je dána bilineárńı symetrická forma G na TxM ,

G ∈ S2(T ∗
xM). Pak plat́ı následuj́ıćı: G je invariantńı vzhledem k Φ(x) tehdy a jen tehdy,

když

G(AX, Y ) +G(X,AY ) = 0 pro každé A ∈ h(x), X,Y ∈ TxM. (8.2)

Důkaz. Ověřme, že prvky algebry holonomie vyhovuj́ı (8.2). Pro libovolný prvek A ∈ h(x)

uvažujme odpov́ıdaj́ıćı jednoparametrickou podgrupu sA : R → Φ(x), t 7→ sA(t), plně

určenou počátečńımi podmı́nkami sA(0) = 1, (sA)′(0) := ( d
dt

)t=0 s
A(t) = A. Necht’ G

je invariantńı při grupě holonomie (tedy G(τX, τY ) = G(X,Y ) pro τ ∈ Φ(x)) . Pak
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8.3 Rozhodovaćı algoritmus

dostaneme G(sA(t)X, sA(t)Y ) = G(X,Y ) pro X,Y ∈ TxM . Derivujeme podle t použit́ım

formule pro derivaci skalárńıho součinu, G′(u(t), v(t)) = G(u′(t), v(t)) + G(u(t), v′(t)),

a položme t→ 0:

G((sA)′(0)(X), sA(0)(Y )) +G(sA(0)(X), (sA)′(0)(Y )) = 0.

Tedy (8.2) je splněno. Druhá implikace také plat́ı, ale neńı tak jednoduchá.

Obecně nelze vypoč́ıtat grupu holonomie z tenzoru křivosti a jeho kovariantńıch de-

rivaćı. Může být dokonce obt́ıžné naj́ıt samotnou grupu holonomie i invariantńı kvadrat-

ickou formu. Tato situace se zjednoduš́ı v reálně analytickém př́ıpadě: předpoklady na

Φ(x) můžou být přeformulovány jako předpoklady pro h(x). Nyńı tedy máme přirozenou

motivaci pro zavedeńı vektorového podprostoru H(x), x ∈ M , do něhož patř́ı všechny

symetrické bilineárńı formy vyhovuj́ıćı podmı́nce Lemmatu 8.4:

H(x) := {Gx ∈ S2(T ∗
xM) |Gx(AX, Y ) +Gx(X,AY ) = 0,

A ∈ h(x), X, Y ∈ TxM}.
(8.3)

Jestliže ∇ je Riemannova konexe, pak pro každý bod x ∈ M obsahuje H(x) pozitivně

definitńı formu. Při splněńı dodatečných podmı́nek plat́ı také obrácená věta:

Věta 8.5 [37] Necht’ je dána souvislá, jednoduše souvislá (M,∇), x ∈ M , a necht’

existuje pozitivně definitńı forma Gx0 ∈ H(x). Pak ∇ je Riemannova konexe.

Mohlo by být obt́ıžné ověřit, zda existuje v H(x) pozitivně definitńı forma. Dosud

neńı znám žádný př́ımý rozhodovaćı algoritmus založený pouze na lineárńı algebře. Zde

uvedeme efektivńı algoritmus založený na jistých geometrických vlastnostech Riemannovy

konexe, totiž na kanonickém de Rhamově rozkladu tečného prostoru TxM Riemannovy

variety (M, g) vzhledem ke grupě holonomie Φ(x), [37].

8.3 Rozhodovaćı algoritmus

V [37] O. Kowalski navrhl algoritmus založený na vlastnostech algebry holonomie,

který umožňuje efektivně rozhodnout, zda daná analytická konexe na analytické va-

rietě vyhovuj́ıćı dodatečným podmı́nkám je Riemannovská, a v kladném př́ıpadě ukazuje

metodu konstrukce všech odpov́ıdaj́ıćıch Riemannových metrik.
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8 METRIZACE POMOCÍ ALGEBRY HOLONOMÍI

Necht’ je (M,∇) souvislá, jednoduše souvislá a analytická. Označme

hr(x) = span {∇kR(X,Y ;Z1, . . . , Zk),

X, Y, Z1, . . . , Zk ∈ TxM, x ∈M, 0 ≤ k ≤ r}.
(8.4)

Bodu x budeme ř́ıkat Φ-regulárńı (regulárńı, generický), jestliže dimenze dimhr(x) pod-

prostoru dosáhne svého maxima v okoĺı Ux bodu x pro každé r ∈ N.

Množina Φ-regulárńıch bod̊u je hustá otevřená podmnožina v M . V regulárńım bodě je

posloupnost podprostor̊u konstantńı od nějakého N (hN(x) = hN+1(x)) a totéž muśı platit

v jeho okoĺı. Použit́ım kovariantńı derivace dostaneme h(y) = hN(y) v libovolném bodě

y ∈ Ux. Proto najdeme-li podprostory hr(y) na souřadnicovém okoĺı bodu x, jsme schopni

rozhodnout, jestli x je regulárńı nebo ne; v okoĺı regulárńıho bodu můžeme spoč́ıtat alge-

bru h(y) v daném souřadnicovém systému.

Věta 8.6 [79] Necht’ (M, g) je Riemannova varieta, ∇ Levi-Civitova konexe g. Dále

TxM = T 0
x ⊕T 1

x ⊕ . . .⊕T k
x je kanonický rozklad tečného prostoru TxM vzhledem ke grupě

holonomíı Φ(x), T i je involutivńı distribuce, kterou źıskáme paralelńım přenosem prostoru

T i
x, i = 1, . . . , k. Necht’ y ∈ M je libovolný bod, jako Mi označ́ıme maximálńı integrálńı

varietu distribuce T i, i = 1, . . . , k, která procháźı bodem y. Potom

1. bod y má otevřené okoĺı V = V0 × V1 × . . . × Vk, Vi, i = 1, . . . , k je otevřené okoĺı

bodu y v Mi, Riemannova metrika na V je př́ımým součinem Riemannových metrik

na Vi;

2. maximálńı integrálńı varieta M0 je lokálně eukleidovská (každý bod v M0 má otevřené

okoĺı izometrické s nějakou otevřenou podmnožinou n0-rozměrného eukleidovského

prostoru), n0 = dimM0;

3. je-li M jednoduše souvislá, je grupa holonomíı Φ(x) př́ımým součinem normálńıch

podgrup Φ0(x)⊗Φ1(x)⊗ . . .⊗Φk(x),Φi(x) je triviálńı na T j
x , j 6= i, a je ireducibilńı

na T i
x, i = 1, . . . , k; Φ0(x) obsahuje pouze identickou transformaci;

4. je-li varieta M jednoduše souvislá, je kanonický rozklad TxM jednoznačný až na

pořad́ı.
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Lemma 8.7 Podprostor H(x) ⊂ S2(T ∗
xM) je tvořen všemi bilineárńımi formami

Gx = G0 + λ1G1 + . . .+ λpGp,

kde λi ∈ R, i = 1, . . . , p a G0 je libovolná symetrická bilineárńı forma na TxM , jej́ı̌z nulový

podprostor obsahuje podprostor
⊥

T 0
x (ortogonálńı doplněk prostoru T 0

x vzhledem k formě g)

a pro každé i = 1, . . . , s je Gi zvolená pozitivně definitńı bilineárńı forma na T i
x, jej́ımž

nulovým prostorem je T̂ i
x.

Nyńı budeme hledat kanonický rozklad prostoru TxM bez použit́ı metriky g. Jsou-

li G1, . . . , Gp báze prostoru H(x) a libovolná regulárńı (nemuśı být pozitivně definitńı)

forma ĥ ∈ H(x). Dále na TxM zavedeme endomorfismy Sℓ:

ĥ(Sℓu, v) = Gℓ(u, v), α = 1, . . . p;u, v ∈ TxM. (8.5)

Cx je komutant (podprostor prostoru všech endomorfismů na TxM , generovaný komutátory

[Sℓ, Sk]). Nx je nulový prostor Cx.

Věta 8.8 Je-li C(x) 6= 0, pak N̂x je ortogonálńı doplněk prostoru Nx v TxM vzhledem k ĥ

shodný s prostorem T 0
x (maximálńım podprostorem v TxM , na němž je grupa holonomíı

triviálńı). Pro C(x) = 0 je bud’ dimT 0
x = 0 nebo dimT 0

x = 1. Restrikce Gℓ|T 0
x , ℓ = 1, . . . , p

generuj́ı prostor S2(T 0
x ). ĥ|Nx je regulárńı a prostor H(x)|Nx ⊂ S2(N∗

x) je generován

pozitivně semidefinitńımi formami h1, . . . , hs, jejichž nulové prostory N1, . . . , Ns splňuj́ı

ortogonálńı rozklad (vzhledem k ĥ|Nx):

Nx = N̂1 ⊕ . . .⊕ N̂s.

Pokud si zvoĺıme regulárńı formu ĥ ∈ H(x), můžeme (pokud C(x) 6= 0) naj́ıt rozklad

TxM = T 0
x ⊕ Nx. Výše napsaná věta 8.8 dává také návod jak rozložit prostor Nx,

pokud známe pozitivně semidefinitńı formy H(x)|Nx. Jsou-li (G1, . . . , Gp) báze prostoru

H(x), pak Gi|N(x) generuj́ı prostor H(x)|N(x), ale tyto restrikce nemuśı být pozitivně

semidefinitńı.

Následuj́ıćı věta uvád́ı jak naj́ıt rozklad prostoru N(x) pro obecnou bázi g(1), . . . , g(r).
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Věta 8.9 Necht’ N̂1 ⊕ . . . ⊕ N̂s je ortogonálńı rozklad Nx z věty 8.8, g(1), . . . , g(r) báze

H(x)|Nx, S
(1), . . . , S(r) endomorfismy Nx určené vztahem ĝ(S(ℓ)u, v) = g(ℓ)(u, v), ℓ =

1, . . . , r;u, v ∈ Nx. Dále necht’
{

Z
(1)
1 , . . . , Z

(1)
p1 , Z

(2)
1 , . . . , Z

(2)
p2 , Z

(r)
1 , . . . , Z

(r)
pr

}

je množina

všech vlastńıch podprostor̊u operátor̊u S(1), . . . , S(r). Pak každý podprostor N̂1, . . . , N̂s m̊u-

žeme zapsat jako pr̊unik Z
(1)
α1 ∩ . . . ∩ Z

(r)
αr ;αℓ = 1, . . . , pj; j = 1, . . . , r a každý vlastńı

prostor Z
(i)
αi lze zapsat jako př́ımý součet prostor̊u N̂1, . . . , N̂s. Dále r = s a g(ℓ)|N̂i je

násobek př́ıslušné gi|N̂i.

Nyńı můžeme pomoćı vět 8.8, 8.9 uvést algoritmus, d́ıky němuž zjist́ıme, že je daná

konexe metrizovatelná.

Algoritmus

1. Vyb́ıráme lokálńı souřadnice na otevřené podmnožině U ⊂M v okoĺı bodu x a po-

č́ıtáme tenzor křivosti, jeho kovariantńı derivace v x a podprostory ho(x) ⊂ h1(x) ⊂
. . . v x (krok za krokem). Jestliže existuje přirozené N takové, že hN(x) = hN+1(x),

pak x je Φ-regulárńı. Jestliže ne, zkuśıme jiný bod.

2. Jestliže x je regulárńı, pak podle Frobeniovy věty spoč́ıtáme prostor H(x) jako

prostor řešeńı homogenńıho systému algebraických rovnic źıskaných z (8.3), kde

polož́ıme postupně A = ∇rR, r = 0, . . . , N . Tedy najdeme řešeńı rovnic z (3.2),

(3.3) odpov́ıdaj́ıćı index̊um r ≤ N .

Dále najdeme dimH(x). Jestliže p = dimH(x) = 0, ∇ neńı Riemannovsky metri-

zovatelná a proces UKONČÍME.

Jestliže p = dimH(x) ≥ 1, vybereme bázi 〈G1, . . . , Gp〉 v H(x); každý prvek z H(x)

má pak jednoznačné vyjádřeńı ve tvaru G = λ1G
1 + · · ·+λpG

p. Lokálńı komponenty

Gm
kℓ forem báze jsou racionálńı funkce komponent kovariantńıch derivaćı Ri

kℓm;s1,...,sk
.

3. Ke zjǐstěńı, zda v H(x) existuje regulárńı forma nebo ne, vypoč́ıtáme determinant

det(
∑

mλmG
m
kℓ), k, ℓ ∈ {1, . . . , n}, který je složen z nezávislých proměnných λℓ.

Jestliže výsledný mnohočlen je nenulový, ∇ neńı Riemannovsky metrizovatelná,

proces UKONČÍME.

Máme-li nenulový polynom, pak v H(x) existuje regulárńı forma a můžeme pokra-

čovat v našem hledáńı. Postupně vyb́ıráme celá č́ısla λ̂1, . . . , λ̂p tak, abychom źıskali
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jednu konkrétńı regulárńı formu ĥ ∈ H(x).

4. V našich lokálńıch souřadnićıch spoč́ıtáme lineárńı operátory S1, . . . , Sp odpov́ıdaj́ıćı

př́ıslušným element̊um báze G1, . . . , Gp definované pomoćı regulárńı formy ĥ vztahy:

ĥ(SℓX,Y ) = Gℓ(X,Y ), X, Y ∈ TxM, ℓ = 1, . . . , p. (8.6)

Každý Sℓ je ĥ-symetrický endomorfismus prostoru (TxM, ĥ).

Utvořme podprostor v End (TxM) generovaný všemi komutátory výše zmı́něných en-

domorfismů, tzv. komutant Cx = span {[Sℓ, Sk]; ℓ, k = 1, . . . , p} množiny {S1, . . . , Sp}.

Najdeme společný nulový prostor Nx komutantu Cx. Jestliže Nx neńı invariantńı

vyhledem k S1, . . . , Sp, nebo jestliže restrikce ĥ|Nx neńı regulárńı, pak ∇ neńı Rie-

mannovská, proces UKONČÍME. Pokud je, pokračujeme.

5. Pokud Cx 6= (0), najdeme ortogonálńı doplněk N̂x k Nx v TxM vzhledem k formě

ĥ. Spoč́ıtáme restrikce Gℓ|N̂x, ℓ = 1, . . . , p. Jestliže negeneruj́ı prostor S2(N̂∗
x)

všech symetrických bilineárńıch forem na N̂x, pak ∇ neńı Riemannovská, pro-

ces UKONČÍME. Jestliže generuj́ı S2(N̂∗
x), pak pokračujeme; jestliže Cx = (0),

pokračujeme rovnou.

6. V množině restrikćı S1|Nx, . . . , S
p|Nx najdeme množinu nezávislých generátor̊u

S(1), . . . , S(s) prostoru H(x)|Nx. Spoč́ıtáme všechny vlastńı prostory endomorfismů

S(1), . . . , S(s) a všechny možné pr̊uniky Z
(1)
α ∩ · · · ∩ Z

(s)
γ těchto vlastńıch prostor̊u

patř́ıćıch k S(1), . . . , S(s). Necht’ {(0), L1, . . . , Lr} je možina všech pr̊unik̊u. Pak nutné

podmı́nky pro to, aby ∇ byla Riemannovská, jsou r = s a Nx = L1 ⊕ · · · ⊕
Lr (ortogonálńı rozklad vzhledem k ĥ). Pokud podmı́nky nejsou splněny, proces

UKONČÍME. Pokud jsou, pokračujeme.

7. Jestliže každá restrikce ĥ|Lj je bud’ pozitivně nebo negativně definitńı, pak ∇ je

Riemannovská (a N̂x := T 0
x ⊂ TxM je podprostor, na kterém Φ(x) p̊usob́ı triviálně).

Jestliže toto neplat́ı, pak ∇ neńı Riemannovská, proces UKONČÍME.

Všimněme si, že když n = 2 a varieta (M2,∇) je reálně analytická, souvislá a jednoduše

souvislá, pak rozhodovaćı procedura může být zjednodušena. Konexe ∇ je Riemannovská

pouze ve dvou př́ıpadech, bud’ v daném Φ-regulárńım bodě x plat́ı p = dimH(x) = 1
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a prostor H(x) je generován pozitivně definitńı formou, nebo p = 3 (což se stane právě

tehdy, když R = 0) a pak je konexe ∇ eukleidovská.

Př́ıklad 8.10 Pomoćı algoritmu, který jsme uvedli výše, vyřeš́ıme př́ıklad 5.3. Vybereme

obecný bod x=(x0, y0); v našem př́ıpadě je jistě regulárńı; všechny objekty budou poč́ıtané

ve skutečnosti nejen v závislosti na x, ale na celé varietě.

Nezávisle na bodě je algebra holonomie (resp. zúžená grupa holonomie) triviálńı, h =

(0), Φ0(x) = (id ). Dále, protože v (8.3) máme uvažovat pouze nulový morfismus A = 0, je

podmı́nka zřejmě splněna pro jakoukoliv symetrickou bilineárńı formu na tečném prostoru

v bodě x.

Proto podprostor H(x) ⊂ S2(T ∗
xR2), x ∈ R2 vyhovuj́ıćı (8.3) má maximálńı dimenzi

p = 3 a může být zadán např. následuj́ıćımi generátory:H(x) = span {G1(x), G2(x), G3(x)},

kde Gi(x) (vyhovuj́ıćı (8.3) pro jakýkoliv bod x variety) jsou stejné jako v př́ıkladě 5.3.

Zřejmě G1+G2 ∈ H(x) je pozitivně definitńı. Nicméně pro ilustraci vybereme regulárńı

formu ĝ = G3, která neńı pozitivně definitńı (a má na varietě konstantńı komponenty).

Symetrické operátory z (8.6) a komutant množiny {S1, S2, S3} maj́ı v libovolném bodě

x ∈ R2 maticová vyjádřeńı

S1
ij =




0 0

1 0



 , S2
ij =




0 1

0 0



 , S3
ij =




1 0

0 1



 , Cx = span










−1 0

0 1










.

Komutant neńı triviálńı, proto urč́ıme ještě ortogonálńı doplněk N̂x jeho nulového prostoru

Nx = {(0, 0)} vzhledem k naš́ı formě g̃ = G3, který by měl splývat s maximálńım podpro-

storem, na kterém se Holx chová triviálně: T 0 = N̂x = TxR
2. Prostor S2(N̂∗

x) = S2(T ∗
xR2)

je generován zúžeńımi Gℓ|Ñx = Gℓ|T 0 = Gℓ.

Zbývaj́ıćı podmı́nky jsou automaticky splněny d́ıky triviálnosti Nx. Proto Riemannovy

metriky existuj́ı. Jejich konkrétńı tvar odvod́ıme v daľśı části textu.

8.4 Konstrukce metrik

Následuj́ıćı výsledky umožňuj́ı sestrojit konkrétńı metriky.

Věta 8.11 [37, str. 8] Mějme dánu souvislou, jednoduše souvislou analytickou varietu

M s analytickou konex́ı ∇. Necht’ Ux je otevřené okoĺı bodu x ∈ M tvořené pouze Φ-

regulárńımi body. Necht’ ∇ je Riemannovská (tj. metrizovatelná a pozitivně definitńı)
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konexe a necht’ ĝ ∈ H(x) je regulárńı na U . Necht’ H(1), . . . , H(t) jsou analytická ten-

zorová pole na U taková, že pro jakýkoliv bod y ∈ U jsou symetrické bilineárńı formy

H
(1)
y , . . . , H

(t)
y lineárně nezávislé na TyM a maj́ı stejný nulový prostor rovný Ny. Necht’

restrikce H(1)|N̂y, . . . , H
(t)|N̂y na doplněk N̂y prostoru Ny generuj́ı prostor S2(N̂∗

y ). Pak

existuj́ı 1-formy ωi
j na U takové, že H(i) =

∑
ωi

j ⊗ H(j), 1 ≤ i, j ≤ t. Nav́ıc systém

lineárńıch homogenńıch parciálńıch diferenciálńıch rovnic dλi + λkω
k
i = 0, 1 ≤ i ≤ t, je

úplně integrabilńı.

Věta 8.12 [37, str. 9] Za stejných předpoklad̊u a označeńı jako výše předpokládáme, že

pro jakékoliv y ∈ Ux je Ny = L1,y ⊕ · · · ⊕ Ls,y ortogonálńı rozklad vzhledem k ĝ. Necht’

hi je tenzorové pole na U takové, že jeho nulový prostor v y ∈ U splývá s ortogonálńım

doplňkem Li,y v (TyM, ĝ), a na Li,y se shoduje s ĝ pro každé y ∈ U . Pak existuj́ı exaktńı

1-formy ωi (prvńı integrály ωi = dfi) takové, že ∇hi = ωi ⊗ hi, 1 ≤ i ≤ s (tj. formy hi

jsou rekurentńı).

Věta 8.13 Za stejných předpoklad̊u jako výše s H(i) a hi analytickými na U jsou všechny

př́ıpustné Riemannovy metriky tvaru

g =
t∑

i,k=1

biλ
i
kH

(k) +
s∑

k=1

cke
−fkhk,

kde fj je nějaká primitivńı funkce exaktńı diferenciálńı formy ωj, 1 ≤ j ≤ s, funkce

(λi
1, . . . , λ

i
t), 1 ≤ i ≤ t tvoř́ı bázi prostoru řešeńı úplně integrabilńıho systému z věty 8.11

a reálné parametry bi, ck jsou vybrané tak, že g je pozitivně definitńı.

Nyńı dokonč́ıme př́ıklad 8.10 a nalezneme kompatibilńı metriky.

Př́ıklad 8.14 Podle vět (8.11), (8.12), (8.13) maj́ı hledané metriky tvar g = biλ
i
kH

(k),

1 ≤ i, k ≤ 3 (druhý sč́ıtanec je roven nule kv̊uli tomu, že Ny je na okoĺı triviálńı). Jako

tenzorová pole H(i) můžeme zvolit

H(1) =




0 1

1 0



 , H(2) =




1 0

0 1



 , H(3) =




1 0

0 −1




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a jejich kovariantńı derivace jsou

∇H(1) = − x
x2+1

(dx⊗ dy + dy ⊗ dx) ⊗ dx− y
y2+1

(dx⊗ dy + dy ⊗ dx) ⊗ dy,

∇H(2) = − 2x
x2+1

dx⊗ dx⊗ dx− 2y
y2+1

dy ⊗ dy ⊗ dy,

∇H(3) = − 2x
x2+1

dx⊗ dx⊗ dx+ 2y
y2+1

dy ⊗ dy ⊗ dy.

Proto formy vyhovuj́ı ∇H(i) = ωi
j ⊗H(i) s

ω1
1 = − x

x2+1
dx− y

y2+1
dy, ω1

2 = ω1
3 = ω2

1 = ω3
1 = 0,

ω2
2 = − x

x2+1
dx− y

y2+1
dy, ω2

3 = − x
x2+1

dx+ y
y2+1

dy,

ω3
2 = − x

x2+1
dx+ y

y2+1
dy, ω3

3 = − x
x2+1

dx− y
y2+1

dy.

Prostor řešeńı soustavy linárńıch PDR

dλ1 = λ1
x

x2+1
dx+ λ1

y
y2+1

dy,

dλ2 = (λ2 + λ3)
x

x2+1
dx+ (λ2 − λ3)

y
y2+1

dy,

dλ3 = (λ2 + λ3)
x

x2+1
dx− (λ2 − λ3)

y
y2+1

dy

má bázi 〈λ1, λ2, λ3〉 určenou jako trojici funkćı λi = (λi
1, λ

i
2, λ

i
3), 1 ≤ i ≤ 3,

λ1 = (
√
x2 + 1

√

y2 + 1, 0, 0), λ2 = (0, x2 + 1, x2 + 1), λ3 = (0, y2 + 1, y2 + 1).

Maticové vyjádřeńı kompatibilńıch Riemannových metrik je:

(gij) =




2b2(x

2 + 1) b1
√
x2 + 1

√

y2 + 1

b1
√
x2 + 1

√

y2 + 1 2b3(y
2 + 1)



 ,

kde (reálné) parametry b1, b2, b3 můžeme vybrat tak, aby g byla pozitivně definitńı. V ten-

zorovém zápisu jsou všechny kompatibilńı metriky vyjádřeny takto g = 2b2(x
2+1)dx⊗dx+

b1
√
x2 + 1

√

y2 + 1dx⊗dy+b1
√
x2 + 1

√

y2 + 1dy⊗dx+2b3(y
2 +1)dy⊗dy, tj. v klasickém

vyjádřeńı jsou všechny př́ıpustné Riemannovy metriky (při správné volbě parametr̊u bi)

ds2 = 2b2(x
2 + 1)dx2 + 2b1

√
x2 + 1

√

y2 + 1dxdy + 2b3(y
2 + 1)dy2.

Následuj́ıćı př́ıklady již nebudou rozděleny na části.

Př́ıklad 8.15 [79] Na (R3, id) máme dánu symetrickou konexi ∇ s nenulovými složkami

Γ1
13 =

z

z2 + 1
, Γ2

22 =
y

y2 + 1
, Γ3

11 = −z. (8.7)
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Naš́ım úkolem je naj́ıt Riemannovu metriku, jej́ıž Levi-Civitova konexe je stejná jako

konexe zadaná.

Nejdř́ıve urč́ıme tenzor křivosti a jeho kovariantńı derivace. Jediné jejich nenulové

složky jsou tyto:

R1
313 = − 1

(z2+1)2
, R1

313;3 = 4z
(z2+1)3

,

R3
113 = 1

z2+1
, R3

113;3 = − 4z
(z2+1)2

.

Endomorfizmy R(e1, e3),∇R(e1, e3; e3) maj́ı maticové vyjádřeńı

(
Rl

k13

)
=








0 0 − 1
(z2+1)2

0 0 0

1
z2+1

0 0







,

(
Rl

k13;3

)
=








0 0 4z
(z2+1)3

0 0 0

− 4z
(z2+1)2

0 0







,

proto Φ0(x, y, z) = Φ1(x, y, z) = {(R(e1, e3))} pro jakýkoliv bod (x, y, z) ∈ R3, a tedy

kovariantńı derivace vyšš́ıch řád̊u neńı nutné hledat. Nyńı zvoĺıme libovolný regulárńı

bod (x0, y0, z0) např. 0 = (0, 0, 0). T́ım dostaneme

Φ0 =














0 0 −1

0 0 0

1 0 0














.

Jako daľśı krok urč́ıme bilineárńı formyG1, G2, které generuj́ı prostorH(0) ⊂ S2(T ∗
0 R3):

G1 =








1 0 0

0 0 0

0 0 1







, G2 =








0 0 0

0 1 0

0 0 0







.

Jako daľśı zvoĺıme regulárńı formu ĝ ∈ H(0) = span {G1, G2} a to tak, aby nebyla

pozitivně definitńı (G1 + (−1)G2), i když jistě pozitivně definitńı formy obsahuje.

ĝ =








1 0 0

0 −1 0

0 0 1







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Dále urč́ıme endomorfizmy S1, S2, komutant C0 = span {S1, S2} a nulový prostor

komutantu N0.

S1 =








1 0 0

0 0 0

0 0 1







, S2 =








0 0 0

0 −1 0

0 0 0







,

C0 = {0}, N0 = T0R
3.

Vzhledem k tomu, že C0 = {0}, je N̂0 = {(0, 0, 0)}.

Protože dále N0 = T0R
3, pak S(1) = S1, S(2) = S2. Ted’ urč́ıme vlastńı podprostory

Z
(1)
α , Z

(2)
β operátor̊u S(1), S(2) (kde α, β jsou vlastńı č́ısla operátor̊u) a všechny nenulové

pr̊uniky L1, ..., Lr podprostor̊u. Proto, aby konexe byla metrizovatelná, je nutné, aby r = 2

a N0 = L1 ⊕ L2.

Z
(1)
0 = {(0, 1, 0)}, Z

(2)
0 = {(1, 0, 0), (0, 0, 1)},

Z
(1)
1 = {(1, 0, 0), (0, 0, 1)}, Z

(2)
−1 = {(0, 1, 0)},

Z
(1)
0 ∩ Z(2)

0 = {0}, Z
(1)
0 ∩ Z(2)

−1 = {(0, 1, 0)} = L1,

Z
(1)
1 ∩ Z(2)

0 = {(1, 0, 0), (0, 0, 1)} = L2, Z
(1)
1 ∩ Z(2)

−1 = {0}.

Nyńı urč́ıme zúžeńı bilineárńı formy ĝ(1) = ĝ|L1 (negativně definitńı), ĝ(2) = ĝ|L2

(pozitivně definitńı). Lineárńı konexe ∇ je tedy metrizovatelná.

(

ĝ
(1)
ij

)

= (−1),
(

ĝ
(2)
ij

)

=




1 0

0 1



 .

Daľśım krokem je již konstrukce metriky. Vı́me, že všechny metriky muśı být ve tvaru

g =
∑t

i,k=1 biλ
i
kH

(k) +
∑s

k=1 cke
−fkhk, 1 ≤ i ≤ t, 1 ≤ j ≤ s. Všechno výše spoč́ıtané v bodě

(0, 0, 0) urč́ıme v obecných souřadnićıch (x, y, z) na okoĺı U0:

Φ(x,y,z) =














0 0 −1
z2+1

0 0 0

1 0 0














,

(G1
ij) =








z2 + 1 0 0

0 0 0

0 0 1







, (G2

ij) =








0 0 0

0 1 0

0 0 0







,
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(ĝij) =








z2 0 0

0 −1 0

0 0 1







,

(S1
ij) =








1 0 0

0 0 0

0 0 1







, (S2

ij) =








0 0 0

0 −1 0

0 0 0







,

C(x,y,z) = {0}, N(x,y,z) = T(x,y,z)R
3,

N̂(x,y,z) = {(0, 0, 0)}, N(x,y,z) = {(0, 1, 0)} ⊕ {(1, 0, 0), (0, 0, 1)}.

Protože N̂(x,y,z) = {(0, 0, 0)}, je H(k) = 0, a proto prvńı sč́ıtanec ve výrazu pro metriku

je roven nule.

Dále urč́ıme bilineárńı formy hk podle věty (8.12), což jsou tenzorová pole h1, h2

s maticovým vyjádřeńım

h1 =








0 0 0

0 −1 0

0 0 0







, h2 =








z2 + 1 0 0

0 0 0

0 0 1







.

Dále urč́ıme funkce f1, f2:f1 = − ln(y2 + 1), f2 = konst.

Konečně všechny výsledné metriky lze maticově zapsat jako

(gij) =








b(z2 + 1) 0 0

0 −a(y2 + 1) 0

0 0 b







,

kde a, b jsou takové konstanty, aby byla metrika pozitivně definitńı.

Př́ıklad 8.16 [79] Na (R3, id) máme dánu symetrickou konexi ∇ s nenulovými složkami

Γ1
13 =

z

z2 + 1
, Γ2

22 =
y

y2 + 1
, Γ3

11 = z. (8.8)

Naš́ım úkolem je naj́ıt Riemannovu metriku, jej́ıž Levi-Civitova konexe je stejná jako

konexe zadaná.
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Všimněme si, že zadáńı je téměř shodné s předchoźım př́ıkladem až na jediné znaménko.

Zde jsou nenulové složky tenzoru křivosti a jeho kovariantńı derivace:

R1
313 = − 1

(z2+1)2
, R1

313;3 = 4z
(z2+1)3

,

R3
113 = − 1

z2+1
, R3

113;3 = 4z
(z2+1)2

.

Řešeńı rovnic gimR
m
jkl + gjmR

m
ikl = 0 je v obecném bodě generováno formami

(G1
ij) =








z2 + 1 0 0

0 0 0

0 0 −1







, (G2

ij) =








0 0 0

0 1 0

0 0 0







.

Splňuj́ı také podmı́nky pro kovariantńı derivace tenzoru křivosti. Vid́ıme, že neexistuje

pozitivně definitńı metrika, pro kterou by platilo ∇g = 0. Podle algoritmu bychom źıskali

bilineárńı formy

(ĝ
(1)
ij ) = (−1), (ĝ

(2)
ij ) =




z2 + 1 0

0 −1



 .

Tedy ĝ(2) je indefinitńı. Konstrukćı metriky bychom źıskali metriku

(gij) =








A(z2 + 1) 0 0

0 B(y2 + 1) 0

0 0 −A







,

přičemž konstanty A,B nelze nikdy zvolit tak, aby byla g Riemannovou metrikou.
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9 Aplikace metrizovatelnosti ve variačńım počtu

V r̊uzných odvětv́ıch fyziky se ukazuje, že řešeńı řady problémů se značně zjednoduš́ı,

jestliže základńı rovnice popisuj́ıćı uvažovanou situaci lze zapsat ve tvaru tzv. variačńıho

principu, [26].

Budeme uvažovat systém diferenciálńıch rovnic druhého řádu na varietě M . Pro geo-

metrický popis takové soustavy rovnic lze už́ıt aparátu fibrovaných variet (viz kapitola

2.4). Užijeme následuj́ıćıho značeńı. Pro n-dimenzionálńı diferencovatelnou varietu M

bude T r
s (M) označovat prostor (bandl) tenzorových poĺı typu (r, s) na M , p : TM → M

je tečný bandl variety M s přirozenou projekćı p, p2 : T 2M → M je bandl dva-rychlost́ı,

[22]. Vektorový bandl R × TM → R můžeme kanonicky ztotožnit s prvńım jetovým

prodloužeńım J1π = π1 : J1(R × M) → R fibrované variety π : R × M → R, a R ×
T 2M → R je kanonicky ztotožněn s druhým jetovým prodloužeńım projekce J2π =

π2 : J2(R ×M) → R.

Jsou-li (xi) lokálńı souřadnice na U ⊂ M a t je (globálńı) souřadnice na R, užijeme

na TM fibrovaných souřadnic (xi, ui) adaptovaných vzhledem k projekci pM , na T 2M

fibrovaných souřadnic (xi, ui, zi) adaptovaných vzhledem k projekci p2, kde jsme označili

ui = ẋi, zi = ẍi pro 1 ≤ i ≤ n. Podobně užijeme souřadnic (t, xi, ui) na R × TM → R,

a (t, xi, ui, zi) na R × T 2M → R.

Hladkou, nebo aspoň C2-diferencovatelnou funkci L : R × TM → R zde nazveme

Lagrangeovou funkćı (prvńıho řádu) nebo krátce Lagrangiánem. V lokálńıch souřadnićıch

je L = L(t, x, u).

Poznamenejme, že Lagrangiánem se někdy mı́ńı π1-horizontálńı 1-forma λ na R×TM ,

ta má v adaptovaných souřadnićıch na R × TM vyjádřeńı λ = Ldt, kde L(t, xi, ui) je

právě Lagrangeova funkce.

Euler-Lagrangeovými operátory nebo výrazy Lagrangiánu L nazveme funkce Ei(L) : R×
T 2M ≈ J2(R ×M) → R,

Ei(L) =
∂L

∂xi
− d

dt

∂L

∂ui
, i = 1, . . . , n. (9.1)

Zde d
dt

:= ∂
∂t

+ xj ∂
∂uj + ẋj ∂

∂zj znač́ı
”
operátor totálńı derivace”. Eulerovy nebo Euler-

Lagrangeovy rovnice odpov́ıdaj́ıćı operátor̊um (9.1) maj́ı tvar Ei(L) = 0, tedy

∂L

∂xi
− d

dt

∂L

∂ui
= 0. (9.2)
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Výrazy Ei(L) jsou komponenty Euler-Lagrangeovy formy Eλ = Eidx
i ∧ dt Lagrangiánu

prvńıho řádu λ = Ldt.

9.1 Variačńı problém

Necht’ M je n-dimenzionálńı varieta a necht’ γ : I → M je regulárńı křivka na

otevřeném intervalu I ⊂ R definovaná (v lokálńıch souřadnićıch) parametrizaćı x(t) =

(x1(t), . . . , xn(t)), t ∈ I. Necht’

dγ

dt
= ẋ(t) =

dx(t)

dt
= (ẋ1(t), . . . , ẋn(t))

je odpov́ıdaj́ıćı tečné vektorové pole podél γ, předpokládejme, že plat́ı ẋ(t) 6= 0 pro t ∈ I.

V daľśım předpokládáme, že všechny indexy jsou v meźıch 1 až n. Necht’ A = γ(a),

B = γ(b) jsou dva pevné body na γ odpov́ıdaj́ıćı parametr̊um a a b ∈ I. Máme-li dány

diferencovatelné funkce ωi : M → R, v lokálńıch souřadnićıch ωi(x1, . . . , xn) takové, že

ωi(A) = ωi(B) = 0 a reálný parametr ε ∈ R, potom parametrizace

x̄i(t) = xi(t) + ε · ωi(x1(t), . . . , xn(t))

určuje novou křivku γ̄: x̄(t) = (x̄1(t), . . . , x̄n(t)), která opět procháźı danými body A a B

a pro malé ε se
”
př́ılǐs nelǐśı” od křivky dané.

Uvažujme integrál

I(γ) =

b∫

a

L(t, x1(t), x2(t), . . . , xn(t), ẋ1(t), ẋ2(t), . . . , ẋn(t)) dt, (9.3)

kde L je analytická funkce s danými argumenty (Lagrangeova funkce).

Variačńı problém asociovaný s L znamená naj́ıt takové křivky x(t), které minimalizuj́ı

základńı integrál (9.3) vzhledem k zadaným podmı́nkám na hranici A = γ(a), B = γ(b),

[56].

Jestliže Ī = I(γ̄) je podobný integrál pro křivku γ̄, pak rozvineme-li funkci L v Tay-

lorovu řadu v mocninách ε, dostaneme

Ī = I + ε ·
b∫

a

(
∂L

∂xi
ωi +

∂L

∂ẋi

∂ωi

∂xj
ẋj

)

dt+ · · · ,
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kde
”
tečky” zastupuj́ı členy řádu ε2 a vyšš́ıch. Koeficienty u ε, ε2 atd. v předchoźım rozvoji

znač́ıme δI, δ2I atd., a ř́ıkáme jim prvńı, druhá atd. variace integrálu I. Speciálně, prvńı

variace

δI =

b∫

a

(
∂L

∂xi
ωi +

∂L

∂ẋi

∂ωi

∂xj
ẋj

)

dt

se často zapisuje v následuj́ıćım tvaru (integrujeme per partes ve druhém sč́ıtanci a užijeme

vlastnost́ı funkćı ωi(x))

δI =

b∫

a

(
∂L

∂xi
− d

dt

(
∂L

∂ẋi

))

ωidt. (9.4)

Integrálu (9.3) ř́ıkáme stacionárńı, jestliže jeho prvńı variace je nulová, δI = 0, pro

libovolnou volbu funkćı ωi (tzv. Hamilton̊uv variačńı princip, δ
∫
L(t, xi(t), ẋi(t))dt = 0).

Křivce, pro kterou je to splněno, ř́ıkáme extremála př́ıslušného integrálu. Jak plyne z (9.4),

integrál (9.3) je stacionárńı, právě když jsou splněny Euler-Lagrangeovy rovnice (9.2).

Funkce xi(t), pro které integrál dosahuje svého minima nebo maxima, muśı splňovat

Euler-Lagrangeovy rovnice, a každé řešeńı x = x(t) rovnic (9.2) je extremálńı křivkou

integrálu (9.3). H. Cartan přesně formuloval tento variačńı problém pro Lagrangeovskou

funkci L tř́ıdy C2 [9]. V tom př́ıpadě zńı formule pro prvńı variaci takto: δI = dI(γ̄ )/dǫ|ǫ=0,

a př́ıslušné extremály γ tř́ıdy aspoň C2 jsou řešeńı Euler-Lagrangeových rovnic (9.2).

Problém může být formulován i poněkud obecněji, [54].

9.2 Inverzńı problém a diferenciálńı rovnice druhého řádu

Obecný tvar systému obyčejných diferenciálńıch rovnic druhého řádu, které obecně

mohou záviset na čase, pro funkce t 7→ xk(t); k = 1, . . . , n s definičńım oborem, jenž je

část́ı Rn, nebo na souřadnicovém okoĺı U ⊂ M nějaké n-dimenzionálńı variety M , má

tvar

Ei

(
t, xk, ẋk, ẍk

)
= 0, i = 1, . . . , n, (9.5)

a ř́ıká se mu někdy
”
Helmholtz̊uv systém”, podle H. Helmholtze, který jako prvńı provedl

zkoumáńı v tomto směru. Poznamenejme, že ve skutečnosti Helmholtz sám neuvažoval

explicitńı závislost na čase. Řešit takový systém znamená naj́ıt lokálńı křivky γ : I →M
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na M , kde I ⊂ R je otevřený interval, γ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)), takové, že plat́ı

Ei

(

t, γ(t),
dγ

dt
,
d2γ

dt2

)

= 0, i = 1, . . . , n. (9.6)

Pokud je soustava vyřešena vzhledem k druhým derivaćım, nabývá tvaru

aij

(
t, xk, ẋk

)
· ẍj + bi = 0, i = 1, . . . , n, (9.7)

kde se užije Einsteinova sumace. Podle [26, str. 367] Ei mohou obsahovat druhé derivace

pouze lineárně, tud́ıž (9.6) může být zapsána ve tvaru (9.7) bez ztráty obecnosti.

Rovnice kanonicky parametrizovaných geodetik na varietě (M,∇) s lineárńı konex́ı

ẍi + Γi
jk(x)ẋjẋk = 0 (9.8)

jsou přirozeným př́ıkladem takového systému, který je ve speciálńım tvaru, tedy vyřešený

vzhledem k druhým derivaćım, což obecně můžeme psát ve tvaru

ẍi − f i(t, xk, ẋk) = 0, i, k = 1, . . . , n. (9.9)

Také naopak, pokud jsou funkce f i v (9.9) kvadratickými formami v prvńıch derivaćıch,

”
komponentách rychlost́ı”, s koeficienty závislými pouze na souřadnićıch xk,

”
složkách

polohového vektoru”, rovnice (9.9) představuj́ı geodetické dráhy.

Může tedy být užitečné vědět, jestli systém tvaru (9.6), př́ıpadně (9.7), je možné

vyjádřit ve tvaru odpov́ıdaj́ıćım variačńımu principu, nebo zda alespoň nějaká lineárńı

kombinace p̊uvodńıch rovnic má tvar Lagrangeových rovnic nějakého Lagrangiánu. Přesněji

[26], tzv. silný inverzńı problém variačńıho počtu znamená řešit otázku:

Existuje funkce L(t, xk, uk) dostatečně diferencovatelná a taková, že Ei = 0 jsou právě

Euler-Lagrangeovy rovnice variačńıho principu δ
∫
L(t, x, ẋ)dt = 0, Ei = Ei(L)?

Tedy ptáme se, zda existuj́ı funkce L vyhovuj́ıćı rovnićım (9.1). Jestliže je odpověd’

kladná, chceme naj́ıt všechny takové funkce L.

V dimenzi n = 2 byla úplná odpověd’ na inverzńı problém v reálně analytickém př́ıpadě

formulována Jessem Douglasem v [17].

Okruh použitelnosti Lagrangeova formalizmu může být rozš́ı̌ren, [26]. Např. můžeme

zkusit mı́sto p̊uvodńıch rovnic dosadit jejich lineárńı kombinace: Helmholtzova soustava

(9.5) je nahrazena
∑

j

gij(t, x, u)Ei = 0. (9.10)

86



9.3 Helmholtzovy podmı́nky

Tzv. slabý inverzńı problém variačńıho počtu, nebo problém multiplikátor̊u, znamená:

Určete všechny dvojice ((gij), L), kde L(t, xk, ẋk) je Lagrangián a (gij(t, x
k, ẋk)) je

nedegenerovaná matice funkćı (všechny objekty dostatečně diferencovatelné) taková, že

∑

j

gijEj =
∂L

∂xi
− d

dt

∂L

∂ui
. (9.11)

Pokud je odpověd’ kladná, najděte všechny L a gij.

Funkćım gij se obvykle ř́ıká (Lagrangeovy) multiplikátory.

Problém je ve své obecné verzi obt́ıžný a zat́ım otevřený. Jsou známy jen některé

speciálńı nebo částečné odpovědi; např. rovnice geodetik v pseudo-Riemannově prostoru

jsou vždy variačńı v tomto slabém smyslu.

9.3 Helmholtzovy podmı́nky

Klasický výsledek formuluje následuj́ıćı nutné a postačuj́ıćı podmı́nky.

Lemma 9.1 Systém funkćı Ei : J2(R×M) → R (závislých obecně na t, xi, ui, zi),

i = 1, . . . , n, m̊užeme považovat za Euler-Lagrangeovy výrazy pro nějakou Lagrangeovu

funkci L : J1(R×M) → R právě tehdy, když plat́ı tzv. Helmholtzovy podmı́nky [26]:

Vzhledem k libovolné adaptované mapě, následuj́ıćı vztahy plat́ı identicky pro všechna

i, k = 1, . . . , n

∂Ei

∂zk
− ∂Ek

∂zi
= 0, (9.12)

∂Ei

∂uk
+
∂Ek

∂ui
=

d

dt

(
∂Ei

∂zk
+
∂Ek

∂zi

)

, (9.13)

∂Ei

∂xk
− ∂Ek

∂xi
=

1

2

d

dt

(
∂Ei

∂uk
− ∂Ek

∂ui

)

. (9.14)

Pokud se rovnice daj́ı zapsat v nějakém speciálńım tvaru, př́ıslušné podmı́nky se

odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem modifikuj́ı.

Prvńı pokus zkoumat tyto rovnice učinil Helmholtz. V [27] formuloval nutné a po-

stačuj́ıćı podmı́nky, ale dokázal pouze jejich nutnost. Důkaz, že jsou i postačuj́ıćı, podal

později Mayer [52].
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9.4 Konexe variačńı v zúženém smyslu na afinńıch varietách

Jak v́ıme, d̊uležitá věta (pseudo-)Riemannovy geometrie ř́ıká, že je-li dána nedege-

nerovaná metrika g na M , existuje jediná symetrická konexe ∇ na M
”
kompatibilńı”

s metrikou v tom smyslu, že metrika je kovariantně konstantńı vzhledem ke konexi, ∇g =

0. Geometricky řečeno, skalárńı součin indukovaný na jednotlivých tečných prostorech

kvadratickým metrickým tenzorem se rovnoběžně posouvá podél všech křivek. Takové

konexi ř́ıkáme Riemannova, nebo také Levi-Civitova (viz kapitola 2.12).

Problém metrizovatelnosti je obrácená úloha: pro danou konexi ∇ na varietě M máme

formulovat nutné a postačuj́ıćı podmı́nky na konexi (v pojmech dané variety a konexe)

pro to, aby byla právě Levi-Civitovou konex́ı nějaké metriky, v kladném př́ıpadě všechny

takové metriky naj́ıt.

Jak jsme se zmı́nili, systém nutných podmı́nek integrability podali již Eisenhart a Ve-

blen, [19]. Jsou známy některé částečné odpovědi, a také ekvivalentńı formulace, např.

v řeči geodetických zobrazeńı. Např. v [53] je nalezen systém diferenciálńıch rovnic, který

kontroluje tuto otázku. Ale úplné řešeńı problému v řeči vstupńıch dat dosud formulováno

nebylo.

Řekneme, že lineárńı konexe na M je variačńı v zúženém smyslu, [32], [33], [75], jestliže

existuje (aspoň tř́ıdy dva, nebo hladká) funkce L : R×TM → R, v lokálńıch fibrovaných

souřadnićıch L = L(t, x, u), a nesingulárńı tenzorové pole g : M → T 0
2 (M) typu (0, 2) na

M takové, že v libovolné lokálńı fibrované mapě splývaj́ı funkce

Ei = −gik(x)(zk + Γk
rs(x)urus), i = 1, . . . , n (9.15)

právě s Euler-Lagrangeovými výrazy Ei(L) pro nějaký Lagrangián L; zde Γi
jk jsou složky

konexe ∇.

Ukažme úzký vztah mezi variačnost́ı v zúženém smyslu a metrizovatelnost́ı lineárńı

konexe na M [75]):

Věta 9.2 Na varietě (M,∇) s lineárńı konex́ı jsou následuj́ıćı podmı́nky ekvivalentńı:

(i) ∇ je variačńı v zúženém smyslu;

(ii) symetrická část ∇̃ konexe ∇ je metrizovatelná;
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(iii) existuje nesingulárńı symetrické tenzorové pole g typu (0, 2) na M takové, že

Γ̃i
jk =

1

2
giℓ

(
∂gjℓ

∂xk
+
∂gkℓ

∂xj
− ∂gjk

∂xℓ

)

; (9.16)

Γ̃i
jk jsou komponenty (symetrické) konexe ∇̃, a giℓ jsou složky tenzoru g∗ duálńıho ke

g v přirozeném sdružováńı, tj. giℓ(x) je inverzńı matice k matici giℓ(x), x ∈M ;

(iv) existuje regulárńı symetrické tenzorové pole g typu (0, 2) na M takové, že rovnice

gik(x)(zk + Γk
rs(x)urus) = 0 (9.17)

jsou variačńı.

Důkaz. Ekvivalence (i) ⇔ (iv) plyne př́ımo z definice. Ekvivalence (ii) ⇔ (iii) je klasická:

jestliže symetrická konexe ∇̃ na M je metrizovatelná a g je jedna z kompatibilńıch metrik,

pak ∇̃ je právě Riemannova konexe pseudo-Riemannovy variety (M, g); podmı́nka ∇̃g = 0

je ekvivalentńı vztahu (9.16) pro libovolnou symetrickou konexi. Necht’ je nyńı ∇ lineárńı

(obecně nesymetrická) konexe na M a necht’ Γ̃i
jk = Γ̃i

kj znač́ı komponenty jej́ı symetrické

části ∇̃.

Předpokládejme, že ∇̃ je metrizovatelná, g je metrický tenzor kompatibilńı s ∇̃, tj.

plat́ı ∇̃g = 0. Zaved’me (globálně) funkci L, L(u) = 1
2
gx(u, u), u ∈ TxM ; v lokálńıch

fibrovaných souřadnićıch je

L =
1

2
grs(x)urus. (9.18)

Abychom ověřili, že L je Lagrangeova funkce, muśıme vyjádřit odpov́ıdajćı výrazy Ei(L)

a ověřit, že splňuj́ı Helmholtzovy podmı́nky. Dostáváme

∂L

∂xi
=

1

2
∂igrsu

rus,
d

dt

(
∂L

∂ui

)

= uj∂jgisu
s + zjgisδ

s
j , (9.19)

tedy

Ei(L) = 1
2
∂igrsu

rus − gisz
s − ∂rgisu

rus

−
[
gisz

s + 1
2

(∂sgir + ∂rgis − ∂igrs)
]
urus.

(9.20)

Zkráceně,

Ei(L) = −
(

gisz
s + Γ̃irsu

rus
)

= −
(

gisz
s + giℓΓ̃

ℓ
rsu

rus
)

, (9.21)
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kde

2Γ̃irs = 2giℓΓ̃
ℓ
rs = ∂sgir + ∂rgis − ∂igrs. (9.22)

Ověřme podmı́nky (9.12)–(9.14). Dı́ky symetrii tenzoru g, výrazy (9.1) Ei(L), splňuj́ı

Helmholtzovy podmı́nky (9.12):

∂Ei

∂zk
− ∂Ek

∂zi
= −gisδ

s
k + gksδ

s
i = −gik + gki = 0. (9.23)

Pro ověřeńı (9.13) užijme podmı́nku ∇̃g = 0 a symetričnost g:

∂Ei

∂uk + ∂Ek

∂ui − d
dt

(
∂Ei

∂zk + ∂Ek

∂zi

)

= 2
(

Γ̃iks + Γ̃kis + ∂gki

∂xs

)

us = 2(∇̃g)
(

∂
∂xi ,

∂
∂xj ;us ∂

∂xj

)
= 0.

(9.24)

Užijeme formuli (9.20) a dostaneme

∂Ei

∂xk
=
∂gis

∂xk
zs +

(
∂2gis

∂xk∂xr
− 1

2

∂2grs

∂xk∂xr

)

urus, (9.25)

a konečně (9.14), což dokazuje implikaci (ii) ⇒ (i).

Naopak, je-li konexe variačńı v zúženém smyslu, tj. plat́ı-li Helmholtzovy podmı́nky,

potom symetričnost g vyplývá z (9.12); (9.13) spolu s (9.12) dávaj́ı ∇̃g = 0; jestliže g je

symetrický a kovariantně konstantńı vzhledem ke konexi ∇̃, pak (9.14) nedává novou

podmı́nku. Tedy (i) ⇒ (ii).

Jestliže je systém diferenciálńıch rovnic druhého řádu ve speciálńım tvaru, kdy druhé

derivace jsou kvadratické formy v prvńıch derivaćıch,

ẍk + Γk
rs(x)ẋrẋs = 0, k = 1, . . . , n, (9.26)

můžeme už́ıt věty 9.2 pro posouzeńı, zda je systém odvoditelný z nějakého Lagrangiánu.

Budeme předpokládat, že funkce Γk
rs(x) jsou komponentami symetrické lineárńı konexe ∇

na nějakém okoĺı U ⊂ Rn. Je-li ∇ (lokálně) metrizovatelná a gij(x) (splňuj́ıćı det(gij(x)) 6=
0 v každém bodě x ∈ U) jsou komponenty nějaké nedegenerované metriky g kompatibilńı

s ∇ na U , pak systém rovnic (9.26) je ekvivalentńı systému

gik

(
ẍk + Γk

rs(x)ẋrẋs
)

= 0, k = 1, . . . , n, (9.27)

tedy funkce gik(x) jsou hledané variačńı multiplikátory. Naopak, je-li dán systém dife-

renciálńıch rovnic tvaru (9.26) a existuj́ı-li Lagrangeovy multiplikátory nezávislé na čase

i rychlostech, pak jsou právě složkami metriky, jej́ıž geodetiky jsou určeny rovnicemi (9.26)

(viz kapitola 2.10).
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9.5 Konexe variačńı v zúženém smyslu v dimenzi n = 2

V dimenzi dva dostáváme následuj́ıćı výsledky.

Věta 9.3 Mějme dánu 2-dimenzionálńı varietu (M2,∇) se symetrickou lineárńı konex́ı

∇. Jestlǐze v okoĺı každého bodu x z M2 nastane jedna z následuj́ıćıch možnost́ı:

• tenzor křivosti R konexe ∇ je nulový,

• Ricciho tenzor je nesingulárńı, symetrický a rekurentńı,

potom ∇ je (lokálně) variačńı a (lokálně) metrizovatelná na nějakém okoĺı každého bodu.

Následuj́ıćı př́ıklad lokálně metrizovatelné konexe ukazuje možné obstrukce, které mo-

hou bránit globálńı metrizovatelnosti, a tedy i globálńı variačnosti v zúženém smyslu ve

tř́ıdě diferencovatelnosti C∞.

Př́ıklad 9.4 [69] Na varietě M2 = R2 s atlasem (R2, id) a s globálńımi souřadnicemi

(x1, x2) studujme (globálńı) symetrickou lineárńı konexi ∇ definovanou komponentami

takto:

Γ1
12 = Γ1

21 =







h′(x2)
h(x2)

pro x2 > 0,

0 pro − 1 ≤ x2 ≤ 0,

f ′(x2)
f(x2)

pro x2 < −1,

Γ2
11 =







h′(x2) · h(x2) pro x2 > 0,

0 pro − 1 ≤ x2 ≤ 0,

f ′(x2) · f(x2) pro x2 < −1,

jinak Γi
jk = 0, kde f, g ∈ C∞(R) jsou hladké reálné funkce jedné proměnné splňuj́ıćı

(v [69] je vynechána podmı́nka a 6= −1)

h(t) 6= 0 pro t > 0, lim
t→0

h(t) = 1,

f(t) 6= 0 pro t < −1, lim
t→−1

f(t) = a ∈ R − {−1, 1},

lim
t→0

dsh(t)
dts

= 0 pro s ∈ N, lim
t→0

dsf(t)
dts

= 0.

Komponenty křivosti a Ricciho tenzoru jsou

R1
112 = −R1

121 = R12 = 0, R2
221 = −R2

212 = R21 = 0,
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R1
212 = −R1

221 = R22 =







−h′′(x2)
h(x2)

pro x2 > 0,

0 pro − 1 ≤ x2 ≤ 0,

−f ′′(x2)
f(x2)

pro x2 < −1,

R2
121 = −R2

112 = R11 =







h′′(x2) · h(x2) pro x2 > 0,

0 pro − 1 ≤ x2 ≤ 0,

f ′′(x2) · f(x2) pro x2 < −1.

Ricciho tenzor je zřejmě symetrický na M . Uvažujme disjunktńı rozklad M = NI ∪
NII∪NIII (odpov́ıdaj́ıćı definičńım obor̊um jednotlivých předpis̊u pro komponenty konexe),

kde

NI = {(x1, x2);−1 ≤ x2 ≤ 0},

NII = {(x1, x2);x2 > 0}, NIII = {(x1, x2);x2 < −1}.

Na NI je R = Ric = 0, zúžeńı konexe ∇|NI je ploché, a tedy metrizovatelné; můžeme

si dokonce zvolit signaturu. Na NII je zúžený Ricciho tenzor rekurentńı. Protože R11;1 =

R22;1 = 0, položme ̺1(x) = 0.

Dále poč́ıtejme R11;2 = (h(3) ·h−h′′ ·h′)(x2), R22;2 = −h(3)·h−h′′·h′

h2 (x2), a volme ̺2(x) =

h(3)·h−h′′·h′

h′′·h
(x2). Pak ̺ = ̺2(x)dx2 splňuje ∇Ric = ̺ ⊗ Ric. Necht’ β ∈ R − {0}, gII =

(h(x2))2(dx1)2 − (dx2)2; obecný tvar pro kompatibilńı metriky na (NII ,∇|NII) je βgII

(Lorentzovské metriky).

Dı́ky vlastnostem h, pro každé β 6= 0 existuje jediné spojité rozš́ı̌reńı βgII na NI , tvaru

β((dx1)2 − (dx2)2) takové, že ∇ je Levi-Civitova konexe rozš́ı̌rené metriky na NI ∪ NII .

Podobně Ric je rekurentńı na NIII ; kompatibilńı metriky jsou γgIII , γ 6= 0, gIII =

(f(x2))2(dx1)2 − (dx2)2; každé γgIII má spojité rozš́ı̌reńı γ(a2(dx1)2 − (dx2)2) na NI

takové, že zúžeńı ∇ je Levi-Civitova konexe rozš́ı̌rené metriky na NI ∪ NIII . Ale plat́ı

a2 6= 1 (protože a 6= −1, a 6= 1); tedy nelze naj́ıt žádnou globálńı metriku na celé varietě

M , která by byla kompatibilńı s danou konex́ı ∇.

Př́ıklad 9.5 [19, str. 122] Na R2 se souřadnicemi x = (x1, x2) uvažujme soustavu dife-

renciálńıch rovnic

(ẍ1)2 + (x1 − x2)(ẋ1)2 = 0, (ẍ2)2 + (x1 − x2)(ẋ2)2 = 0. (9.28)
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Křivky c(s) : I → R2 (parametrizované obloukem), které jsou řešeńım soustavy, určuj́ı

soustavu geodetik (symetrické) lineárńı konexe ∇ s komponentami Γ1
11 = Γ2

22 = x1 − x2,

jinak Γi
jk = 0. Požadujeme, aby konexe (lineárńı, bez torze) byla metrizovatelná, tj.

chceme naj́ıt symetrické tenzorové pole g typu (0, 2) s ∇g = 0. Odpov́ıdaj́ıćı soustavu

∂1g11 = (x1 − x2)g11, ∂1g12 = 0, ∂1g22 = 0,

∂2g11 = 0, ∂2g12 = (x1 − x2)g12, ∂2g22 = (x1 − x2)g22

jsme v kapitole
”
Př́ımá metoda” vyřešili př́ımo (Př́ıklad 4.1). Zjistili jsme, že jediné řešeńı

je triviálńı: gij = 0 pro každé i, j. Pro soustavu (9.28) se nám tedy nepodařilo naj́ıt

multiplikátory tvaru gij(x) (to ale nevylučuje možnost, že by mohly existovat obecněǰśı

funkce tvaru gij(t, x, u), které by danou soustavu převedly na variačńı v slabém smyslu).

Př́ıklad 9.6 [11] Rovnice

ẍ1 = −(ẋ1)2, ẍ2 = −(ẋ2)2 (9.29)

určuj́ı na M2 = R2 symetrickou lineárńı konexi ∇X1X1 = X1 = 0, ∇X2X2 = X2, jinak

∇Xi
Xj = 0, Xi = ∂

∂xi , s Christoffelovými symboly

Γ1
11 = Γ2

22 = 1, jinak Γk
ij = 0.

Pokud vypočteme tenzor křivosti R, zjist́ıme, že je nulový (ekvivalentně Ric = 0) a tedy

konexe ∇ je plochá, proto (lokálně) metrizovatelná, a zadaný systém je variačńı. Ke

zjǐstěńı komponent metriky, nebo jinak řečeno, variačńıch multiplikátor̊u gij, jsme řešili

soustavu PDR (viz Př́ıklad 4.4)

∂1g11 = 2g11, ∂1g12 = g12, ∂1g22 = 0,

∂2g11 = 0, ∂2g12 = g12, ∂2g22 = 2g22.

Je-li dáno x0 ∈ M , nesingulárńı matice 2 × 2 (g0
ij) a počátečńı podmı́nky gij(x0) = g0

ij,

je řešeńım g11 = g0
11e

2x1
, g12 = g0

12e
x1+x2

, g22 = g0
22e

2x2
, proto źıskáme tuto (globálńı)

metriku na R2 a odpov́ıdaj́ıćı Lagrangián:

gij = g0
ij · exi+xj

, L =
1

2
g0

ije
xi+xj

uiuj.
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Poznámka 9.7 Pokud zavedeme v podstatě stejnou konexi na
”
nekonečném válci” S1×R,

nebo na anuloidu T 2 = S1 × S1, tak konexe neńı globálně metrizovatelná. Budeme-li

uvažovat (souvislou, dokonce hladkou) funkci f(t) = |X1(γ(t))|, t ∈ (0, 1), pak délka

(hladkého a globálně definovaného) souřadnicového vektorového pole X1 podél
”
křivky

toku vektorového pole” (což je kružnice bez jednoho bodu) splňuje f ′ = 2f ; metrika

se tedy chová
”
exponenciálně”. Muśıme očekávat problémy s úspěšným

”
spojováńım”

metriky na překrýváńı okoĺı.

Př́ıklad 9.8 Soustava

ẍ1 + ẋ1ẋ2 = 0, ẍ2 − 1

2
exp(x2)(ẋ1)2 = 0 (9.30)

zadává právě systém kanonicky parametrizovaných geodetik symetrické lineárńı konexe,

jej́ımiž jedinými nenulovými komponentami jsou Γ1
12 = Γ1

21 = 1
2
, Γ2

11 = −1
2
ex2

. V př́ıkladu

6.7 je již uvedeno (pomoćı Ricciho tenzoru), že konexe je metrizovatelná. Všechny jej́ı

(globálńı) kompatibilńı metriky na R2 tvoř́ı jednoparametrickou soustavu

gb = exp (x2 + b) dx1 ⊗ dx1 + exp (b) dx2 ⊗ dx2, b ∈ R, (9.31)

která poskytuje Lagrangiány L = 1
2
ex2+b(u1)2 + 1

2
eb(u2)2.
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Nyńı vyjdeme z výsledk̊u uvedených v [57]. Zavedeme speciálńı tzv. pre-semigeodetické

mapy, které budeme charakterizovat jak geometricky, tak v řeči zadané konexe. Za t́ım

účelem formulujeme verzi věty typu Peano-Picard-Cauchyovy o existenci a jednoznačnosti

řešeńı problému se zadanými počátečńımi podmı́nkami pro systém obyčejných diferenci-

álńıch rovnic prvńıho řádu. Zavedený aparát se pak užije v pevné pre-semigeodetické

mapě variety se zadanou lineárńı symetrickou konex́ı: rekonstruujeme, nebo sestroj́ıme

(doplńıme), symetrickou lineárńı konexi v jistém souřadnicovém okoĺı na základě znalosti

”
počátečńıch podmı́nek”, totiž ze zúžeńı konexe na pevnou (n− 1)-rozměrnou podvarietu

S a z vhodně vybraných komponent tenzoru křivosti R v souřadnicovém okoĺı.

V Riemannově prostoru užijeme speciálńıho př́ıpadu tzv. semigeodetických souřadnic.

Užit́ım podobných metod jsme schopni také rekonstruovat, nebo sestrojit, metrický tenzor

typu (0, 4) pseudo-Riemannovy variety v definičńım oboru semigeodetických souřadnic,

je-li dáno zúžeńı metriky na nějakou neizotropickou nadplochu a jisté komponenty tenzoru

křivosti v
”
objemu”.

Připomeňme, že postupy vedoućı k vyřešeńı problému o nalezeńı Riemannovy metriky

z těch či oněch podmı́nek či informaćı může být zaj́ımavé jak z hlediska teoretického,

tak z hlediska praktického. Jak jsme viděli, řada autor̊u se zabývala možnost́ı nalezeńı

metrického tenzoru ze znalosti tenzoru křivosti, [38, str. 135-136], nebo dokázala existenci

metriky s předepsaným Ricciho tenzorem, [13], [77] apod. Obecně, řešit takový problém

znamená řešit relativně komplikovaný systém nelineárńıch parciálńıch diferenciálńıch rov-

nic, jejichž koeficienty jsou vyjádřeny jako funkce komponent Riemannova tenzoru křivosti.

Jednou z možnost́ı, jak zjednodušit situaci, je naj́ıt vhodný souřadnicový systém, vzhle-

dem k němuž se soustava p̊uvodně zadaných rovnic výrazně zjednoduš́ı. Naš́ım ćılem je

ukázat takový systém souřadnic a jeho použit́ı.

V článku [25], v souřadnicovém okoĺı Riemannova prostoru (s pozitivně definitńı

metrikou), na kterém jsou dány speciálńı, semigeodetické souřadnice, jsou komponenty

metrického tenzoru vyjádřeny pomoćı hodnot, kterých nabývaj́ı na jisté nadploše a dále

z některých komponent tenzoru křivosti typu (1, 3) v daném souřadnicovém okoĺı. Pode-

jme stručné vysvětleńı tohoto př́ıstupu.
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Předpokládejme, že γ : I → M je geodetika na n-dimenzionálńı Riemannově varietě

M , a p je bod na γ. Pak existuj́ı lokálńı souřadnice (t, x2, . . . , xn) v okoĺı bodu p takové,

že pro malá t, γ(t, 0, . . . , 0) představuje geodetiku v okoĺı p; na γ je metrickým tenzorem

eukleidovská metrika. Na γ (a pouze na ńı) se všechny Christoffelovy symboly anuluj́ı

(tedy všechny zmı́něné vlastnosti jsou splněny pouze na vybrané geodetice). Zde budeme

uvažovat obecněǰśı situaci. Zavedeme speciálńı pre-semigeodetické souřadnice, které in-

dukuj́ı, v jistém tubulárńım okoĺı, speciálńı parametrizace na všech kanonických geode-

tikách současně, a charakterizujeme je geometricky i v řeči př́ıslušné konexe. Zmı́něné Fer-

miho souřadnice jsou pak speciálńım př́ıpadem. Poznamenejme, že Fermiho souřadnice,

nazvané podle italského fyzika Enrico Fermi, [21], jsou široce použitelné v Riemannově

geometrii i v teoretiké fyzice, [4], [52], [51] apod.

Jako hlavńıho prostředku užijeme vět z teorie diferenciálńıch rovnic. Formulujeme větu

o existenci a jednoznačnosti řešeńı systému obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho

řádu se zadanými počátečńımi podmı́nkami (Peano-Picard-Cauchy), a tohoto aparátu

využijeme v pevně daném definičńım oboru (pre-semigeodetické) mapy (U, (xi)) zadané

variety (M,∇) se symetrickou lineárńı konex́ı. Naš́ım ćılem bude rekonstruovat, př́ıpadně

sestrojit symetrickou lineárńı konexi v jistém okoĺı daného bodu ze znalosti
”
počátečńıch

podmı́nek”, jimiž jsou zúžeńı konexe na pevnou (n−1)-rozměrnou podvarietu S a některé

vhodné komponenty tenzoru křivosti R v
”
objemu” (v souřadnicovém okoĺı).

Podobně, týmiž metodami dosáhneme rekonstrukce, nebo konstrukce, metrického ten-

zoru pseudo-Riemannovy variety v definičńım oboru semigeodetických souřadnic, je-li

dáno zúžeńı metriky na nějakou neizotropickou nadplochu a jisté komponenty tenzoru

křivosti typu (0, 4) v
”
objemu”. Na rozd́ıl od autor̊u zmı́něné publikace [25], předkládáme

mnohem kratš́ı d̊ukazy konstruktivńıho charakteru, založené na klasických výsledćıch

z teorie obyčejných diferenciálńıch rovnic.

10.1 Pre-semigeodetická mapa

Necht’ (M,∇) je (diferencovatelná nebo hladká) n-dimenzionálńı varieta M se symet-

rickou lineárńı konex́ı ∇. Necht’ Γh
ij znač́ı komponenty konexe ∇ v pevné mapě (U,ϕ =

(x1, . . . , xn)) variety M , kde U ⊆M je otevřené okoĺı.

Jestliže ve vybraných souřadnićıch (U, (xi)) plat́ı Γh
11(x) = 0 pro všechny indexy h =
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1, . . . , n, řekneme, že (U, (xi)) je pre-semigeodetická mapa vzhledem k souřadnici x1 a ke

konexi ∇, nebo že x1 je geodetická souřadnice v U . Preferovat prvńı souřadnici je vcelku

přirozené, a neńı to zřejmě na újmu obecnosti.

Připomeňme, že podobné souřadnice byly použity v [67], kde byly nazvány
”
skoro

semigeodetickými”.

Ukažme geometrickou interpretaci pre-semigeodetických map. Připomeňme, že rovnice

∇ċċ = 0 kanonicky parametrizovaných geodetik c : I → U zúžené konexe ∇|U maj́ı

v lokálńıch souřadnićıch tvar (zde k = 2, . . . , n)

d2c1

ds2 + Γ1
11

(
dc1

ds

)2

+
∑n

j=2 Γ1
1j

dc1

ds
dcj

ds
+
∑n

i,j=2 Γ1
ij

dci

ds
dcj

ds
= 0,

d2ck

ds2 + Γk
11

(
dc1

ds

)2

+
∑n

j=2 Γk
1j

dc1

ds
dcj

ds
+
∑n

i,j=2 Γk
ij

dci

ds
dcj

ds
= 0.

(10.1)

Lemma 10.1 Podmı́nky Γh
11 = 0, h = 1, . . . , n jsou na U splněny právě tehdy, když

parametrizované křivky

c : I → U, c(s) = (s, a2, . . . , an), s ∈ I, ai ∈ R, i = 2, . . . , n (10.2)

jsou kanonicky parametrizované geodetiky zúžené konexe ∇|U . Zde I je interval a ak jsou

vhodné konstanty vybrané tak, že c(I) ⊂ U .

Důkaz. Necht’ Γh
11 = 0 plat́ı pro všechny indexy h = 1, . . . , n. Pak lokálńı křivky

s parametrizacemi (10.2) splňuj́ı

dc(s)

ds
=

(
∂

∂x1

)

c(s)

,
d2c(s)

ds2
= 0, (10.3)

a tedy jsou řešeńımi systému (10.1). Naopak, jestliže křivky (10.2) patř́ı mezi řešeńı rovnic

(10.1), pak d́ıky (10.3) dostáváme Γh
11 = 0 ze vztah̊u (10.1).

Tedy pre-semigeodetická mapa je plně určena podmı́nkou, že křivky x1 = s, xi =

konst., i = 2, . . . , n, patř́ı mezi geodetiky dané konexe v daném souřadnicovém okoĺı.

Definičńı obor U takové mapy má tvar tuby sestrojené podél geodetik, je
”
tubulárńı”.

10.2 Rekonstrukce konexe

Nyńı ukážeme, jak symetrická lineárńı konexe může být v oboru U pre-semigeodetic-

kých souřadnic (vzhledem k x1) jednoznačně doplněna (rekonstruována), nebo sestrojena,
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v jisté otevřené podmnožině souřadnicového okoĺı U , jestliže známe zúžeńı komponent

Γh
1k hledané konexe na podvarietu S definovanou rovnićı x1 = 0 a máme předepsané

komponenty Rh
i1k tenzoru křivosti v daném tubulárńım okoĺı U .

Nejprve pro tento účel modifikujme větu o existenci a jednoznačnosti řešeńı systému

obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu se zadanými počátečńımi podmı́nkami.

V Rn se standardńımi souřadnicemi (x1, x2, . . . , xn) ztotožńıme lineárńı podprostor (nad-

rovinu) zadanou rovnićı x1 = 0 s prostorem Rn−1, tedy (x̃) = (x2, . . . , xn) budou stan-

dardńı souřadnice v Rn−1. Necht’ J = (0, 1) je otevřený jednotkový interval a označme

jako Km = J m otevřenou standardńı m-krychli. Dále označme

Dn(δ) = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn | 0 ≤ x1 ≤ δ, 0 < xi < 1, i = 2, . . . , n} ⊂ Rn.

Otevřená (n− 1)-krychle Kn−1 = J n−1, chápaná jako

Kn−1 = {x̃ = (x2, . . . , xn) ∈ Rn−1 | 0 < xi < 1, i = 2, . . . , n} ⊂ Rn−1,

se dá ztotožnit s podvarietou S v Dn(δ) určenou rovnićı x1 = 0.

Necht’ tedy v daľśım S znač́ı podvarietu v Dn(δ) určenou rovnićı x1 = 0.

Věta 10.2 Necht’ ∇̃ je symetrická lineárńı konexe na S (tř́ıdy aspoň C2) se složkami

Γ̃h
ij(x̃), h, i, j ∈ {2, . . . , n}, x̃ ∈ S.

Necht’ Γ̃h
1j(x̃), h, j ∈ {1, . . . , n} jsou funkce tř́ıdy aspoň C2 na S, kde Γ̃h

11(x̃) = 0 pro h =

1, . . . , n. Necht’ dále Ah
ij(x), h, i, j ∈ {1, . . . , n} jsou funkce (aspoň C0) v Dn(δ) a takové,

že Ah
1k jsou aspoň tř́ıdy C1 v každé z proměnných x2, . . . , xn a aspoň C0 v x1. Dále, necht’

na S plat́ı podmı́nky R̃h
i1k(x2, . . . , xn) = Ah

ik(x2, . . . , xn). Potom existuje reálné č́ıslo δ̂,

0 < δ̂ ≤ δ a existuje jediná symetrická lineárńı konexe ∇ v okoĺı Dn(δ̂) s komponentami

Γh
ij(x), x ∈ Dn(δ̂), h = 1, . . . , n tak, že plat́ı: Γh

11(x) = 0 na Dn(δ̂) pro h = 1, . . . , n (tedy

souřadnice jsou semigeodetické), Γh
11(0, x̃) = Γ̃h

11(x̃) pro všechna x̃ ∈ S, h, i, j ∈ {1, . . . , n}
(a tedy ∇|S = ∇̃) a Rh

i1k(x) = Ah
ik(x) pro všechna x ∈ Dn(δ̂)v Dn(δ̂), h, i, k ∈ {1, . . . , n}.

Důkaz. Jestliže ∇ je daná konexe na nějakém oboru Dn(δ) se složkami Γh
ij(x), x ∈ Dn(δ),

jsou komponenty jej́ıho tenzoru křivosti vázány s komponentami konexe klasickým vzta-

hem

Rh
ijk = ∂jΓ

h
ik − ∂kΓh

ij + Γm
ikΓh

mj − Γm
ij Γh

mk. (10.4)
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10.2 Rekonstrukce konexe

Předpokládejme, že plat́ı Γh
11 = 0. Položme i = j = 1. Dostáváme vztahy

∂

∂x1
Γh

1k +
∑

m

Γm
1kΓh

1m −Rh
11k = 0. (10.5)

Podobně pro j = 1 a i ∈ {2, . . . , n} źıskáme systém rovnic

∂

∂x1
Γh

ik +
∑

m

Γm
ikΓh

m1 −
∂

∂xk
Γh

i1 −Rh
i1k = 0. (10.6)

Předpokládejme nyńı, že jsou splněny podmı́nky věty 10.2. Uvažujme systém

∂

∂x1
Γh

1k = −
∑

m

Γm
1kΓh

1m + Ah
1k, (10.7)

který budeme považovat za systém obyčejných diferenciálńıch rovnic v jedné proměnné x1

pro neznámé funkce Γh
1k, ostatńı souřadnice (x̃) = (x2, . . . , xn) ∈ Kn−1 = S považujeme

za parametry. Zadáme-li počátečńı podmı́nky

Γh
1k(0, x2, . . . , xn) = Γ̃h

1k(x2, . . . , xn) pro (x2, . . . , xn) ∈ S,

pak podle vět z teorie diferenciálnich rovnic existuje č́ıslo δ1, 0 < δ1 ≤ δ a existuj́ı

jednoznačně určené funkce Γh
1k(x1, . . . , xn) (tř́ıdy aspoň C1) na definičńım oboru Dn(δ1),

které vyhovuj́ı počátečńım podmı́nkám

Γh
1k(0, x̃) = Γ̃h

1k(x̃), x̃ ∈ S. (10.8)

Tyto funkce a jejich derivace použijeme v daľśım. Uvažujme systém

∂

∂x1
Γh

ik = −
∑

m

Γm
ikΓh

m1 +
∂

∂xk
Γh

i1 + Ah
ik = 0, (10.9)

kde jsme za funkce Γh
i1 dosadili z předchoźıho. Máme tedy opět systém obyčejných dife-

renciálńıch rovnic v jedné proměnné x1. Podle vět o existenci a jednoznačnosti systému

obyčejných diferenciálńıch rovnic existuje δ̂, 0 < δ̂ ≤ δ1 a existuj́ı jednoznačně určené

funkce tř́ıdy aspoň C1 na oboru Dn(δ̂)

Γh
ik(x1, . . . , xn), i 6= 1 6= k,

které vyhovuj́ı počátečńım podmı́nkám

Γh
ik(0, x2, . . . , xn) = Γ̃h

ik(x2, . . . , xn), (x2, . . . , xn) ∈ S. (10.10)
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10 REKONSTRUKCE KONEXE NEBO METRIKY

Dále, snadno zjist́ıme, že d́ıky vztah̊um (10.5), (10.6), (10.7), (10.9) dostaneme:

Rh
i1k(x) = Ah

ik(x), x ∈ Dn(δ̂), h, i, k = 1, . . . , n. (10.11)

Jako d̊usledek dostaneme: jestliže (U,ϕ = (x1, . . . , xn)) je mapa na varietěM , uvažujme

podvarietu S ⊂ U v U definovanou rovnićı x1 = 0 a symetrickou lineárńı konexi ∇̃ na S

tř́ıdy aspoň C2 se složkami Γ̃h
ij. Zvolme funkce Ah

ij na U takové, že Ah
ik jsou tř́ıdy aspoň

C0 pro i = 2, . . . , n, funkce Ah
1k jsou spojité v x1, a Ah

1k jsou aspoň C1 ve zbývaj́ıćıch

proměnných x2, . . . , xn. Potom existuje jediná symetrická lineárńı konexe ∇ na U s kom-

ponentami splňuj́ıćımi Γh
11 = 0 pro h = 1, . . . , n, která je rozš́ı̌reńım konexe ∇̃, tj. plat́ı

∇|S = ∇̃. Daná mapa je pak pre-semigeodetická vzhledem ke konexi ∇ a na U plat́ı

Rh
j1k = Ah

jk.

10.3 Semigeodetické souřadnice

Řekneme, že mapa (U, (xi)) pseudo-Riemannovy variety (M, g) je semigeodetická (nebo

že (xi) jsou semigeodetické souřadnice), jestliže vzhledem k této mapě má metrický tenzor

komponenty

g = edx1 ⊗ dx1 + g̃ij(x
1, x2, . . . , xn)dxi ⊗ dxj, i, j = 2, . . . , n, (10.12)

kde e = ±1 (znameńı plus nebo minus souviśı s druhou mocninou integrálu tečného

vektoru ke křivce dané souřadnićı x1).

Geometrická interpretace je následuj́ıćı, [67, str. 55].

Lemma 10.3 Lokálńı souřadnice (xi) na pseudo-Riemannově varietě jsou semigeodetic-

ké, právě když 1-śıt’ x1-souřadnicových křivek je tvořena právě všemi geodetikami para-

metrizovanými obloukem, které jsou kolmé k neizotropické nadrovině definované rovnićı

x1 = konst.

Poznamenejme, že souřadnicové nadplochy definované rovnićı xj = konst. pro j =

2, . . . , n jsou ortogonálńı k takto vybranému systému geodetik. Dále, semigeodetické

souřadnice jsou zřejmě pre-semigeodetické.
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10.4 Rekonstrukce metriky v semigeodetických souřadnićıch

Klasické semigeodetické souřadnice mohou být zavedeny v dostatečně malém okoĺı

libovolného bodu libovolné Riemannovy variety (tentokrát mı́ńıme s pozitivně definitńı

metrikou), a jsou plně charakterizovány souřadnicovým vyjádřeńım metriky:

gij = dx1 ⊗ dx1 + g̃ij(x
1, x2, . . . , xn)dxi ⊗ dxj, i, j = 2, . . . , n. (10.13)

Tedy na cylindru můžeme semigeodetické souřadnice zavést globálně.

Výhody takových souřadnic jsou známy od dob K.F. Gausse ( [47, str. 201],
”
Geodä-

tische Parallelkoordinaten”), a často je použ́ıváme zejména v dimenzi 2 v r̊uzných apli-

kaćıch, aniž se o tom zmiňujeme, [59], [78] apod. Např. geodetické polárńı souřadnice,

”
Geodätische Polarkoordinaten,” [47, str. 197-204], mohou být interpretovány jako

”
li-

mitńı př́ıpad” semigeodetických souřadnic. Všechny geodetické souřadnicové křivky φ =

x2 = konst. procházej́ı jedńım bodem nazývaným pól, který odpov́ıdá rovnici r = x1 = 0.

Křivky odpov́ıdaj́ıćı rovnićım r = x1 = konst. jsou geodetické kružnice.

10.4 Rekonstrukce metriky v semigeodetických souřadnićıch

Věta 10.4 Necht’ aij je (aspoň) spojitá funkce v Dn(δ), necht’ g̃ij je funkce tř́ıdy (aspoň)

C2 v Kn−1 a G̃ij jsou funkce tř́ıdy (aspoň) C1 v Kn−1, i, j = 2, . . . , n, takové, že matice

(g̃ij) a (G̃ij) jsou symetrické, g̃ji = g̃ij, G̃ji = G̃ij, a plat́ı det(g̃ij) 6= 0 v Kn−1. Zvolme

pevně e ∈ {−1, 1}. Potom existuje δ̂, 0 < δ̂ ≤ δ a existuje jednoznačně určený metrický

tenzor g tř́ıdy (aspoň) C2 v Dn(δ̂), který je nedegenerovaný, tedy det(gij) 6= 0 na Dn(δ̂),

a pro jeho komponenty plat́ı g11 = e, g1j = 0 pro j = 2, . . . , n, a pro i, j = 2, . . . , n je

gij(0, x̃) = g̃ij(x̃),
∂+

∂x1
gij(0, x̃) = G̃ij(x̃), x̃ ∈ Kn−1, (10.14)

kde ∂+

∂x1 znač́ı parciálńı derivaci zprava, a je splněna podmı́nka

aij(x) = R1ij1(x), x ∈ Dn(δ̂). (10.15)

Důkaz. Složky tenzoru křivosti R typu (0, 4) pseudo-Riemannovy variety Vn = (M, g)

jsou se složkami metriky vázány takto:

Rhijk =
1

2
(∂ijghk + ∂hkgij − ∂ikghj − ∂ijghk) + grs(ΓhkrΓijs − ΓhjrΓkjs), (10.16)
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10 REKONSTRUKCE KONEXE NEBO METRIKY

kde Γijk = 1
2
(∂igjk+∂jgik−∂kgij) jsou Christoffelovy symboly prvńıho typu ve Vn, a grs jsou

komponenty duálńıho tenzoru ke g. Tedy gij jsou funkce racionálńı v komponentách gij

metriky, gij = 1/ det(gij) ·Aji, kde Aji je algebraický doplněk prvku gji matice metrického

tenzoru.

Položme h = k = 1 a užijme předpokladu g11 = e, g1j = 0. Pomoćı (10.16) dostaneme

R1ij1 =
1

2
∂11gij −

1

4
grs∂1gir∂1gjs. (10.17)

Můžeme předpokládat, že pro indexy je i, j, r, s > 1. Dosad’me

Gij = ∂1gij. (10.18)

Pak můžeme psát (10.17) ve tvaru

R1ij1 =
1

2
∂1Gij −

1

4
grsGirGjs. (10.19)

Označme R1ij1(x) = aij(x). Máme tedy řešit systém

∂1gij = Gij,

∂1Gij = 1
2
grsGirGjs + 2aij

(10.20)

pro počátečńı podmı́nky

gij(0, x̃) = g̃ij(x̃),
∂+

∂x1
gij(0, x̃) = G̃ij(x̃), x̃ ∈ Kn−1, i, j = 2, . . . , n. (10.21)

Protože determinant i algebraické doplňky jsou spojité funkce složek gij a požadujeme,

aby det(g̃ij)(0, x̃) = det(g̃ij)(x̃) 6= 0, máme zaručeno, že grs budou dobře definované

a rozumně se chovaj́ıćı funkce v gij, podobně jako v [25]. Tedy na (10.20) můžeme nahĺıžet

jako na systém obyčejných diferenciálńıch rovnic 1. řádu v proměnné x1 pro neznámé

funkce gij a Gij, s počátečńımi podmı́nkami (10.21); ostatńı souřadnice x2, . . . , xn ∈ Kn−1

považujeme za parametry. Pravé strany v rovnici (10.20) splňuj́ı podmı́nky věty o e-

xistenci a jednoznačnosti řešeńı systému diferenciálńıch rovnic [14, str. 263] na oboru

Dn(δ̃) a maj́ı spojité derivace vzhledem ke gij a Gij. Problém s počátečńımi podmı́nkami

(10.20) a (10.21) má jediné řešeńı gij(x). Funkce gij jsou komponentami metrického ten-

zoru v oboru Dn(δ̃), a porovnáńım (10.20) a (10.19) snadno zjist́ıme, že složky tenzoru

křivosti této metriky splňuj́ı R1ij1(x) = aij(x), jak jsme měli ukázat.
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10.4 Rekonstrukce metriky v semigeodetických souřadnićıch

Protože matice (gij) a (Gij) jsou symetrické, můžeme předpokládat, že i ≤ j v (10.20)

a v (10.21).

Jako d̊usledek dostáváme

Věta 10.5 Necht’ aij jsou spojité funkce v jistém spuřadnicovém okoĺı U , g̃ij jsou C2-

funkce v S̃ = U ∩ S, kde S je nadrovina S : x1 = 0 v R
n, a G̃ij jsou C1-funkce v S̃ pro

i, j = 2, . . . , n takové, že matice (g̃ij) a (G̃ij) jsou symetrické a plat́ı det(g̃ij) 6= 0 v S̃.

Zvolme e ∈ {−1, 1}. Pak existuje δ̂ > 0 a existuje jediná nedegenerovaná (det(gij) 6= 0)

metrika g tř́ıdy C2 v Ũ = 〈−δ̂, δ̂〉 × S̃, pro kterou g11 = e, g1j = 0, j = 2, . . . , n (tj. Ũ je

semigeodetické okoĺı) a pro i, j = 2, . . . , n plat́ı

gij(0, x̃) = g̃ij(x̃),
∂+

∂x1
gij(0, x̃) = G̃ij(x̃), x̃ ∈ S̃ (10.22)

a

aij(x) = R1ij1(x), x ∈ Ũ . (10.23)

Polož́ıme-li speciálně aij(x) = R1ij1(x), dává řešeńı systému (10.20) odpověd’ na

problém o nalezeńı metriky s předepsanými složkami R1ij1(x) Riemannova tenzoru křivosti

v typu (0, 4). Dosad́ıme-li za źıskané složky metriky, dostaneme následuj́ıćı vztah pro kom-

ponenty tenzoru křivosti v typu (1, 3):

R1ij1 = eR1
ij1 = −eR1

i1j = gimR
m
11j = −gimR

m
1j1. (10.24)

Tento výsledek je tedy zobecněńım výsledk̊u z [24] a [25].
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11 KŘIVOSTNĚ HOMOGENNÍ PROSTORY

11 Křivostně homogenńı prostory

Náš daľśı zájem bude věnován prostor̊um, které jsou zobecněńım homogenńıch a lokálně

homogenńıch prostor̊u. Připomeňme tedy nejprve tyto klasické tř́ıdy Riemannových va-

riet.

11.1 Riemann̊uv globálně homogenńı prostor

Je-li G Lieova grupa (s jednotkou 1) a H jej́ı kompaktńı podgrupa, vzniká faktorizaćı

na nosiči G/H = {gH | g ∈ G} tzv. homogenńı prostor. Topologický faktorprostor M̃ =

G/H má strukturu analytické variety. Algebraicky vzniká faktorgrupa s operaćı (aH) ·
(bH) = (ab)H, jej́ı jednotkový vektor bývá označován jako o, tedy o = 1·H = H. Původńı

grupa operuje na tř́ıdách takto:

G×G/H → G/H, (a, bH) 7→ (ab)H.

Lze ukázat, že akce Lieovy grupy G na M̃ = G/H je reálně analytická. Také přirozená

projekce π : G→ G/H je reálně analytická.

V bodě o ∈ G/H faktorprostoru uvažujme tečný prostor To(G/H) a (kompaktńı)

grupu isotropie H̃ v bodě o, složenou ze všech takových lineárńıch zobrazeńı tečného

prostoru, která jsou indukována zobrazeńımi fixuj́ıćımi bod o. Lze ukázat, že na To(G/H)

existuje pozitivně definitńı skalárńı součin go invariantńı vzhledem k H̃.

Jestliže x ∈ G/H je libovolný prvek, definujeme skalárńı součin na Tx(G/H) vztahem

gx(X,Y ) = go(TLa−1X,TLa−1Y ) pro X,Y ∈ Tx(G/H), kde a ∈ G je prvek takový,

že a(0) = x (na konkrétńı volbě takového prvku výsledek nezáviśı). La−1 je levý zdvih

prvkem a−1, x 7→ a−1x a TLa−1 je jeho tečné zobrazeńı (diferenciál). Potom x 7→ gx je

Riemannova metrika invariantńı vzhledem ke grupě G.

G/H spolu s takto sestrojenouG-invariantńı pozitivně definitńı Riemannovou metrikou

je homogenńı prostor. Homogennost je možno charakterizovat v řeči grupy izometríı pros-

toru:

Věta 11.1 Riemannova varieta (M, g) je homogenńı právě tehdy, když úplná grupa izo-

metríı Iso(M) variety (M, g) operuje na M tranzitivně.

104



11.2 Lokálně homogenńı prostor

T́ım je vysvětlena volba názvu této tř́ıdy prostor̊u: takové Riemannovy prostory maj́ı

stejnorodé vlastnosti v okoĺı všech svých bod̊u, izometríı se (při volbě adaptovaných

souřadnic, indukovaných difeomorfismem) přetáhnou Christoffely Riemannovy konexe

a z nich odvozené objekty jako např. tenzor křivosti.

11.2 Lokálně homogenńı prostor

Postupně byla věnována pozornost širš́ı tř́ıdě prostor̊u, v nichž chováńı křivosti a torze

lze považovat za
”
podobné” na jistých okoĺıch libovolných dvou bod̊u a mezi něž patř́ı

Riemannovy homogenńı variety jako speciálńı podtř́ıda: jejich charakteristickou vlastnost́ı

je, že př́ıslušná Riemannova konexe je
”
invariantńı v̊uči paralelismu”.

Definice 11.2 Lokálně homogenńı prostor je Riemannova varieta, na ńıž jej́ı pseudogrupa

lokálńıch izometríı operuje tranzitivně [34, I, str. 11].

Je možno dokázat:

Věta 11.3 Riemannova varieta (M, g) je lokálně homogenńı právě tehdy, když existuje

lineárńı konexe Γ na M , která je v našem smyslu kompatibilńı s metrikou, tj. Γg = 0,

a má paralelńı také tenzor křivosti i torze, tedy splňuje ΓT = 0 = ΓR.

V [74] je pro každou lokálně homogenńı Riemannovu varietu sestrojena tzv. kanonická

AS-konexe (Ambrose-Singerova), která má právě požadované vlastnosti; naopak, jestliže

existuje konexe s těmito vlastnostmi, pak paralelńı přenos vzhledem ke konexi podél

křivky spojuj́ıćı libovolně dané body p, q ∈M je možno rozš́ı̌rit do izometrie f s vlastnost́ı

f(p) = q.

Připomeňme, že infinitesimálńı model na reálném eukleidovském prostoru se skalárńım

součinem (V (R), 〈 , 〉) je dvojice tenzor̊u (T,R) na V ,

T : V → End(V ), X → T (X, .), R : V × V → End(V ), (X,Y ) → R(X,Y )

takové, že plat́ı:

T (X,Y ) = −T (Y,X), R(X,Y ) = −R(Y,X), (11.1)

〈R(X,Y )Z,W 〉 + 〈R(X,Y )W,Z〉 = 0, (11.2)
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R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y + T (TXY, Z) + T (TYZ,X) + T (TZX,Y ) = 0, (11.3)

R(TXY, Z) +R(TYZ,X) +R(TZX,Y ) = 0, (11.4)

R(X,Y ) · T = R(X,Y ) ·R = 0 (11.5)

(R(X,Y ) operuje jako derivováńı na tenzorech).

Dva infinitesimálńı modely (T,R) na V a (T´, R´) na V ´ budeme považovat za

izomorfńı, jestliže existuje izometrie F : V → V ´ taková, že plat́ı:

T´(FX,FY ) = F (T (X,Y )), R´(FX,FY )FZ = F (R(X,Y )Z). (11.6)

Infinitesimálńı model asociovaný s AS-konex́ı ∇ je definován tak, že vezmeme V =

TpM, 〈·, ·〉 = gp, T = Tp, R = Rp. Vlastnosti (11.1) a (11.2) jsou splněny triviálně, (11.3)

a (11.4) plynou z Bianchiho identit, (11.5) plyne z Ricciho identity. Při volbě jiného bodu

p ∈M dostáváme model, který je s předchoźım izomorfńı.

Ukazuje se, že ke každé AS-konexi existuje algebraický objekt, tzv. infinitesimálńı

model, a naopak, infinitesimálńımu modelu odpov́ıdá lokálně homogenńı Riemannova va-

rieta, určená jednoznačně až na lokálńı izometrie.

Je-li varieta (M, g) lokálně homogenńı a úplná, pak jej́ı univerzálńı Riemannovské

nakryt́ı je globálně homogenńı, a proto je (M, g) lokálně izometrická jistému Riemannovu

homogenńımu prostoru G/H. Existuj́ı však lokálně homogenńı variety, nikoli úplné, které

nejsou lokálně izometrické žádnému homogenńımu prostoru.

Věta 11.4 Dvoudimenzionálńı lokálně homogenńı Riemannovy variety jsou právě ty,

které maj́ı křivost konstantńı, tedy sféry S
2(r), r ∈ R a hyperbolická rovina H

2.

11.3 Klasické křivostně homogenńı prostory

Definice 11.5 Řekneme, že Riemannova varieta (M, g) je křivostně homogenńı, jestliže

pro každé dva body p, q z M existuje lineárńı izometrie F : TpM → TqM tečných prostor̊u

v těchto bodech, která zachovává tenzor křivosti R typu (0, 4), tj. splňuje

F ∗(Rq) = Rp. (11.7)
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11.4 Křivostně homogenńı prostory typu (1, 3)

p q

F

X FX

M

T Mp
T Mq

Obrázek 11.1: K definici 11.7.

Připomeňme, že pull-back tenzoru R je dán takto [20]:

F ∗(Rq)(X,Y, Z,W ) = Rq(FX,FY, FZ, FW )

pro všechny tečné vektory X,Y, Z,W ∈ TpM . Lineárńı izometrie je lineárńı zobrazeńı,

pro které F ∗(gq) = gp, kde pull-back F ∗(gq) je definován pro každé X,Y ∈ TpM takto

F ∗(gq)(X,Y ) = gq(FX,FY ).

Rovnice F ∗(gq) = gp detailně znamená, že pro všechny tečné vektory X,Y ∈ TpM plat́ı

gp(X,Y ) = F ∗(gq)(X,Y ). Ekvivalentně v lokálńıch souřadnićıch adaptovaných vzhledem

k difeomorfismu složky metriky v p a q jsou stejné, gij(p) = gij(q). Podmı́nku (11.7) lze

vyjádřit v lokálńıch souřadnićıch adaptovaných k zobrazeńı F ∗ takto:

Rijkl(p) = Rijkl(q).

Studiu křivostně homogenńıch prostor̊u se věnovala řada autor̊u. Základńı byl článek

F.M. Singera [71], který navazoval na starš́ı studii Charlese Ehresmanna z roku 1936, ale

mı́sto Ehresmannova předpokladu, že lokálńı grupa izometríı v okoĺı bodu je lokálńı Lieova

grupa (tzv. lokálně homogenńı prostor) předpokládá splněńı jiné podmı́nky ekvivalentńı

s (11.7).

11.4 Křivostně homogenńı prostory typu (1, 3)

V posledńı době byla věnována pozornost také př́ıbuznému tématu, a to Rieman-

novým křivostně homogenńım prostor̊um typu (1, 3). Ukazuje se, že
”
klasické” křivostně

homogenńı prostory patř́ı mezi (1, 3)-křivostně homogenńı, ale ne naopak. Jak uvid́ıme
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11 KŘIVOSTNĚ HOMOGENNÍ PROSTORY

z konstrukćı př́ıklad̊u, tř́ıda (1, 3)-křivostně homogenńıch variet má mnohem větš́ı mohut-

nost.

Nejprve připomeňme následuj́ıćı známou skutečnost z teorie Riemannových prostor̊u.

Dvě metriky jsou homotetické, je-li jedna z nich konstantńım nenulovým násobkem druhé.

Lemma 11.6 Homotetické metriky (na téže varietě) maj́ı stejný tenzor křivosti typu

(1, 3).

Důkaz. Připomeňme hlavńı kroky d̊ukazu:

• Ri
jkl vyjádř́ıme pomoćı Γr

uv (a jejich derivaćı),

• Γr
uv vyjádř́ıme pomoćı gij (jejich derivaćı a inverzńı matice),

• prvky inverzńı matice gij se vyjádř́ı pomoćı algebraických doplňk̊u matice (gij)

a determinantu det(gij).

Definice 11.7 Riemannovu varietu (M, g) nazveme (1, 3)-křivostně homogenńı, jestliže

pro každou dvojici p, q bod̊u zM existuje lineárńı homotetie f : TpM → TqM zachovávaj́ıćı

tenzor R křivosti typu (1, 3), tj. splňuj́ıćı

f ∗(Rq) = Rp. (11.8)

Připomeňme, že lineárńı homotetie f je zobrazeńı složené z lineárńı izometrie F a z ho-

motetie H tečného bandlu s kladným koeficientem λ > 0,

H : TM → TM, H(Y ) = λY

pro libovolný tečný vektor Y ∈ TqM a libovolný bod q ∈ M viz Obrázek 11.2. Situaci

popisuje komutativńı diagram na obr. 11.3.

Př́ıslušný pull-back je definován takto: (f ∗(Rq))(X,Y, Z) = f−1(Rq(fX, fY, fZ)) pro

X,Y, Z ∈ TpM .

Podmı́nku (11.8) můžeme také ekvivalentně psát jako

f(Rp(X,Y )Z) = Rq(fX, fY )fZ,X, Y, Z ∈ TpM.

V lokálńıch souřadnićıch (
”
adaptovaných k f”) podmı́nka znamená, že Ri

jkl(p) = Ri
jkl(q).
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p q

F

Y

FY

M

T Mp
T Mq

lF(Y)

f

H

Obrázek 11.2: Lineárńı homotetie f .

T Mp T Mq

T Mq

F

f
H

Obrázek 11.3: Diagram.

Věta 11.8 [46] Je-li Riemannova varieta (M, g) křivostně homogenńı, pak je také (1, 3)-

křivostně homogenńı.

Důkaz. [46] Necht’ (M, g) je křivostně homogenńı. Necht’ p, q ∈M jsou dva pevně zvolené

body a necht’ F : TpM → TqM je lineárńı izometrie tečných prostor̊u, která zachovává

tenzor křivosti typu (0, 4), F ∗(Rq) = Rp. Nejprve uved’me d̊ukaz ve složkách.

Zvolme pevně ortonormálńı bázi 〈e1, . . . , en〉 v TpM a uvažujme odpov́ıdaj́ıćı ortonor-

málńı bázi 〈Fe1, . . . , F en〉 v TqM . Zaved’me komponenty metriky v bodě p:

gp(ei, ej) = gij(p) = δij,

analogicky pro bod q:

gq(Fei, F ej) = gij(q) = δij.

Obdobně postupujeme při zavedeńı komponent křivosti:

Rp(ek, el)ej =
∑

m

Rm
jkl(p)em,

Rijkl(p) = gp (Rp(ek, el)ej, ei) ,
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11 KŘIVOSTNĚ HOMOGENNÍ PROSTORY

podobně v bodě q:

Rq(Fek, F el)Fej =
∑

m

Rm
jkl(q)Fem,

Rijkl(q) = gq (Rq(Fek, F el)Fej, F ei) .

Z vlastnosti izometrie F dostaneme Rijkl(p) = Rijkl(q), tedy

∑

m

Rm
jkl(p)

gmi(p)
︷ ︸︸ ︷

gp(em, ei) = gp

(
Rm

jkl(p)em, ei

)
= gp (Rp(ek, el)ej, ei) =

= gq (Rq(Fek, F el)Fej, F ei) = gq

(
Rm

jkl(q)Fem, F ei

)
=
∑

m

Rm
jkl(q)

gmi(q)
︷ ︸︸ ︷

gq(Fem, F ei)

(všude se sč́ıtá přes index m). Tedy

∑

m

Rm
jkl(p)δmi =

∑

m

Rm
jkl(p)δmi,

kde δmi = 1 pro m = i a δmi = 0 pro m 6= i, proto

Ri
jkl(p) = Ri

jkl(q).

Tedy F zachovává tenzor křivosti typu (1, 3), a protože body p, q byly zvoleny libovolně,

je (M, g) (1, 3)-křivostně homogenńı.

Nyńı uvedeme invariantńı d̊ukaz:

Důkaz. Necht’ (M, g) je křivostně homogenńı, p, q ∈ M dva body a F : TpM → TqM

lineárńı izometrie tečných prostor̊u, která zachovává křivost (0, 4), tj. F ∗(gq) = gp a F ∗(Rq) =

Rp. Pro libovolné X,Y, Z,W ∈ TpM plat́ı

gq (Rq(FX,FY )FZ, FW ) = Rq (FX,FY, FZ, FW ) = Rp (X,Y, Z,W ) =

= gp (Rp(X,Y )Z,W ) = F ∗(gq) (Rp(X,Y )Z,W ) = gq (F (Rp(X,Y )Z) , FW ) .

Protože metrická forma gq je regulárńı, lineárńı formy gq (Rq(FX,FY )FZ,−) a

gq (F (Rp(X,Y )Z) ,−) se rovnaj́ı právě tehdy, pokud uvedené vektory jsou stejné. Proto

F ∗(Rq) = Rp a (M, g) je (1, 3)-křivostně homogenńı.

Věta 11.9 [46] Necht’ (M, g) je hladká Riemannova varieta, p ∈M , R resp. R označuje

jej́ı tenzor křivosti typu (1, 3) resp. (0, 4). Pak následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:
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11.4 Křivostně homogenńı prostory typu (1, 3)

1. Pro každé q ∈ M existuje lineárńı homotetie fq : TpM → TqM taková, že Rp =

f ∗
q (Rq), tj. (M, g) je (1, 3)-křivostně homogenńı.

2. Existuje hladká funkce ϕ : M → R taková, že ϕ(p) = 0 a pro každé q ∈M existuje

lineárńı izometrie Fq : TpM → TqM splňuj́ıćı Rp = exp(2ϕ(q))F ∗
q (Rq).

Důkaz. [46] 1. ⇒ 2. Předpokládejme, že pro pevný bod p a daľśı bod q (p, q ∈ M) plat́ı

Rp = f ∗(Rq), kde f = H ◦ F : TpM → TqM je lineárńı homotetie s koeficientem λq =

λ, λ > 0. Dostaneme f ∗(gq) = λ2gp. Pak gq (f(Rp(X,Y )Z), fW ) = λ2gp (Rp(X,Y )Z,W ) =

λ2Rp(X,Y, Z,W ). Na druhé straně f(Rp(X,Y )Z) = Rq(fX, fY )fZ pro všechna X,Y, Z,

a proto

gq (f(Rp(X,Y )Z), fW ) = gq (Rq(fX, fY )fZ, fW ) =

= Rq(fX, fY, fZ, fW ) = λ4Rq(FX,FY, FZ, FW ).

Konečně

Rp(X,Y, Z,W ) = λ2Rq(FX,FY, FZ, FW ) = λ2 (F ∗ (Rq)) (X,Y, Z,W )

pro každé X,Y, Z,W , a tedy Rp = λ2 (F ∗ (Rq)). Koeficient λ > 0 je určen jednoznačně

a hladce záviśı na q, protože tenzorové pole R je hladké. Když se q měńı, zřejmě vzniká

hladká kladná funkce q 7→ λq, kterou můžeme zapsat ve tvaru λq = eϕ(q). Zřejmě λp =

eϕ(p) = 1, a tedy ϕ(p) = 0.

2.⇒ 1. Uvažujme body p a q, p, q ∈M . Předpokládejme existenci lineárńı izometrie F

s př́ıslušnou vlastnost́ı Fq : TpM → TqM a konstanty λ > 0 takové, že pro λ = eϕ(q) plat́ı

Rp = λ2F ∗
q (Rq). Pak gp = F ∗(gq). Uvažujme homotetii H : TqM → TqM s koeficientem

λ a složené zobrazeńı f = H ◦ F : TpM → TqM . Pak f(U) = λF (U) pro každé U ∈ TpM .

Pro každé W ∈ TpM plat́ı

gq (f (Rp(X,Y )Z) , fW ) = λ2gq (F (Rp(X,Y )Z) , FW ) =

= λ2gp (Rp(X,Y )Z,W ) = λ2Rp(X,Y, Z,W ) = λ4Rq(FX,FY, FZ, FW ) =

= Rq(fX, fY, fZ, fW ) = gq (Rq(fX, fY )fZ, fW ) .

Proto se stejným argumentem jako v d̊ukazu věty 11.8 źıskáme Rp = f ∗(Rq).
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11 KŘIVOSTNĚ HOMOGENNÍ PROSTORY

Vid́ıme, že každý (1, 3)-křivostně homogenńı prostor dimenze n určuje hladkou funkci

ϕ o n proměnných. Poznamenejme, že lineárńı izometrie z části 1. věty 11.9 nemuśı být

jednoznačně určena, ale neńı ani zcela libovolná (muśı být
”
kompatibilńı” s vlastnost́ı

složeného zobrazeńı f z části 2.).

Dále si nachystáme následuj́ıćı poněkud technické tvrzeńı.

Lemma 11.10 [46] Necht’ (M, g) je n-dimenzionálńı hladká Riemannova varieta, p ∈M

jej́ı pevný bod, (U, φ) lokálńı mapa při bodu p a 〈E1, . . . , En〉 pohyblivý ortonormálńı

repér na U . Necht’ existuje hladká kladná funkce ψ : U → R na U taková, že

Rijkl(q) = ψ(q)Rijkl(p)

pro všechny indexy i, j, k, l ∈ {1, . . . , n}. Potom existuje hladká funkce ϕ : U → R taková,

že ϕ(p) = 0 a pro každý bod q ∈ U existuje lineárńı izometrie Fq : TpM → TqM s vlastnost́ı

Rp = exp(2ϕ(q))F ∗

q (Rq).

Důkaz. [46] Podmı́nka výše znamená, že

Rq (Eiq, Ejq, Ekq, Elq) = ψ(q)Rp (Eip, Ejp, Ekp, Elp)

pro každé q a všechny indexy. Zobrazeńı F = Fq : TpM → TqM , které zobrazuje orto-

normálńı repér 〈E1p, . . . , Enp〉 v bodě p na ortonormálńı repér 〈E1q, . . . , Enq〉 v bodě q, je

lineárńı izometrie. Pak můžeme psát

Rq (Eiq, Ejq, Ekq, Elq) = Rq (FEip, FEjp, FEkp, FElp) =

= (F ∗Rq) (Eip, Ejp, Ekp, Elp) .

Toto plat́ı pro každou volbu index̊u, a tedy F ∗ (Rq) = ψ(q)Rp. Protože je funkce ψ hladká

a všude kladná, výsledek je již zřejmý.

11.5 Př́ıklady křivostně homogenńıch prostor̊u typu (1,3) v li-

bovolné dimenzi

Uvažujme prostor Rn+1 se standardmı́mi souřadnicemi (w, x1, . . . , xn). Na otevřené

podmnožině U v dvourozměrném prostoru R2[w, x1] mějme dánu všude nenulovou hladkou
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funkci f : U → R a antisymetrickou hladkou (n × n)-maticovou funkci A(w) = (Ai
j(w))

jedné proměnné. Zaved’me metriku gf,A(w) na otevřené podmnožině Ũ v Rn+1 vztahem

gf,A(w) =
n+1∑

j=0

ωj ⊗ ωj,

kde

ω0 = f(w, x1)dw, ωi = dxi +
n∑

j=1

Ai
j(w)xjdw, i = 1, . . . , n

je ortonormálńı ko-repér. Necht’ 〈X0, X1, . . . , Xn〉 je odpov́ıdaj́ıćı ortonormálńı báze vek-

torových poĺı. Podle [7, str. 51-52] (viz též [44] a [45]) je tato metrika zobecněńım př́ıkladu

K. Sekigawy [70]. Výpočtem provedeným ve formách se dá ukázat, že Riemann̊uv tenzor

křivosti v typu (0,4) je dán vztahem

R = 4f−1f ′′

x1x1 ω0 ∧ ω1 ⊗ ω0 ∧ ω1. (11.9)

Jediné nenulové komponenty jsou R0101 = R1010 = −R1001 = −R0110 = −f−1f ′′

x1x1 . Uve-

dená metrika gf,A(w) neńı plochá a přitom je křivostně homogenńı právě tehdy, když

f−1f ′′

x1x1 = k, neboli f ′′

x1x1 = kf , kde k 6= 0 je konstanta. Odtud lze odvodit, že f muśı

mı́t jeden z tvar̊u

f(w, x1) = a(w) exp(
√
kx1) + b(w) exp(−

√
kx1) , jestliže k > 0,

f(w, x1) = a(w) cos(
√
−kx1) + b(w) sin(

√
−kx1) , jestliže k < 0,

(11.10)

kde a(w) a b(w) jsou diferencovatelné funkce takové, že f(w, x1) > 0 v U . Obor U může

být roven celé rovině v př́ıpadě k > 0, a otevřené pásce v rovině pro k < 0.

Tato tř́ıda prostor̊u zahrnuje všechny nerozložitelné křivostně homogenńı prostory,

které nejsou lokálně homogenńı a jejichž tenzor křivosti R
”
je stejný” jako tenzor křivosti

jistého symetrického Riemannova prostoru, [6].

Zvolme nyńı libovolnou hladkou funkci f na R2 tak, aby f a f−1f ′′

x1x1 byly nenulové ve

všech bodech a aby f ′′

x1x1/f nebyla konstantńı na žádné otevřené podmnožině v R2. Pak

má odpov́ıdaj́ıćı metrika ḡ = gf,A(w) definovaná na Rn+1 tenzor křivosti daný vztahem

(11.9) a pro jeho komponenty Rijkℓ plat́ı:

Rijkℓ(q) = (f−1(q)f ′′

x1x1(q))/(f−1(p)f ′′

x1x1(p))Rijkℓ(p),
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11 KŘIVOSTNĚ HOMOGENNÍ PROSTORY

kde p, q ∈ Rn+1 jsou libovolné.

Bod p nyńı zvolme pevně. Potom jsou předpoklady Lemmatu 11.10 splněny, když

odpov́ıdaj́ıćı funkce ψ(q) je definovaná jako

ψ(q) = f−1(q)f ′′

x1x1(q)/(f−1(p)f ′′

x1x1(p))

a je zřejmě kladná. Vyplývá tedy, že prostor (Rn+1, ḡ) je (1,3)-křivostně homogenńı, ale

neńı (0,4)-křivostně homogenńı.

Poznamenejme, že v [46] jsou klasifikovány (až na lokálńı izometrie) všechny reálně

analytické (1,3)-křivostně homogenńı Riemannovy variety v dimenzi 3, pro které jsou

vlastńı č́ısla Ricciho tenzoru ve všech bodech r̊uzná.

V předchoźı části jsme studovali křivostně homogenńı Riemannovy konexe. Obdobný

pojem lze zavést také na afinńı varietě, ale jak se ukazuje, je obecněǰśı a má poněkud jiné

vlastnosti.

Jak jsme se zmı́nili, lokálně homogenńı Riemannovy struktury začal studovat I. M.

Singer v 60. letech 20. stolet́ı a teorii postupně rozšǐrovala nebo zobecňovala řada daľśıch

autor̊u.

Rozd́ıly v obou teoríıch lze pozorovat již v dimenzi dva. Na rozd́ıl od Riemannovské

situace popsané ve Větě 11.4, na 2-dimenzionálńıch varietách existuje celá řada lokálně

homogenńıch afinńıch struktur.

Úplnou lokálńı klasifikaci lokálně homogenńıch lineárńıch konex́ı s libovolnou torźı na

2-varietách podali T. Arias-Marco a O. Kowalski v [3].
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12 Lokálně homogenńı afinńı konexe

Homogennost je jedńım z d̊uležitých pojmů v geometrii. Jeho význam neńı jednoznačný,

může být zaveden v r̊uzných souvislostech a na r̊uzných úrovńıch obecnosti.

Budeme se zabývat homogennost́ı na afinńıch varietách. Zde homogennost geometricky

znamená, že pro každé dva body variety s lineárńı konex́ı existuje afinńı zobrazeńı, které

jeden z nich převede v druhý. Tento požadavek je př́ılǐs silný, proto se zpravidla studuje

lokálńı homogennost, kdy se existence afinńı transformace vyžaduje pouze na nějakých

okoĺıch dvojice bod̊u.

V [66] B. Opozda zavád́ı následuj́ıćı. Afinńı varieta (M,∇), kde M je souvislá a ∇
symetrická, je křivostně homogenńı, jestliže pro libovolné body p, q ∈M existuje lineárńı

izomorfismus F : TpM → TqM takový, že

(F ∗R)(q) = R(p). (12.1)

Byly studovány také křivostně homogenńı prostory v řádu r, v nichž je podmı́nka

(12.1) nahrazena podmı́nkou pro zachováńı kovariantńıch derivaćı až do řádu r:

F ∗(∇̂jR)(p) = (∇̂jR)(p), pro j = 0, . . . , r. (12.2)

12.1 K lokálńı homogennosti v dimenzi 2

Na počátečńı výsledky B. Opozdy v tomto směru, [66], [63], navázali i daľśı autoři,

[42], [43], [41], [65], [64], [3].

Zdánlivě snadný problém klasifikovat všechny lokálně homogenńı symetrické konexe

definované na oblastech U v rovině R2 byl vyřešen poměrně nedávno [65], některé částečné

výsledky je možno naj́ıt v [40], [41]. Poznamenejme, že tatáž úloha v dimenzi tři představuje

skutečně obt́ıžný problém.

B. Opozda našla obecný tvar vyjadřuj́ıćı všechny symetrické lokálně homogenńı lineárńı

konexe na dvourozměrných varietách ve vhodných lokálńıch souřadnićıch. Dokázala:

Věta 12.1 Necht’ ∇ je symetrická lokálně homogenńı lineárńı konexe na 2-dimenzionálńı

varietě M . Potom bud’ je ∇ Levi-Civitovou konex́ı prostoru s konstantńı křivost́ı, nebo
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v okoĺı každého bodu p ∈M existuje mapa ϕ = (Up, (x
1, x2)) a reálné konstanty A,B,C,D,

E, F takové, že ∇ je na Up vyjádřena z následuj́ıćıch formuĺı:

Typ A:

∇∂1∂1 = A∂1 +B∂2,∇∂1∂2 = C∂1 +D∂2,∇∂2∂2 = E∂1 + F∂2, (12.3)

Typ B:

∇∂1∂1 =
1

x1
(A∂1 +B∂2) ,∇∂1∂2 =

1

x1
(C∂1 +D∂2) ,∇∂2∂2 =

1

x1
(E∂1 + F∂2) . (12.4)

Zde je označeno ∂i = ∂
∂xi .

”
Levi-Civitova konexe” zahrnuje i Lorentzovský př́ıpad. V [41] byl stejný problém řešen

jiným zp̊usobem, totiž metodou grupově-teoretickou, zkoumáńım a rozborem možných

Lieových algeber afinńıch Killingových vektorových poĺı.

Definice 12.2 Ř́ıkáme, že lineárńı konexe ∇ na otevřené oblasti U ⊆ Rn je konex́ı s kon-

stantńımi Christoffelovými symboly, jestliže všechny komponenty Γi
jk, i, j, k ∈ 1, . . . , n jsou

konstantńı na U .

12.2 Killingova vektorová pole

Definice 12.3 Vektorové pole X na afinńı varietě (M,∇) je Killingovo, splňuje-li rovnici

[X,∇YZ] −∇Y [X,Z] −∇[X,Y ]Z = 0 (12.5)

pro všechna Y, Z ∈ X(M).

V [41] byly klasifikovány všechny symetrické lokálně homogenńı (hladké) lineárńı

konexe na 2-varietách metodou využ́ıvaj́ıćı skutečnosti, že Killingova vektorová pole afinńı

variety tvoř́ı afinńı Killingovu algebru, což je Lieova algebra.

Lieovy algebry vektorových poĺı na R2 byly prozkoumány a klasifikovány P. J. Olverem

v [61]. V d̊ukazu se vyjde od jednotlivých tranzitivńıch Lieových algeber vektorových poĺı

z Olverova seznamu a zjǐst’uje se, pro které lineárńı konexe na 2-varietách může být afinńı

Killingovou algebrou (pokud daná konexe může mı́t r̊uzné afinńı Killingovy algebry, hledá

se ta maximálńı). Přitom některým Lieovým algebrám poĺı neodpov́ıdá žádná konexe.

Poznamenejme, že se už́ıvá zcela jiných
”
kanonických” souřadnic než v p̊uvodńıch

praćıch B. Opozdy. Důkaz se oṕırá o následuj́ıćı:
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Věta 12.4 [40] Hladká konexe ∇ na hladké varietě M je lokálně homogenńı právě tehdy,

když každý bod má okoĺı, na němž existuj́ı aspoň dvě lineárně nezávislá afinńı Killingova

vektorová pole.

Uvažujme souřadnicovou mapu (U, (x1, x2)) variety M, dimM = 2. Splněńı podmı́nky

(12.5) zřejmě stač́ı prověřit pro dvojici vektorových poĺı

(Y, Z) ∈ (∂1, ∂1), (∂1, ∂2), (∂2, ∂2).

Pro volbu (∂2, ∂1) totiž základńı identity pro torzi a Lieovy závorky daj́ı stejné podmı́nky

jako volba (∂1, ∂2). Ṕı̌seme-li

X = a(x1, x2)∂1 + b(x1, x2)∂2

je podmı́nka (12.5) ekvivalentńı systému šesti lineárńıch parciálńıch diferenciálńıch rovnic

(6.1) pro neznámé funkce a, b, [40]:

auu + Aau −Bav + 2Cbu + Aua− Avb = 0,

buu + 2Bau + (2D − A)bu −Bbv +Bua+Bvb = 0,

auv + (A−D)av + Ebu + Cbv + Cua+ Cvb = 0,

buv +Dau +Bav + (F − C)bu +Dua+Dvb = 0,

avv − Eau + (2C − F )av + 2Ebv + Eua+ Evb = 0,

bvv + 2Dav − Ebu + Fbv + Fua+ Fvb = 0.

(12.6)

Ukazuje se následuj́ıćı souvislost Killingových vektorových poĺı a vlastnost́ı dané ko-

nexe ∇:

Věta 12.5 Pro lokálně symetrickou konexi na 2-varietě plat́ı:

1. Je-li ∂2 Killingovo pole pro konexi ∇, pak jej́ı Christoffely jsou funkce závislé pouze

na x2.

2. Jestlǐze ∂1 i ∂2 jsou Killingova vektorová pole, pak Christoffelovy symboly dané

konexe jsou v př́ıslušných souřadnićıch konstantńı.

3. Jestlǐze má ∇ Killingova vektorová pole ∂1, ∂2, (px
1 + qx2)∂1 + (vx1 + sx2)∂2 pro

jisté konstanty p, q, r, s ∈ R, pak jsou v daných souřadnićıch Christoffelovy symboly

nulové, tj. ∇ je (lokálně) plochá.
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4. Má-li v daných souřadnićıch (x1, x2) konexe ∇ nulové Christoffely, pak má šestidi-

menzionálńı algebru afinńıch Killingových vektorových poĺı s generátory

∂1, ∂2, x
1∂1 + x2∂2, x

1∂2, x
2∂1

a naopak nemá Killingova pole tvaru α(x1, x2)∂1 + β(x1, x2)∂2, kde α, β jsou vlastńı

kvadratické polynomy v x1 a x2.

V d̊ukazu se použije vztah̊u (12.6). V [41] se nejprve vytř́ıd́ı Lieovy algebry, které vedou

na konexe s nulovými Christoffely [41, Lemma 3.1, str. 91] a pak ty, které nevedou na

žádnou invariantńı lineárńı konexi. Značná část článku je věnována zbývaj́ıćım, poněkud

komplikovaným př́ıpad̊um.

Dále se mj. ukazuje, že konexe s konstantńımi Christoffely je lokálně symetrická právě

v následuj́ıćıch př́ıpadech:

1. E 6= 0, A = (ED − CF + C2)/E,B = CD/E,

2. E 6= 0, B = AF/E,D = CF/E,

3. C 6= 0, E = F = 0, B = AD/C,

4. C = E = F = 0, A = D,

5. A = C = E = 0,

6. F 6= 0, C = E = 0, B = D(D − A)/F ,

7. D = E = 0, F = C,

přičemž právě v př́ıpadech 2. a 3. neńı plochá (zde A, . . . , F jsou funkce).

Dále je v [41, Věta 6.4., str. 99] podán úplný výčet př́ıpad̊u, pro které je př́ıslušná

lokálně homogenńı (hladká) lineárńı konexe ∇ metrizovatelná, tj. když Ric je pseudo-

Riemannova metrika a ∇ je právě Riemannovou konex́ı této metriky. Ve všech čtyřech

př́ıpadech je ∇ zároveň lokálně symetrická:
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12.2 Killingova vektorová pole

1. Konexe s Christoffely tvaru

A(x1) = C1x
1 + C2,

B(x1) = C1,

C(x1) = −C1(x
1)

2
+ (C3 − C2)x

1 + C4,

D(x1) = −C1x
1 + C3,

E(x1) = C1(x
1)

3
+ (C2 − 2C3)(x

1)
2

+ (C5 − 2C4 − 1)x1 + C6,

F (x1) = C1(x
1)

2 − 2C3x
1 + C5,

kde C1 6= 0, C2 + C3 = 0, C4 = −C2
2/C1, C5 = C2

2/C1, C6 = −C2(C1 − C2
2)/C2

1 . Ric

je Lorentzovská metrika s konstantńı kladnou křivost́ı.

2. Pro konexi s Christoffely

A(x1) = B(x1) = D(x1) = 0, C(x1) = −2x1, E(x1) = 4(x1)
3
, F (x1) = 2x1

vycháźı Lorentzovská metrika

Ric = −4dx1 ⊗ dx1 + 4(x1)
2
dx2 ⊗ dx2

s konstantńı kladnou křivost́ı.

3. Konexe s Christoffely

A(x1) = − 1

x1
, D(x1) = − 1

x1
, E(x1) =

1

x1
, B(x1) = C(x1) = F (x1) = 0

poskytuje Riemannovu metriku

-Ric =
1

(x1)2 (dx1 ⊗ dx1 + dx2 ⊗ dx2)

s konstantńı zápornou křivost́ı.

4. Konexe, jej́ıž Christoffely jsou tvaru:

A =
−2x1

1 + (x1)2 + (x2)2 , B =
2x2

1 + (x1)2 + (x2)2 , A = D = −E, C = F = −B

poskytuje Riemannovu metriku s konstantńı kladnou křivost́ı

Ric =
4

(1 + (x1)2 + (x2)2)
2 (dx1 ⊗ dx1 + dx2 ⊗ dx2).
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Vrat’me se nyńı ke konex́ım typu A (12.3) a typu B (12.4) a vyhledejme mezi nimi

metrizovatelné s užit́ım metod, které jsme rozvinuli v kapitole 7.

Úloha 1. Na R2[x1, x2] je dána tř́ıda symetrických lineárńıch konex́ı s konstantńımi

Christoffely

Γ1
11 = A, Γ2

11 = B, Γ1
12 = C,

Γ2
12 = D, Γ1

22 = E, Γ2
22 = F,

(12.7)

kde A, . . . , F jsou reálné konstanty. Vyšetřete tuto tř́ıdu konex́ı z hlediska metrizovatel-

nosti.

Pro konexi s konstantńımi Christoffely na R2 maj́ı komponenty Ricciho tenzoru tento

tvar:

Ric(∂1, ∂1) = R11 = B(F − C) +D(A−D),

Ric(∂1, ∂2) = Ric(∂1, ∂2) = R12 = R21 = CD −BE,

Ric(∂2, ∂2) = R22 = C(F − C) + E(A−D).

(12.8)

Protože komponenty jsou konstantńı, je Ricciho tenzor takové konexe také konstantńı

a rovněž všechny jeho kovariantńı derivace ∇kRic, k = 1, 2, . . . jsou konstantńı. Dále je

Ric symetrický.

Obecně, pro některé skupiny parametr̊u je Ricciho tenzor nulový, pro některé je

nenulový, ale degenerovaný, a pro některé je nedegenerovaný. Pro metrizovatelnost jsou

př́ıznivé pouze dva př́ıpady:

1. Ric = 0, ekvivalentně R = 0, konexe je plochá, a tedy metrizovatelná.

2. Ric je nedegenerovaný (detRij 6= 0) a rekurentńı, tj. existuje 1-forma ω = (ω1, ω2)

taková, že ∇Ric = ω ⊗ Ric, tedy

Rij;k = ωk ·Rij.

Podmı́nka symetričnosti, Ric(X,Y ) = Ric(Y,X), je splněna d́ıky (12.8).
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Pro náš př́ıpad źıskáme:

−R11;1 = 2(AR11 +BR12),

−R12;1 = CR11 + (A+D)R12 +BR22,

−R22;1 = 2(CR12 +DR22),

−R11;2 = 2(CR11 +DR12),

−R12;2 = ER11 + (C + F )R12 +DR22,

−R22;2 = 2(ER12 + FR22).

Ricciho tenzor bude rekurentńı, právě když budou existovat konstanty ω1, ω2 ∈ R splňuj́ıćı

soustavu rovnic

(1) ω1R11 + 2AR11 + 2BR12 = 0,

(2) ω1R12 + (A+D)R12 + CR11 +BR22 = 0,

(3) ω1R22 + 2CR12 + 2DR22 = 0,

(4) ω2R11 + 2CR11 + 2DR11 = 0,

(5) ω2R12 + (C + F )R12 + ER11 +DR22 = 0,

(6) ω2R22 + 2ER12 + 2FR22 = 0.

(12.9)

Abychom zodpověděli problém, budeme se zaj́ımat o nalezeńı takových reálných para-

metr̊u A, . . . , F , pro které je soustava (12.9) řešitelná a současně plat́ı bud’ R11 = R12 =

R22 = 0 nebo det(Rij) 6= 0 (tj. Ric je nedegenerovaný).

1. Zjist́ıme nejprve, kdy může vzniknout plochá konexe. Rozlǐsme např. př́ıpady D = 0

a D 6= 0.

(a) Pro D = 0 vedou na plochou konexi následuj́ıćı volby:

• B = C = D = E = 0, A, F ∈ R;

• D = E = 0, C = F,A,B, F ∈ R;

• B = D = 0, parametry A,C,E, F splňuj́ı AE − C2 + CF = 0.

Důkaz. Při D = 0 má podmı́nka R12 = 0 tvar BE = 0. Pro D = E = 0

muśı platit B(F − C) = 0, C(F − C) = 0, z toho plyne, že F = C ∨ B =

C = 0. Pro D = B = 0, pak muśı být C(F − C) + AE = 0.
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(b) Pro D 6= 0 vycháźı z R12 = 0 vztah C = BE
D

. Nav́ıc, podmı́nky R11 = R22 = 0

plat́ı právě tehdy, když

B(F − BE
D

) +D(A−D) = 0,

BE
D

(
F − BE

D

)
+ E(A−D) = 0.

Tato soustava je ekvivalentńı jedné rovnici třet́ıho stupně

AD2 − EB2 +BDF −D3 = 0, D 6= 0.

Je-li tedy D 6= 0 pevně dáno, pak např. volba A,B,E vede na jediné F .

Podobně pro zvolená E,B, F dopoč́ıtáme jednoznačně A. Vyjde plochá metri-

zovatelná konexe.

Zadaná tř́ıda konex́ı s konstantńımi Christoffely tedy obsahuje čtyřparametrický

systém (lokálně) plochých metrizovatelných konex́ı.

Pro afinnńı varietu dimenze 2, jej́ıž konexe má konstantńı Christoffely, plat́ı násle-

duj́ıćı:

Lemma 12.6 Jestlǐze je Ricciho tenzor rekurentńı a splňuje R12 = 0, pak je bud’

nulový nebo degenerovaný.

Důkaz. Ze soustavy (12.9) zaručuj́ıćı rekurentnost plyne

(ω1 + 2A)R11 = 0, (ω2 + 2C)R11 = 0,

(ω1 + 2D)R22 = 0, (ω2 + 2F )R22 = 0.

Uvažujme rovnice na prvńım řádku:

• bud’ R11 = 0, nebo ω1 + 2A = 0 a ω2 + 2C = 0,

• bud’ R22 = 0, nebo ω1 + 2D = 0 a ω2 + 2F = 0.

Kdyby platilo R11 · R22 6= 0, muselo by být A = D a C = F . Potom ale R11 = 0

a současně R22 = 0, což je ve sporu s předpokladem.

Lemma 12.7 Je-li Ric na M2 všude nenulový, rekurentńı a nedegenerovaný, pak

jeho komponenty splňuj́ı R11 ·R22 6= 0.
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Důkaz. Pokud by platilo R11 = 0, dostali bychom ze soustavy (12.9):

BR12 = 0 = DR12.

Muselo by tedy platit bud’ R12 = 0, nebo B = D = 0, ale to má opět za následek

R12 = 0. Tedy Ric je reprezentován singulárńı matićı



0 0

0 R22



 .

Podobně v př́ıpadě R22 = 0 bychom źıskali CR12 = 0 = ER12, tedy R12 = 0, a Ric

je reprezentován singulárńı matićı



R11 0

0 0



 .

Z předchoźıho plyne:

Důsledek 12.8 Pokud by existovala na M2 metrizovatelná konexe s konstantńımi

Christoffely a všude nenulovým Ricciho tenzorem, musela by splňovat

R11 ·R12 ·R22 6= 0.

2. Zbývá tedy vyšetřit tuto možnost.

Lemma 12.9 Je-li (M2,∇) dvoudimenzionálńı afinńı varieta s konstantńımi Chris-

toffely, jej́ı̌z Ricciho tenzor je rekurentńı a má všechny komponenty všude nenulové,

pak je Ric degenerovaný.

Důkaz. Dı́ky předpokladu R11 6= 0 dostáváme ze soustavy (12.9) pro rekurentnosti

Ricciho tenzoru mj. tyto vztahy:

(a)

ω1 = −2A− 2B
R12

R11

, ω2 = −2C − 2D
R12

R11

,

(b)

−2AR22 − 2B
R12R22

R11

+ 2CR12 + 2DR22 = 0,
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(c)

−2CR22 − 2D
R12R22

R11

+ 2ER12 + 2FR22 = 0.

Odtud

B · R12R22

R11
= (D − A)R22 + CR12,

D · R12R22

R11
= (F − C)R22 + ER12.

Předpokládejme nejprve, že B · D 6= 0. Ukážeme, že Ricciho tenzor bude v tomto

př́ıpadě degenerovaný. Dostaneme:

[−D(D − A) +B(F − C)]R22 − (CD −BE)R12 = 0

a po dosazeńı ze vztah̊u pro R12 a R11:

0 = R11R22 −R2
12 = det(Rij)

Tedy Ric je degenerovaný.

Dokázali jsme tedy postupně:

Věta 12.10 Ve tř́ıdě dvoudimenzionálńıch afinńıch variet se symetrickou konex́ı a s kon-

stantńımi Christoffely typu (12.7) jsou metrizovatelné právě ty, které jsou ploché.

Odpověd’ na úlohu 1 je tedy následuj́ıćı.

Důsledek 12.11 Při zavedeném označeńı, na plochou, a tedy metrizovatelnou symet-

rickou konexi vedou následuj́ıćı volby koeficient̊u:

B = C = D = E = 0, A, F ∈ R libovolné;

C = F,D = E = 0, A,B, F ∈ R libovolné;

B = D = 0, A, C,E, F ∈ R a plat́ı AE − C2 + CF = 0;

D 6= 0, D ∈ R, C =
BE

D
,AD2 − EB2 +BDF −D3 = 0, A,B,E, F ∈ R.

Jestliže B = 0, pak

R11 = D(A−D), R12 = CD, R22 = C(F − C) + E(A−D).

Zkoumejme podmı́nky rekurentnosti.
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Zřejmě D 6= 0, C 6= 0, předpoklad D = 0 nebo C = 0 by vedl na R12 = 0 a tedy podle

Lemmatu 12.6 na Ric = 0.

Z prvńı rovnice soustavy (12.9) je (2A+ ω1)R11 = 0. Podle Lemmatu 12.7, plat́ı bud’

R11 6= 0 6= R22, nebo neńı pravda, že Ric je všude nenulový. Př́ıpad Ric = 0 jsme již

prošetřili. Předpokládejme tedy, že R11 6= 0, pak ω1 = −2A a po dosazeńı do druhé

rovnice v (12.9) źıskáme

(D − A)R12 + CR11 = 0,

nebo ekvivalentně:

CD(D − A+ C) = 0. (12.10)

Podle předpokladu D 6= 0, C 6= 0. Vztah (12.10) je tedy ekvivalentńı s C = A − D.

Źıskáme R11 = R12.

Dosad́ıme-li nyńı do třet́ı rovnice v (12.9) obdrž́ıme

(A−D)(R12 −R22) = 0.

Předpoklad A − D = 0 by podle rovnice (12.10) znamenal CD = 0, ale tento př́ıpad

nemůže nastat. Proto R12 = R22. Dohromady R11 = R12 = R22, a tedy det(Rij) = 0, Ric

je degenerovaný.

Podobně, jestliže D = 0, je R11 = B(F − C), R12 = −BE,R22 = C(F − C) + AE.

Zřejmě muśı být B 6= 0, E 6= 0, F 6= C. Předpokládejme, že soustava (12.9) je splněna. Pak

ω2 = −2C (protože R11 6= 0). Z šesté rovnice (F − C)R22 + ER12 = 0, R22 = − E
F−C

R12,

z páté rovnice (F − C)R12 + ER11 = 0, R11 = −F−C
E
R12. Odtud R11 ·R22 = R2

12 a Ric je

degenerovaný. T́ım je věta plně dokázána.

Úloha 2. Prozkoumejte metrizovatelnost konex́ı na M2 = R[u, v] − {(0, v); v ∈ R}
s Christoffelovými symboly tvaru

Γ̃1
11 = A

u
, Γ̃2

11 = B
u
, Γ̃1

12 = C
u
,

Γ̃2
12 = D

u
, Γ̃1

22 = E
u
, Γ̃2

22 = F
u
,

(12.11)

kde A, . . . , F jsou reálné konstanty.

Označ́ıme-li jako ∇ konexi na M2 s konstantńımi Christoffely značenými v Úloze 1,

Ric jako jej́ı Ricciho tenzor a Rij jeho komponenty, a jako ∇̃ konexi v Úloze 2, R̃ic, R̃ij
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12 LOKÁLNĚ HOMOGENNÍ AFINNÍ KONEXE

jej́ı Ricciho tenzor. Jsou mezi nimi tyto vztahy:

Γ̃i
jk =

1

u
Γi

jk, R̃ij =
1

u2
Rij, u 6= 0

a dále

∇R̃ic =
1

u
∇Ric. (12.12)

Zřejmě je R̃ic = 0 právě tehdy, když Ric = 0.

Tenzor R̃ic je rekurentńı právě tehdy, když splňuje soustavu rovnic:

(1) (ω1 + 2A
u

)R̃11 + 2B
u
R̃12 = 0,

(2) C
u
R̃11 + (ω1 + 1

u
(A+D))R̃12 + B

u
R̃22 = 0,

(3) 2C
u
R̃12 + (ω1 + 2D

u
)R̃22 = 0,

(4) (ω2 + 2C
u

)R̃11 + 2D
u
R̃12 = 0,

(5) E
u
R̃11 + (ω2 + (C+F )

u
)R̃12 + D

u
R̃22 = 0,

(6) 2E
u
R̃12 + (ω2 + 2F

u
)R̃22 = 0,

(12.13)

pro jisté funkce ω1, ω2.

Plochou metrizovatelnou konexi źıskáme právě pro volby parametr̊u A, . . . , F uve-

dených v d̊usledku 12.11. Dále pro konexe s Christoffely (12.11) plat́ı zřejmě tvrzeńı

analogická Lemmat̊um 12.6, 12.7, 12.9:

Lemma 12.12 Necht’ je na M2 dána konexe s Christoffely (12.11). Je-li jej́ı Ricciho

tenzor rekurentńı a splňuje R̃12 = 0, pak je nulový nebo degenerovaný.

Důkaz. Z (12.13) po dosazeńı dostaneme:

(ω1 + 2A
u

)R̃11 = 0, (ω2 + 2C
u

)R̃11 = 0,

(ω1 + 2D
u

)R̃22 = 0, (ω2 + 2F
u

)R̃22 = 0.
(12.14)

Z rovnic na prvńım řádku plyne, že R̃11 = 0, nebo ω1 + 2A
u

= 0 a ω1 + 2C
u

= 0 pro

u ∈ R − {0}. Podobně z rovnic ve druhém řádku, bud’ R̃22 = 0, nebo ω1 + 2D
u

= 0

a ω2 + 2F
u

= 0, pro u ∈ R − {0}. Kdyby platilo R̃11 · R̃22 = 0, muselo by být A = D

a současně C = F . To by ale znamenalo, že R̃ic = 0, což je ve sporu s předpokladem.

Lemma 12.13 Je-li R̃ic na M2 všude nenulový, rekurentńı a nedegenerovaný, pak jejich

komponenty splňuj́ı R̃11 · R̃22 6= 0.
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12.2 Killingova vektorová pole

Důkaz. Pokud by platilo R̃11 = 0, dostali bychom ze soustavy (12.13):

B

u
R̃12 = 0 =

D

u
R̃12, u ∈ R − {0} .

Muselo by tedy platit R̃12 = 0, nebo B = D = 0, ale to má opět za následek R̃12 = 0.

Tedy R̃ic je reprezentován singulárńı matićı




0 0

0 R̃22



 .

Podobně v př́ıpadě R̃22 = 0 bychom źıskali C
u
R̃12 = 0 = E

u
R̃12, tedy R̃12 = 0 a R̃ic je

reprezentován singulárńı matićı



R̃11 0

0 0



 .

Lemma 12.14 Je-li (M2,∇) dvoudimenzionálńı afinńı varieta s Christoffely tvaru (12.11),jeho

Ricciho tenzor je rekurentńı a má všechny komponenty všude nenulové, pak je R̃ic degen-

erovaný.

Důkaz. Dı́ky předpokladu R̃11 6= 0 dostáváme ze soustavy (12.13) pro rekurentnosti

Ricciho tenzoru mj. tyto vztahy:

1.

ω1 = −2A

u
− 2B

u

R̃12

R̃11

, ω2 = −2C

u
− 2D

u

R̃12

R̃11

,

2.

−2A

u
R̃22 −

2B

u

R̃12R̃22

R̃11

+
2C

u
R̃12 +

2D

u
R̃22 = 0,

3.

−2C

u
R̃22 −

2D

u

R̃12R̃22

R̃11

+
2E

u
R̃12 +

2F

u
R̃22 = 0,

pro u ∈ R − {0}.

Odtud
B
u
· R̃12R̃22

R̃11
= (D−A)

u
R̃22 + C

u
R̃12,

D
u
· R̃12R̃22

R̃11
= (F−C)

u
R̃22 + E

u
R̃12,
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12 LOKÁLNĚ HOMOGENNÍ AFINNÍ KONEXE

pro u ∈ R−{0}. Předpokládejme nejprve, že B ·D 6= 0. Obdobně jako v d̊ukazu lemmatu

12.7 je Ricciho tenzor degenerovaný. Dostaneme:

0 = R̃11R̃22 − R̃2
12 = det(R̃ij)

Tedy R̃ic je degenerovaný.

T́ım jsme dokázali:

Věta 12.15 Ve tř́ıdě dvoudimenzionálńıch afinńıch variet se symetrickou konex́ı typu B

a s Christoffely tvaru (12.11) jsou metrizovatelné právě ty, které jsou ploché.
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[55] MIKEŠ, J., LAITOCHOVÁ, J., POKORNÁ, O.: On some relations between cur-

vature and metric tensors in Riemannian spaces. Rend. del Circolo Matematico di

Palermo, Ser. II, Suppl. 2000, 63, 173-176.
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[62] O’NEILL, B.: Úvod do Riemannovy geometrie. Academic Press, Elsevier, 1983. 468

s. ISBN-13: 978-0-12-526740-3.

[63] OPOZDA, B.: Affine Version of Singer’s Theorem on Locally Homogneous Spaces.

Diff. Geom. Appl. 21 (2004), 173–198. Annals of Global Analysis and Geometry 15

(1997), 187-199.

[64] OPOZDA, B.: Locally Homogeneous Affine Connections on Compact surfaces. Proc.

AMS 132(9) (2004), 2713-2721.

[65] OPOZDA, B.: A classification of locally homogeneous connections on 2-dimensional

manifolds. In: Differential Geometry and its Applications 21, 2004, 173-198.

[66] OPOZDA, B.: On curvature homogeneous and locally homogeneous affine connec-

tions. Proc. AMS 124(6) (1996), 1889-1893.

[67] PETROV, A. Z.: Einstein Spaces (in Russian). Moscow, 1961.

[68] SAUNDERS, D. J.: The Geometry of Jet Bundles. Cambridge Univ. Press, New York,

New Rochelle, Melbourne, Sydney, 1989.

[69] SCHMIDT, B. G.: Conditions on a connection to be a metric connection. Commun.

Math. Phys. 29 (1973), 55-59.

[70] SEKIGAWA, K.: On some 3-dimensional Riemannian manifolds. Hokkaido Math. J.

2 (1973), 259-270.

[71] SINGER, I. M.: Infinitesimally homogeneous spaces. Comm. Pure Appl. Math. 13

(1960), 685-697.

[72] SINYUKOV, N. S.: Geodesic mappings of Riemannian Spaces (in Russian). Moscow,

1979.

[73] THOMPSON, G.: Local and global existence of metrics in two-dimensional affine

manifolds. Chinese J. Phys. 19 (1991), No. 6, 529-532.

134



LITERATURA

[74] TRICCERI, F.: Locally homogeneous Riemannian manifold. Rend. Sem. Mat. Univ.

Pol. Torino 1992.
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