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Abstrakt

V praci je popsan zakladni koncept algoritmu K-nejblizsich sousedu a jeho vazba s lidskym
pojetim podobnosti objektti. Jsou rozvedeny pojmy a klicové myslenky jako vzdalenostni
funkce nebo prokleti dimenzionality. Prace zahrnuje detailni popis metod KD-Strom, Ku-
lovity strom, Locality-Sensitive Hashing, Strom nahodnych projekci a rodiny algoritmi
zalozené na grafu nejblizsich sousedu. Ke kazdé metodé je poskytnuto vysvétleni ideje s vi-
zualizacemi, pseudokddy a asymptotickymi slozitostmi. Metody byly podrobeny experimen-
tim a byly méreny zakladni i pokrocilejsi metriky, ze kterych byly vyhodnoceny pripady
vhodnosti pro jednotlivé metody.

Abstract

The thesis describes the basic concept of the K-nearest neighbors algorithm and its con-
nection with the human concept of object similarity. Concepts and key ideas such as
the distance function or the curse of dimensionality are elaborated. The work includes
a detailed description of the methods KD-Tree, Spherical Tree, Locality-Sensitive Hashing,
Random Projection Tree and families of algorithms based on the nearest neighbor graph.
An explanation of the idea with visualizations, pseudocodes and asymptotic complexities is
provided for each method. The methods were subjected to experiments and both basic and
more advanced metrics were measured and appropriate use cases for individual methods
were evaluated.
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HNSW, NNDescent, Locality-Sensitive Hashing, KNN, LSH

Keywords

K-nearest neighbors, KD-Tree, Ball-Tree, RPTree, KNNGraph, HNSW, NNDescent, Locality-
Sensitive Hasning, KNN, LSH

Citace

CIGANIK, Marek. Metody hleddni k-nejblizsich sousedii. Brno, 2023. Diplomové préce. Vy-
soké uceni technické v Brné, Fakulta informacnich technologii. Vedouci prace Ing. Ivana
Burgetova, Ph.D.



Metody hledani k-nejblizsich sousedii

Prohlaseni

Prohlasuji, Zze jsem tuto semestralni praci vypracoval samostatné pod vedenim pani Ing.
Ivany Burgetové Ph.D.. Uvedl jsem vSechny literdrni prameny, publikace a dalsi zdroje,
ze kterych jsem cerpal.

Marek Ciganik
16. kvétna 2023

Podékovani

Dékuji pani Ing. Ivané Burgetové Ph.D. za odbornou pomoc, vedeni a véasné odezvy na mé
zadosti. Jeji postiehy byly vzdy trefné. Pomohly mi uvédomit si, co je na praci dilezité
a na co bych se mél v praci zamérit. Také dékuji své pritelkyni za neobyc¢ejnou podporu,
diky které jsem v diplomové praci nekulhal a podarilo se mi ji dokonc¢it. V neposledni rade
blizkému okoli rodiny a pratel za to, ze se mnou byli po celou dobu studia od prvniho az
po posledni ro¢nik.



Obsah

1 Uvod

2 Algoritmus K-nejbliZsich sousedi

2.1 Vztah k dattim a datovym typtim . . . . . . ... ... L Lo
2.1.1 Vzdalenost . . . . .. .
2.1.2 Problémy . . . . . .. ..
2.2 Hodnoceni KNN metod . . . .. .. ... ... ... ... .. .. ....
2.3 Vyuziti KNN . .00
3 Aproximacni metody vyhledavani KINN
3.1 KD-Strom . . . . . . .
3.1.1 Konstrukce, arovné KD-Stromu . . . . . . ... ...
3.1.2 Vyhleddvani . . . . . . . .. ...
3.1.3 Slozitosti . . . . . ..
3.2 Locality-Sensitive Hashing . . . . . . ... ... .. .. o L.
3.21 Konstrukce . . .. ..
3.2.2 Vyhleddvani . . . . . . ...
3.2.3 Slozitosti . . . .. oL
3.2.4 Hardware urychleni . . . . . ... ... ... ... ..
3.3 Strom ndhodnych projekci . . . . . ... L L
3.3.1 Konstrukce . . . . . . ... e
3.3.2 Vyhleddvani . . . . . . . . . ...
3.3.3 Slozitosti . . . . . ..
3.4 Kulovity strom . . . . .. L Lo
3.4.1 Konstrukce . . . . ..
34.2 Vyhleddavani . . . . . . ...
3.4.3 Slozitosti . . . .. .
3.5 Algoritmy hledani KNN zalozené na grafu . . . . ... ... ... ... ...
3.5.1 Konstrukce . . .. ..
3.5.2 Vyhleddvani . . . . . . .. ..
3.5.3 Slozitosti . . . . . .. e

4 Navrh méreni a experimentu

4.1 Implementace . . . . . . . . . . ... e
4.2 Data . . . .. e
4.2.1 Datova sada o pacientech Covid-19 . . . . . .. .. ... ... .. ..
4.2.2 Generovanédata . . . . . . . ... ..
4.3 Knihovny . . . . . ..

p—
== IS L TN

—_

14
14
16
19
20
22
23
24
25
25
26
28
28
29
30
31
33
33
34
36
38



4.3.1 KD-Strom . . . . . ...
4.3.2 Kulovity strom . . . . .. ..o
4.3.3 Locality-Sensitive Hashing . . . . . . ... ... .. ... ... .. ..
4.3.4 Strom ndhodnych projekel . . . . ... oL oo
4.3.5 Algoritmy hledani KNN zalozené na grafu . . . . . . ... ... ...
5 Experimenty
5.1 Vlastni parametry aproximac¢nich metod . . . . . .. ... ... .. .....
5.1.1 KD-Strom . . . . . . ...
5.1.2 Kulovity strom . . . . .. ...
5.1.3 Locality-Sensitive Hashing . . . . . .. . ... ... ... ... ....
5.1.4 Strom nahodnych projekei . . . . .. ..o oo
5.1.5  Algoritmy hledani KNN zalozené na grafu . . . . . .. .. ... ...
5.2 Spolecné méfeni. . . . . . .. L
5.2.1 Vyhodnoceni . . . . . .. ... ...
6 Zavér
Literatura

A Zbylé méreni vlastnich parametria aproximacnich metod

49
49
49
50
51
53
55
99
63

65

66

69



Kapitola 1

Uvod

K-nejblizsich sousedu je stary (1951) [6] algoritmus pouzivany dodnes jak v zdkladni, line-
arni formé nebo v néjaké z upravenych forem. Tyto nové formy vznikly z divodu nartstu
pozadavkt na algoritmus z hlediska mohutnosti a dimenzionality prohledavaného prostoru.
Cilem préce je priblizit metody algoritmu K-nejblizsich sousedi a empiricky prozkoumat
jejich vlastnosti. Je zamérena na jejich schopnost spolehlivé vyhledat nejblizsi sousedy a pri-
nosy nebo ztraty, které z metod vyplyvaji. Oproti naivnimu algoritmu se snazi hlavné zkratit
vyhledavaci Casy, se kterymi ma zakladni algoritmus problém.

V praci jsem se zaméril na popis algoritmu, jeho vztah k datim a vysvétleni, proc¢
je tak oblibeny, i kdyz uz existuji komplexnéjsi algoritmy s nékterymi lepsimi klicovymi
vlastnostmi. Bude popsano nékolik z upravenych implementaci, ¢i uz pouzivanéjsich tra-
di¢nich nebo modernich. Kazda bude popsana z nékolika pohledi: zdkladni myslenka, kon-
strukce, vyhledavani, asymptotické slozitosti a dodatky ke konkrétni implementaci, které
stoji za zminku.

Prace muze slouzit pii rozhodovani vybéru algoritmu hledani podobnych objektt a jako
navod implementace. Algoritmus muze slouzit jako klasifikdtor, detektor odlehlych hodnot,
systém generujici doporuceni nebo slouzit pro hledéni podobnych dokumenti [14].



Kapitola 2

Algoritmus K-nejblizsich sousedi

Algoritmus je oblibeny kvili jednoduchosti svého konceptu a snadné interpretovatelnosti.
Zakladnim tkolem je ziskat pro vyhledavany objekt nejpodobnéjsi objekty z mnoziny dat.
Tyto objekty mohou poslouzit pro zarazeni vyhleddvaného objektu do tfidy vétsinovym
hlasovanim (klasifikaci) [1], pro vytvoreni regresni hodnoty z pruméru néjakého vlastniho
atributu objekti [23], nebo mohou samy predstavovat cil vyhledavani pro doporucovaci
systémy, systémy vyhledavajici plagidty a podobné [17].

Podobnost objektt se urcuje libovolnou vzdalenostni funkci. Prostor, ve kterém se vzda-
lenost pocita, je tvoren atributy objektu. Kazdy atribut tvori jednu dimenzi, pocet atributu
neni omezeny, jedna se tedy o obecné D-dimenziondlni prostor, kde D € N. Naivni algorit-
mus vypocitad vzdéalenosti od vyhledavaného objektu ke vsem objekttim z datové sady a ty
postupné ukladd do vzestupné posloupnosti. Po uvazeni vSech objektd vznikne konecény
sefazeny list, kteréhoz prvnich k£ objektii je navratovou hodnotou algoritmu.

Pokud je cilem klasifikace, vétsinovym hlasovanim se urci tfida. Pri mékkém rozhodovani
se konstruuje mnozina dvojic (¢,p), kde ¢ je t¥ida a p je pravdépodobnost prislusnosti
objektu k ¢ t¥idé p = ‘C—kjl, kde ¢, = {z : x € KN Nresult \ x. = c¢}. Pokud je cilem regrese,

i=k
vysledek je aritmeticky prumér (nebo medidn, geometricky prumeér...) reg = #

Interpretovatelnost je jednoducha a myslenkovy proces ¢lovéku velmi blizky. Uz v an-
tickém Recku [16] miizeme pozorovat snahy o popsani objekti pomoci atributii a na jejich
zékladé vyvozovat prislusnost tfidam. Iniciativy se projevovaly v Platénové skole. Je au-
torem teorie ideji, myslenky, Ze mimo nase vnimani existuji objekty v jejich cisté formé,
ke které se kazdodenni véci snazi priblizit. Existuje ,,modrotiskové schéma*“ toho, jak by
mél vypadat strom, Clovek, kartacek. . .

Popsano atributy, kartacek by mél byt asi 15 centimetri dlouhy a mit na jednom konci
stétinky. K tomuto zédvéru lze dospét pozorovanim riznych kartackt predstavujicich datovou
sadu. Atributy s nizkou informac¢ni hodnotou, jako napiiklad barva, se zdmérné vyloudi,
aby neovliviiovaly vysledek (dimenzionalni redukce). Ted, kdyz se ¢lovék znaly klicovych
atributt kartacku a jejich hodnot setka s nespecifikovanym objektem, pro jeho zafazeni mu
sta¢i porovnat vlastnosti objektu k takzvanému objektu ¢isté formy.

I kdyz z jinych zdméri, nez kvili kterym jsou implementovany klasifika¢ni algoritmy
dnes, Platonova skola dokazuje vztah prirozeného lidského uvazovani k metodikdm pou-
zitych v KNN. Dokonce si uvédomovali chyb, které mutzou ze Spatné klasifikace vyustit.
Definovani ¢lovéka jako ,,dvojnoZce bez pefi* (neznali zvifata jako klokan) dovolilo Dioge-
novi ze Sinépé dovléct vypelichaného kohouta se slovy ,,Podivejte, jakého bajecného clovéka
jsem nasel!“. Platén poté musel pridat do definice ,,...majici Siroké nehty“ [13].



2.1 Vztah k datim a datovym typtm

Algoritmus funguje v nékterych pripadech lépe nez v jinych. Nejvice ovlivnujicim faktorem
je datova struktura objektti v otdzce a jejich cetnost.

2.1.1 Vzdalenost

Co se vypoctu vzdalenosti tyce, ten se lisi podle typu atributu, vzdy se ale pouziva jiz
zminénd vzdélenostni funkce [4]. Jednd se o funkei d, kterd musi nad libovolnymi body
v prostoru p, ¢ a r spliiovat podminky:

o d

p,q) > 0 nezaporné vzdalenost

o d D(q,p) symetrie

(P, q)
(»,q)
e d(p,7)+ D(r,q) > D(p,q) trojuihelnikova nerovnost
. d(p.p)

p,p) = 0 totoznost

U intervalovych proménnych se pouzivé napiiklad Euklidovska vzdalenost, Sachovnicova,
vzdélenost, Minkowského vzdalenost, Ctvercové vzdalenost nebo Manhattanovsks vzdale-
nost.

D

d(a,y) = \| S0 2 — i |)? (2.1)

=1

(a) Vypocet Euklidovské vzddlenosti bodu z a y s D dimenzemi. Vysledkem je délka tsecky
mezi body.

D
d(z,y) = | @i —yi | (2.2)
=1

(b) Vypocet Manhattanovské vzdalenosti bodi z a y s D dimenzemi. Vysledkem je soucet
vzdalenosti jednotlivych dimenzi. V literatuie se formuli k4 také Vzdélenost méstskych
blokd.

d(z,y) = max(| z; —y; |) (2.3)

(c) V¥pocet Sachovnicové vzdalenosti bodit = a y. Vysledkem je vzdalenost v dimenzi i
s nejvétsim rozdilem. V literatufe se ji rikd také Chebychevova vzdéalenost.



(I =i )P (2.4)
1

d(xv y) =\

D
i=
(d) Vypocet Minkowského vzddlenosti bodu = a y. Vypocet obsahuje nastavitelny parametr
p. PovSimnéme si, ze kdyz je p = 1, vzorec odpovida Manhattanovské vzdélenosti a kdyz je
p = 2, vzorec odpovida Euklidovské vzdéalenosti. Déle, pokud by se p limitné blizilo k neko-
neénu, vysledek by byla vzdéalenost dimenzi s nejvétsim rozdilem - Sachovnicova vzdalenost.
Minkowského vzdélenost je tedy generalizaci a Manhattanovské, Euklidovské a Sachovni-
cova vzdalenost jsou specializace. Pokud p < 1, nejednd se o vzdalenostni metriku. Pro
piiklad, pokud by p < 1, tak pro vektory s = (0,0),q = (1,1) je vzdalenost d(s,q) = 2/7.
Treti vektor » = (0,1) je od obou vzdaleny 1. Protoze ale d(s,r) + D(r,q) < D(s,q),
trojihelnikova nerovnost neplati.

U nomindlnich proménnych se vzdalenost pocita shodami a neshodami. Shody i neshody
mohou byt dvojiho typu podle shodné/neshodné hodnoty.

x=1|x=0

y=1
y=0]s

Tabulka 2.1: Moznosti podobnosti vektorti.  a y jsou substituci pro slozky vektoru, slozek
jep=q+r—+s—+t. qje pozitivni shoda, ¢ je negativni shoda, r a s jsou neshody s opa¢nymi
hodnotami.

t
jac(u,v) = __a+r (2.5)
qgt+r+s+t
(a) Jaccardova vzdélenost. Je to pomér mezi shodami a poc¢tem proménnych.
ham(u,v) =71+ s (2.6)

(b) Hammingova vzdalenost. Vysledkem je soucet neshod. Interpretuje se také jako pocet
akci, které se musi uskutecnit, aby byly vektory stejné.

Pokud jsou nominalni hodnoty ordinalni, vzdalenost mezi neshodami je nasobena po-
¢tem moznych hodnot mezi nimi. V ordindlnim atributu velikost € {maly, stredni,velky}
by platilo, ze d(maly, stredni) =1 a d(maly, velky) = 2.

2.1.2 Problémy

Algoritmy pouzivajici vzdélenostni funkei ¢eli mnoha problémtim,. Jeden z fesitelnych je
méfitko jednoho z uvazovanych atribut vic¢i druhému. Vzdalenostni funkce v neupravené
verzi vnimé viechny dimenze jako rovnocenné. Upravou mékitka se zvyhodiiuje /znevyhod-
nuje vypovedni sila atributu vici ostatnim 2.1.



Obrazek 2.1: Zména méfitka atributu Y ovliviwujici vysledek algoritmu. V grafu (a) je
vyhodnocen jako nejblizsi soused pro ¢ bod P;. V grafu (b) po upravé a znevyhodnéni
vypovédni sily atributu Y je vyhodnocen jako nejblizsi soused bod Ps.

Meéritka, pokud se jednéd o fyzikdlni veli¢iny, nemusi byt nutné stejné jednotky. Neni
problém, kdyz jeden atribut délky je v metrech a druhy v milimetrech. Pro priklad, objekt
hada pro urceni jeho druhu muze mit atributy délka téla v metrech a délka zubu v mili-
metrech. Dilezité je zachovat vypovédni hodnotu, prizptisobit se oboru hodnot, které miize
atribut redlné nabyvat (vyska ¢lovéka obvykle nepfesdhne 2,5m) a pomoci experimenti
uzpusobit méritka tak, aby algoritmus dosahoval nejlepsi vysledky.

Co se po¢tu atributt (dimenzi) tyce, nastava problém zvany prokleti dimenzionality [27].
Souvisi se vzdéalenosti objektti mezi sebou. V nizko dimenzionalnich prostorach se vzdale-
nosti funkce chova o¢ekavané — dokaze detekovat relativni sousednost. Cim vic dimenzi
prostor nabyva, tim vic ,,prilezitosti“ pro vétsi rozdil nebo neshodu mezi sebou objekty
maji. Pfibuznosti objektu se stiraji a ztraci se sousednost. V extrémnich vysoko dimen-
zionalnich prostorach nejblizsi dva objekty maji podobnou vzdélenost jako nejvzdalenéjsi,
pricemz interpretace této hodnoty se nedd vyvodit jako nizka, blizka, sousedni. U algo-
ritmu vyuzivajicich vzdalenostni funkce se obecné doporucuje pouzivat nizky pocet dimenzi
i kdyby kazdéa dimenze z vysoko dimenzionalniho prostoru méla velkou vypovédni hodnotu.
Optimalni pocet dimenzi neni definovan, lisi se podle datovych sad a algoritmu.

Uvazujme datovou sadu na obrazku 2.2, ve které je pocet dimenzi D proménlivy, data
jsou normalntho rozlozeni (i1, 0%) v kazdé dimenzi s parametry p = 100 — 500 a o = 40 — 50.
Zaznamenejme vzdalenost od kazdého bodu ke kazdému. V nizko dimenzionalnich prosto-
rach, kde existuje sousednost, se da vypozorovat, ze existuje zna¢né mnozstvi pari, které
jsou bezprostfedné blizko 2.3. S postupnym zvysovanim dimenzi roste primeérné vzdalenost
libovolnych dvou bodi, odchylka ztstava stejna. Klesa ale pocet bodti, které k sobé maji
bezprostredné blizko 2.4. V extrémnich pripadech uz sousednost prakticky neexistuje 2.5.



Pocet dimenzi = 2, pocet bodd = 500
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Obrazek 2.2: Datova sada s poctem dimenzi D = 2 generované normalnim rozlozenim.
Vsimnéme si, ze pro mnoho bodu existuje néjaky soused v bezprostfedni blizkosti.
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Obrazek 2.3: Vzdélenosti mezi body v prostoru D = 2 generované norméalnim rozlozenim
2.1.2. Pocet dvojic, které maji mezi sebou vzdalenost blizkou 0 je skoro 5000. Na této datové

sadé by algoritmus KNN fungoval excelentné, protoze se spoléha na to, ze takovéto dvojice
existuji.



Pocet dimenzi = 10, poc¢et bodd = 500
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Obréazek 2.4: Vzdélenosti mezi body v prostoru D = 10 generované norméalnim rozlozenim
2.1.2. Uz s 10 dimenzemi je problém najit dva podobné body. Primérna vzdélenost je 200
a neexistuje jedind dvojice, kterd by mezi sebou méla vzdalenost mensi nez 50.

Pocet dimenzi = 1000, pocet bod = 500

35000 A
30000 A
25000 A
@
© 20000 -
=
15000 A
10000 ~

5000 A

1800 1900 2000 2100 2200
Vzdalenost

Obrazek 2.5: Vzdalenosti mezi body v prostoru D = 1000 generované normalnim rozlozenim
2.1.2. V extrémnich pripadech sousednost prakticky neexistuje (zadny bod neni jinému
blizky). Muze vyvstat argument, Ze potrad existuji body, které k sobé maji bliz a jsou
si podobnéjsi, nez jiné. Je potieba brat ohled na to, ze pro to, aby byly objekty stejné,
musi mit mezi sebou vzdalenost 0 a podobné objekty se vzdalenostné kolem nuly soustiedi.
Zde nejpodobnéjsi dvojice jsou vzdéalené priblizné 1900 a nejvzdéalenéjsi 2150. I ty nejblizsi
body jsou podobné vzdélené, jako ty nejvzdalenéjsi. Zadni sousedé neexistuji, pouze velmi
vzdalené body, i kdyz nékteré mirné vzdalenéjsi, nez jiné.



Jako ptiklad je mozné si predstavit praktickou analogii s doporucovacim systémem pro
filmy. S malym mnoZstvim dimenzi (Zanr, rok premiéry, hlavni role...) by systém, ktery
pouziva KNN, pracoval dobte. Cim vice dimenzi by algoritmus uvazoval (délka filmu, pocet
vedlejsich postav, pocet exteriérovych scén... ), tim by se zvétsoval rozdil mezi podobnymi
filmy, protoze v konec¢ném dtisledku se objevi dimenze, v kterych se budou lisit. Ve stejnou
chvili se objevi podobnosti mezi diive odlisnymi tituly a v konecném dusledku budou mit
podobny pomér shod ku neshoddm /rozdilim jako ptivodné podobné filmy.

Podobné, jako velky pocet dimenzi, i velky pocet dat je Achillovou patou KNN algo-
ritmu. Pti pouziti KNN uzivateli zilezi na ¢ase, ktery algoritmus potfebuje pro (a) vytvoreni
modelu, (b) vyhledavani.

Rychlost vytvoreni modelu je dualezita pro systémy, u kterych se klade duraz
na pomér online/offline ¢asu a hrozi vypadky. Opétovné vytvareni modelu, pokud
je pomalé, je v dané situaci problémem. Linearni verze algoritmu KNN je v tomto ohledu
dobrou volbou. Vytvoreni modelu znamena pouhé nacteni dat do paméti. Kazdopadné, i to
je ovlivnéno velikosti datové sady a rostoucim poctem dat se inicializace zpomaluje. Tento
efekt je vice znatelny u jinych verzi KNN, které pozaduji vytvoreni néjaké datové struktury
jako stromy nebo grafy.

Casova slozitost vyhledavani je linearni, jelikoz KNN algoritmus v zékladni podobé musi
uvazovat vSechny data z datové sady. Existuji implementace, které snizuji vyhledavaci cas
za cenu vétsi pamétové slozitosti a/nebo ¢asové slozitosti tvorby modelu.

Velikost dat v datové sadé pro vyhledavani je jeden z klicovych faktord, ktery je potiebné
zohlednit pti vybéru algoritmu. U KNN plati, Ze ¢im je vétsi datova sada, tim je horsi ¢asova
a prostorova slozitost. U velké datové sady stoji za zvazeni pouzit jiny algoritmus.

2.2 Hodnoceni KNN metod

V oblasti strojového uceni existuje mnoho metrik urcujicich spravnost modeli, kazda se
svou interpretaci chybovosti. Ty zdkladni vychézeji z matice zdmén (chybové matice) 2.6.
Zakladni metriky se jmenuji accuracy, precission a recall.
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Obrézek 2.6: Chybova matice. V kontextu KNN se pouziva jako prostiedek urceni spravnosti
modelu. Zobrazuje ptifazeni sousedu. True Positive (TP) je pocet spravné pritazenych, False
Positive (FP) je pocet nespravné prifazenych, False Negative (FN) je pocet nespravné
neprirazenych a True Negative (TN) je pocet spravné nepfifazenych sousedu. Plati, ze
TP + FP = k, protoze model KNN vzdy pritazuje (Positive) pouze a pravé k sousedu.
Také plati, ze TP + FN = k, ¢ili FP = FN, ke kazdému nespravné prirazenému (FP)
sousedovi priléhd jeden nespréavné neprifazeny (FN).

Pri testovani aproximacnich KNN metod je dilezitd odpovéd na otazku ,,Jaké procento
ziskanych nejblizsich sousedl jsou skutecni nejblizsi sousedé?”. Jinymi slovy, pomér mezi
spravné ziskanymi sousedy oproti k. K ziskdni odpovédi pomiize metrika recall, ktera se
pocita recall = TPTJF%. Protoze T'P jsou ziskani skutec¢ni nejblizsi sousedé a TP+ FN = k.
Protoze ale Precision = % a FFP = F N, precision a recall budou mit stejny vysledek.

Odvozenou a uzitetnou metrikou je pocet vyhledavani, které metoda zvladne za dosazeni
urc¢itého recallu, takzvany Recall-Queries per second trade-off. Aproximac¢ni metody jsou
casto nastavitelné riznymi vlastnimi parametry, které upravuji pomeér rychlosti vyhledavani
k recallu. Cim vyssf recall, tim mens{ pocet vyhledavani za sekundu a naopak. Tato metrika
neuvazuje pomeér rychlosti konstrukce modelu k recallu.

Pokud je ucelem pouziti metriky sledovani zavislosti recallu od zvoleného k, pouziva
se Recall@K nebo-li Recall at rank. Metrika se pouziva u sefaditelnych vysledki, coz nej-
blizsi sousedé jsou. V setazenych vysledcich se vyskytuji jak relevantni vysledky (skuteéni
sousedé), tak nerelevantni. K v RecallQK referuje k poctu prvka vracenych systémem,
v pripadé KNN shodné s k ve vyhledavani. Obecné, Recall@K uvazuje m relevantnich
prvki v datové sadé. Méri kolik prvka z m je v K, K > m vricenych prvku zastoupeno.
V pripadé KNN je m = K = k, stejny pocet relevantnich prvki jako vyhledavanych. Zvyso-
vanim K by se mél recall zvySovat také. Pokud K = N, recall je stoprocentni, protoze jsou
navraceny vsechny prvky, tudiz i kazdy z m pozadovanych prvka. Prakticky vyuziti této
metriky u KNN znamena sledovani, zda-li poc¢et vyhledavanych sousedu ovliviuje recall.

2.3 Vyuziti KNN

7 vlastnosti KNN vyplyva nékolik faktort, které je tieba pred implementaci uvazit.
Vysledky z KNN jsou presné, at uz jde o klasifikaci, regresi nebo doporucovaci tlohu.
Algoritmus uvazuje nejblizsi okoli vyhleddvaného bodu, coz u kvalitni datové sady vede
ke kvalitnim névratovym hodnotam. U pouziti KNN se vic vénuje pozornost datové sadé
samotné nez implementaci, protoze ta ma na dobré sadé zarucené dobré vysledky.
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Implementace KNN je ve vétsiné pripadi pomérné jednoduché, lehce interpretovatelna

vvvvvv

jako rychlost vyhledavani nebo prostorova slozitost.

Vyuziti najde u mensich datovych vzorkt s nizkym poctem dimenzi a v situacich, kdy
neni pozadovana vysoka frekvence vyhledavani kvili delegaci vypocetni zatéze na akt vy-
hledavani samotny.

Algoritmus je dobré pouzit, pokud [1]:

e Se klade diiraz na kvalitu vysledku a je zarucena kvalita datové sady.

e Je mozné, ze za béhu bude potrebnd tprava datové sady. Pridani, odebrani dat nebo
celé tridy v pripadé klasifikace.

e Je nizky pocet dat v datové sadé.
e Data maji nizky pocet dimenzi.
e Je pozadovana interpretovatelnost implementace.

e Neni predpoklddand vysoka frekvence vyhledavani.

12



Kapitola 3

Aproximacni metody vyhledavani
KNN

KNN linearni algoritmus po obdrzeni bodu pro vyhledani sousedt prochazi vsechny data
z datové sady, spocita délky a navraci usporadany seznam k nejblizsich sousedu. Toto feseni
vyzaduje nizky Cas inicializace a ma nejmensi prostorovou zatéz, jaké se da bez komprimace
docilit. Jeho hlavnim problémem je ale ¢asova slozitost vyhledavani O(n). Redukce ¢asové
slozitosti je hlavni motivaci upravenych verzi KNN. Obecné ale u upravenych verzi plati, ze
zlepSeni Casové slozitosti vyhledavéani vede ke zhorSeni prostorové slozitosti a (nebo) zhorseni
casové slozitosti konstrukce. Interpretovatelnost zistava zachovana, protoze algoritmum
zustava stejné jadro, Ssablona:

1. Konstrukce.

2. Obdrzeni vyhledavaného bodu.

v,

3. Prochazeni prostoru a hledani nejblizsich sousedii.

4. Navraceni nejblizsich sousedii.

Esencidlni rozdil mezi linearni a libovolnou upravenou verzi je v konstrukei a prohledé-
vani prostoru. Zbylé aspekty algoritmu zustévaji nedotceny. Z upravy Konstrukce plyne
zhorseni prostorové slozitosti a Casové slozitosti konstrukce. Z tupravy Prochazeni pro-
storu a hledani nejblizsich sousedi plyne zlepseni casové slozitosti vyhledavani.

V préaci jsou predstaveny metody KD-Strom, Locality-Sensitive Hashing, Strom nahod-
nych projekci, Kulovity strom a grafové algoritmy.

KD-Strom je jednoduchy na implementaci, pouziva se v nizko dimenzionalnich prosto-
rach (oblast pocitacové grafiky). Krok v KD-Stromu je jednoduchy na vypocet, vhodny pro
procesory grafické karty. Jeho upravené verze, Strom ndhodnych projekci a Kulovity strom,
jsou méné nachylné na pocet dimenzi. Locality-Sensitive Hashing vyuziva hashovaci funkci
k redukci poc¢tu kandidati pro nejblizsi sousedy. Grafové algoritmy jsou rodina algoritmii,
ktera pro ziskani vysledku nepouziva déleni prostoru, ale prichod grafem, kde uzly ¢,7 € N
jsou prohleddvané data a hrany (g,r) (vét$inou) zna¢i vztah pro r ,byti mezi k nejblizsimi
sousedy bodu ¢“ Rodina je rozsifovana a je pfedmétem nejnovejsich vyzkumu algoritmi

KNN.
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3.1 KD-Strom

KD-Strom [15] je datové struktura uzpusobend k vyhleddvani nad vicero parametry. Vy-
chazi z predpokladu, ze fazend posloupnost je ¢asové méné narocnda na vyhledavani. Pokud
jsou data K-dimenzionalni, naivni fadici algoritmus musi vybrat, podle které dimenze po-
sloupnost seradi, protoze posloupnost je mozno vytvorit pouze nad jednim atributem, ne
kombinované. Data sefazena podle jedné dimenze mohou pfinést zrychleni ve vyhledavani.
Nastavaji ale pripady, kdy sefazeni nepfinese zadny nebo maly Gc¢inek a to kdyz vSechna
data maji stejnou hodnotu nebo skoro stejnou hodnotu v dané serazené dimenzi.

Serazeni podle jednoho atributu a vyhledani nejblizsiho souseda v takto serazené po-
sloupnosti ale stale neprinasi zadnou jistotu, Ze si tim algoritmus v hleddni nejblizsiho
souseda pomiuze. V strukture KD-Strom dochézi k zohlednéni vicero kritérii. KD-Strom
je bindrni vyhleddvaci strom, ktery obsahuje uzel (¢i uz vnitini nebo listovy) pro kazdy
zéznam z datové sady. Radi data do posloupnosti ve véech K dimenzich (odtud nazev K
dimenzionalni) stridavé. Kazda droven stromu fadi podle jednoho kritéria.

Vnitini uzel u rozdéluje prostor na 2 subprostory (mé 2 potomky) hyperrovinou, ktera:

e prochazi u
e je kolma na osu dimenze, podle které strom fadi v Grovni, ve které se u nachazi
e Je rovnobézna s osami ostatnich dimenzi

Takova hyperrovina je pouze myslena. V praxi se jedna o rozdéleni dat na data s mensi
hodnotou a data s vétsi hodnotou v dané dimenzi 3.1.

Obréazek 3.1: Rozdéleni prostoru podle dimenze zobrazené na ose X.

3.1.1 Konstrukce, irovné KD-Stromu

Kazda troven ve stromu se rfadi podle jedné dimenze. Po K trovnich se dimenze typicky
opakuji. Uvazujme 3 dimenziondlni data reprezentované vektorem (z,y, z). Pokud prvni 3
urovné budou rozdélovat prostor v poradi xyz, nasledujici irovné budou tuto posloupnost
opakovat. K samotné struktuie KD-Stromu je tedy potiebné uchovavat jesté jednu cyklickou
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strukturu uchovévajici data o vybéru dimenze pro fazeni (nebo v uzlu uchovat informaci
o vybéru dimenze). Kazdym zanofenim se vybér v cyklické strukture posune doprednym
smérem, vynorenim se vybér posune smérem opacnym.

Vybér potradi se nemusi ridit zddnou heuristikou, je to ovsem doporuceny postup. Nej-
pouzivandjsi je vybér podle rozptylu §? datové sady v dané dimenzi a prostoru [11]. Existuje
K! moznosti usporddani vybéru, kombinac¢ni strom se ale jednoduse ofezava, protoze je po-
tfebné spocitat pro kazdou droven pouze rozptyly nepouzitych dimenzi. V prvni Grovni je
to K dimenzi, vybere se dimenze s nejvétsim rozptylem dat a pouzije se jako rozdélovaci
dimenze téz drovné. V druhé drovni uz jenom K — 1 dimenzi, ve tfeti K — 2 az do 1. Poté
jsou vybrany vsechny dimenze a v dalsich trovnich se jejich poradi opakuje. Dohromady je
potfebné vypocitat pouze Zle x rozptyli, ne K!. Po vybéru posloupnosti K dimenzi se
zkonstruuje jiz zminéna cyklickd struktura (nebo informaci o dimenzi nese uzel).

Je mozné vytvorit acyklicky vybér striktné podle rozptylu pro kazdou troven, coz zna-
mend vypocet rozptylu kazdé dimenze pro kazdou droven (K log(n) vypocti). Takovy pii-
stup je pomérné zbytecny, protoze nejvice zalezi na rozdéleni v prvnich trovnich.

Binarni vyhledévaci strom ma dobré vyhledavaci ¢asy a vlastnosti, kdyz je vyvazeny.
Nevyvazeny strom v extrémnim piipadé nepfinasi zadné zlepseni a Casovéa slozitost vyhle-
dévani se rovna linedrnimu algoritmu. Pro zajisténi hloubkové vyvazenosti zalezi na vybéru
uzlu rozdélujicim zbytek prostoru na dva podstromy. Pouziva se technika, kdy vybrany
uzel je median v dimenzi datové sady, kterou rozdéluje. Jeho podstromy se budou lisit po-
¢tem uzli maximalné o 1. DA se Tict, ze u klasického binarniho stromu se medidn vybira
z jedné dimenze (klasicky bindrni vyhledavaci strom je vlastné KD-Strom, kde K = 1).
U KD-Stromu se median voli v dimenzi zvolené podle pomocné struktury a drovné zano-
feni. Takovym vybérem levy i pravy podstrom obsahuji stejny pocet uzli +1, pficemz levy
podstrom obsahuje data s (obvykle) mensi hodnotou v rozdélovaci dimenzi a pravy pod-
strom obsahuje data s vétsi hodnotou. V praxi, pokud datova sada obsahuje velké mnozstvi
dat, se pouzivd medidn z ndhodné zvoleného reprezentativniho vzorku, coz vede ke skoro
vyvazenému stromu (dostatecnd aproximace). Grafické zobrazeni KD-Stromu nad daty mé
podobu stiidajicich se rozseknuti prostoru 3.2.
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Obréazek 3.2: 2-dimenzionaln{ data a vybér mediant v jednotlivich Grovnich stromu. Cislem
je znacend hloubka stromu, ve které doslo k danému rozdéleni. Vsimnéme si st¥idani vybéru
dimenze pro rozdéleni prostoru. Hyperroviny rozdéluji pouze uz rozdéleny prostor z vyssi
urovné stromu, ne cely datovy prostor.

Vyvéazenost v KD-Stromu se neda jednoduse uchovat vyvazujicimi algoritmy jako u oby-
¢ejného jedno dimenzionalniho vyhledavaciho stromu. Rotace neni moznd, protoze kazda
uroven pracuje s jinou dimenzi. Rotaci by se vybrané medianové uzly ocitly na nesprav-
nych drovnich, coz by vedlo k jesté vyssi mife nevyvazenosti. Je tedy mozné zkonstruovat
vyvazeny strom, vkladanim dat ale strom casem degraduje. Vkladani funguje stejné jako
u obycejného stromu, vytvorenim nového listového uzlu.

Reseni nevyvazenosti je rekonstrukce stromu. Ta miize byt implementovana bud pii kaz-
dém novém vlozeni, nebo po nékolika pozadavcich na vlozeni, které se doc¢asné ulozi ve vy-
rovnavaci paméti.

3.1.2 Vyhledavani

Uvazujme data z obrazku 3.3 a vytvoreny strom. Déale uvazujme bod ¢, kterému se hleda
nejblizsi soused.

16



X

Obréazek 3.3: Bod ¢ je dotazovaci bod, zluta ¢ara vede k nejblizsimu sousedovi. Algoritmus
prochézel strom, Grovné jsou znaceny cislem. V kazdé tirovni mél na vybér z dvou potomkii,
vybér je znac¢en barvou. Pokud by nejblizsim sousedem nebyl listovy uzel jako na obrazku (¢
by bylo blize k uzlu oznaceného jednickou), algoritmus to zjisti pfi porovnani ve vynorovani
z rekurze.

Nyni uvazme, zZe se algoritmu nepodaii nalézt nejblizsiho souseda 3.4.

Obréazek 3.4: Priklad, kdy pro bod ¢ neni nalezen nejblizsi soused.

Vsimnéme si nalezeného souseda 3.4 a kruznici se stfedem v ¢ o poloméru r = d(q, x),
V obrézku je vidét bod, ktery je blize ke g, jelikoZ se nachézi v kruznici. Algoritmus tedy nej-
blizsiho souseda nenagel. Chyba nastala v okamziku, kdy se prostor rozdélil podle ¢erveného
uzlu x a uvazil se pouze levy subprostor. To, Zze vyhledavany bod ¢ ma mensi hod-
notu v jedné dimenzi nez Cerveny uzel x nutné neznamena, ze nejblizsi soused
bude v levém subprostoru a naopak. KD-Strom je tedy v zdkladni podobé bez tprav
aproximacéni metoda.
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Popularni je implementace zjisténi této chyby pomoci backtrackingu, kdy se v kazdé
trovni vynoreni zkontroluje, zda hodnota d(q, best) je mensi nez vzdélenost ¢ od rozdélovaci
hyperroviny aktualniho uzlu. Pokud je vzdédlenost mensi, zadny blizsi bod se za rovinou
nachéazet nemuze. Pokud je ale vétsi, ¢ast kruznice prekracuje rozhodovaci hranici a je Sance,
ze v této tseci se nachézi blizsi bod. V tom pripadé vyhledavani pokracuje v druhé, predem
nezvolené ¢asti podstromu. Tato technika aproximac¢ni metodu transformuje na metodu se
100% tuspésnosti vyhledani nejblizsiho souseda za cenu snizeni rychlosti dotazovani. V ¢im
vyssi drovni stromu nastane chyba, tim vétsi je ¢asova penalta. Chyba nemusi nastat pouze
jedna za jedno vyhledédvani. V extrémnim ptipadé, kdy chyba nastane u kazdého rozdéleni
prostoru, ma technika casovou slozitost linedrniho algoritmu, jelikoz projde cely strom.
Frekvence chyby narista u KD-Stromu se zvysujicim se poc¢tem dimenzi. Zde jsou moznosti:

e Mize se pouzit aproximac¢ni verze KD-Stromu.

¢ Pouzit jinou, vhodnéjsi techniku na vyhledavani ve vysoko dimenzionalnich
datech.

e Pouzit kombinaci aproximac¢niho pfistupu a backtrackingu, kde se backtracking pou-
Zije pouze na nejnizsi drovné stromu [12].

Zvysujicim poctem dimenzi se také zvysSuje primérnd vzdalenost mezi body 2.5. Vzda-
lenost libovolného bodu od hyperroviny libovolné dimenze je ale nezavisla od celkového po-
¢tu dimenzi. V prikladé 2.3 na problémy vzdélenostnich funkeci si predstavme hyperrovinu,
kterd by pfes stfedovou hodnotu rozdélovala data z normélniho rozlozeni se smérodatnou
odchylkou o = 40 — 50. Vzdalenost libovolného bodu od ni by by byla priblizné v rozmezi
< 0, w > (v dalsich rozdélenich prostoru pro tuto dimenzi by se horni hranice intervalu
pokazdé zmensovala o polovinu, protoZe by rozdélovala uz rozdéleny prostor). Nyni uvazme
priklad, kdy je prostor tvoren 1000 podobnymi dimenzemi 2.5, kdy primeérna vzdalenost
mezi body je pfiblizné 2000 a nejmensi pfiblizné 1900. Vzdalenost d(q,best) bude tedy
v nejlepsim pripadé 1900, ale vzdalenost bodu best od libovolné hyperroviny bude potad
v rozmezi < 0, LQBO > pro prvni troven rozdéleni a jesté mensi pro ostatni, protoze
se horni hranice puli. Tudiz vzdalenost dist(q,best) bude vzdycky vétsi, nez vzdalenost ¢
od hyperroviny. To mé za nasledek, ze pri backtrackingu 3.1.2 se pokazdé navstivi kazdy
podstrom, tedy se navstivi vSechny uzly; prohleda se cely strom.

Proces vyhledavani

1. Rekurzivné se prochazi stromem od pocatecniho uzlu, voli se potomek podle porovnani
v dimenzi dané drovné stromu.

2. Dojde az k listovému uzlu, ktery bude povazovat za nejblizstho souseda (pokud uz
ale néjaky uzel oznaceny je, nejdiive dojde k porovnéani vzdalenostni funkei). Pokud
listovy uzel obsahuje vicero dat, linedrné se prohledaji.

3. Pii navratech z rekurze kontroluje, zda je aktualni uzel bliz, nez oznaceny nejblizsi
soused. Pokud ano, nejblizsim sousedem se stdva aktualni uzel.

4. 7Zjisti se, jestli se miize nachazet potencionalni nejblizsi soused na druhé strané roz-
délovaci hyperroviny aktualniho uzlu. Pokud ano, vyhledavani pokracuje v druhém
podstromu, tj. krok ¢. 2. Pokud ne, algoritmus pokracuje ve vynorovani.

5. Vynofenim z kofenového uzlu je ukoncéeno vyhledavani.
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Algorithm 1 Pseudokdd vyhledavani v KD-Stromu

function KDTREESEARCH(Node n, Node g, Node best, int level)
dimension < GETDIMENSIONFORLEVEL(level)
if ISLEAF(n) and best is Null then
return n
end if
if 1ISLEAF(n) and D(n, ¢) < D(best, q) then
return n
end if
if n[dimension| < g[dimension] then
searchSide < n.le ftChild
otherSide < n.rightChild
else
searchSide < n.rightChild
otherSide < n.leftChild
end if
best <~ KDTREESEARCH(searchSide, q, best, level + 1)
if INCERCEPTSHYPERPLANE(q, best, n) then
best2 « KDTREESEARCH(secondSide, q, best, level + 1)
best < D(best, q) < D(best2, q) 7 best : best2
end if
return best
end function

3.1.3 Slozitosti

V neserazené posloupnosti, jako jsou typicky data v datové sadé, se median da garantované
najit s ¢asovou slozitosti O(nlogn) za pouziti heap nebo merge sortu'. Vybér medidnu
se ale musi opakovat pro kazdé rozdéleni prostoru. Vyvazeny strom ma hloubku log (n).
Dohromady O(n log (n) log (n)) = O(nlog?n).

Pokud se konstruuje strom s vybérem poradi dimenzi v drovnich podle rozptylu, je
potfebné spocitat pro kazdou droven rozptyl nepouzitych dimenzi. V prvni drovni je to
K dimenzi, vybere se dimenze s nejvétsim rozptylem dat a pouzije se. V druhé trovni uz
jenom K — 1 dimenzi az do K = 1. Dohromady Zle x.

Pomocny vypodet priiméru p mé slozitost O(n) a vypocet rozptylu o? mé také slozitost
O(n). Dohromady 20(n) pro kazdy jeden vypocet rozptylu. Je potfeba spocitat Zle T
rozptyll, coz se da brat jako konstanta (zalezi na tom, jak chovani skaluje s n, ne K).
Vypocet rozptyli tedy zabere (Zle z)20(n) = O(n).

Prostorova slozitost viéi linedrnimu algoritmu nijak nenarustd — O(n). Struktura navic
obsahuje pouze ukazatele na potomky. Jesté je zde pomocna struktura vybéru dimenze
pro urovné stromu (za piipadu, Ze heuristicky volime pofadi dimenzi), ta je ale zanedbatelné
mala.

Casova slozitost vyhleddvani ve vyvazeném stromu je O(logn). Ofezévani vétvi stromu
vede ke zlepseni vici linedrnimu algoritmu. Kvili prohledavani drive zahozenych vétvi se
ale navstivi vice, nez jedna cesta stromem, ¢imz casova slozitost nartsta, redlné se pohy-

IExistuji algoritmy, které najdou medidn v ase O(n) jako quickselect [8], ten ale v nejhorsim pifpadé
mize mit slozitost O(n?). Voli se stabilnéjsi algoritmus.
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buje mezi O(logn) a O(n), tudiz zAdnym zlepSenim vuéi linedrnimu algoritmu (navstivi se
vSechny vétve). U vysoko dimenzionalnich dat se slozitost pfiblizuje linedrnimu algoritmu.
Algoritmus se pro takovy druh dat nedoporucuje.

3.2 Locality-Sensitive Hashing

Local-Sensitive Hashing [22] nepouzivéd zaddné pokro¢ilé datové struktury na uklddani a pro-
hledavani. Idea vychézi z rozdéleni prostoru na regiony nebo-li zmenseni prostoru, ktery je
potfebny prohledat. Odvozeni zac¢ina u rozdéleni prostoru mrizkou pomoci rovnobéznych
hyperrovin v kazdé dimenzi.

Obrazek 3.5: Rozdéleni prostoru na regiony pomoci m = 3 hyperrovin pro kazdou dimenzi.

Takovéto rozdéleni z prostoru 3.5 pomoci m hyperrovin pro kazdou z D dimenzi zkon-
struuje mifzku o (m + 1)P regionech. Pokud se vychézi z predpokladu, Ze neni znimé
rozlozeni dat v zadné dimenzi, kazdy takovy region by odhadem obsahoval W dat.
Pro dotazovany bod ¢ by byl zjistén region a néasledné by byl pouzit linearni algoritmus
pro nalezeni nejblizsiho souseda. Locality-Sensitive Hashing tuto metodu rozdéleni prostoru
zdokonalil pouzitim nerovnobéznych, ndhodné vygenerovanych hyperrovin 3.6.
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Obrazek 3.6: Rozdéleni prostoru na regiony pomoci ndhodné vygenerovanych hyperrovin.

v , , v~ . . . v . ° 1
U rozdéleni prostoru pomoci nerovnobéznych hyperrovin je pocet regionu % + 1,

pricemz vlastnost, ze regiony obsahuji pravdépodobnostné stejny pocet dat je zachovana.
N n n . C e . . . PR
Pocetné uz ne CEIE ale EECEDNeE tedy pocet regionti ani pocet dat v nich uz neni zavisly

od poctu dimenzi. Pocet je zavisly pouze od poctu hyperrovin, coz je volitelny parametr
algoritmu.

U obou pripadi, klasického rovnobézného rozdéleni i ndhodného generovani se algorit-
mus potyka s problémem, ze nejblizsi soused nemusi byt pritomen v prohleddvaném regionu.
Miize se nachédzet v regionu sousednim. Zde se nabizeji 2 moznosti:

e Spocitand vzdalenost mezi ¢ a potencionalnim nejbliz$im sousedem z prohledéavaného
regionu se pouzije jako polomér pomyslné kruznice, ve které se blizsi bod (pokud
existuje) — i kdyz za hranici regionu — bude nachézet. Kruznice se muze, ale nemusi
protinat s hranici regionu. Pokud se neprotind, je mozné prohlésit, ze kandidatni nej-
blizsi soused je skutecny a ukoncit vyhledavani. Pokud se protina, je mozné prohledat
sousedni region. Pak se ale uz nejednéd o aproximac¢ni metodu, jelikoz algoritmus by
vzdy nasSel skuteéného nejblizsiho souseda. Zde se nabizi pouzit néjaky rozhodovaci
mechanismus, ktery pomuze urcit, zda se vyhledavani oplati. Hraje roli i vysledek,
ktery se od algoritmu pozaduje. Pokud je pozadovana vysoka pTresnost a ne pouze
aproximovany vysledek pro dotazované g, tato metoda prohledavani sousednich regi-
onu muze byt preferovana. Déle vsak nebude nijak rozvadéna, je zde uvedena pouze
jako zajimavost.

e Druhou a v praxi preferovanou moznosti je pouzit vicero rozdéleni hyperrovinami
l. Vyhledavani se provede nad vSemi prostorovymi rozdélenimi a nejlepsi vysledek
algoritmus vraci jako vysledek hledani. Parametr [ by bylo vhodné zvolit podle prav-
dépodobnosti, ze se NN nachéazi ve stejném regionu jako q. Tuto pravdépodobnost ale
nelze obecné spocitat, protoze zélezi na po¢tu hyperrovin (granularity prostoru), prav-
dépodobnostnim rozdéleni dat a jejich hustoté (fidky datovy soubor x husty datovy
soubor). To ale nepredstavuje velky problém, protoze s vyssim [ pravdépodobnost na-
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lezeni NN rychle stoupd. Je nutno opét brat zietel na to, Ze cilem nemusi byt skutecny
NN, ale pouze aproximace. Aproximovany NN tedy muze stacit.

Pro ukézku uvazujme rizné pravdépodobnosti, ze pri ndhodném rozdéleni prostoru
podle vygenerovanych hyperrovin jsou g a skutecny nejblizsi soused ve stejném regionu:
p1 =0.1, po = 0.3, p3 = 0.5, py = 0.7, a p; = 0.9.

Déle rozdélme prostor m ndhodnymi hyperrovinami ne jednou, ale [-krat. Algoritmu
sta¢i pouze u jednoho z [ rozdéleni najit skute¢ného nejblizsiho souseda, protoze se vysledky
z [ hledani porovnaji a vybere se ten nejlepsi.

1=1|1=2 | 1=3 1=4 1=5 1=6 1=7 1=8
P01 | 019 0.271 | 0.3439 | 0.40951 | 0.46855 | 0.5217 | 0.56954
P | 0.3 | 0.51 | 0.657 | 0.7599 | 0.83193 | 0.88235 | 0.91764 | 0.94239
P3| 0.5 | 0.75 | 0.875 | 0.9375 | 0.96875 | 0.98438 | 0.99219 | 0.99609
Py 07 1091|0973 | 0.9919 | 0.99757 | 0.99928 | 0.99978 | 0.99993
Ps 109 1099|0999 | 09999 | 0.99999 | =1 =1 =1

Tabulka 3.1: Kazdym dalsim rozdélenim prostoru [+ 1 nartusté pravdépodobnost, ze alespon
v jednom z nich bude nejblizsi soused nalezen. Jedna se o binomické rozdéleni Bi(n,p), kde
Ssance uspéchu p je jedno z p1—ps, pocet pokusu n je roven parametru [ a pravdépodobnost
se poc¢ita pro alespon jeden tspéch P(X >=1).

Vysledkem je pravdépodobnost nalezeni skute¢ného, neaproximovaného nejblizsiho sou-
seda. Pomoci experimentti se da pred redlnym pouzitim zjistit pravdépodobnost p. Zvolenim
povolené tolerance chybovosti (error rate) pro aproximacéni metodu se za pouziti binomic-
kého rozdéleni da urcit parametr [, které se pro datovou sadu pouzije. Z tabulky 3.1 je
ziejmé, ze se zpravidla nebude jednat o vysoky parametr.

3.2.1 Konstrukce

Pred vyhledavanim g v datové sadé je nejprve nutno rozdélit prostor na regiony a kazdému
regionu inicializovat pole. To je posléze naplnéno daty nalezicimi danému regionu. Pridavani,
Uprava nebo mazani prvka datové sady je jednoduché, jelikoz algoritmus nepouziva zadné
specidlni datové struktury pro ulozeni dat kromé pole.

Prislusnost bodu k regionu se urcuje podle pozice bodu k jednotlivym hyperrovinam.
Kazda hyperrovina rozdéluje prostor na 2 subprostory. Jeden z nich bude znacen 0, druhy
1 (nebo 1 a2, Aa B...). Vypocitanim vztahu bodu ke vSem rovindm vznikne fetézec bitt
saaaa’, kde a € {0,1} a i-ty znak znadi vztah k i-té hyperroviné. Pro m hyperrovin existuje
2™ moznych retézct délky m. Kazdému regionu nalezi jeden fetézec, existuji fetézce bez
regiontl protoze pocet regionii W +1 je vzdy mensi nebo roven poc¢tu moznych retézct
m?2, pro libovolné m € N.

Je vytvorena jedna hashovaci tabulka, pro kterou jsou fetézce klicem a navratovymi
hodnotami jsou pole dat tvorici dany region. Z této tabulky je odvozen nézev algoritmu.
Podle lokality bodu (locality-sensitive) je vytvoren hash (hashing), ktery v ta-
bulce odkazuje na pole regionu. Tato datova struktura pouze slouzi pro adresovani
poli s daty. Tabulka je vytvorena pro kazdé rozdéleni prostoru [;, tedy parametr [ urcuje
mimo jiné i pocet hashovacich tabulek. Kdyz jsou v kazdé tabulce pfirazeny vsechny data,
inicializa¢ni prace jsou dokoncené a je mozné provadét vyhleddvani nejblizsiho souseda.
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Algorithm 2 Pseudokdd Inicializace Locality-Sensitive Hashing

function CONSTRUCTLSH(DataSet S, int 1)
dimesnsions < GETNUMBEROFDIMENSIONS(.S)
setups < setupll] > declare [ setups
for all 7inl do
hyperplanes < GENERATEHYPERPLANES(dimensions, M)
hashTable + CREATEHASHTABLE(hyperplanes)
for all datainS do
hash < CREATEHASH (hylerplanes, data)
pUSH(hashT abe[hash|, data)
end for
setupsli].hashTable < hashTable
setups[i].hyperplanes < hyperplanes
end for
return setups
end function

3.2.2 Vyhledavani

Samotné vyhledavani probiha nasledovné:
1. Pro g se zjisti vztah k jednotlivym hyperrovinam.

2. Vysklada se retézec, ktery se pouzije jako kli¢ do hashovaci tabulky, obsahujici pole
dat jednotlivych regionu.

3. Vréacené pole se linedrné prohledé a nalezne se aproximovany nejblizsi soused.
4. Provede se u kazdého rozdéleni ;.

5. Nejlepsi vysledek (nejblizsi aproximovany soused) je vysledkem celého algoritmu.
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Algorithm 3 Pseudokdd Vyhledavani Locality-Sensitive Hashing

function SEARCHLSH(Node g, Setup setups]])

results < Node|[LENGTH(setups)]

result Distances < int[LENGTH(setups)]

for all i, setupinsetups do
hashTable < setup.hashT able
hyperplanes < setup.hyperplanes
gHash < CREATEHASH(hyperplanes, q)
region < hashTable[qH ash]

nearest < region|0] > caution: region may contain 0 points
nearestDist < D(nearest, q)
for all datainregion do > linear algorithm

dist < D(data, q)
if dist < nearestDist then
nearest < data
nearestDist < dist
end if
end for
results[i] < nearest
result Distances[i] < nearestDist
end for
best Dist <— MIN(result Distances)
return results[INDEXOF (best Dist)]
end function

3.2.3 Slozitosti

V slozitosti algoritmu sehrava roli nékolik parametri:

e Pocet bodu v datové sadé n
e Pocet dimenzi D
o Pocet hyperrovin m

e Pocet opakovani rozdéleni prostoru [

Konstrukce

Prostorova slozitost roste s pouzitim [ tabulek, kazd4 tabulka obsahuje cely datovy soubor.
[ je ale pouze multiplikaéni faktor proto prostorova slozitost zustéva linedrni (i kdyz I stoji
za povsimnuti) O(In) = O(n).

Konstrukce sestédva ze dvou kroku — generovani hyperrovin a vytvoreni hashovacich
tabulek. Generovani hyperrovin je v podstaté generovani D + 1 ndhodnych ¢isel pro kazdé
z | rozdéleni prostoru, slozitost je O(I(D + 1)).

Pritazeni bodt hashovacim tabulkdm znamena vypocitani hashe pro jednotlivé body.
Nalezeni hashe pro n; zahrnuje vypocet vztahu ke kazdé hyperroviné m;, vypocet vztahu
je skalarni soucin vektorti n; a m; (bod v datové sadé se da vyjadrit jako vektor hodnot
v jednotlivych dimenzich). Vektory jsou D-rozmérné, tedy vyzaduji D operaci. Casové
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slozitost hash funkce je O(Dm). Vypocitdni hashe a pfifazeni do tabulek pro vSechny body
ve v8ech variantach [ mé tedy notaci O(Dmlin).

O((D+1)+1(Dmn)) = O(D+ 14 Dmn)) (3.1)

Casové slozitost generovani hyperrovin s ¢asovou slozitosti vytvofeni hash tabulek spolu
tvori ¢asovou slozitost konstrukce. D, m, | a 1 jsou konstanty, slozitost je tedy linearni

O(n).

Vyhledavani

Nejdiive je nutné najit pomoci hash funkce spravnou tabulku k prohledani, poté linedrné
prohledat dany prostor.

D D
*n )) = 1Dm + L+ Dxn

O((Dm + —=2*" _txDxn
m*(gLJrl) +1 m*(72n+1) +1

(3.2)

Nalezeni hashe pro ¢, stejné jako u ostatnich bodu datové sady, zahrnuje vypocet vztahu

ke kazdé hyperroviné m; Casova slozitost hash funkce je O(Dm). Primérny pocet prvki

v regionu, ktery bude linedrné prohleddvan je M++1)Jr1 Zjisténi vzdéalenosti mezi ¢ a prv-
mx(mtl)

kem v regionu je skalarni soucin s D operacemi. Cely vypocet je provadén [-krat.

lxD=xn
log n*(logn+1)
-3 T 1

IDlogn + (3.3)

Casové slozitost, pokud zvolime poc¢et hyperrovin m = log n.

D a [ budou vylouceny 3.3, protoze jsou konstanty. Dilezité je to, jak roste komplexita
ve vztahu ku n. Z pravé strany souctu se stava konstanta, jelikoz délenec i délitel jsou radu
n. Zustane tedy O(logn).

3.2.4 Hardware urychleni

Zde se nabizi myslenka vyhleddvat v kazdé z [ tabulek zvlast. Kazda nese vlastni data
a jedna se pouze o ¢teni, nehrozi proto zadny z problémi, které se s paralelnimi algoritmy
obvykle poji. V kazdém [; nastaveni z [ se vyhleda aproximovany nejblizsi soused a vy-
sledky se agreguji pomoci operace min(). Stejny princip se d4 uplatnit i ve vnitinim cyklu
vyhledavaciho algoritmu, kdy se mezi vypocetni jednotky rozdéli data z regionu.

3.3 Strom nahodnych projekci

Mezi KD-Stromem a LSH vznikla metoda, ktera kombinuje tyto dva pristupy. Z KD-Stromu
prebrala stromovou strukturu, z LSH techniku projekce bodi na rozdélujici hyperrovinu 3.8.
Strom nahodnych projekci je binarni vyhleddvaci strom, ktery buduje levy a pravy podstrom
podle toho, na které strané rozdélujici hyperroviny body lezi. Strom je vyvazeny (v zakladni
podobé konstrukéniho algoritmu), protoze hyperrovina prochézi medidnem mnoziny bodu
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S, nad kterou je strom konstruovan. Zvoli se ndhodny jednotkovy vektor v 3.7, viiéi kterému
se spocita skaldrni soucin vSech bodi z datové mnoziny. Z vysledkti se vybere median, ktery
slouzi jako rozhodovaci hranice pro patricnost bodt levému nebo pravému potomkovi.

@

Obrazek 3.8: Rozdil v konstrukci KD-Stromu a stromu nahodnych projekci. Pti backtrac-
kingu a hleddni mozného lepsiho souseda metoda netrpi stejnym problémem s prokletim
dimenzionality jako KD-Strom 3.1.2.

3.3.1 Konstrukce

Pouzivaji se dva pfistupy tvorby stromu [7]. Oba maji své teoretické opodstatnéni a pfi-
zpusobuji se vnitinim dimenzim?.

2Miniméln{ pocet proménnych, kterymi se d4 popsat prostor. Zkoumany prostor popsany D dimenzemi
muze byt dobfe popsin méné dimenzemi. D neni nutné nejmensi pocet dimenzi, které jsou pro data po-
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Zaklad konstrukce stromu je stejny 4, lisi se pouze v rozdéleni mnoziny boda do pod-
stromii.

Algorithm 4 Pseudokdd konstrukce Stromu ndhodnych projekei

function BUILDTREE(Set S)
if |S| <leafSize then
return LEAF(S)
end if
rule <~ CHOOSERULE(S)
left < BUILDTREE({x € S : rule(z) = true})
right < BUILDTREE({z € S : rule(z) = false})
return (rule,left, right)
end function

Pravidla pro rozdéleni jsou RPTree-Max 5 a RPTree-Mean 6.

Algorithm 5 Pseudokdd pravidla rozdéleni RPTree-Max

function CHOOSERULE(Set S)
vyber ndhodny jednotkovy vektor v € R”
vyber ndhodny bod x € S, necht y € S je nejvzdalenéjsi bod k bodu x
vyber o ndhodné mezi < 1,1 > - 6&\/%’31)
rule(x) < x - v < (median({z- v:z € S}) +0)
return (rule)
end function

Algorithm 6 Pseudokdd pravidla rozdéleni RPTree-Mean

function CHOOSERULE(Set S)
if A%2(S) <c- As%(S) then
vyber nadhodny jednotkovy vektor v € R
rule(z) + x - v < median({z- v:z € S})
else
rule(z) < DIST(z, mean(S)) < median(DIST(z, mean(S)) : z € S)
end if
return (rule)
end function

V kédu RPTree-Mean 6 A(S) znaéi vzdalenost mezi dvéma nejvzdélenéjsimi body
v mnoziné - priimér kruznice opisujici data. A4?(S) znaéf pramérnou vzdalenost mezi body
v mnoziné S a c je konstanta. RPTree-Mean obcasné dovoluje jiny druh rozdéleni prostoru
a to na zakladé vzdélenosti od primérného bodu v S.

trebné. Pocet dimenzi je tedy vétsi, nez vnitini dimenzionalita dat, coz je zdklad pro transformac¢ni techniku
dimenzionalni redukce. Hodnota vnitini dimenzionality se pouzivaji tieba jako spodni hranice poc¢tu dimenzi
pro tuto transformaci.
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3.3.2 Vyhledavani

Vyhledavani je rekurzivni algoritmus, stejné jako v jinych stromovych vyhledavacich struk-
turdch. Kazdy uzel reprezentuje rozdélovaci hyperrovinu (pomoci jednotkového vektoru
a bodu, kterym hyperrovina prochdzi), jeho potomci jsou uzly, které uvazuji prostor nad/-
pod rozdélovaci hyperrovinou [7]. Listové uzly obsahuji mnozinu dat S, kde |S| < leafSize,
coz je nastavitelny konstrukéni parametr. Kdyz se algoritmus rekurzi dostane do listového
uzlu, provede naivni vyhledavani nad touto mnozinou. Pti obdrzeni vyhledavaného bodu se
v kazdé trovni stromu vypocte skaldrni souc¢in mezi vyhleddvanym bodem a vektorem uzlu
3.9. Pokud je tento vysledek mensi nebo roven skalarnimu soucinu vektoru a bodu uzlu,
vyhledavani pokracuje v podstromu reprezentujicim prostor pod rozdélovaci hyperrovinou.
Pokud je vyssi, algoritmus pokracuje druhym podstromem.

4 ° R1 // Ro

R R2

Obréazek 3.9: Ukazka jednoho kroku sestoupeni v Stromu nadhodnych projekei s vyhledava-
nym bodem ¢ a rozdélovaci hyperrovinou (v, ). Skaldrni soucin ¢-v < r-v, tudiz vyhledavani
pokracuje v regionu Rj;.

Mnozina dat v listovém uzlu ale nemusi obsahovat skuteéné nejblizsi sousedy, proto je
Strom nédhodnych projekei aproximacéni metoda. Algoritmus pro lepsi aproximaci nevyuziva
backtrackingu jako KD-Strom. Misto toho se vytvari takzvany les Stromt ndhodnych pro-
jekel s parametrem m, ktery znaci pocet stromii v lese. Jelikoz kazdy strom je konstruovan
nahodnymi procesy, vysledky z jednotlivych stromu se budou lisit a listovy uzel, ktery al-

goritmus pruchodem navstivi, se bude slozenim prvku liSit od ostatnich. Kone¢na mnozina
m

pro vyhledavani je |J S;, sjednoceni mnozin dat listovych uzli vSech stromu v lese.

Stejné jako ul ﬁSH, spiS, nez korekéni mechanismus se pouzivad skalovani
metody do Sifky. Dovoluje vytvoreni jednoduché datové konstrukce, kterda ani nemusi byt
tak dobra v aproximaci, jako nabizet jednoduse spocitatelny vysledek. Takové konstrukce
se skdlovanim do sitky daji vyuzit v kombinaci s vicero vypocetnimi jednotkami a dovoluji
urychleni vyhledavani pomoci paralelismu.

3.3.3 Slozitosti

Strom nahodnych projekci je podobna datova struktura KD-Stromu, proto jsou asympto-
tické slozitosti stejné.
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Konstrukce

Konstrukce stromu mé stejnou ¢asovou asymptotickou slozitost jako KD-Strom, tedy O(n).
Procedura konstrukce je totiz az na pravidla rozdéleni 3.3.1 mnoziny na subprostory stejna.
Jak u KD-Stromu, tak v Stromu ndhodnych projekci se vyhledd medidan v kazdé trovni
podstromu. Tentokrat ne vsak medidn hodnoty néjaké jedné dimenze, ale median({z - v :
z € S}) nebo median(D1sT(z, mean(S)) : z € S) pro RPTree-Mean, kde S je mnozina dat
prostoru a v je ndhodny jednotkovy vektor. Posléze se data podle medidnu a pouzitého
rozdélovaciho pravidla prifadi subprostorum.

Prostorova slozitost, znovu stejné jako u KD-Stromu, nenartistéd oproti slozitosti naivni
metody. Les obsahuje konstantu m, pocet stromu, ktera se vylucuje O(mn) = O(n).

Vyhledavani

Vyhledévani mé c¢asovou slozitost O(mlogn) = O(logn), kde m je zminéna konstanta poctu
stromil v lese. S poctem dat tedy skaluje logaritmicky. Je to z diivodu, stejné jako u jinych
stromovych vyhledavacich struktur, Ze algoritmus pri kazdé redukci prostoru prestane uva-
zovat polovinu datovych bodt.

3.4 Kulovity strom

Podobné jako KD-Strom nebo Strom nahodnych projekci, Kulovity strom je také bindrni vy-
hledévaci stromova struktura [25]. Maji v podstaté stejny pristup k vyhleddvani NN, jediny
rozdil v zakladni myslence je opét relaxace omezeni, kdy v KD-Stromu v kazdém rozdéleni
dat uvazujeme pouze jednu dimenzi. Stridavé vSechny, ale pouze jednu v jednom rozdéleni
prostoru. Pokud vyhledavani probihd v nizko dimenzionalnim prostoru, toto omezeni neni
zéddny problém. Ten nastava, kdyz vyhledavani probiha ve vysoce dimenzionalnim prostoru,
kde KD-Strom ztraci efektivitu a jeho vyhledévaci cas se blizi k linedrnimu algoritmu, pro-
toze je nachylny na prokleti dimenzionality 2.1.2. Je nutné podotknout, ze Kulovity strom
také trpi na prokleti dimenzionality, jako vsechny algoritmy pouzivajici vzdalenostni funkce,
je ale vi¢i problému robustnéjsi metodou.

Kulovity strom pfi déleni prostoru uvazuje vsechny dimenze. Shluk podobnych dat mo-
deluje pomoci hyperkouli 3.10, coz jsou obecné koule v D-dimenziondlnim prostoru, kde
D € N. V modelu kazda takova hyperkoule obsahuje dva potomky, pokud je splnéna pod-
minka pro rozdéleni prostoru. Podminka mtze mit formu maximalni hloubky stromu, mi-
nimélniho poc¢tu datovych vzorkid pro rozdéleni nebo dokud neni v kazdém listovém uzlu
jeden nebo dva body.

Kazda troven Kulovitého stromu je vyznamové stejnd - formuje mnozinu dat v urcité
vzdélenosti od néjakého stredového bodu. Kazdy uzel nese informaci o stredovém bodu
a poloméru hyperkoule ohranicujici uzlovy prostor.
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Obréazek 3.10: Vizualni reprezentace Kulovitého stromu nad daty. PovSimnéme si, ze na
rozdil od jinych algoritmt a struktur pro déleni prostoru se subprostory mohou prolinat.
Kazdy subprostor zachycuje ¢ast z kazdé dimenze (v kazdé dimenzi dochdzi k redukci
prostoru). Kofenovy uzel stromu reprezentovany nejvétsim kruhem, v literatute znaceny O,
se Casto z vizualni reprezentace vynechava. Na obrazku se prostor se délil pokud uzel mél
vic nez 2 potomky.

3.4.1 Konstrukce

Existuje vicero moznosti jak konstruovat datovou strukturu pro algoritmus Kulovitého
stromu. Vétsina z nich ma pristup shora—doli, kde se nejdiive konstruuji nejvyssi iirovné
stromu a konstrukce sestupuje k nizsim drovnim. Obecné, v kazdé trovni se najde rozdé-
lovaci hyperrovina, ktera urci prislusnost bodd nové vznikajicim potomkim podle jejich
relativni polohy k ni. Hyperrovina se konstruuje nasledovné [9]:

1. Vybere se ndhodny bod z uvazovaného prostoru.
2. Najde se k nému nejvzdalenéjsi bod Fi.

3. K bodu F} se najde nejvzdalenéjsi bod F». Timto jednoduchym postupem se ziskaji
dva velice vzdalené body.

4. Osa a tsecky F1F3 je rozdélovaci hyperrovina.

Po ziskani rozdélujici hyperroviny se vypocita:

o Prislusnost bodi potomkim a vysledné dvé podmnoziny bodu.
e Pro kazdou podmnozinu geometricky stfed, centroid.

¢ Pro kazdou podmnozinu vzdalenost od centroidu k nejvzdalenéjsimu bodu z podmno-
ziny, polomér nové hyperkoule.
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Obréazek 3.11: Konstrukce potomkti. F; a Fs jsou body ziskané postupem hledani vzdalenych
bodti 3. a je osa usecky FiF3, podle které se body rozdéli mezi potomky. S jsou znaceny
centroidy podmnozin, tiseckou je znazornén polomér hyperkouli, vzddlenost od centroidiu
k nejvzdélenéjsim bodim podmnoziny.

Konstrukce 3.11 se rekurzivné opakuje pro oba potomky. Rekurze konci, kdyz je splnéna
podminka zanoteni 3.4. Predstaveny algoritmus nevede k vyvazenému stromu, coz je pro-
blém, pokud se vyzaduje stabilni vyhledavaci slozitost. Vyvazeny strom se da konstruovat
tak, Ze se promitnou vSechny body na tsecku I F5 a jako rozdélovaci hyperrovina se nezvoli
osa usecky a, ale kolmice prochézejici medidnem promitnutych bodi.

Dale se v konstrukci neuvazuje rozlozeni bodi. Tento problém se da adresovat pomoci
analyzy hlavnich komponent [9]. Zjisti se vektor v, ve kterém je v datech nejvétsi variabilita
a na néj se vsechna promitnou. Vybere se median a body se prifadi do levého nebo pravého
podstromu podle pozice jejich promitnuti od medidnu. Timto konstrukénim postupem se
vytvori vyvazeny strom s ohledem na rozlozeni bodt a vyvazenost stromu.

Algorithm 7 Pseudokdd rozdéleni mnoziny pomoci analyzy hlavnich komponent

function spLIT(X)

U] 4— arg max {”TU)T(Z”} > PCA eigenvector
T+ v1.X > Project the points on the vector
T < MEDIAN(T)

X« {zmi|z; € X, t; < t.} > t; is x; projected
X, {1‘2‘1}1 S X,ti > tc}

return X;, X,

end function

3.4.2 Vyhledavani

Data v Kulovitém stromu se uchovavaji v listovych uzlech. Vnitini uzly pouze naviguji
algoritmus k témto uzlam [25]. K tomu pouzivaji prvni ze dvou informaci vnitiniho uzlu,

evv s

roidim potomku a vyhleddavani pokracuje potomkem, ktery mé blizsi centroid. Po dosazeni
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listového uzlu se vybere nejblizsi z n dat (|n| < leafsize), které uzel obsahuje a prohlési
se aproximovanym NN. Kulovity strom je metoda prohleddvani do hloubky, ktera pti vy-
norovani navstévuje dfive nenavstiveného potomka pokud algoritmus usoudi, ze se v ném
muze nachazet blizsi objekt. K tomu slouzi druha uchovavana hodnota v uzlu — polomér
hyperkoule. Pokud vzdélenost od vyhledavaného bodu k povrchu hyperkoule druhého po-
tomka je mensi, nez vzdalenost od vyhledavaného bodu k aproximovanému NN, algoritmus
sestoupi do druhého potomka 3.12. V podstromu totiz (mimo jiné mozné blizké body) lezi
alespon jeden bod, ktery je na povrchu hyperkoule.

q

d aNN

Obréazek 3.12: Znézornéni stavu, kdy se algoritmus rozhodne sestoupit do druhého, diive
nenavstiveného podstromu. Bod aNN je aproximovany NN, ¢ je vyhledavany bod, ¢ je cen-
troid druhého potomka. Pokud existuje znazornénd vysec¢, v hyperkouli se mohou nachazet
blizsi body. Existence vysefe se vypocita jako d(c,q) — radius < d(q,aNN), kde radius
zna¢i polomér hyperkoule druhého potomka. Pouziti této podminky pro sestup zarucuje
nalezeni skute¢ného NN.

Algorithm 8 Pseudokdd Vyhledavani Kulovitym stromem [25]

function SEARCHBTREE(BTree t, Point g, Point best)
if D(t.centroid, q) — t.radius > D(q, best) then
return best
end if
if ISLEAF(¢) then
for all Pointpint.points do
if D(p,q) < D(best, q) then
best < p
end if
end for
else
close <the child subtree of ¢ closest to ¢
far <the child subtree of ¢ furthest to ¢
searchBTree(close, q, best)
searchBTree(far,q, best)
end if
return best
end function
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3.4.3 Slozitosti

Prostorova slozitost v Kulovitém stromu nijak nenartsta, protoze nedochazi k replikaci dat.
Data jsou ulozena v listech bindrniho stromu, ktery ma prostorovou slozitost O(n).

Casové slozitost rozdéleni dat potomkam je i po upravé a pouziti analyzy hlavnich
komponent stejnd jako v neupravené verzi. Pokud je pocet dat n a pocet dimenzi D, vypocet
rozdélovaci hyperroviny pomoci analyzy hlavnich komponent je O(D?*n+D3) [3]. V zévislosti
na datech je casova slozitost O(n), protoze D je konstanta. Takové rozdéleni probéhne
v log(n) tGrovnich, ¢ili ¢asovd slozitost konstrukce je O(nlogn).

Casova slozitost vyhledavani ve vyvadzeném stromu je O(logn). Hlavni myslenkou al-
goritmu, stejné jako u KD-Stromu a Stromu nadhodnych projekci, je ofezavani vétvi, které
predstavuji ¢asti prohledavaného prostoru. Stejné ale jako u jinych algoritmii pouzivajicich
vzdalenostni funkci, i zde nastava zhorseni vysledkid zvysovanim poctu dimenzi. Kulovity
strom je v porovnani s KD-Stromem na pocet dimenzi méné nachylny. V nejhorsim pii-
padé muze algoritmus navstivit vSechny vétve a ¢asova slozitost by byla O(n), stejné jako
v linearni verzi.

3.5 Algoritmy hledani KNN zalozené na grafu

Doposud predstavené algoritmy pouzivaly ke zkraceni ¢asu vyhleddvani néjaky zptsob dé-
leni prostoru. At uz rekurzivni déleni vedouci k stromové struktufe definujici ¢asti pro-
storu, nebo rozdéleni hyperrovinami u LSH. Mensi uvazovany prostor znamend méné dat
k prohledéni. Tento ptistup je jeden z dvou hlavnich, pficemz druhy je zalozen na grafu
z uvazovanych bodu. Grafové algoritmy naznacuji superioritu v presnosti vysledku (recall)
[2].

Jedna se o grafy formujici sit nejblizsich sousedii, nebo jeho aproximaci. Kazdy bod je
spojen orientovanou vazenou hranou (vaha hrany mezi libovolnymi body r a ¢ je d(q,r))
s jeho M nejblizsimi sousedy. Smérovana proto, ze vztah nejblizsi sousednosti neni symet-
ricky, tudiz bod ¢ mize byt nejblizsim sousedem bodu p, naopak tomu ale tak byt nemusi.

Pri vyhledavani se zvoli startovaci bod, od kterého se postupné prochdzenim grafu al-
goritmus dostava k okoli vyhleddvaného bodu. Prichod grafem je rekurzivni volba z bodi,
kterymi je startovaci bod spojen, podle jejich vzdéalenosti od vyhledavaného bodu. Ze spo-
jenych bodu je vybran ten, ktery je k vyhledavanému bodu nejbliz a stiava se novym starto-
vacim bodem. Proces je v podstaté hill-climbing algoritmus, ktery hledéd globalni minimum
vzdélenosti funkce. Okoli bodu, které hill-climbing voli k prohledani, jsou nejblizsi sousedé
bodu v rekurzi.

Existuje rada grafovych algoritmi pro KNN, vSechny ale sdili stejnou myslenku a pouze
upravuji dil¢i ¢asti. Treba pouziji nesmérované hrany, heuristicky vytvori aproximovany graf

.....

podobé feseni problému vypadé nasledovné:

1. V offline fazi se nad daty vytvori graf nejblizsich sousedi.
2. Obdrzi bod, pro ktery se v grafu budou vyhledavat nejblizsi sousedé.
3. Nahodné se zvoli startovaci bod.

4. Rekurzivné se z jeho nejblizsich sousedul voli ten nejblizsi k bodu hledani, ktery se
stdva novym startovacim bodem.
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5. Vyhledavani konci, kdyz zadny z kandidatnich bodd primo nepfinese vysledek lepsi,
nez uz ziskany (lokalni minimum).

3.5.1 Konstrukce

V offline fazi 1 se vytvofi graf pomoci linedrniho algoritmu. Ten zaruci spravnost grafu, je
ale ¢asové velmi naroény, O(n?). Pro tcely vyhleddvani nad grafem ale neni potfeba mit
presny graf nejblizsich sousedti, algoritmus to nijak nevyzaduje, je to ale pro néj dobry
zéklad. Ve skuteCnosti pfesny a pouze graf nejblizsich sousedu neni preferovan a je zdmérné
upravovan pro ziskani lepsich vysledki. Jednim z prikladid takové dpravy je pridani odkazt
na dlouhé vzdalenosti. Jedna se o tpravu, kdy ndhodnym bodim jsou pridélovany hrany
ke vzdalenym bodim, coz muze vést ke zrychleni v prvnich fazich vyhledavani. Nejjedno-
dussi moznosti takové konstrukce je ke kazdému bodu pridélit hranu k nadhodnym bodtm,
pricemz kazdy bod bude mit stejnou pravdépodobnost pridéleni - rovnomérnéd pravdépo-
dobnost. Kazdy bod bude mit hrany k nejblizsim sousediim a vzdalenym bodum. Nejdrive
algoritmus zkusi pouzit hrany propojujici vzdalené body, aby se dostal do blizsiho okoli
rychle, posléze pokracuje pouze hranami nejblizsich sousedi. Hrany na dlouhé vzdalenosti
jsou zékladni myslenkou Hierarchical Navigable Small World (HNSW) grafa. HNSW patii
mezi oblibené moderni grafy pro vyhledavani nejblizsich sousedii.

Dalsi vylepseni ve fazi vytvoreni grafu je odstranéni nékterych hran z grafu s neorien-
tovanymi hranami. Odstranéni hran fesi problémy pouze u neorientovaného grafu, ktery se
obdrzi tak, ze se sestroji orientovany graf a posléze se jeho hrany zaméni za neorientované.
Smysl neorientovaného grafu je ten, ze nékteré grafové algoritmy vyzaduji bud neoriento-
vany graf nebo graf symetricky a také ten, ze pouzitim i opa¢nych hran se muze zvysit
presnost vyhledani, tudiz mohou byt uzitecné. Vlastnost ,byti nejblizsim sousedem* je
nesymetricka. Odstranénim hran se vlastnost modelovana hranami stava symetrickou. Ori-
entovand verze grafu méla jistotu, ze z kazdého bodu bude vést presné k orientovanych hran.
Odstranénim orientace pribudou bodu ¢ hrany (g, r), kde g bylo i-tym (i < k) nejblizsim
sousedem 7. To vede k vzniku takzvanych HUBu. Jejich vyskyt se poji s vysoko dimenzio-
nalnimi daty. Radovanovic [26] oznacuje vlastnost datového setu ,hubness®; vysoka Cetnost
vyskytu néjakého konkrétniho bodu jako jednoho z nejblizsich sousedi pro mnoha ostat-
nich bod, znacena k-vyskyt. S nartistem dimenzi se k-vyskyt a pocet HUB# zvysuje, coz
autor poklada za pri¢inu prokleti dimenzionality a divodu, pro¢ algoritmus nejblizsich sou-
sedl obecné nefunguje ve vysoko dimenzionalnich prostorach. Kdyz algoritmus v priichodu
grafem narazi na HUB, pridd tim veliké mnozstvi kandidata pro pokracovani priichodu,
kterym musi byt vypoctena vzdélenost k vyhleddvanému bodu a pak serazeny.

Po konstrukci je mozno:

e Pouzit horni hranici pro M v neorientovaném grafu. Kdyz néjaky bod presahne po-
¢tem hran horni hranici, je povazovan za HUB a z grafu odstranén. Kohei Ozaki [21]
pouzil tuto metodu, kdy z orientovaného grafu nejblizsich sousedid s M = 3 vytvoril
graf neorientovany a nasledné odstranil uzly s M > 30 hranami. Odstranéni prineslo
lepsi vysledky, ¢imz empiricky potvrzuje skodlivy vliv HUB1 na algoritmus.

e Pouzit horni hranici pro M v neorientovaném grafu, tentokrat zachovat bod a pouze
top M (nejkratsich) hran a odstranit ostatni.

e (Odstranit nejdelsi hrany v trojihelniku 3.13. Trojihelnikem v grafu se mysli nejmensi
mozny cyklicky podgraf. To se zajisti jednoduchym algoritmem. Pro kazdy bod (re-
ferovany jako originalni):
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1. Ziskat jeho nejblizsiho souseda ¢ z vyctu jeho nejblizsich sousedi, ktery uz je
dostupny.

2. Zanechat hranu mezi origindlnim bodem a timto sousedem, oznacit bod jako
yzachovany*.

3. Pro kazdého jiného souseda origindlniho bodu:

(a) Pokud je soused blize k origindlnimu bodu, nez ke ¢, oznacit tento bod jako
»zachovany* také.

(b) Pokud je soused blize ke kterémukoliv ,zachovanému®“ bodu, nez k bodu
originalnimu, odstranit hranu mezi originalnim bodem a sousedem.

q

Obrazek 3.13: Trojuhelnik v grafu. o je originalni bod, ¢ je jeho nejblizsi soused a tfeti bod
je jeden ze spolecnych sousedd. Dlouhd c¢ervend hrana je redundantni, protoze algoritmus
dokaze projit graf pres vsechny tfi uzly pouzitim kratkych hran. Pouzije pri tom sice o 1
krok pruchodu navic, odstranénim dlouhych hran se ale snizuje pocet kandidata pro postup
algoritmu. Odstranéni ma pozitivni vliv na ¢asy prochézeni. Tento proces uchova hrany mezi
nejblizsimi sousedy, postupné ale odstranuje dlouhé redundantni hrany. Hrany na dlouhé
vzdélenosti 3.5.1 ale ovlivnény nebudou, jelikoz zpravidla netvori trojuhelniky v grafu.

Vytvareni grafu nejblizsich sousedu je vypocetné naroény tkon. Pro adresovani tohoto
problému se pouziva aproximace grafu nejblizsich sousedi. Jedna z moznych konstrukénich
taktik je vyuziti predpokladu ,,sousedé mych sousedu jsou pravdépodobné taky mi sousedé®.
Inkrementalni taktika, kterd zacind s grafem, ktery je lehky na konstrukci. Bud se mize
pouzit tplné nahodny graf, kde kazdy bod je spojen s ndhodnymi M dalsimi body, nebo se
pro tvorbu vychoziho grafu pouzije Strom nahodnych projekei.

V obou pripadech hraji roli sousedé sousedti kazdého bodu ¢, ktefi jsou potencionalni
kandidati byti lepsim sousedem pro ¢ nez jeho originalni sousedi v nedokonalém, rychle
vytvoreném grafu.

1. Vytvoreni nahodného grafu nebo vyuziti Stromu nahodnych projekci pro rychlé vy-
tvoreni slabé aproximace grafu nejblizsich sousedu.

2. Pro kazdy bod:

(a) Zmérit vzdalenosti od bodu ke vSem sousedim jeho sousedu. Pokud je néjaky
z nich bliz, nez aktualni sousedi, aktualizovat graf. Sousedé sousedti jsou v pod-
staté chapani jako vlastni. Spolu s redlnymi vlastnimi sousedy vytvorii jeden
seznam, ze kterého se po sefazeni ponechd pouze k nejblizsich.

(b) Pokud nastala zména v grafu, vrat se k bodu 2, jinak skon¢i konstrukei grafu.

Autori NNDescent algoritmu ukazuji, Ze tento konstrukéni algoritmus je velmi efektivni.
V jejich ukazce z ndhodného grafu méri presnost spravného prirazeni sousedi, vysledky jsou
shrnuty v tabulkach 3.2, 3.3.
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Iterace 0. 1. 2. 3. 4. 5.
Presnost | 1.12 % | 36.6 % | 95.76 % | 99.28 % | 99.48 % | 99.6 %

Tabulka 3.2: Presnosti grafu pii inicializaci ndhodnym grafem. Uvazovanim ,,sousedé mych
sousedil jsou pravdépodobné taky mi sousedé“ a postupnou upravou grafu se pokazdé vy-
chézelo z lepsi aproximace, nez predtim. Presnost 1.12 % jsou ndhodné spravné prifazeni
sousedé.

Iterace 0. 1. 2.
Piesnost | 70.32 % | 98.56 % | 99.92 %

Tabulka 3.3: Pfesnosti grafu pfi inicializaci pouzitim ndhodnych projekénich stromt. Autofi
dosahli jesté lepsich vysledki s méné iteracemi.

Algorithm 9 Konstrukce KNN grafu

function CONSTRUCTKNNGRAPH(DataSet S, int M, metric)
graph < INITEMPTYGRAPH(metric)
for all data in S do
graph.ADDNODE(data)
end for
for all node in graph.GETNODES() do
neighbours <— NAIVEKNN (graph.GETNODES() — node, node, M, metric)
node.CREATEASSOCIATIONS (neighbours)
end for
return graph
end function

Povsimnéme si, ze vzdéalenostni funkce metric je konstrukéni parametr 9, ne vyhledé-
vaci. Je tomu tak pro to, Ze konstrukce vyuziva vyhledavaci algoritmus KNN (v pseudokédu
naivni) a pro to uz musi byt poskytnuta. Pfi vyhledavani se pak vzdalenostni funkce uz
neuvadi a pouziva se ta, pomoci které byl graf zkonstruovan.

3.5.2 Vyhledavani

Ve fazi volby bodu pro start vyhledavani zakladni algoritmus voli tento bod nahodné.
Dfive nebo pozdéji, prochazenim grafu se algoritmus dostane k vysledku 10, zde se ale
nabizi pouzit néjaky zplisob lepsi inicializace vyhledavani. Vyuziva se shlukovani; nejlépe
algoritmus, ktery vytvari pevny pocet shluku jako napiiklad k-means 3.14. Cilem neni
totiz identifikace shlukt, ale vytvoreni regioni s reprezentaci (centroid), které poslouzi
jako kandidati pro startovni bod. To, ze k-means identifikuje shluky je pouze piijemné
vylepseni, neni to pozadavkem ani nutnosti. Navic, ve vysoko dimenzionalnich datech se
ztraci sousednost 2.1.2. V takovém pripadé by shlukovaci algoritmy, které detekuji pocet
shlukd samy, s vysokou pravdépodobnosti detekovaly jeden veliky shluk reprezentujici cely
datovy vzorek.
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Obrazek 3.14: Metoda shlukovani k-means na rovnomérné rozlozend data. Vyhodou je, ze
i u dat, kde nejsou identifikovatelné prirozené shluky vytvori pevny pocet shlukl, v tomto
piipadé k = 3. Centroidy z k-means jsou tedy bud rovnomérné rozlozené pokud data
neformuji shluky, nebo opisuji stredy, pokud data shluky formuji. V obou piipadech jsou
dobrymi kandidaty pro seed vyhledavani.

Centroidy z k-means se pouziji jako seznam kandidatnich seedt. Seznam se
linedrné prozkoumé a vybere se nejblizsi centroid k vyhleddvanému bodu. Délka seznamu
zalezi od vybéru parametru k£ u shlukovaciho algoritmu. Slukd nemusi byt malo. Empiricky
se urci idedlni pocet, coz muze byt v radu stovek nebo tisicti shluku (zalezi na poctu dat).

Selekce seedu pro zacatek vyhledavaciho algoritmu se dé zlepsit. Mezi seedy se miize
vytvorit dalsi graf nejblizsich sousedu, ktery je propojuje. Vybérem ndhodného seedu a hill-
climbing algoritmem se kvalita seedu iterativné zlepsuje az nakonec dojde k nejkvalitnéjsimu
seedu, ktery je nejbliz vyhleddvanému bodu. Metoda je obecné rychlejsi a potfebuje mensi
pocet vypoctu vzdalenosti, nez naivni algoritmus selekce seedu.

Pokud se zistane u myslenky grafu nejblizsich sousedt pro selekci seedu, je mozné jesté
upravit ndhodnou inicializaci startovniho bodu. Byly navrzeny metody [19] s pouzitim
rozdéleni prostoru pomoci LSH nebo ITQ?. Z vyhled4dvaného bodu se vypocité hash a hill-
climbing algoritmus se inicializuje jednim ze seedi se stejnym hashem za pomoci hashovaci
tabulky. Inicializa¢ni bod mé oproti ndhodnému vybéru stejny region jako vyhledavaci bod,
tudiz je vyhledédvacimu bodu blizsi a hill-climbing algoritmus bude potfebovat k dosazeni
nejkvalitnéjsiho seedu méné iteraci.

Munlika Rattaphun [24] Proces selekce seedu zdokonalil pouzitim neuronové sité, ktera
mé na vstupu vektor vyhleddvaného bodu a vystup jsou pravdépodobnosti prislusnosti
bodu k jednotlivym shlukim z k-means podle jejich blizkosti. Vysledny pravdépodobnostni
seznam se seradi sestupné a navrati se tzv. top-R shluk, ktery se pouzije jako inicializac¢ni
seed pro hill-climbing algoritmus.

3Podobné jako LSH, ITQ (Tterative Quantization) je metoda tvorby hashe podle lokality v prostoru.
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Algorithm 10 Vyhleddvani v KNN grafu

function KNNGRAPHQUERY(Graph graph, Point query)
i <— graph.RANDOMPOINT()
while DIST(q,7) < DIST(q, 5), s € i.neighbours do
netghbours < i.neighbours
for all s in neighbours do
if D1sT(q, s) < DIST(q, ) then
145§
end if
end for
end while
return ¢
end function

3.5.3 Slozitosti

Pii konstrukei se pro kazdy bod najde M nejblizsich sousedt. To vede k slozitosti O(n?), coz
neni vhodné. Byly navrzeny algoritmy konstrukeci grafa, které skaluji 1épe, treba rekurzivni
Lanczosova bisekce [5], kterd vytvai{ aproximovany KNN graf v ¢ase O(n!), kde t € {1, 2}
je interni parametr konstrukéniho algoritmu.

U KNN grafii se slozitosti typicky méii empiricky. Pro HNSW byla odmérena slozitost
vyhledavani [18], ktera je piiblizné stejnd s ocekavanou Olog?(n). Jeden log pfedstavuje
prumérnou délku cesty prichodu grafem, druhy pocet kalkulaci vzdalenosti — pouziti vzda-
lenostni funkce.

Pro NNDescent algoritmus byla naméfena empiricka slozitost ptiblizné O(n'14) 3.4.

Datova sada a metrika | Empiricka slozZitost
Corel/ly O(nt1)
Audio/ly O(nt1%)
Shape/ls O(nt11)
DBLP/cos O(nt11)
Flickr/EMD O(n'1%)

Tabulka 3.4: Empirickd slozitost NNDescent méfena na ruznych datovych sadach [10]. Me-
trika lo predstavuje Minkowského vzdalenost s p = 2, tedy Euklidovskou vzdalenost.
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Kapitola 4

Navrh meéreni a experimenti

Pro porovnani jednotlivych metod mezi sebou byla navrzena implementace méficiho pro-
gramu compare 4.1, ktery umi vyhleddvat nejblizsi sousedy pomoci zminénych aproximac-
nich metod 3 a naivnim algoritmem. Data pro experimentovani jsou generované datové sady
a datové sady z redlnych pozorovani.

4.1 Implementace

Program compare méri prostorovou zatéz algoritmii, ¢as konstrukce datovych struktur apro-
ximacnich metod, ¢as vyhledani KNN a recall s riznymi nastavenimi vlastnich parametri,
ruznym k a ruznymi datovymi sadami.

Cilem je porovnat metody mezi sebou a s linedrnim algoritmem, jak uz z hlediska zminé-
nych méfeni, tak jejich schopnosti najit spravné NN, tzn. spravnosti aproximace. Na kazdy
vyhleddvaci problém program nejdrive aplikuje naivni algoritmus pro ¢asové referencni po-
rovnani a ziskani spravnych NN. Poté spusti vyhleddvani pozadovanych aproximacnich me-
tod.

Rozhrani programu dovoluje nastavit:

e —-i Vstupni soubor obsahujici data.

e -n Vypis vysledk® naivniho algoritmu.

e —c Pocet opakovani konstrukce datovych struktur aproximacnich metod.

e -q Pocet vyhledavani.

e -k Parametr k pro vyhledavani KNN, moznost zadat vice hodnot oddélenych ¢arkou.
e -m Nazvy aproximacnich metod, které se maji pouzit, oddéleny c¢arkou.

e -v Podrobny vypis.

Parametry poc¢tu konstrukei a pocétu vyhledavani v rozhrani programu byly uvedeny
proto, aby se vysledky méreni neopiraly pouze o jednu naméfenou hodnotu, ale byly pri-
mérem vicero stejnych meéreni. Timto zpisobem se redukuji odchylky v méreni. Kazda
z aproximacnich metod mé konfigurac¢ni soubor dovolujici nastavit jejich vlastni parame-
try.
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Parse parameters

v

Load data

\

Divide data into
$train, $test

For $iin 0 to $c

A

For $method in

$m

\

Load parameters
$method

v

Construct $method,
S$train

L 1

Obrazek 4.1: Zjednoduseny diagram programu compare. $c je nastaveny pocet konstrukei,
$k_options jsou rizné hodnoty parametru k algoritmu KNN, $m jsou pozadované aproxi-

For $k in

$k_options

N

For $iin 0to $q

v

Search naive $Kk,
Stest

For $method in

$m

Search $method, $k,
Stest

v

Print results

End

macni metody a $q je pozadovany pocet vyhledavani.

Program compare je implementovin v jazyce Python. Podporuje vyhleddvani pomoci
vsech zminénych metod 3. Pouzité knihovny s implementacemi jednotlivych porovnavanych
algoritmt budou predstaveny v dalsich sekcich. Béh programu je u nékterych experimentt
znacné dlouhy, proto program na konci vyda zvukové upozornéni, aby uzivatel védél, ze
experimenty probéhly a mtize zapocit dalsi. Naivni algoritmus je v compare implementovan
piimocarym zptsobem; vypocte se vzdalenost vyhledavaného bodu ke vSem z datové sady,

vysledek se sefadi a vrati prvnich k prvki ze seznamu 4.1.
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def euclidean(vl, v2):
d = ((v1 - v2) *x 2).sum()
return math.sqrt(d)
def get_knn_naive(points, query_point, k):
answer = []
for i in range(points.shape[0]):
ip = points[i, :]
x = (euclidean(ip, query_point), i, ip)
answer . append (x)
return sorted(answer, key = lambda x: x[0]) [:k]
Vypis 4.1: Implementace naivniho KNN algoritmu v programu compare.
4.2 Data
Pro tcel experimentt poslouzi datova sada o Covid-19 pacientech [20] a vlastni generovand

data. Sada o pacientech slouzi pro porovnani nad redlnymi daty a generované data pro
experimenty s rtiznymi velikostmi datové sady a rtiznymi pocty dimenzi.

4.2.

1 Datova sada o pacientech Covid-19

Datova sada s pacienty ¢ita 1,048,576 zaznamil s 21 dimenzemi:

pohlavi: 1 pro zenu a 2 pro muze
vék: vék pacienta

klasifikace: Vysledky testu na covid. Hodnoty 1-3 znamenaji, ze u pacienta byl diagnos-
tikovan covid v riznych stupnich. 4 nebo vyssi znamenad, ze pacient neni prenasecem
covidu nebo ze test je neprukazny.

typ pacienta: typ péce, kterou pacient na jednotce obdrzel; 1 pro navrat domu a 2
pro hospitalizaci

zapal plic: zda pacient jiz ma zanét vzduchovych vaki nebo ne

téhotenstvi: binarni atribut, vyjadrujici zda je pacientka téhotna

diabetes: binarni atribut, vyjadiujici zda ma pacient cukrovku

copd: binarni atribut, vyjadrujici zda ma pacient chronickou obstrukéni plicni nemoc
astma: binarni atribut, vyjadfujici zda ma pacient astma

inmsupr: bindrni atribut, vyjadiujici zda je pacient imunosuprimovany (majici osla-
beny /potlaceny imunitni systém)

hypertenze: binarni atribut, vyjadiujici zda ma pacient hypertenzi

kardiovaskularni: binarni atribut, vyjadiujici zda mé pacient onemocnéni souvisejici
se srdcem nebo krevnimi cévami
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e renalni chronické: binarni atribut, vyjadiujici zda mé pacient chronické onemocnéni
ledvin

e jiné onemocnéni: bindrni atribut, vyjadiujici zda mé pacient jiné onemocnéni

e obezita: binarni atribut, vyjadrujici zda je pacient obézni

o tabak: binarni atribut, vyjadrujici zda je pacient uzivatelem tabaku

o usmr: udava, zda pacienta osetrovala lékafska jednotka prvni, druhé nebo tfeti irovné

e zdravotnickd jednotka: typ instituce narodniho zdravotniho systému, ktera poskyto-
vala péci

e intubed: binarni atribut, vyjadrujici zda byl pacient pripojen k ventilatoru
e icu: binarni atribut, vyjadiujici zda byl pacient ptijat na jednotku intenzivni péce
e datum umrti: Pokud pacient zemfel, datum tmrti, jinak 9999-99-99

V booleovskych datech se pravda oznacuje 1 a nepravda 2. Chybéjici data jsou oznacena
hodnotami 97 a 99. Radky s chybéjicimi hodnotami budou odstranény, protoze datové sada
je dostatecné velika na to, aby se experimenty bez téchto radka daly provést. Datum amrti
bude prevedeno na dalsi booleovskou hodnotu, kterd bude znacit, zda-li pacient zemftel.
U Zen je téhotenstvi znaceno 1 a 2, u muzt mé tento piiznak hodnotu 97. ten bude preveden
na prostou nepravdu.

4.2.2 Generované data

Generovana data jsou ¢isté ¢iselné a nekorelované. Jedna se o shluky generované normalnim
rozlozenim s riznymi parametry v kazdé dimenzi. Generator pracuje s konfigura¢nim soubo-
rem 4.2 ve formatu YAML, pomoci kterého je generovani fizeno. Prvni tii parametry konfi-
guracniho souboru znaci poc¢ty generovanych bodi, dimenzi a shluki, mezi které se data rov-
nomérné rozdeéli. Volitelny parametr seed definuje semeno pro generovani ndhodnych cisel,
jinak je ndhodnost generovani podminéna aktualnim casem. Nastaveni default_cluster
definuje hranice pro parametry normalnich rozlozeni, kterymi budou shluky generovany
v kazdé dimenzi. Shluky se miizou také definovat ruéné a tim prepsat vychozi nastaveni.
Jednotlivé dimenze ve shluku se také daji ruéné nastavit. Nenastavené shluky/dimenze po-
uziji vychozi nastaveni. U shluku se d4 nastavit parametr share, ktery znaci, jaky podil
v datech dany shluk méa. Nenakonfigurované shluky si zbytek podilu rovnomérné rozdéli,
soucet podili nesmi presahnout hodnotu 1, pri nastaveni vSech shlukidi musi mit presnou
hodnotu 1. Samoziejmé nesmi byt nakonfigurovano vice shlukii, nez je jejich zadefinovany
pocet a nesmi byt nastaveno vice shlukil, nez pocet generovanych bodii.
number__of datapoints: 10000
number of dimensions: 20
number_of clusters: 5
seed: 58454
default cluster:

center__min: 0

center  max: 100

deviation min: 1

deviation max: 5
clusters:
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share: 0.1
dimensions:
— { center: 50.75, deviation: 5.8 }
center_ min: 25
center__max: 50
deviation min: 1
deviation max: 20

share: 0.3
dimensions:
— { center: 5, deviation: 4 }
— { center: 7.4, deviation: 12 }

Vypis 4.2: Format konfigurac¢niho souboru pro generator dat.

Timto zpusobem se daji generovat data jak na miru pro KNN ¢i jednotlivé metody, tak
extrémni pripady, ve kterych se daji testovat meze algoritmu. Zpusob dovoluje libovolné
rozmezi mezi kontrolou nad generovanymi daty a ndhodnosti.

Vystupem je CSV soubor nerozlisujici pfislusnost shluktm (jednotlivé body bez pii-
znaku).

4.3 Knihovny

Pro kazdou ze zminénych KNN metod byla vybrana vhodna implementace v jazyce Python.

4.3.1 KD-Strom

Kandidéti pro KD-Strom jsou knihovny pykdtree', PythonKD-Tree” a kdtree®. V experimen-
tech je pouzita pykdtree od autora David Hoese, protoze dovoluje nastavit miru aproximace
a je udrzovana. Autor zminuje, ze cilem jeho implementace bylo vytvorit rychly vyhledévaci
KNN algoritmus. Doporucuje ho pouzivat v nizko dimenzionalnich datech (vyplyvé z natury
KD-Strom algoritmu). Préce je inspirovana knihovnami scipy.spatial.cKDTree a libANN,
pricemz autor tvrdi, ze kombinaci vybral z obou knihoven ,,to nejlepsi®. Implementace pod-
poruje multithreading, ten ale nebude pouzit z duvodu, ze by pri porovnanich znamenal
znacnou vyhodu oproti ostatnim algoritmim, které tuto moznost nepodporuji. Pti tvorbé
stromu je mozné nastavit parametr leafsize, ktery zna¢i maximalni pocet bodu v listo-
vych uzlech s vychozi hodnotou leafsize=16. Vzdalenost mezi body je pocitana ¢tvercove.
Vypocitd se pro kazdou dimenzi zvlast, umocni a vysledky se séitaji. Jedna se o néco mezi
Manhattanovskou a Euklidovskou vzdalenosti.

V kazdé drovni stromu algoritmus vybira dimenzi pro rozdéleni prostoru podle toho,

Implementace pri vyhledavani dovoluje nastavit parametr epsilon, ktery ovliviiuje
aproximaci; navstiveni drive nenavstivené vétve, pokud polomér kruznice od stredu ¢ do
k-tého vybraného souseda presahuje rozdélujici hyperrovinu. To znamena, Ze za rozdélujici
hyperrovinou muze byt blizsi bod. Druhé strana prostoru se navstivi, pokud vzdéalenost
d(q,r), kde r je k-ty nejbliz$i soused presdhne vzdélenost hyp_ dist * (1 + epsilon), kde

Thttps://github.com /storpipfugl/pykdtree
https://github.com/Vectorized /Python-KD-Tree
Shttps://github.com /stefankoegl/kdtree
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hyp_ dist je vzdalenost od g po hyperrovinu. To znamen4, ze pokud je parametr epsilon
nastaveny na 0, algoritmus by mél najit vSechny nejblizsi sousedy se 100% tspésnosti (sa-
moziejmeé za cenu delsitho ¢asu vyhledavani). Jinak jsou dostupné parametry sqr_dists,
ktery uréuje, zda-li maji byt navracené vzdéalenosti v Ctvercové nebo Euklidovské vzdéle-
nosti (algoritmus pracuje ve Ctvercovych vzdalenostech nehledé na tento parametr) a pa-
rametr distance_upper_bound, ktery urcuje maximalni vzdalenost sousedii a je pouzit
k ofezavani vétvi. Ani jeden z téchto parametri neni pro porovnavani relevantni; ani
distance_upper_bound, protoze vzdéalenost nejvzdalenéjsiho z k sousedti neni predem znama.

Jedné se o solidni a slozitéjsi implementaci, ktera bere nejvétsi ohled na vyhledévaci
a konstrukéni casy. Pouzivd vypocetné jednoduché heuristiky. Na githubu od uzivatelt
obdrzel 170 hvézd k lednu 2023.

4.3.2 Kulovity strom

Pro Kulovity strom nebyly nalezeny tictyhodné implementace. Bud jsou urcené pro klasifi-
kaci?, nebo pokud ne, tak neni vyuzit potencial kulovitého stromu neuvazovat dimenze pfi
konstrukei stromu 4.3. Je tomu tak v piipadé autora Juliet Nasar BallTree’ nebo knihovny
sklearn.neighbors. BallTree®. V obou piipadech neni vyuzit ani zdkladni algoritmus nalezeni
rozdélovaci roviny. Rozdélovaci rovina je nalezena pomoci medidnu v dimenzi s nejvétsim
rozpétim hodnot; stejné, jako v pripadé knihoven KD-Stromu 4.3.1.

PS o o °
o ® %o
o
o
° o
o
e O
® e o
Obrazek 4.3: Rozdélovaci rovina nad u-
Obrazek 4.2: Rozdélovaci rovina nad u- kazkovymi daty nalezend pomoci nej-
kazkovymi daty nalezenéd podle dimenze vzdalenéjsich bodt. Rozdélovaci rovina je
s nejvétsim rozpétim hodnot. Shluky nej- jednoznacné lepsi a vytvorené hyperkoule
sou dobre rozdéleny. pomoci tohoto rozdéleni boudou prostor

lépe popisovat.

Porad je ale pritomna druhd vyhoda oproti KD-Stromum - pfi sestupu se uvazuje vzda-
lenost od vyhleddvaného bodu k centroidiim naptic¢ vSemi dimenzemi, ne pouze jedné urcené
pro néjakou z urovni stromu, jak je tomu v pripadé KD-Stromu.

*https://github.com/JKnighten/k-nearest-neighbors
Shttps://github.com/julietnasar/Ball Tree
Shttps://github.com /scikit-learn /scikit-learn
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Pro experimenty byla vybrana knihovna sklearn.neighbors.BallTree kvili jeji oblibe-
nosti. Pti konstrukci nabizi parametry leaf_size a metric, pfiéemz nabizi Sirokou skalu
pouzitelnych metrik:

o Manhattanovska vzdalenost

e Cosinova vzdalenost

o Euklidovska vzdalenost

o Obloukova vzdalenost (Haversinova/vzdalenost velkého kruhu)
o Minkowskeho vzdalenost

Pouziti nékteré ze vzdélenosti ve skutecnosti znamend pouziti takzvané redukované
vzdalenosti. Jednd se o vyuziti jednoduseji spocitatelné metriky, ktera priblizné zachovava
poradi vzdalenosti ptivodni metriky. Pro Euklidovskou vzdalenost je to vynechani posled-
niho matematického tikonu - odmocnéni, stejné jako u predchozich knihoven. U nékterych
vzdalenosti je skute¢na i redukovana vzdalenost stejna, tieba u Manhattanovské vzdale-
nosti.

Pri vyhledavani je mozné nastavit, zda-li ma algoritmus vyhledavat do hloubky nebo
do sitky. Pokud bod lezi vné koule, uzel, ktery danou kouli reprezentuje je zarazen bud do
fronty nebo zasobniku. Pokud bod nelezi vné koule, algoritmus tuto kouli neuvazuje a ofeze
podstrom. Dalsi nastaveni vyhledédvani jsou pro experimenty nezajimavé.

4.3.3 Locality-Sensitive Hashing

Pro Locality-Sensitive Hashing metodu byla ze dvou kandidatt Ishash” a lshashing® vy-
brana knihovna [shashing od autora Muhammad Fawi, protoze jeji rozhrani dovoluje nasta-
vit vicero vyhledavacich parametri. Implementace zahrnuje vsechny klicové aspekty LSH
a navratové hodnoty jsou aproximovani nejblizsi sousedé, ne pravdépodobnost nebo néjaky
index podobnosti, jako tomu u nékterych implementaci byva. Pti konstrukci je mozné zvo-
lit parametr 1 - pocet hashovacich tabulek, rozdéleni prostoru. Autor uvadi, Ze podporuje
pouze ndhodné projekce (generovani hashovacich funkci podle ndhodnych hyperrovin), to
je ale zakladni, prvotni myslenka algoritmu a také zptsob, ktery je v této préci rozveden.
Koéd je kvalitni, podporuje i paralelismus 3.2.4 jak pri konstrukci, tak pri vyhledavani.

Podporuje pouze Euklidovskou vzdalenost. V kédu je naznaceno, ze puvodné meéla
knihovna podporovat vicero vzdalenostnich funkci.

Pokud je v regionu, do kterého vyhledavany bod patii, méné bodu, nez je pozadované
k, algoritmus zaCne prohledavat sousedni regiony ziskané pomoci mutace hashe. Jelikoz
kazdy bit v hashi znamend pozici bodu vaci néjaké roviné, je velikda Sance, ze zaménou
libovolného bitu vznikne hash sousedniho regionu. Mohou vzniknout také hashe pro regiony,
které neexistuji 3.2.1. Ty jsou ignorovany. Mutace hashe se ovlada parametrem radius,
ktery znad¢i pocet bittl, které budou obraceny. Cim vétsi pocet obracenych bitf, tim dale se
od puvodniho regionu novy hash bude nachézet (od toho nazev parametru radius).

Druhd moznost pro navstévu sousedniho regionu je parametrem buckets, ktery znaci
pevny pocet regionti, které algoritmus navstivi. Tudiz algoritmus navstévuje regiony dokud

"https://github.com /loretoparisi/lshash
Shttps://github.com/MNoorFawi/lshashing
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nedosdhne pocet kandidati k£ nebo dokud je pocet navstivenych regionti mensi nez zadany
pocet regionu (visited < buckets).

Pri samotném sbéru kandidatt nedochazi k razeni podle vzdalenosti od vyhledavaného
bodu. Az jsou obé podminky navstévovani regionii splnény, kandidati se seradi a navrati se
z nich nejblizsich k.

4.3.4 Strom nahodnych projekci

Pro tuto metodu jsou vhodné knihovny Annoy” (Approximate Nearest Neighbours Oh
Yeah) autora Erik Bernhardsson a rpforest od firmy Lyst!’. Vybrana byla Annoy, protoze
je vzhledem k poctu github hvézd 50krat popularnéjsi a je pouzita ve znamé hudebni aplikaci
Spotify pro doporuceni skladeb, kde vyhledavd nad obrovskym mnozstvim dat. Pozornost
u knihovny byla vénovana prostorové slozitosti a moznosti sdileni indexti napfi¢ vicero
procesy. Modely jsou uklddany na disk a po vytvoreni do nich neni mozno vkladat nova
data. Z disku jej pak mohou procesy nacist.

Pocet stromi v lese je ddm konstruk¢énim parametrem n_trees, nejednd se tedy o jeden
strom, ale les. Obecné plati, ze ¢im vic stromil se zkonstruuje, tim je vyssi pfesnost vyhle-
dévani. Volitelny parametr pti vyhleddvani search_k umoznuje za béhu upravovat pomeér
mezi vyhleddavacim ¢asem a presnosti vyhleddni. Vyhledani prozkouma do search_k uzli
stromu, vychozi hodnota je search_k =n_ trees x k.

Je mozné pouzit vicero vzdalenostnich funkci:

o Euklidovska vzdalenost

e Manhattanovska vzdalenost
e Cosinova vzdalenost

o Hammingova vzdalenost

o Skalarni soucin

4.3.5 Algoritmy hledani KNN zaloZzené na grafu

Rodina grafovych algoritmu je zastoupena implementaci Hierarchical Navigable Small Worlds
(HNSW) hnswlib''. Pouziva neorientované hrany a koncept vrstvenych grafi 4.4.

“https://github.com/spotify /annoy
Phttps://www.lyst.com/
"https://github.com/nmslib/hnswlib
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entry point

Obréazek 4.4: Vrstvy v HNSW.  Hierarchical“ v ndzvu znaci prezenci vrstev. Obrazek byl
prevzat z https://www.pinecone.io/learn/hnsw/.

V prvni (horni) vrstvé se nachazi nejdelsi hrany a uzly, které tyto hrany spojuji 4.4. Se-
stupem se algoritmus dostava do grafové struktury s vicero uzly a krat$imi hranami. Tyto
hrany zachycuji jemnéjsi rozdily ve vzdalenostech. Algoritmus sestoupi do nizsi vrstvy po-
kud uz vycerpal moznosti vyssi vrstvy a dostal se k nejblizsimu uzlu k vyhledavanému bodu.
Analogicky se postup da prirovnat k vyhledavani ulice na mapé svéta, kde nejvyssi vrstvy
sestupné obsahuji uzly reprezentujici kontinenty, staty, mésta a nakonec ulice. Vrstveni
grafi je mozné prirovnat vytvoreni grafu nejblizsich sousedi ze skupiny seedu nad shluky
dat 3.5.2. Ze skupiny seedli se jeden ndhodné vybere a prichodem grafu se ziska nejblizsi
seed k vyhledavanému bodu. Tento graf seedl a prvni vrstva v HNSW je v podstaté to
sameé.

Mezi podporované vzdalenostni funkce patri:

o Ctvercové vzdalenost

e Skalarni soucin

o Cosinova vzdalenost

o Vlastni vzdalenostni funkce definované uzivatelem

Konstrukéni parametr M zna¢i pocet neorientovanych hran jednoho uzlu. Autofi uvadi,
ze rozumny pocet pro M je v rozsahu 2-100. Vétsi M funguje dobie pro datové sady s vyssi
dimenzionalitou a/nebo kdyzZ je pozadovand vysoka presnost, nizsi M pro datové sady s mensi
dimenzionalitou a/nebo kdyz vysoka presnost neni pozadovana. Parametr ef _construction
znaci velikost dynamického seznamu kandidatia nejblizsich sousedit pro uzel ve fazi kon-
strukce. Vyssi ef _construction vede k lepsi aproximaci gragu nejblizsich sousedu, zvysuje
ale cas potrebny ke konstrukci. Parametr num_elements znac¢i maximalni pocet uzli grafu.

V procesu vyhleddvani je mozné nastavit parametr ef, ktery mé stejny vyznam jako
ef_construction, jenom je urcen pro velikost seznamu kandidata pri vyhledavani, ne kon-
strukci (vyhleddvani i konstrukee vyuziva stejny algoritmus nachézeni sousedu).

Dalsi implementaci grafovych algoritmt je PyNNDescent'? od autora Leland McInnes
insirovano praci od Dong Wei, Charikar Moses a Kai Li. Pti konstrukci vyuziva myslenky

2https://github.com/Imcinnes/pynndescent
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»soused mého souseda je pravdépodobné i mij soused” a pouziva les Stromid nahodnych
projekei k inicializaci konstrukéniho procesu. Iterativné vylepsuje graf nejblizsich sousedi,
pricemz metoda je skalovatelna a dobre funguje i na velkém poctu dat. Na konci konstrukce
algoritmus profeze graf, odstranuje HUBy a nejdelsi hrany v trojihelnicich vzniklych ze tii
libovolnych uzlii a hranami mezi nimi. Implementace podporuje vysoky pocet vzdalenost-
nich funkei (27) s moznosti vyuziti uzivatelem definované vzdédlenostni funkce. Autor se
soustredil na vytvoreni jednoduchého rozhrani a je mozné knihovnu pouzivat bez nastaveni
jakéhokoliv parametru.
Kazdopadné, nastavitelnych parametria je také vysoky pocet:

e n_neighbours pocet hran uzlu v grafu
e n_trees pocet stromu v lese pri konstrukci
e leaf_size pocet bodu v listovém uzlu stromu nahodnych projekci

e pruning degree_multiplier nasobitel n_neighbours. pruning degree_multipliers
n_neighbours je maximalni pocet hran uzlu. Maximéalni hranici se omezuji HUBYy.

e tree_init zda-li se mé pouzit les na inicializaci konstrukéniho procesu
e random_state seed pro generovani ndhodnych cisel

e low_memory zda-li pouzit nizsi prostorovou zatéz pii konstrukci za cenu vyssi vypo-
Cetni zatéze

e n_iters maximalni pocet iteraci pri konstrukci grafu

e delta umoznuje brzké ukonceni konstrukéniho algoritmu, kdyz je itera¢ni prinos
nizky. Vyssi delta ukondi konstrukei diive za cenu nizsi kvality grafu.

Jiné parametry jsou bud zastaralé nebo nejsou pro experimenty zajimavé.
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Kapitola 5

Experimenty

Pro experimenty byl vyuzit porovnavaci program compare. Vsechny experimenty jsou pro-
vadény na procesoru AMD Ryzen 7 5700x. Pro kazdy zavér bylo provedeno vicero vyhle-
davéani/konstrukei, ze kterych byl vypoéitan prumér. Body pro vyhledédvani jsou ndhodné
ziskdny z datové sady, nad kterou se vyhledavani provadi.

5.1 Vlastni parametry aproximacnich metod

Vybrané knihovny pykdtree, sklearn.neighbors.BallTree, Ishashing, Annoy, hnswlib a pynn-
descent maji kazda konstrukéni a vyhledavaci parametry, které ovlivnuji cas, vyuzitou pa-
mét a recall. V prvni ¢asti této kapitoly budou vysvétleny efekty téchto parametru.

5.1.1 KD-Strom

Knihovna pykdtree poskytuje parametry leafsize a epsilon.

Konstrukeéni parametr leafsize ovliviiuje konstrukéni ¢as, vyuzitou pamét a ¢as vyhle-
davani. Vyhledavaci parametr epsilon ovliviuje ¢as vyhledavani a recall.

7 experimentt knihovny pykdtree se da vyvodit nékolik ziejmych faktid. Pokud mé strom
vétsi listovy uzel (parametr leafsize), zmensuje se narok na pamétovou zatéz A.2 a zmen-
suje se konstrukéni ¢as A.1, pricemz ¢as vyhleddvani nepatrné roste 5.1. V nizkych hodno-
tach tohoto parametru jsou rozdily znatelné. Ve vyssich hodnotéch, 50 a vice, uz neprinasi
takovy uzitek v usetfeni paméti a ¢asu konstrukece (viz. A.2, A.1).

Metoda dobre skaluje s velikosti datové sady a je vidét, ze mezi vyhleddavacim c¢asem
ve 100 000 a 1 000 000 datech neni veliky rozdil 5.1.

Parametr backtrackingu epsilon, pokud je nastaveny na 0 zpusobi to, ze vyhledavani
navstivi kazdy podstrom s potencidlem lepsiho vysledku a z KD-Stromu vytvoii metodu
s hodnotou recall 1. Parametr v nizko dimenzionélnich prostorach nema veliky vliv ani
na cas vyhledavani 5.2, ani na recall 5.3. Bez backtrackingu byl KD-Strom schopen na-
jit nejblizsitho souseda v 80 % pripadu. Ve vysSich dimenzich je ale vidét, jak je metoda
bez backtrackingu nepresnd, nedokaze na prvni pokus prichodu stromem najit nejbliz-
stho souseda. Povsimnéme si markantniho rozdilu uz mezi 2 a 10 dimenzemi. U hodnoty
epsilon = 0 je v ¢ase vyhledavani rozdil mezi méfenimi v riiznych poctech dimenzi znatelny,
protoze s narustajicim poc¢tem dimenzi nartsta i pocet navstivenych podstromit. U hod-
noty epsilon = 50 jsou ¢asy vyhledavani skoro stejné, protoze se jednd o jeden priichod

Vv

vzdélenosti.
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Obréazek 5.1: Cas vyhledavani pykdtree s riznymi hodnotami parametru leafsize.
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Obrazek 5.2: Cas vyhleddvani pykdtree  Obrazek 5.3: Recall pykdtree s riiznymi hod-
s riznymi hodnotami parametru epsilon a  notami parametru epsilon a poctem di-
poctem dimenzi. menzi.

5.1.2 Kulovity strom

Pro kulovity strom knihovna sklearn.neighbors. Ball Tree nabizi konstrukéni parametr leaf -
size a vyhledavaci parametr breadth_first. Nanestésti nenabizi zadny parametr, ktery
by uzivatel mohl ovladat Recall-Queries per second trade-off. To znamend, ze algoritmus
vzdy navstivi vétev v podstromu, pokud obsahuje potencidlni kandidaty pro lepsi sousedy,
tudiz recall bude vzdy 1.

U knihovny sklearn.neighbors. BallTree zastupujici Kulovity strom se nedd mérit recall,
protoze algoritmus neni aproximacni a navstivi kazdy podstrom s potencialné lepsim sou-
sedem. Velikost listového uzlu zde nehraje tak markantni roli (viz. A.3, 5.5, 5.4) jako u KD-
Stromu, znovu ale plati, Ze nastaveni je citlivéjsi v nizsich hodnotéch, snizuje konstrukcéni
cas a pamétovou zatéz a zaroven prodluzuje ¢as vyhledavani. Ten skdluje s velikosti datové
sady pomérné dobre, protoze rozdily v ¢asech vyhleddavani mezi mérenimi v datovych saddch
ruzné velikosti narustaji logaritmicky 5.4. Stejné tak konstrukéni ¢as a pamétové naroky.

Pr1i prohledavani do sitky metoda vykézala zrychleni u datovych sad do 5 dimenzi, nebo
0 10 a vic dimenzich A.4. Pfi 50 dimenzich uz ale rozdil ve zrychleni byl pouze kolem 3 %.
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Obréazek 5.4: Cas vyhledavani sklearn.neigh-  Obrazek 5.5: Prostorovad zatéz sklearn.-
bors.BallTree s ruznymi hodnotami parame-  neighbors. BallTree s ruznymi hodnotami
tru leaf_size. parametru leaf_size.

5.1.3 Locality-Sensitive Hashing

Knihovna Ishashing nabizi dva konstrukéni parametry. Parametr tables (pocet hashovacich
tabulek) a parametr hash_length (pocet rozdélovacich hyperrovin). Pro vyhleddvéani exis-
tuji parametry radius (mutace hashe, pocet obrdcenych bitti) a buckets (pocet regiont,
které se maji navstivit). Oboje ovladaji Recall-Queries per second trade-off.

LSH se v konstrukénich metrikdch ukézala jako velice stabilni metoda s predpovédi-
telnymi vysledky. Parametr tables, predvidatelné, ovliviioval konstrukéni ¢as, pamétovou
74187 a Cas vyhleddvani linedrné (viz. 5.6 A.5 A.6). Samotné konstrukéni ¢asy nejsou ovliv-
nény poc¢tem dimenzi, pouze velikosti datové sady, jak je vidét na grafech 5.7 a 5.6. Pamétova
zatéz také neni ovlivnéna poctem dimenzi 5.8, protoze v hashovacich tabulkach jsou ulozeny
pouze indexy do pole dat, nad kterym byly tabulky zkonstruovany. Recall je ale parame-
trem tables znac¢né ovlivnén 5.9 a uz pri nizkych hodnotach tohoto parametru metoda
aproximuje pomeérné dobre.

Obdobné jako tables, parametr hash_length ovliviiuje konstrukéni ¢as linedrné A.7.
Prostorova zatéz jim ve vztahu k narastajicimu poc¢tu dat neni nijak ovlivnéna A.8, protoze
se indexy do pole dat jednoduse prerozdéli do vicero skupin v tabulce, jejich pocet ale
zustava stejny. Co se ale ve vztahu k nartistajicimu poctu dimenzi tyce, prostorova zatéz se
linedrné zvétsuje (v malém méfitku, pri nastaveni hash_length = 1 byla pamétova zatéz
Ishashing nad 100 dimenzionalnim prostorem 366KB, pTi nastaveni hash_length = 20 byla
z&4té% 390KB) A.10. Cas vyhledévani a recall prudce klesaji (viz. 5.10, 5.11). Je to zptisobeno
tim, Zze ¢im je vétsi hash_length, tim je mensi primérny pocet dat v regionu a metoda
v ném mé mensi Sanci najit nejblizsiho souseda.

Metoda dokaze prohledavat vicero regiontt pomoci parametru buckets. Jeho zvysenim
se pravdépodobnost nalezeni regionu s nejblizsim sousedem zvétsuje. Cas vyhledavani zvét-
sovanim buckets roste linedrné 5.12, recall je nim zlepSen uz pri nizkych hodnotach 5.13.

Parametr radius dodava variaci vybranym regiontim k prohledani a ovlivnuje vzdéle-
nosti mezi nimi. Nevypada to ale, Ze by mél néjaky zasadni vliv na ¢as vyhledavani A.11,
protoze metoda prohleda stejny pocet regiont. Stejné to nevypadé, ze by mél zasadni vliv
na recall A.12.
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a poctem dimenzi prostoru. PovSimnéme si,

ze prostorovou zatéz pocet dimenzi nijak ne-

ovlivnuje.
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Obrazek 5.12: Cas vyhledévani Ishashing  Obrazek 5.13: Recall Ishashing s riznymi
s ruznymi hodnotami parametru buckets. hodnotami parametru buckets.

5.1.4 Strom nahodnych projekci

V knihovné Annoy je mozné nastavit pouze dva parametry. Konstrukéni parametr n_trees
urcujici pocet stroml v lese ovliviiuje konstrukéni ¢as, pamétovou zatéz, vyhledavaci cas
a recall. Parametr vyhledavani search_k ovliviiuje jak c¢as vyhledavani, tak recall.

V knihovné Annoy se parametr n_trees chovd obdobné, jako parametr tables knihovny
Ishashing. Oboje znamenaji v podstaté totéz; n_trees znamena velikost lesa stromu néa-
hodnych projekci a tables pocet hashovacich tabulek. Konstrukéni cas, ¢as vyhledédvani
i pamétové naroky rostou linedrné (viz. 5.14, A.13, A.14). Recall se zlepsuje a dosahuje
maxima pii nastaveni priblizné n_trees = 100 pro datové sady o rtznych velikostech 5.15.
Jiné je to s poctem dimenzi. Pro vétsi pocet je nutné nastavit parametr n_trees na vétsi
hodnotu 5.16. Dimenze ale nijak neovliviiuji konstrukéni ¢as, pamétové naroky nebo cas
vyhledavani (viz. A.15, A.16, A.17).

Metoda je citlivd v nastaveni vyhledavaciho parametru search_k, hlavné co se tyce
vysledného recallu. Je tomu tak u datovych sad s riznymi velikostmi 5.17 i u datovych
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sad s riznym poctem dimenzi 5.18. Z vysledkidl vyplyva, ze metoda velmi dobte skiluje
s poctem dat a da se také nastavit pro vyhledavani ve vysoko dimenzionalnich prostorich
za prijatelného zpomaleni vyhledavaciho ¢asu. To roste s vyssimi nastavenimi parametr

linedrné.
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Obrazek 5.14: Konstrukéni ¢as Annoy s riz-

nymi hodnotami parametru n_trees a po-

¢tem dat.
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Obréazek 5.16: Recall Annoy s raznymi hod-
notami parametru n_trees a poctem di-
menzi.
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Obréazek 5.18: Recall Annoy s raznymi hod-
notami parametru search_k a poctem di-
menzi.

5.1.5 Algoritmy hledani KINN zalozené na grafu

V algoritmu knihovny hnswlib se daji nastavit konstrukéni parametry M a ef _construction.
M ovliviiuje pamétovou zatéz, Cas konstrukce, recall a ¢as vyhledavani. Vyssi parametr
ef_construction zlepsuje kvalitu grafu za cenu konstrukéniho ¢asu. Pro méreni kvality
grafu je pouzit recall vyhleddvani nejblizsich sousedt s ef = ef_construction.

PyNNDescent dovoluje nastavit pouze konstrukéni parametry. Je mozné mérit, jak pa-
rametr n_neighbours ovliviiuje konstrukéni ¢as, pamétovou zatéz, c¢as vyhledavani a recall,
jak n_iters a delta ovliviiuji konstrukcéni cas a recall, jak low_memory ovliviiuje kon-
strukéni ¢as a pruning_degree_multiplier ovliviiuje ¢as vyhledavani a recall.

Knihovna hnswlib se osvédéila jako stald, rychld a velice presna v aproximacich. Para-
metr M linedrné zvysuje konstrukéni ¢as a pamétové naroky (viz. A.20, A.21). Pocet dimenzi
nijak neovlivituje pamétové naroky A.23, ty ovliviiuje pouze pocet dat. Cas vyhledavani se
s rostoucim M a poctem dat nijak zdsadné nezvysuje 5.19, pocet dimenzi ale ¢as vyhleda-
vani s vysokym M znac¢né zvysil 5.21. Zajimavé je to, jak je recall citlivy na nastaveni M. Uz
pti nizkych hodnotach M sledujeme dobrou aproximaci 5.20, kterou neovliviiuje pocet dat,
zvlast pro nizko dimenzionalni prostory 5.22.

Parametr ef_construction zlepsujici kvalitu grafu ovliviiuje konstrukéni c¢as linedrné
A.24. Cim kvalitnéjsi graf, tim vyssi recall pfi vyhledavani 5.23. V nizkjch hodnotdch ma
ef_construction radikdlni vliv na recall. Ve vyssich se kvalita grafu zlepSuje minimélné,
tudiz i vliv na recall je mensi.

Vyhledéavaci parametr ef linedrné ovliviiuje ¢as vyhledavani datovych sad s rtznymi
velikostmi i datovych sad s ruznym poctem dimenzi (viz. A.25, A.26). Stejné jako u M, i na
ef je recall velice citlivy 5.25, obzvlast v nizko dimenzionalnich prostorach 5.24. Metoda se
zvySovanim M, ef _construction a ef dd nastavit na datové sady riiznych velikosti a po¢tu
dimenzi.

Parametr n_iters knihovny PyNNDescent ovliviiuje konstrukéni ¢as pouze do urcitého
momentu A.27, kdy uz se konstrukce zastavi z divodu malého prinosu pro kvalitu grafu. Je
ale vidét, ze konstrukéni ¢as PyNNDescent zavisi pouze na poc¢tu dat A.27 (a poc¢tu hran
5.27), nikoliv na poctu dimenzi A.28. Recall metody, stejné jako u ostatnich, se snizuje
s narustajicim poc¢tem dimenzi a pocet dat na néj nema moc veliky vliv (viz. 5.26, A.29).
Nejlepsi dosazeny recall byl pouze 0.7 5.29, coz je nejméné ze vSech méfenych metod.
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Plati, ze ¢im vice dimenzi prostor ma, tim vice iteraci metoda potrebuje pro vytvoreni
kvalitniho grafu. Pro vytvofeni grafu nad 10 dimenziondlnim prostorem metoda potfebovala
do 10 iteraci, s vicero dimenzemi pokracovala v konstrukei, i kdyz s malymi kvalitativnimi
prirtstky A.28.

Pro parametr n_neighbors, pocet hran, plati, ze ovliviiuje konstrukcni cas linedrné
5.27 a ¢asové naroky na konstrukci hrany se zvétsuji pouze poc¢tem dat, ne po¢tem dimenzi
A.38. Pamétové naroky s poc¢tem hran rostou, dosahuji ale stropu (viz. A.36, A.39), ktery
formuji profezavaci postkonstrukéni techniky. Cas vyhledavani (i kdy#z s moznymi vykyvy)
n_neighbors ovliviiuje pouze v nizkych hodnotéch, posléze je staly A.37, stejné jako recall
5.28.

Parametr delta, umoznujici brzké ukonceni konstrukce za cenu méné kvalitnéjsiho
grafu, snizuje konstrukéni ¢as pouze minimalné A.30 A.32. Recall nevypada byt nim zvlast
ovlivnén (viz. A.31, A.33), tudiz se zd4, ze parametr slouzi pro jemné doladéni poméru mezi
konstrukénim a vyhledavacim casem.

Nastavitelnad protfezavaci technika pro odstranéni HUB# pomoci parametru prunn-
ing_degree_multiplier vysSim nastavenim zvysuje vyhleddvaci ¢as A.34, hlavné u vysoko
dimenzionalnich dat, kde se HUBy casto vyskytuji. V nizkych hodnotach pro tyto prostory
znacné zrychli vyhleddvani, moc nizkym nastavenim ale metoda prorezava uzitecné hrany
a zmensuje se vysledny recall A.35. PovSimnéme si, Ze v prostorach s mnoha dimenzemi je
profezavani agresivnéjsi 5.30, protoze je zde vétsi Sance vyskytu uzla, které maji vic nez
n_neighbors * pruning_degree_multiplier hran.
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—— 10 000
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Té —— 50000
'3 501 —— 100 000 -
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@ 40 g
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>30 0.4 —— 10000
s 20 000
O

20 J/\ 05 —— 50000

101 : —— 100 000

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Parametr M Parametr M

Obrazek 5.19: Cas vyhledévani hnswlib — Obrazek 5.20: Recall hnswlib s riiznymi hod-
s raznymi hodnotami parametru M a po¢tem  notami parametru M a poctem dat.
dat.
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Obrazek 5.29: Recall PyNNDescent s riiz-
nymi hodnotami parametru n_neighbors a

poctem dimenzi.

5.2 Spolecné méreni
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Obrazek 5.30: Pocet odstranénych hran
grafu PyNNDescent s riznymi hodnotami
parametru
a poc¢tem dimenzi.

pruning_degree_multiplier

Metriky Recall-Queries per second trade-off a Recall@K jsou dilezitymi ukazateli aproxi-
macnich metod, které ukazuji, jak je metoda vykonnd pfi riznych nastavenich vlastnich
parametri a parametru vyhledavani XK. Metody byly testovany na datovych sadach:

e 0 Covid-19 pacientech

e vygenerovanda sada jednoho shluku, 10 000 prvku, 10 dimenzi

e vygenerovana sada 15 shlukta, 100 000 prvki, 20 dimenzi

Metoda kulovitého stromu nebyla testovana, protoze postrada nastaveni mezi aproxi-

maci a vyhleddavacim casem.

Pro méreni metriky Recall@K byly nastaveny parametry metod tak, aby na hodnoté

K =1 byla hodnota recall ptiblizné 0.5.
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Vyhledavani za sekundu

Obrazek 5.31: Metrika Recall-Queries per second trade-off méfena na sadé o Covid-19
pacientech. Primérny vyhledavaci ¢as naivni metody je 2.05s. Primérny vyhledavaci cas
sklearn.neighbors. BallTree je 240 694ns, coz odpovida 4 154 vyhledavani za sekundu.

Vyhledavani za sekundu

Obréazek 5.32: Metrika Recall-Queries per second trade-off méfena na sadé jednoho shluku,
10 000 prvka a 10 dimenzi. Primérny vyhledavaci ¢as naivni metody je 17.5ms. Primérny
vyhledavaci ¢as sklearn.neighbors. BallTree je 281 534ns, coz odpovidd 3 551 vyhledavani za

sekundu.
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Obrazek 5.33: Metrika Recall-Queries per second trade-off méfena na sadé 15 shluku, 100
000 prvkid a 20 dimenzi. Primérny vyhledavaci ¢as naivni metody je 186ms. Primérny
vyhledavaci ¢as sklearn.neighbors. BallTree je 1 046 361ns, coz odpovida 955 vyhledavani za
sekundu.
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Obrazek 5.34: Metrika Recall@K méifena na sadé o Covid-19 pacientech.

61



1.0 A
0.8
metoda
—— pynndescent
r=g 0.6 1 —— annoy
2 —— pykdtree
—— hnsw
0.4 - —— Ish
0.2

0 20 40 60 80 100

Obréazek 5.35: Metrika Recall@K mérena na sadé jednoho shluku, 10 000 prvkt a 10 dimenzi.
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Obrazek 5.36: Metrika Recall@K métena na sadé 15 shlukit, 100 000 prvkd a 20 dimenzi.



5.2.1 Vyhodnoceni

Ze spoleénych méreni vyplyva, ze metoda Annoy jednoznacéné vede v pripadech, kdy neni
zapotiebi dobré aproximace, ale zalezi na ¢asu vyhledavani (viz. 5.31, 5.32, 5.33). Pfi testo-
vani na datové sadé o pacientech onemocnéni Covid-19 dosahuje proti naivnimu algoritmu
100000nasobné zrychleni pii recallu 0.5. U sady s 10 000 prvky a 10 dimenzemi dosahuje
priblizné 1300nasobné zrychleni a u posledni sady 2800nésobné zrychleni pfi stejném recallu
0.5. Ve vyssich hodnotéach recall ji predbéhnou knihovny hnswlib a pykdtree v kazdé datové
sadé. Pokles poc¢tu vyhledavani za sekundu pii vyssich nastavenich je totiz vétsi u Annoy,
nez u ostatnich knihoven.

Pokles poctu vyhleddvani vici lepsi aproximaci metody Answlib neni tak razantni. Na-
staveni lepsich parametri vysoce ovliviiuje recall, pocet vyhledani za sekundu ale klesa
mnohem pomaleji. Celkové se jednd o metodu se stabilnéjsim vyhledavacim casem pro
rizné nastaveni. Pro recall priblizné 1 vykazuje nejvyssi pocet vyhledani za sekundu se
zrychlenim viiéi naivnimu algoritmu 20 000 5.31, 800 5.32 a 2800 5.33.

PyNNDescent nevykazal schopnost dosdhnout recallu 1 ani pfi extrémnich nastavenich
u zadné z datovych sad pri poc¢tu hledanych sousedu £ = 1 5.31. V tomto jsou si opa-
kem s knihovnou Annoy. Kterd pii nizkych poctech k pracuje velmi dobre, u vyssich ale
vykonnost klesa. Cas vyhledavani je ale vysoce stabilni pfi jakychkoliv nastavenich, zvIast
v datové sadé o pacientech. Pocet vyhledavani za sekundu je ale v této datové sadé maly
pouze kolem 700 vyhledani za sekundu.

Knihovna pykdtree méla nejstabilnéjsi vyhledévaci ¢as v generovanych datovych sadéch
(viz. 5.32, 5.33). Konkuruje grafovym algoritmim ve vyssich dimenzich, i kdyz se jednd
o metodu vhodnou pouze pro nizko dimenzionalni prostory. V sadé o pacientech sdili po-
dobné vyhledavaci casy s Annoy a hnswlib 5.31, v generovanych sadach je vyhleddvaci cas
(pfi recallu pfiblizné 1) poloviéni vicéi hnswlib.

Zajimavy je vysledek knihovny Ishashing. I kdyz s nejmensim poctem vyhledani za
sekundu, zaddné nastaveni tento ¢as nijak radikalné neovliviiuje. V datové sadé o pacientech
metoda nebyla schopna dosahnout lepsi hodnoty recall, nez 0.44 5.31.

Pri méreni Recall@QK bylo zjisténo, ze nehledé na datovou sadu, grafové algoritmy recall
vyssi hodnotou k zlepsuji (viz. 5.34, 5.35, 5.36). Naopak recall metody Stromu nahodnych
projekci se zhorsuje. Zde je vidét, ze Annoy a PyNNDescent jsou si ve vykonnosti vzhledem
k hodnoté k opacné. PyNNDescent v generované datové sadé o 100 000 prvku a hodnoté
k = 1 nedokazal pfi jakychkoliv nastavenich dosdhnout hodnoty recall vyssi nez 0.1 5.33,
Annoy excelovala v poctu vyhledavani za sekundu. Kdyz se jednalo o vyhledavani poctu
sousedi k = 100, PyNNDescent dosahuje nejlepsi recall ze vsech metod, Annoy nejhorsi
5.36.

Recall pykdtree se s rostoucim k pomalu zhorsuje, je ale pomérné staly.

Knihovna Ishashing svoji hodnotu recall nijak neméni, pouze v pripadé datové sady
o pacientech 5.34. Je vidét, ze pfi k = 1 nedokézala dosdhnout vyssi recall, nez 0.44 5.31,
pokud je ale hodnota k vyssi, recall se zlepsuje také. Tato anomalie nastava, protoze v dané
datové sadé se nachazi velké mnozstvi duplicit. Ze stejného divodu pykdiree v této datové
sadé jako jediné nedokézal dosdhnout recall 1 i kdyz nastavenim parametru epsilon = 0
se aproximace vylucuje 5.31.

7 pozorovani a teorie vyplyva, ze metody lze vybirat podle datové sady, nad kterou
bude provadéno vyhledavani. Co se pamétové zatéze tyce, kazda metoda skaluje s poctem
dat linedrné. Nicméné, nejvétsi pamétovou zatéz vykazuji grafové algoritmy kvuli nezane-
dbatelnému poc¢tu hran. Metody lesa Stromt ndhodnych projekci a LSH mohou teoreticky
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zabirat veliké mnozstvi paméti, protoze jako jediné skaluji do sitky. Nicméné, pro dobré
vysledky nepozaduji mnoho stromt nebo tabulek. Pokud je uzivatel omezen paméti, mél by
se vyhnout grafovim metodam, které kvili hrandm zabiraji nejvice paméti. Rebficku vede
LSH 5.1, protoze kazda nova tabulka obsahuje pouze indexy do pole dat. Kazdou novou
tabulkou vzrista pamétova zatéz jako kdyby mély data o dimenzi navic.

Pokud uzivateli hrozi vypadky systému a potfebuje rychle sestavit vyhledavaci struk-
tury, nedoporucuje se pouzit PyNNDescent, protoze mé nejhorsi konstrukéni ¢asy. Druhé
knihovna zaloZena na grafu KNN, Answlib, je na tom o néco lépe. Knihovna Annoy podpo-
ruje navic ulozeni indexu do vnéjsi paméti, ze které se d&d po vypadku precist.

Pokud ma datova sada mnoho dimenzi, urcité se nedoporucuje pouzit KD-Strom. Nema
totiz schopnost prizptsobit se vnitfni dimenzionalité sady a jeji pfistup k nalezeni lepsich
sousedt vede k prohledani celé datové sady 3.1.2. Ostatni metody s vysokou dimenzionalitou
nemaji problém. PyNNDescent obsahuje techniku ofezavani vétvi, kterd poméaha redukovat
vyhledavaci ¢as v takovychto sadach 4.3.5.

Vysoké hodnoty recall jsou schopny vsechny zminéné metody. Pokud uzivatele zajima
pouze maly pocet nejblizsich sousedi (k < 5), nedoporucuje se pouzit knihovnu PyNN-
Descent, protoze jeji Recall@K s malym & je velmi nizké 5.36. Obé knihovny zalozené na
grafu ale s vétsim k recall zlepSuji a jsou schopny dobré aproximace i s niz$imi nastavenimi
vlastnich parametri. Na ostatni knihovny, co se tycCe recallu, nema hodnota k zasadni vliv.

V rychlosti vyhledavani vycniva Annoy, hnswlib a pykdtree. Annoy ale pouze u nizkych
nastaveni a nizkého recallu 5.33. Knihovna Ishashing neprokazala veliké zrychleni oproti
naivnimu algoritmu a je z vybranych metod ve vyhledavani nejpomalejsi 5.33.

1. 2. 3. 4. 5. 6.
Pamét Ishashing | pykdtree | BallTree Annoy hnswlib PyNNDescent
Rychlost konstr. | Annoy Ishashing | pykdtree BallTree hnswlib PyNNDescent
Recall BallTree | hnswlib Annoy pykdtree PyNNDescent | Ishashing
Rychlost vyhl. hnswlib Annoy pykdtree PyNNDescent | BallTree Ishashing
Velky pocet dim. | hnswlib | Ishashing | PyNNDescent | Annoy BallTree pykdtree

Tabulka 5.1: Autorova doporuceni jednotlivych knihoven v podobé Zebiicku sestavenych na
zakladé ruznych kritérii. Zelenou barvou jsou oznaceny excelujici knihovny, ¢ervenou zcela
nedoporucené.
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Kapitola 6
Zaver

V préci byla popsana zakladni myslenka algoritmu KNN a jeho metod pro nalezeni nej-
blizsich sousedti. Doslo k vyvozeni, ze jeho oblibenost vyplyva z jednoduché interpretova-
telnosti. Bylo popsano matematické pozadi, moznosti hodnoceni aproximacnich algoritmii,
vyuziti vzdalenostni funkce a problémy z ni plynouci. Prace muze slouzit jako doporuceni
tohoto algoritmu, pokud data problému splnuji zminéné podminky 2.3. Jesté pred vybé-
rem metody KNN je totiz dulezité zhodnotit, zda-li je algoritmus obecné vhodny vzhledem
k datové sadé, nad kterou bude vyhledavani provadéno.

V kapitole o metodach byly popsdny KD-Strom, Kulovity strom, Locality-Sensitive Ha-
shing, Strom nadhodnych projekci a rodina algoritmti zaloZzené na grafu nejblizsich sousedi.
Detaily byly doplnény o vysvétleni postupti, pseudokddy a asymptotické slozitosti. Metody
byly uvedeny v zdkladni podobé i s mnoha vylepsenimi, které rtizné implementace nemusi
obsahovat. VétSina z metod (mimo grafové) se snazi zmensit prohleddavany prostor, coz se
dé oznacit za konvencni pristup.

Pro kazdou ze zminénych metod byla vybrana knihovna, zastupitel. Za pomoci meé-
feni v programu compare nad generovanymi i redlnymi daty bylo empiricky vyvozeno cho-
vani metod na datovych sadach riznych tvari s riznymi nastavenimi vlastnich parametri.
Bylo poukézano na ptipady, ve kterych konkrétni metody exceluji ale také pripady, kdy je
vhodnéjsi pouzit metodu jinou. Mnohé z vysledkt experimentu byly predpovézeny v teorii
a potvrzeny experimenty. Poznatkl z experimentii neni mélo, vysledky jsou shrnuty ve vy-
hodnoceni 5.2.1, které je doplnéné o autorova doporuceni 5.1 k piipadu pouziti jednotlivych
metod/knihoven. Jelikoz metody se lisi pfistupem feseni problému naivniho algoritmu, kaz-
dou se hodi pouzit za jinych podminek. Zadn4 z testovanych metod neni nejlepsi v kazdé
z hodnocenych kategorii, tudiz neexistuje jedna nejlepsi pro kazdy piipad. Nybrz je po-
trebné pred vybérem zhodnotit, co je pro danou aplikaci KNN v systému dulezité.
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Priloha A

Zbylé méreni vlastnich parametri
aproximacnich metod
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Obrazek A.1: Konstrukéni c¢as pykdtree  Obrazek A.2: Prostorova zatéz pykdtree
s riznymi hodnotami parametru leafsize. s riznymi hodnotami parametru leafsize.
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