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ABSTRAKT

Prace se zabyva popisem MIMO systém( a porovnanim frekvencnich charakteristik,
kromé jinych i charakteristikou singularnich hodnot. Jsou definovany Hs a H,, normy
pro signaly a MIMO systémy. Déle je popsan zpiisob optimalni regulace MIMO systému
pomoci LQG, Hy a H, Fizeni, jejich obecné vyhody, nevyhody a vzajemné podobnosti.
Je implementovan vypocet stavovych Hy a H., regulatori a rekonstruktord. Pomoci
Hoo kaskadni regulace, Ho optimalniho LQG Fizeni a H., ekvivalentu LQG je vyresena
tloha inverzniho kyvadla na voziku. Vysledky jsou mezi sebou srovnany. Je prednesena
teorie 0 moznosti navrhu identickych H, a H., stavovych regulatord.

KLICOVA SLOVA

Hoo, Ho, LQG, LMI, MIMO, MATLAB, Optimalni regulace, Singularni hodnoty, Stavova
regulace, Stavova rekonstrukce, H., stavova regulace, H., stavova rekonstrukce, Hs
stavova regulace, H, stavova rekonstrukce, Hs LQG, Inverzni kyvadlo na voziku

ABSTRACT

This thesis deals with the MIMO system analysis, with a comparison of a different
frequency charactersitics, and including singular values characteristic. The Hy and H
norms are defined for signals and a MIMO systems. A MIMO optimal control using an
LQG, an H, and an H., control is defined and described. Their general advantages,
disadvantages and similarities are summed up. An H5 and an H,, state controller and
state observer synthesis is implemented in a MATLAB using linear matrix inequalities.
Control of an inverted pendulum is designed using the ., optimal cascade control,
the H, state control and the H,, state control. The results are compared with each
other. The theoretical possibility of same H, and H,, optimal state controller design is
presented.

KEYWORDS

Hooo Ho, LQG, LMI, MIMO, MATLAB, Optimal Control, Singular Values, State Control,
State observer, H., State Control, H., State Observer, H, State Control, H, State
Observer, Hs LQG, Inverted Pendulum on a Cart

FRIML, Dominik. Porovnani H-nekonecno a LQG regulace. Brno, 2020, 94 s. Diplo-
mova prace. Vysoké uceni technické v Brné, Fakulta elektrotechniky a komunikacnich
technologii, Ustav automatizace a mérici techniky. Vedouci prace: Ing. Lukas Pohl, Ph.D.

Vyséazeno pomoci balicku thesis verze v1.4.0; http://latex.feec.vutbr.cz


http://latex.feec.vutbr.cz

PROHLASENI

Prohlasuji, ze svou diplomovou praci na téma , Porovnani H-nekonec¢no a LQG regu-
lace” jsem vypracoval samostatné pod vedenim vedouciho diplomové prace a s pouzitim
odborné literatury a dalsSich informacnich zdrojl, které jsou vsechny citovany v praci
a uvedeny v seznamu literatury na konci prace.

Jako autor uvedené diplomové prace dale prohlasuji, ze v souvislosti s vytvorenim
této diplomové prace jsem neporusil autorska prava tretich osob, zejména jsem nezasahl
nedovolenym zplisobem do cizich autorskych prav osobnostnich a/nebo majetkovych
a jsem si plné védom nasledkl poruseni ustanoveni §11 a nasledujicich autorského za-
kona ¢. 121/2000 Shb., o pravu autorském, o pravech souvisejicich s pravem autorskym
a o zméné nékterych zakond (autorsky zakon), ve znéni pozdéjsich predpisii, vletné
moznych trestnépravnich dlsledki vyplyvajicich z ustanoveni ¢asti druhé, hlavy VI. dil 4
Trestniho zakoniku ¢.40/2009 Sb.

Brno 1.6. 2020

podpis autora



PODEKOVANI

Rad bych podékoval vedoucimu diplomové prace panu Ing. LukaSovi Pohlovi, Ph.D. za
odborné vedeni, konzultace, trpélivost a podnétné navrhy k praci.



Obsah

[Gved

(1 Popis MIMO systému|

(1.1~ Stavovy popis| . . . . . . . . ..

(1.2 Matice operatorovych prenosu jako popis systéemu| . . . . . . . . . ..

[1.2.1 Matice operatorovych prenosu ze stavového popisu systémul. .

2 Smeérovost systémul

[2.1  Vstupni a vystupni prostor| . . .
[2.1.1 Priklady prostoru| . . . .

[2.2  Vstupni a vystupni signaly jako vektory|. . . . . . . .. ... ... ..

[2.2.1  Smer vstupniho signalu MIMO systéemu|. . . . . . .. ... ..

(2.3 Matice operatorovych prenosu jako transtormacni maticel . . . . . . .

[2.4  Jednotkovy vstup| . . . . . . ..

[2.5  Smeérovost systemul . . ... L.

[3  Frekvencni charakteristika MIMO systémul

[4 Normy v teorii rizeni

4.1 Normy signalul. . . . ... ...
[4.1.1 Honormal . . ... ...
[4.1.2 H., normal. . ... ...

[4.2  Normy systéemul . . . ... ...
[4.2.1 Honormal . . . ... ..

[4.2.2  “H, norma pomoci singularnich hodnot| . . . . . . ... .. ..

[4.2.3 H. normal. . ... ...

[>  Stavova regulace

[>.1  Optimalni stavova regulace|. . .

6 Rekonstrukce stavul
[6.1  Optimalni stavova rekonstrukce

[_LQG|

13

14
14
15

18
18
18
19
20

21
22

24
24
25
27

30
30
30
31
31
31
32
32

34
34

36
37

38



8 H. a H, regulace
[8.1  Hs syntéza regulatorul . . . . .. ..o
[8.1.1  LQR pomoci ‘Hs optimalizace| . . . . . . . . ... . ... ...
[8.2  H., syntéza regulatoru . . . . ... ...
[9 Implementace syntézy H, a ‘H,, regulatoru]

[9.1  Suboptimalni regulator{ . . . . . . . . ... ... .00

9.2  “Hs stavovy regulator pomoci LMI . . . . . . . .. ...

9.3 H. stavovy regulator pomoci LMI| . . . . .. ..o 0000

[9.4  Implementace syntézy v prostredi MATLAB| . . . .. ... ... ...
[9.4.1  Syntéza H, regulatoru pomoci LMI v prostredi MATLAB| . .
[9.4.2  Syntéza H., regulatoru pomoci LMI v prostredi MATLAB| . .

(10 Regulovana soustaval

(10.1 Model inverzniho kyvadla na voziku|. . . . . . . . .. ... ... ...
(10.2 Cil alohy|. . . . . . . . . o o

[11 ReSeni tlohy|

(11.1 Ho LQG Teseni ulohy| . . . . . . . ... ... ... ... ... ..
(11.2 H., reseni ulohy|. . . . . . . . . ... .. ... ..
(11.3 H., LQG teseni ulohy| . . . . . . ... ... ... 0.

(11.3.1 Navrh stavoveho H., optimalniho regulatoru/ . . . . . . . . ..

(11.3.2 Navrh stavoveho H., optimalniho rekonstruktoruf . . . . . . .

[11.33 H,, LQG| . . . . . ..
[12 Srovnani H, a ‘H., stavove regulace]
[Zaveér
[Literatural

[Seznam priloh|

[A Obsah prilozeného CD |

(B Odvozeni stavoveho popisu stavového rekonstruktoru |

[C Dalsi priklady vypoctu statického H, optimalniho regulatoru |

[D Dalsi priklady vypoctu statického H,, optimalniho regulatoru |

[EE Odvozeni matematického modelu inverzniho kyvadla na voziku |

39
41
41
44

46
46
46
47
48
48
20

53
53
54

56
o6
o8
63
63
66
68

69

71

73

75

76

77

78

80



[F' Navrh H. optimalniho kaskadniho regulatoru |

|G Navrh H., optimalniho stavového regulatoru |

[H Navrh H, optimalniho stavového rekonstruktoru |

([ Prevedeni stavového rekonstruktoru na ., problém |

88

90

92

94



Seznam obrazku

(1.1 ~ Grafické znazornéni stavoveho popisu MIMO systemu| . . . . . . . .. 15

[1.2  Bodeho charakteristiky pro MIMO systém se dvéma vstupy a dvéma |

VYStUPY. . . . . e e e e 16

[2.1 Realny podprostor MIMO systému se dvema vstupy a dvéma vystupy. |

Zobrazené vektory uq, uo, us, y1, Y2 a y3 jsou kazdy kombinaci vstupu |

a vystupu. Jejich vyznam bude popsan nize.| . . . . . . . .. ... .. 18

[2.2  Priklad signdlu ¢(w) proruzné w| . . . ... ..o oL 20

[2.3  Zobrazeni Gu v Bodeho charakteristice pro prvni vstup a prvni vystup| 21

[2.4  Zobrazeni vstupniho a vystupniho prostoru se zvyraznénym zesilenim |

jako odpovedi na mnozinu jednotkovych vstupu. . . . . . .. ... L. 23

2.5 Kompaktni zobrazeni zesileni systému pro vsechny jednotkoveé vstupy |

u MIMO systému se dvéma vstupy a dvéma vystupy.| . . . . . . . .. 23

[3.1  Bodeho trekvencni charakteristika pro MIMO systém se dvéema vstupy |

a dvema vystupy. . . . . ... ... 24

[3.2  Zobrazeni zesileni systému pro wgeecteq @ bodu zobrazenych v Bodeho |

[3.3  Frekvencni charakteristika vlastnich cisel matice operatorovych prenosul 26

[3.4 Vlastni cisla a vlastni vektory pro G (jwserected) =G| - -« -« . . . .. 26
[3.5 Singularni rozklad G pro konkrétni w| . . . .. .o o000 28
[3.6 Hodnoty singularniho rozkladu G pro vsechny w|. . . . . . . . . . .. 28
[3.7  Porovnani vsech trekvencnich charakteristik pro MIMO systém 18. radu |

se dvema vstupy a dvema vystupy|. . . . . . . . . ... ... 29
[3.8  Porovnani vsech frekvencnich charakteristik pro konkrétni wf . . . . . 29
[>.1 Schematické zapojeni stavového regulatoru . . . . . . . . .. ... .. 34
6.1 Blokove schéma stavoveho rekonstruktorul. . . . . . . . ... ... 36
[7.1  Schematické zapojeni LQG|. . . . . . .. .. .. ... ... ... ... 38
[8.1  Obecny regulacni probléem| . . . . . . . ... ... ... ... ..... 39
[8.2  Obecny regulacni problém, detaill . . . . . ... ... ... ... ... 40
(8.3 LQR definovano jako Hs problém| . . . . . . ... ... .. ... ... 42
8.4 LQR definovano jako Hs problem s jednou vahou| . . . . . . ... .. 43
[8.5 Schéma obecného H., problémul . . . . . . ..o 45

[9.1  Porovnani singularnich hodnot systému s regulatorem navrzenym pri- |

kazem 1lqgr a vypocitanym pomoci LMI| . . . . . . . ... .00 49

[9.2  Porovnani singularnich hodnot systému s regulatorem navrzenym tremi |

ruznymi zpusoby| . . . . .. ... e 52

(10.1 Schematicky nacrt modelu inverzniho kyvadlaj . . . . . .. . ... .. 53

[10.2 Schema pozadovancho reseni ulohy| . . . . . . .. .. ... ... ... 54




[11.1 Vysledek simulace navrzeného ‘Ho LQG regulatorul . . . . . . . . . .. 57
[11.2 Schematické zobrazeni kaskadniho Hint optimalniho regulatorul. . . . 58
(11.3 Singularni charakteristiky signalu S a KS v porovnani s vahami |
| W, (s) a Wig(s) pii navrhu regulatoru odchylky Ky . . . . . . . .. 59
(11.4 Charakteristiky singularnich hodnot signalu S a K'S v porovnani s va- |
| hami Wg_(s) a Wkg(s) pri navrhu regulatoru polohy K,| . . . . . .. 61
[L1.5 Srovnani Hs optimalniho LQG regulatoru (modte) a H., optimalniho |
| kaskadniho regulatoru (Cervene) . . . . . ... 62
[11.6 Schematické znazornéni navrhu stavového regulatoru pomoci ‘H,, normy| 63

M1.7

Charakteristiky singularnich hodnot signalu S a KS v porovnani |

s prislusnymi vahami a charakteristikami singularnich hodnot ekvi- |

valentnich signalu ‘Hs optimalnitho LQR.| . . . . .. ... .. ... .. 65

M1.8

Schematické znazornéni navrhu stavoveho rekonstruktoru pomoci ‘H., normy| 66

M1.9

Charakteristiky singularnich hodnot signalu S a A'S v porovnani s pri- |

slusnymi vahami a charakteristikami singularnich hodnot ekvivalent- |

nich signalu H, optimalniho stavoveho rekonstruktoru. . . . . . . .. 67

[L1.10Srovnani Hy optimalniho LQG regulatoru (modre) a ‘H,, optimalniho |

LQG regulatoru (Cervené)| . . . . . ... ... 68




Seznam tabulek

(L1.1 Tabulka vysledku simulace H,, . regulatoruf . . . . ... ... .. .. 57
[11.2 Tabulka vysledku simulace kaskadniho ., optimalniho regulatoru |
vporovnani 8 Ho ool - - o oo 62




Seznam vypisti

[6.1  Priklad navrhu stavového regulatoru K a rekonstruktoru L stejnym |
prikazem v prostredi MATLAB| . . . ... ... ... ... ... ... 37
[6.2  Priklad navrhu stavoveho optimalniho regulatoru K a rekonstruktoru |
L stejnym prikazem v prostredi MATLAB| . . . ... ... ... ... 37
[9.1  Priklad vypoctu LQR regulatoru a ekvivalentniho Hs stavoveho re- |
gulatoru v prostredi MATLAB.,| . . .. ... .. ... ... ... ... 48
9.2 Vysledky zobrazené po spusténi kodu9.1) . . . . . . . ... ... ... 49
[9.3  Priklad vypoctu statickeho H, optimalniho regulatoru pomoci resent
LMI problému a prikazu hinffi a hinfstruct.| . . . . . .. . . . .. 50
9.4 Vysledky zobrazene po spusteni kodu 9.3 . . . . . .. ... ... .. o1
(11.1 Navrh stavoveho regulatoru a rekonstruktoruf. . . . . . . . . ... .. 56
(C.1 MATLAB skript s priklady vypoctu statickeho Hs optimalniho regu-
latoru ruznymi metodamil . . . . . . ... 78
[D.1 MATLAB skript s priklady vypoctu statického H., optimalniho re-
gulatoru ruznymi metodami| . . . . . . ... ... 80
[F.1 MATLAB skript pro navrh ‘H., optimalniho kaskadniho regulatorul 88
(G.1 MATLAB skript pro navrh ‘H,, optimalniho stavoveho regulatoru| . . 90
(H.1 MATLAB skript pro navrh H., optimalniho stavového rekonstruktorul 92




Uvod

Regulace systému s vice vstupy a vice vystupy je velmi znamy problém, ktery
je Casto TeSen pomoci diagonalizace systému a nasledného SISO ftizeni. V této praci
budou popsany pristupy k regulaci, kterymi je mozné se diagonalizaci vyhnout.

Bude popsan zptsob analyzy a popisu MIMO systému tak, aby bylo mozné
pracovat, navrhovat a chapat MIMO regulatory, at uz stavové, Hs, Ho nebo jiné.

Cilem prace je navrhnout optimalni zapojeni stavového reguldtoru a stavového
rekonstruktoru zvané LQG (Linear Quadratic Gaussian) a srovnat jej s Ho, regulaci.
Ukaze se, ze se jedna o pomérné slozitou ulohu, protoze oba dva zplisoby pristupu
k navrhu i k nasledné regulaci jsou velmi odlisné.

Nastésti je ale dokazano, ze navrh LQG je specidlnim pfipadem syntézy regu-
latora pomoci minimalizace Hs normy. Mezi Hs a H., syntézou jiz takové rozdily
nejsou, coz umozni srovnani dvou navrhi, jednoho Hs optimalniho a jednoho H
optimalniho.

Samotna Ho a H., syntéza bude také implementovana v prostiedi MATLAB.
Zpusobiu syntézy je vice. V této praci je implementovana syntéza pomoci linearnich

maticovych nerovnosti.
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1 Popis MIMO systému

V nasledujicich kapitolach budou popsany zptsoby pouziti linearni algebry pro
popis MIMO systémi.

1.1 Stavovy popis

MIMO systém, stejné jako SISO systém, je mozné popsat stavovym popisem [I.1]

ﬂfl =anTy + -+ apTy, + buul 4+ ... blmum

33;2 = A91T2 + * - + A2pTy + 621U2 4+ ... bgmum

-Z:n = Qp1T2 + -+ AppTp + bnlu2 + ... bnmum

Zjl =111+ T ATy, + d11u1 + ... blmum

y'2 = Co1Xg + - -- + Aon Ly + dQ]_UQ + ... meum

Yn = Cr1To + 4 Qn®p + dpatia + - . . DU, (1.1)

kde u je vstup, m je pocet vstuptli a by, je prvek matice B, tedy prvek urcujici silu
vazby mezi vstupem u,, a stavem &,,. x je vnitini stav systému, n je pocet vnitinich
stavu systému a a,, je prvek matice A, tedy prvek urcujici vazbu mezi stavem x,,
a jeho derivaci podle casu . dg,, je prvek matice D, tedy prvek urcujici vazbu ze
vstupu u,, na vystup yi. Konecné cg, je prvek matice C a urcuje vazbu mezi stavem

T, a vystupem yy.

T I 1| U1
. al;y ... Qin b11 e blm
T2 T2 U2
g . ‘. + . S
. Qn1 Apn bnl bnm
T Tn T | Um
Y1 1 7| W
" Cl1 ... Cin . d11 . dlm u
2 2 2
= - I IR . (1.2)
ak1 Ckn dia dkm_
Yk Tn, _um_

Tento popis je sice vnitini, tedy popisujici systém tuplné, ale prace s timto po-

pisem je Casto nepraktickd. Proto se také pouzivd jeho maticovd forma [I.2] nebo

14



zkracend [1.3]

ij = C#+ Di, (1.3)

Kde 7 je sloupcovy vektor derivac staviy, Z je sloupcovy vektor stavil, @ je sloupcovy
vektor vstupti neboli vstup MIMO systému, a ¢ je sloupcovy vektor vystupt, tedy
vystup MIMO systému/]

> D

u

A ]

Obr. 1.1: Grafické znazornéni stavového popisu MIMO systému

Pti blizsi studii stavového popisu MIMO systému vyjde najevo, ze se jedna o dveé
soustavy dvou rovnic. Proto je mozné popis zjednodusit na jednu soustavu rovnic,
pokud je znam pocet vstupltt m a pocet vystupt k. Timto zptsobem vznikne kom-

paktni stavovy popis.

gl e

kde index ¢ znad¢i kompaktni vyjadfeni (z anglického compact).

1.2 Matice operatorovych prenost jako popis
systému

Ve vétsiné situaci neni potieba detailné znat a pozorovat vnitini stavy systému,
jindy to jednoduse nebyva mozné. Z toho divodu se u SISO systémii ¢asto pouziva

podil Laplaceovych obrazti vystupni a vstupni veli¢iny, tedy operatorovy prenos.

Y (s)

=10

(1.5)

1V nésledujicich kapitolach se bude piedpokladat, ze vektor je vzdy sloupcovy. Radkovy vektor

bude naznacen pomoci transpozice &' .

15



Toto u MIMO, SIMO a MISO systému nemusi byt mozné, protoze pocet vstupt
ani pocet vystupti nemusi byt roven jedné. Proto se pouziva matice operatorovych

prenost mezi jednotlivymi vstupy a vystupy.

G(s)n =1t o G(s)im = g
G(s) = : : (1.6)
G(S)k;l = }(;Egk G(S)km = 5((;)):1

kde G($)gm je operatorovy prenos z m-tého vstupu na k-ty vystup, Y (s)x je k-ty
vystup a U($),, je m-ty vstup.

Dosadime-li za Laplacetiv operator s = jw, kde j je imaginarni jednotka a w je
uhlova frekvence, dostaneme matici operatorovych prenosii vhodnou pro vykresleni

modulovych a fazovych frekvencénich charakteristik.

G(s)) =Gc(jw) =

s=jw

G.(jw) e C (1.7)

V pripadé MIMO systému se charakteristiky vykresluji pro kazdy prenos, tedy
pro kazdy prvek matice G(s) zvlast, jak je vidét na obrdzku[L.2] Vznikne tedy tolik
frekvencnich charakteristik, kolik mé& matice G(s) prvku, tedy m x k prvki. Vysledné
charakteristiky je mozné interpretovat jako charakteristiky konkrétniho vstupu na
konkrétni vystup za predpokladu, ze ostatni vstupy jsou nulové.

Bodeho charakteristiky MIMO systému

T T T T T T T

-50 T

Magnitude (dB)

_100 L L L L
0 T —TT T T — T T T

-45
-90
-135
-180 =
-225 1
-270 ! ! ! !

107 1072 101 10° 10t 102

Frequency (rad/s)

Phase (deg)

Obr. 1.2: Bodeho charakteristiky pro MIMO systém se dvéma vstupy a dvéma vy-
stupy.
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1.2.1 Matice operatorovych prenosi ze stavového popisu
systému

Prenosovou funkci systému je mozné ziskat z jeho stavového popisu. Zptusob,
jakym je to mozné, lze odvodit z obrézku [L.1]
Pro SISO systém 1. fddu je mozné prenosovou funkci G(s) vyjadrit z obrazku

[I.1] pomoci blokové algebry jako

B

D 1.
S—A+ ’ (1.8)

G(s)=C

kde s je Laplacetuv operator.

Rovnice [1.8| plati pouze pro SISO systémy prvniho fadu, protoze jediné v tomto
pripadé jsou proménné A, B, C' a D skalary. V pripadé MIMO, SIMO, MISO sys-
tému, nebo i SISO systému vyssiho radu nez prvniho, jsou proménné A, B, C a D

matice, proto neni mozné pouzit zlomek. Z toho divodu se pouziva rovnice
G(s)=C(sl,,— A 'B+D; I, = diag{1,1,...,1}, (1.9)

kde I,, je jednotkova matice m x m a kde m je pocet stavii systému.
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2 Smérovost systému

Jak bylo vysvétleno v predchozich kapitolach, matice operatorovych prenosi
G (s) je vstupné-vystupni popis systému. Obecné ma systém m vstupu a k vystupi,
orientovanych do vektort « a 3. Jelikoz se jednéa o vektory, musi mit nejen velikost,

vvvvvv

nez u SISO systémi, kde vstup i vystup je skalar.

2.1 Vstupni a vystupni prostor

V teorii Tizeni se mizeme bavit o prostoru stavovém, vstupnim a vystupnim.
Stavovy, vstupni nebo vystupni prostor umoznuje jednozna¢ny matematicky popis
zobrazujici stav, kombinaci vstupt nebo kombinaci vystupt.

Zpravidla se jedna o komplexni ortonormalni prostor, kde pocet dimenzi odpo-

vida poctu stavil , vstupi nebo vystupﬁE]

15

051

15

051

s of Soof
051 051
1 Uy 1 Vi
u2 y2
LI3 y3
15 ‘ | | | | 15 ‘ | | | |
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15
up Y1

Obr. 2.1: Redlny podprostor MIMO systému se dvéma vstupy a dvéma vystupy.
Zobrazené vektory ui, us, us, Y1, Y2 a y3 jsou kazdy kombinaci vstupti a vystupt.

Jejich vyznam bude popsan nize.

2.1.1 Priklady prostori

Prostor miize byt intuitivni, tedy odpovidat redlné situaci, ale nemusi. V pripadé,
kdy naptiklad dimenze vstupniho prostoru piimo odpovidaji dimenzim realného

prostoru, je jednoduché interpretovat vektory zobrazené v tomto prostoru.

17 diivodu slozitosti zobrazeni komplexniho prostoru vyssi dimenze, bude déle vzdy zobrazovan

pouze realny podprostor.
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Naprtiklad popisujeme-li vozik, ktery se mize pohybovat ve 2D prostoru, mizeme
zvolit jako prvni vstup silu ptisobici na vozik ve sméru osy x a jako druhy vstup
silu pusobici na vozik ve sméru osy y. Vektor vstupu @ = [1 Q]T potom intuitivné
vyjadiuje ptsobeni na vozik silou 1N ve sméru osy x a silou 2N ve sméru osy y.

Pokud jsou zaroven vystupnimi veli¢inami soutadnice voziku ve 2D prostoru,
lze opét odhadnout, jak se budou souradnice voziku, tedy vystupni vektor ¢/, ménit
v Case.

Tento priklad je velice jednoduchy a intuitivni, zejména proto, zZe systém ma vzdy
vazbu pouze z prvniho vstupu na prvni vystup a z druhého vstupu na druhy vystup.
Zaroven ma velice dobre zvolené vstupni a vystupni proménné tak, aby vznikl jedno-
duchy a ptrehledny vstupni a vystupni prostor. Stacilo by ale zavést dalsi vstup nebo
vystup (naptiklad hel natoceni voziku a jeho rychlost) a uz by vznikl nepiehledny
¢tyrdimenzionalni prostor, ktery by bylo mnohem slozitéjsi interpretovat.

Pro jednodussi interpretaci je mozné prostor rozdélit na nékolik podprostort a
zobrazovat kazdy zvlast. Zde ale hrozi zanedbani smérovosti systému, protoze kazdy

podprostor o ni nese jen ¢astecnou informaci.

2.2 Vstupni a vystupni signaly jako vektory

Vstupy a vystupy MIMO systémi jsou vyjadrovany jako vektory popisujici kom-
binaci jednotlivych vstupt systému, tedy kombinaci bazovych vektorii vstupniho a
vystupniho prostoru.

Prestoze se vétsinou v teorii Tizeni bavime o vstupu jako o funkci casu,
u(t); t € (0;00) (2.1)

budeme se zde bavit o vstupu zpravidla jako o ptisobeni sinusového signalu konkrétni

uhlové frekvence w

(W) = [u1(w) up(w) ... upm(w)]" (2.2)

gy

Dosazenim zadané thlové frekvence dostaneme realné c¢islo vyjadiujici velikost

amplitudy sinusoidy.

t(w) = [ug (wy) ua(wy) - - Um(wy)]" = [Jus] - sin(wy) |use| - sin(wy) ... |um| - sin(wy)]”

(2.3)
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2.2.1 Smér vstupniho signalu MIMO systémii

Vsimnéme si nyni, ze vstupni signal je vektor redlnych c¢isel pro kazdé w.

t(w) = [uy(wy) ug(wy) .. um(cuu)]T (2.4)

W=Wy,

Tento vektor ma v prostoru (vstupnim prostoru pro vstupni signél, vystupnim
prostoru pro vystupni signal a stavovém prostoru pro stavovy signal) urcitou velikost
a urcity smer.

15

05

05

15 I I I
-1.5 -1 -05 0 05 1 15

Obr. 2.2: Piiklad signédlu 4(w) pro rizné w

2.3 Matice operatorovych prenosi jako

transformac¢ni matice

Rovnice AZ = ¢ vyjadiuje vektor ¢ jako vektor & transformovany transformacni

matici A. V teorii Tizeni mizeme tuto rovnici pouzivat nasledovné

A=y — G.(jw)i(w) = F.(jw) (2:5)

Rovnici muzeme v teorii Fizeni interpretovat tak, Ze vystupni vektor y.(jw) pro
konkrétni w odpovidd vstupnimu vektoru #(jw), pro stejné w transformovanému
matici operdtorovych prenosu G.(jw)

Pro konkrétni w je tedy mozné rovnici [2.5] zapsat ve zjednoduseném tvaru

20



Gcﬁ = ?jc s W = Wselected (26)

Vsimnéme si, ze jelikoz plati G. € C, plati také y. € C. Je tomu tak proto, ze |%|
je velikost zesileni pro dané w, a arg{%} je fazovy posun pro dané w. Vykreslenim
zesileni a fazovych posuntt pro vsechny w do logaritmickych méritek dostaneme

znédmou Bodeho frekvencéni charakteristiku.

Bode Diagram
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Obr. 2.3: Zobrazeni Gu v Bodeho charakteristice pro prvni vstup a prvni vystup
MIMO systému

2.4 Jednotkovy vstup

Jednotkovy vstup se pouziva naptiklad pro zjisténi zesileni systému, protoze

zesileni systému je u SISO systémt definovano jako

;s — 0, (2.7)

kde k je zesileni systému. Z rovnice [2.7]je jasné vidét, ze pokud u = 1, tedy vstup
je jednotkovy, vyraz se zjednodusi na

k =|G(s)] ;s = 05ul=1 (2.8)

Zesileni pro konkrétni w je potom definovano jako
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=G ju =1, (2.9)

tedy jako velikost vystupu pri jednotkovém vstupu.
U MIMO systémi neni mozné zvolit & = 1, protoze vstup neni skalar. Zvolit
= [1,1,...,1] by bylo pro demonstraci nedostatecné, protoze tento vstup nede-
monstruje vliv riznych kombinaci vstupii.
Je-li potieba demonstrovat vliv vice kombinaci vstup1, je nutné zvolit vice vstup-
nich vektora. Vznika tak mnozina vstupnich vektorti, pomoci kterych je mozné vi-
zualizovat vlastnosti MIMO systémt, jako je napriklad smérovost systému.

Proto je zavedena mnozina jednotkovych vstupt podle rovnice [2.10}

1—\/u1 2t ug(w)?+ - Fuy(w)? Yw (2.10)

V' euklidovském prostoru tedy vznikl, v zavislosti na poétu vstupi, bodEL kruh,
sféra nebo hypersféra vymezujici mnozinu jednotkovych vstupt, tedy vstupi jejichz

velikost je rovna jedné, jak je vidét z rovnice [2.11]

|—‘\/u1 2t up(w)? 4 Fup(w)? =1, Yw (2.11)

2.5 Smeérovost systému

Nyni mame dostatek informaci k tomu, abychom objevili vyznam smérovosti

systému. Jedna se o fenomén, ktery piimo plyne z[2.12]

Uy # Uy
|t ] = |ty

|Gy | # |Gy, (2.12)

kde w7 a 1y jsou rizné kombinace vstupt, tedy rtizné vstupni vektory.

Slovy by se rovnice dala interpretovat jako tvrzeni, Ze velikost vstupu, za
znalosti matice prenosovych funkci, samotnd nestac¢i pro urceni velikosti vystupu.
Je potifeba znat i smér vstupu.

Jinymi slovy, na sméru vstupu nezavisi pouze smér vystupu, ale i jeho velikost.

Toto je pfimo viditelné v obrazku [2.4] ktery vznikl tak, Ze se postupné dosazovaly
vSechny jednotkové vstupy z jednotkové mnoziny vstupt (i, pro které plati vztah
, tedy vstupy s velikosti rovnou 1.

2Pro SISO a SIMO systémy tak vznika jednotkovy vstup @ = 1.
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Obr. 2.4: Zobrazeni vstupniho a vystupniho prostoru se zvyraznénym zesilenim jako
odpovédi na mnozinu jednotkovych vstupti.

Pro demonstraci byly zvyraznény dva vektory ve vstupnim prostoru a odpovida-
jici dva ve vystupnim prostoru. Je vidét, ze se zménil jak jejich smér, tak i velikost.

Vektory na obrazku [2.4] se daji zobrazit kompaktnéji slou¢enim vstupniho a vy-
stupnfho prostoru. Vznikne obrazek [2.5]

151

Obr. 2.5: Kompaktni zobrazeni zesileni systému pro vsechny jednotkové vstupy
u MIMO systému se dvéma vstupy a dvéma vystupy.

Na obrézcich [2.4] a je jasné vidét, ze velikost vystupu se méni pro rizné
jednotkové vstupy, takze zesileni MIMO systémii neni konstantni.

Smeérovost systému je tedy vlastnost MIMO systémt, ktera zptusobuje, ze zesi-
leni MIMO systému neni konstantni, ale je zavislé na sméru vstupu. Pozdéji bude
ukézéno, ze tento interval je definovan pomoci 2.13|

k € (Cmin; Omaz) (2.13)
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3 Frekvencni charakteristika MIMO systémii

Rovnice byvaji casto nepiehledné a proto je vhodné zobrazit chovani systému
jinym zpiisobem. Casto se pouzivaji Bodeho nebo Nyquistovy charakteristiky, tedy
frekvencéni charakteristika v logaritmickych méritkach nebo v komplexni roviné.
Kazdé zobrazeni méa své vyhody a nevyhody.

Jednu vlastnost maji ovSem spolecnou. Pro MIMO systémy nejsou vhodné, pro-
toze zobrazuji vzdy vztah mezi jednim vstupem a jednim vystupem. To by bylo
brana v potaz smérovost systému. Z tohoto divodu je potfeba najit jiné, vhodnéjsi

zobrazeni.

3.1 Bodeho frekvencni charakteristika MIMO
systémii

Bodeho frekvencni charakteristika zobrazuje frekvenéni charakteristiku jednotli-
vych prvki matice operatorovych prenosi. Vznikne tedy m x k frekvencnich cha-

rakteristik.

N L L L L L L |
10° 10t 10?

10°

Obr. 3.1: Bodeho frekvencni charakteristika pro MIMO systém se dvéma vstupy a

dvéma vystupy.

Kazda charakteristika udava velikost jednoho vystupu, jako odpovéd na kon-
krétni vstup roven jedné a ostatni rovny nule.

Pro konkrétni w si muzeme zobrazit zesileni signalu a body zobrazené v ob-

razku 311
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Bodeho charakteristika
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Obr. 3.2: Zobrazeni zesileni systému pro wgejecteq @ bodll zobrazenych v Bodeho frek-

venéni charakteristice.

Jak je vidét z obrazku [3.1]a[3.2] Bodeho frekvenéni charakteristika je pro MIMO
systémy nevhodnd hned ze dvou divodu. Za prvé nereprezentuji smérovost sys-
tému a za druhé vznikne neprehledné mnozstvi frekvencénich charakteristik. Druhy
lze vytesit pomoci frekvencéni charakteristiky vlastnich ¢isel matice operatorovych

prenost.

3.2 Frekvencni charakteristika vlastnich ¢isel

Problém s neprehlednym poc¢tem charakteristik, by bylo mozné vytesit pomoci
nasledujici myslenky: Nalezneme-li jednotkovy vstupni vektor, pro ktery plati, ze
smér vstupu a vystupu je stejny, stac¢i zobrazit pouze jednu charakteristiku. Poz-
déji bude dokazano, ze tuto podminku splnuje vice riznych vstupnich vektort a je
potieba vykreslit charakteristiku pro kazdy z nich.

Linedrni algebra [I] popisuje matici, pro kterou plati nasledujici rovnice, kterou

muzeme aplikovat v teorii fizeni. Tuto matici nazyvame matici vlastnich ¢isel A.

AT =A% — Gi=X\i=7j (3.1)
G(jw)i(w) = A(jw)i(w) = g(jw), (3.2)

kde A je obecna matice, T je obecny vektor a A je matice vlastnich Cisel
A= diag{)\l, )\2, e 7/\k:m}~
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7 definice matice vlastnich cisel plyne, ze frekvenéni charakteristiku vlastnich
¢isel je mozné ziskat pouze pro invertovatelné matice operatorovych prenost, tedy
pro systémy, které maji stejny pocet vstupt a vystupu.

Problém neptehledného mnozstvi charakteristik, ktery vznikal v piipadé Bodeho
frekvenéni charakteristiky, je vyresen. Jak ukazuje rovnice |3.1], poc¢et vzniklych cha-
rakteristik bude mensi nebo rovna m = k. Mensi nez pocet vstupt bude tehdy,
budou-li vlastni ¢isla komplexné sdruzend nebo stejna. V jiném pripadé bude pocet
vlastnich ¢isel roven poctu vstuptli, potazmo vystupi systému.

100

102 N

eigen, ) | N
\
— — —eigen, v

102 I L |
10° 10t 10%

Obr. 3.3: Frekvenc¢ni charakteristika vlastnich ¢isel matice operatorovych prenost

Podivejme se nyni, co ziskame vykreslenim frekvencni charakteristiky vlastnich

¢isel matice operatorovych prenost pro konkrétni w.

s Vlastni ¢isla a vektory

05

Obr. 3.4: Vlastni ¢isla a vlastni vektory pro G(jwseiected) = G
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7 obrazku |3.4 je vidét, ze se opravdu povedlo najit takovy vstupni vektor, jehoz
smeér se transformaci matici G nezméni. Je-li jeho vstupni velikost rovna jedné, jeho
vystupni velikost je rovna A.

Bohuzel, jak je také vidét z obrdzku [3.4] je mozné najit takovy vstupni vek-
tor, pro ktery je velikost vystupniho vektoru vétsi nez velikost vystupniho vektoru
charakteristiky vlastnich ¢isel.

Frekvencni charakteristika vlastnich ¢isel tedy fesi problém velkého poctu cha-

rakteristik, ale nefesi problém smérovosti systému.

3.3 Frekvencni charakteristika singularnich
hodnot

Problém s poc¢tem charakteristik i problém se smérovosti systému je mozné vy-
resit charakteristikou, kterd pro kazdé w zobrazi minimalni a maximalni hodnotu

zesileni, tedy hodnoty

max {G(jw)d} Yw ; [|U]]s=1 (3.3)
min {G(jw)i} Vo ;5 [[d]lz=1 (3.4)

Tuto charakteristiku je mozné ziskat pomoci singularnich hodnot matice [I] ope-

ratorovych prenosu pro kazdé w.

G=UxVv" (3.5)

01 0

G=lii...0) |, (155 ] (3.6)

kde ¥ je diagonalni matice singularnich hodot serazenych podle velikosti. Tedy
max;;{X} = 01 = 7 a min;;{¥} = o0, = o. ¥; je vstupni vektor, pro ktery je
zesileni maximalni, a v, je vstupni vektor, pro ktery je zesileni minimalni. u; je
vystupni vektor s maximalni velikosti a u,, je vystupni vektor s minimalni velikosti.

Pomoci singularniho rozkladu je tedy mozné ziskat hodnoty minimalniho a ma-

ximalniho zesileni v podobé hodnot 7 a o.
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singularni hodnoty
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Obr. 3.5: Singularni rozklad G pro konkrétni w

Vykreslenim frekvencni charakteristiky singularnich hodnot tedy ziskame, mimo
jiné, prehled o maximalnim a minimalnim zesileni systému pro kazdé wE|
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Obr. 3.6: Hodnoty singularniho rozkladu G pro vsechny w

ICasto se do frekvenéni charakteristiky singularnich hodnot vykresluji také ostatni singuldrni
hodnoty, mimo minimaln{ a maximalni. Tyto ostatni charakteristiky ale nemaji vétsi vyznam, nez
frekvenc¢ni charakteristiky vlastnich ¢isel nebo Bodeho frekvencni charakteristiky. Je tedy mozné

tyto pribéhy ignorovat a soustfedit se pouze na minimum a maximum.
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Ziskavame tedy interval, ve kterém se muze zesileni systému ménit v zavislosti na
sméru vstupu. Toto je vhodné zejména pro urcovani stability systému, protoze jsme

schopni najit maximalni mozny vystup pro mnozinu vsech jednickovych vstupi.

10°

10

— — —eigen,
sigma,_
. L}

- = —sigma
10*

10°

Obr. 3.7: Porovnani vSech frekvenc¢nich charakteristik pro MIMO systém 18. fadu

se dvéma vstupy a dvéma vystupy
Singularni hodnoty

Vlastni isla a vektory

Bodeho charakteristika 15

15

-1.5
-15 -1 05 O 0.5 1

0.5 1 15

-1.5
15 -15 -1

-05 0 0.5 1
Porovnani vsech frekvencnich charakteristik pro konkrétni w

Obr. 3.8:

05 0

Na obrazku je vidét, ze vSechny pribéhy lezi v intervalu omezeném maxi-
malni a minimalni singularni charakteristikou. Proto je frekvenc¢ni charakteristika

singularnich hodnot nejlépe vypovidajici charakteristikou pro MIMO systémy.
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4 Normy v teorii rizeni

V teorii Tizeni je ¢asto praktické mit moznost vyjadrit néjakou vlastnost signdlu
nebo systému pouze jednim ¢islem. Je-li vlastnost vyjadiena pouze jednim cislem,
je mozné vznikla ¢isla mezi sebou porovnavat, nebo napriklad pouzit toto ¢islo jako

minimalizaéni parametr. Pro tyto tcely se Casto pouzivaji normy [IJ.

4.1 Normy signalu
V kapitole bylo popsano, Ze signél je mozné vyjadrit jako funkci

(W) = [ur(w) us(w) ... um(w)]", (4.1)

£y

kde dosazenim w dostaneme vektor popisujici amplitudy sinusovych signéli, jejichz
uhlova rychlost odpovida dosazenému w. Takovy signél 1ze pouzit jako vstup MIMO
systému, kde kazdy prvek vektoru odpovida signalu na jednom vstupu. Takovy
vstupni vektor ma ur¢ity smeér, dany jednotlivymi prvky vektoru, a velikost defino-

vanou rovnici [4.2]

@] = \Ju? + U+, (4.2)

4.1.1 H, norma

P norma je definovana jako [1]:

el = (Sl " (1.3

Nyni dosazenim 2 za p ziskdme Ho normu. Pouzitim H,; normy je dosazeno

ekvivalence mezi rovnicemi [4.2] a [4.3]

1/2
@] = i+ B+ 4, = il = (Z!u#) (4.4

‘H, norma signalu tedy udéava jeho velikost pro konkrétni w.

Ze znalosti Hy normy signalu je mozné definovat mnozinu jednotkovych vstupt
jako mnozinu vsech vstupu spliujicich ||d(w)||2 = 1; Vw.

Pokud se u(w) méni v zavislosti na w, muzeme odvodit, jak bude Hy norma

vypadat.
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il =[S [ e (4.5)

Vysledkem Hs normy signalu je pramérné zesileni pres vsechny w. Amplituda
signalu se musi pro vysoké tithlové rychlosti blizit k nule, jinak bude norma rovna
nekonecnu. To ale neni prekazkou, protoze vSechny redlné signaly tento pozadavek
spliuji.

Hs normu signalu je také mozné definovat v ¢asové oblasti [2] 3]

il = [ icryis (46)

4.1.2 H, norma

Dalsi normou pouzivanou pro signaly je H., norma signalu.

[[@(w)[loo = sup Vi (@) + ua(@)? + - 4 g (w)? = sup [a(w)] (4.7)

Touto normou je mozno ziskat maximalni velikost signalu pfes vSechny w.

V teorii Tizeni se samoziejmé pouzivaji i dalsi normy jak pro signaly, tak pro
systémy. Zpravidla z divodu, ze signdl je definovan jinak, napiiklad jako série jed-
notkovych impulsi. Potom se samoziejmé méni interpretace jednotlivych norem.

Témito interpretacemi a normami se ale tato prace nezabyva.

4.2 Normy systému

Protoze systémy popsané matici operatorovych prenosii jsou matice funkei, 1ze
na né aplikovat veskeré maticové normy a kazda bude mit vyznam. Pro nase tcely
ale neni potteba popisovat vSechny interpretace vSech maticovych norem. Podivame

se pouze na dveé néjcastéji pouzivané — Hy normu a H,, normu.

4.2.1 H, norma

‘H, norma je definovana rovnici:

G = o [ rlGtCG) s (18)
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Rovnici je nutné nejdiive dekomponovat. Vyuzijeme-li skutecnosti, ze z matice ope-
ratorovych prenosii lze zpétnou Laplaceovou transformaci ziskat matici impulznich

charakteristik systému a ze obé tyto matice vyjadiuji stejnou myslenku.

GG = llg Ik =/ | trla(r)rg()]ar (19)

kde g je matice impulznich charakteristik a 7 je cas.
Dale vyuzijeme znalosti, ze funkce tr, tedy trace, je suma diagonalnich prvki

matice, a ze je mozné vyménit poradi sumace a integrace.

IG(3)1le = llg(Pll2 = JZ | las(1 dr (110

Nakonec vyuzijeme toho, ze impulsni charakteristika je funkce casu, vyjadiujici ode-

zvu systému na jednotkovy impuls na i-tém vstupu a znalosti Hs normy pro vektor.

IG(s Hz—«ZHZh I3, (4.11)

kde 7;(t) je vektor vystupnich funkei ¢asu systému G(s) pfi pusobeni jednotkového
impulsu na -ty vstup a m je pocet vstupii systému.

7 rovnice plyne, ze H, norma je priumérnd hodnota vystupu systému pri
pusobeni jednotkového impulsu na jeden vstup.

Vsimnéme si, ze Ho norma je nekonecna pro systémy, které jsou nestabilni nebo

nerealné, tedy jejich zesileni pro w — oo je nenulové.

4.2.2 Hs; norma pomoci singularnich hodnot

‘Ho normu je také mozné definovat pomoci singularnich hodnot.

IG (s HQ—\J / ZU dw, (4.12)

tedy jako sumu kvadrati singularnich hodnot. Minimalizace Hs normy bude tedy

,tlacit dolii celou charakteristiku singularnich hodnot systému[]

4.2.3 H, norma

Ho, norma je definovana rovnici

1G(5)] e = max 1D)ll2 (4.13)

1Jsou samoziejmé mozné i dalsf interpretace a definice, témi se ale tato prace nezabyva.
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a vyjadiuje maximalni zesileni systému. Ze znalosti definice zesileni je mozné rovnici

zjednodusit na:

1G($)lloc = max[[g(D)]lz: [[a(t)]]2 =1 (4.14)

Opét plati, ze H,, norma je rovna nekonecnu pro nestabilni systémy a systémy

s integratorem.

H.. norma pomoci singularnich hodnot

Hoo normu je také mozné definovat pomoci singularnich hodnot.

G ()] = sup (G (jw)), (4.15)

tedy jako supremum charakteristiky singuldrnich hodnot.

Minimalizace H ., normy bude tedy ,tlacit doli* vrchol nejvétsi singularni hod-
noty systému, coz je velice vyhodné z toho duvodu, ze singularni hodnota odpovida
prevracené hodnoté zasoby stability v modulu. Z toho plyne, Ze minimalizace H
normy zajistuje stabilizaci a naslednou maximalizaci zasoby stability v modulu, tedy

jak ve fazi, tak v amplitudeé.
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5 Stavova regulace

Velmi zndmym zpusobem regulace MIMO systému je takzvana stavova regulace.
Jde o zptusob regulace statickym regulatorem soustavy, kterd ma meétitelné vSechny
stavy. Potom miuze byt stavovy popis redukovan na . [4]

i = Ai + Bil (5.1)

Je-1i systém dosazitelny, lze najit staticky regulator K, ktery zapojenim do zpétné
vazby, z vektoru stavil Z na vektor vstupu u, zaruc¢i pozadované chovani regulované
soustavy. Vhodnou volbou hodnot matice K, lze dosdhnout libovolnych komplexné
sdruzenych vlastnich ¢isel matice A + BK. Této metodé se rika metoda umisténi

péli.

Obr. 5.1: Schematické zapojeni stavového regulatoru

Regulovanou soustavu lze tedy popsat jakd?]
i=(A+BK)i% (5.2)

Cilem tohoto typu fizeni je dostat vSechny stavy z pocatecni hodnoty &, do
ustalené hodnoty ¥ = 0. Proto je vhodné regulovanou soustavu vzdy linearizovat
okolo bodu, do kterého bude soustava regulovana.

Pro systémy s jednim vstupem vzdy plati, ze feSeni metody umisténi polt je prave
jedno. Této skutecnosti bude dale vyuzivano pro porovnani regulatorii, navrzenych
riaznymi metodami. To ale neplati pro systémy s vice vstupy, u nichz je vzdy mozné

nalézt vice ruznych feseni, ktera vsechna vedou na identické prenosy Tizeni. [4] 2]

5.1 Optimalni stavova regulace

Nejvétsim problémem pii feSeni tllohy stavové regulace, pomoci metody umisténi

poli, je zvoleni vhodnych vlastnich ¢isel.

1Za piedpokladu, Ze matice stavového popisu D = 0, coZ spliiuje vétsina redlnych systémii.
2V literatufe je mozné narazit také na & = (A — BK)Z. Oba zépisy jsou ekvivalentni a pouzi-

vané. Proto je tfeba dodrzet znaménka pri vSech krocich ndvrhu a nasledné aplikace regulatoru.
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Jednou z metod, pomoci které 1ze navrhnout optimalni matici regulatoru K, je
navrh pomoci linedrné kvadraticky optimélniho kritéria J(Z, ). Vzniké tak linedrné
optimélni regulator, v literatute [4, 2] je Casto popisovan jako LQ reguldtor nebo
zkracené LQR.

o0
J(7, @) = /0 (¢ Qi + i Ri) dr, (5.3)

kdeQ=QT >0a R=R"” > 0.

Jak je vidét z rovnice pri vypoctu kritéria je mozné pomoci vahovaci maticd’f]
Q davat urcitou vahu dobé, za kterou se soustava ustali, a tak si volit dilezitost
rychlosti regulace pri navrhu. Stejné tak je mozné penalizovat velikost akéniho za-
sahu pomoci vahovaci matice R. Samoziejmé vzdy plati, ze j-ty prvek diagonaly
vahovaci matice vahuje j-ty vstup nebo stav.

7 rovnice jasné plyne, ze neni dilezita konkrétni hodnota matic, ale jejich pomér.

Za predpokladu, Zze dvojice A a B je stabilizovatelnd a dvojice A a Q' je

pozorovatelna, je vysledny regulator K vypocten jako
K=-R'B"P, (5.4)
kde P je fesenim algebraické Ricattiho rovnice [4) 2]

AP+ PA-PBR 'B'P+Q=0 (5.5)

3Zamérné zde byl pouzit vyraz ,vahovaci matice“, pfestoze standardni oznaceni stochastické
interpretace LQR je ,kovariancni matice“, protoze pojem ,vahovaci matice“ se bude dale pouzivat

u interpretace LQR pomoci Hs optimalizace.
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6 Rekonstrukce stavu

Castou prekézku pro stavovou regulaci predstavuje nemoznost méfeni vsech
stavll v dostatecné kvalité. Mérené stavy byvaji zatizeny Sumem, nebo nejsou viibec
meéritelné. Zaroven je casto kladen diiraz na minimalni pocet méticich zarizeni.

Resenim tohoto problému jsou stavové rekonstruktory diky kterym je mozné
rekonstruovat nemeérené stavy a zaroven vyfiltrovat Sum ze stavi mérenych. To samo-
ziejmé za predpokladu, ze jsou rekonstruované stavy pozorovatelné. Problematika
rekonstrukce stavil je obecné dobre znama, proto bude v této praci popsana pouze
zbézné. Pro blizsi informace je mozné nahlédnout napiiklad do [4], [2] nebo [5].

Pozorovatel tedy tesi problém, kdy pro danou soustavuﬂ

j=C7 (6.1)

plati, ze diagonalni matice C, systému definovaného rovnici [5.1, mé néktery radek
nulovy, z ¢ehoz plyne, Ze nejsou métitelné vsechny stavy. Ty se rekonstruuji pomoci
kopie puvodniho systému, jak je vidét na obrazku[6.1] se zavedenou vazbou z rozdilu

v¥stupu soustavy 7 a v¥stupu pozorovatele §. [4, 2]

J-7=4 (6.2)
> X —
4B 'I‘J C 14
A
L4
J y
A %

Obr. 6.1: Blokové schéma stavového rekonstruktoru

Cilem je tedy navrhnout takovy staticky regulator L, ktery zatidi stabilitu po-

zorovatele a rychl vyregulovani ¢ na nulu.

Pojmy ,stavovy rekonstruktor®, ,pozorovatel“, neboi ,stavovy filtr* (Kalmantv filtr, robustni
filtr) jsou, pokud neni v literatuie definovéno jinak, volné zameénitelné. V nékteré literatuie [2] se
rozliSuje pozorovatel od filtru tim, Ze na vstup filtru ptisobi Sum, zatimco na vstup pozorovatele

nikoliv.
2Piedpokladem je, Ze matice stavového popisu D = 0, coZ spliiuje vétsina redlnjch systém.
3Vétsinou se pro rekonstruktor voli desetkrat rychlej$i pély v porovnani s regulovanou soustavou.
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7 posledni véty je patrna jista podobnost se stavovou regulaci. Prestoze pro-
blémy stavové regulace a rekonstrukce nejsou obecné dudlni [5], v tomto pripadé
jsou vsechny podminky duality splnény. Je tedy mozné s dualitou pocitat i nadale.

Diky dualité problémi neni tfeba déle rozebirat navrh stavového rekonstruktoru,
protoze se jedna pouze o specialni pripad navrhu stavového reguldtoru.

Napriklad v prostiedi MATLAB je mozné navrhnout stavovy rekonstruktor po-

moci prikazu place.

-place(A, B, [-3, -2, -1, -0.5]);

K~=
L = -(place(A’,C’, [-0.7+0.51 -0.7-0.5i -2 -2.5]1))7;

2

Vypis 6.1: Priklad navrhu stavového reguldtoru K a rekonstruktoru L stejnym
prikazem v prostiredi MATLAB

Stavovy popis vysledného rekonstruktoru v maticovém zépisu, jak je blize objas-
néno v priloze B} ma tvar

(6.3)

i=(A+LC)i+[-L B H :
kde ¥ je vystup rekonstruované soustavy, 4 je vstup rekonstruované soustavy a i je

vektor rekonstruovanych stavii.

6.1 Optimalni stavova rekonstrukce

Navrh hodnot matice L provazi stejna problematika jako navrh matice K pro
stavovou regulaci. Stejné jako v pripadé stavové regulace, jedna se i v tomto pripadé
o dualni problém. Je tedy mozné definovat optimalizacni kritérium, diky kterému je
mozné definovat optimalni stavovy rekonstruktor.

Optimalizacni kritérium miize byt libovolné. V tomto pripadé bude nejprak-
znamend, pouzit rekonstruktor typu Kalmanovo zesileni’] Diky volbé tohoto kritéria
je mozné pristupovat k optimalnimu stavovému rekonstruktoru jako ke specialnimu
pripadu navrhu optimélniho stavového regulatoru. To miize byt demonstrovano na-
priklad navrhem optiméalniho stavového rekonstruktoru a regulatoru stejnym piika-
zem v prostiedi MATLAB. [4, 2]

Jun

K_LQR
L_LQR

_1qr(A:B5Q,R);
(-1qr (A’ ,C’,Vd,Vn)) ’;

M

Vypis 6.2: Priklad navrhu stavového optimalniho regulatoru K a rekonstruktoru L
stejnym prikazem v prostiedi MATLAB

4Kalmanovo zesileni se od Kalmanova filtru lisf tim, Ze zesileni neni pfepoéitino po kazdém
cyklu.[4]
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7 LQG

V predchozi kapitole bylo zbézné vysvétleno, jak stavove regulovat soustavu opti-
malnim stavovym regulatorem, a to i v pripadé, kdy nejsou vSechny stavy métitelné
nebo jsou zatizené Sumem, za pomoci optimalniho stavového rekonstruktoru typu
Kalamanovo zesileni. Kaskddnim zapojenim téchto dvou optimalnich zafizeni vznika
struktura zvand LQG.

Obr. 7.1: Schematické zapojeni LQG

Tato struktura je obecné zndma a je v praxi stdle pouzivana [0} [7, 8], prestoze
bylo jiz v roce 1978 dokézano, Ze neni mozné zarucit zadnou zasobu stability [9] pti
navrhu struktury.

Hlavnim cilem této prace je srovnat tuto regulacni strukturou s regulatorem

optimalizovanym na H,, normu, kterd primo souvisi se zasobou stability v modulu.
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8 H a Hs regulace

Ve své podstaté neni mezi optimalizaci Ho, a Hs norem velky rozdil. V obou
pripadech se regulator syntetizuje tak, ze se loha nejprve formuluje jako obecny re-
gula¢ni problém, a nasledné se hleda takovy regulator, ktery minimalizuje vybranou

normu na systému se vstupem o a vystupem Zz

— —»

WPZ

U X
K 1=

Obr. 8.1: Obecny regula¢ni problém

V literatufe, napriklad [3] nebo [10], je asto obecny regulacni problém definovan

stavovym popisem

T A By, B,| |7 T
5 - Cl DH D12 U7 - P 117 y (81)
y Cy, Dy Dy |u u

zatimco v jiné literatute, napriklad [2] a [11], je vyménéno poradi vstupi @ a @. To
znamena, ze v jedné literature vyjadiuje D1y vztah mezi vstupem o a vystupem 2z,
v jiné literature vyjadiuje stejné pojmenovana matice vztah mezi u a Z. Tato kolize

ve znaceni miuze zpusobit nedorozumeéni. Proto zde bude déale pouzivano oznaceni
7 rovnice

7 A B, B,][7 i
z| =|c, D,. D..| |#| =P i, (8.2)
37 Cy Dwy Duy u u

kde 2" je optimalizovany vystup, W je vnéjsi vstup, ¢asto plnici funkci vstupu zadané
hodnoty, a u je vstup do ptvodni soustavy, tedy vystup z regulatoru. Vnit¥ni matice
P popisuji zesileni mezi jednotlivymi vstupy a vystupy.

Rovnice je zbytecné slozita jak pro optimalizaci, tak pro implementaci. Pro
optimalizaci je mozné ignorovat vystup ¥, tedy i cely jeho radek. Vznika tak opti-
malizacni zapojeni Pro implementaci neni dilezity vystup 2" a jemu prislusici
radek. Vznika tak implementacni zapojeni [8.4]
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7 7
@ =P, |@ (8.3)
a a

. ‘A B B z El

X w u N 5
[q] “lc b D ] w| = P | (8.4)
Yy &y Puy Puy] | o

| S

Obr. 8.2: Obecny regula¢ni problém, detail

Norma se pocita pro zapojeni véetné regulatoru. Stavovy popis lze ziskat dolniﬂ

zlomkovou transformaci
7= F (P,, R)W (8.5)

kde R je regulator a F() je operator dolni zlomkové transformace. Tim se ziska
stavovy popis s jednim vstupnim a jednim vystupnim vektorem. Cilem navrhu je
najit takové R, které minimalizuje normu tohoto prenosu.

Aby byla tloha fesitelna, musi byt splnény nasledujici podminky:

« (A, B,,C,) je iditelné,

- D,. a D,, maji plnou hodnost,

A—jwl B,
CZ DUZ

] mé plnou sloupcovou hodnost pro vsechna w,

1Je mozné provést i horni zlomkovou transformaci, je-li to vyhodnéjsi.
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A—jwl B,
. J ma plnou rfadkovou hodnost pro vSechna w,
C, D,,

e« D,,=0aD,, =0.[3

Jsou-li podminky splnény, je mozné problém fesit riznymi zptusoby, napriklad
pomoci linearnich maticovych nerovnosti. Specialni ptipad navrhu pomoci LMI bude
popsan nize. Dalsim zptisobem je feSeni algebraickymi Ricattiho rovnicemi, které

nen{ v této praci blize zkoumanof

8.1 H, syntéza regulatoru

V predchozi kapitole bylo vysvétleno, jak je mozné formulovat problém tak, aby
pro néj bylo mozné navrhnout (syntetizovat) reguldtor minimalizaci normyE] V této
kapitole bude vysvétleno, jakym zptsobem lze syntetizovat H, regulator.

Je zjisténo, ze minimalizace Hy normy vySe popsaného problému je problém
konvexni. Nyni je tfeba zvolit matice C',, D,,. a D,.. Pokud se vezme v potaz, jaké
je definice a vyznam H, normy bude jasné, ze minimalizaci Hs normy bude
minimalizovan integral singularnich hodnot prenosu.

Zamérme se nyni na vyznam jednotlivych matic C,, D,. a D,,.. Pomoci nichz
muzeme volit (dosazenim nulového nebo nenulového ¢isla), kterd ¢ast obvodu bude
optimalizovana, a ktera ne. Napriklad zvolenim nenulové matice C', bude optimalizo-
véna frekvenc¢ni charakteristika signalu @, tedy stavil. Cim vétsf bude vaha, tim vétsi
bude snaha o zmenseni zesileni singularni charakteristiky signalu, protoze vynasobe-
nim signalu vétsim ¢islem bude mit signal vétsi zesileni ve frekvenc¢ni charakteristice
a tim vétsi bude jeho prispévek k Hy normé systému.

Stejnym zplisobem je mozné uklddat vahu na minimalizaci frekvenénich charak-
teristik signall @ a w pomoci matic D, a D,.. Casto se voli D, = 0 [3].

Stejnou myslenku je mozné vyjadrit i pomoci optimalizace na bily Sum. Bude-li
zmenseno zesileni singularni charakteristiky pres vsechny frekvence, pak bude po-

tlacena citlivost systému na bily Sum.

8.1.1 LQR pomoci H, optimalizace

Mezi H, syntézou a LQR je mozné najit nékolik podobnosti. V obou pripadech

se jedné o navrh optimalniho regulatoru, v obou ptipadech se minimalizuje integral

2Pro vice informaci o feseni pomoci algebraickych Ricattiho rovnic je mozné vyuzit napiiklad
2], B], [12] nebo [13].
3Ve skutec¢nosti se pro takto formulovany problém daji syntetizovat reguldtory i na zakladé

jinych optimalizacnich kritérif, ty ale nejsou v této praci ddle rozebirdny. [3]
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a v obou pripadech je mozné nastavovat vahy jednotlivym signaliim. Je tomu tak
proto, ze LQR je specialni pripad H, regulatoru.

Predpokladejme soustavu popsanou rovnici , kde D, = (ﬂ aC, =1I. Systém
bude regulovan na nulu, proto w = 0. Tento vstup je tedy mozné tiplné ignorovat.

Vznikne nasledujici systém

@ A B,|rg S
x x
{ - |c. p. H ~ Pron H 80
- Uu U
1 1 0

ktery ma méritelné vsechny stavy a pomoci C, a D, je mozné vahovat frekvencéni

charakteristiky signala # a .

zZ

> uz

—>_)~CZ
g x 7
"—"Bu f —e— C ‘;‘y

A =

Obr. 8.3: LQR definovano jako H, problém

Je-li n, pocet stavii a n, pocet vstupu systému, zvolime si pocCet optimalizova-
nych vystupt n, = n, + n,. Nyni definujeme jednotlivé signaly z tak, aby kazdy

signal byl pouze jeden ze signalti & nebo « vynasobeny konkrétni, skalarni vahou.

- T

T=x1,29,...2n,]

—b_ T

U= [ug,ug, ... uUpy,]

. T

Z= Wawr, Waaa, ooy Wy %oy, Wagun, Wagua, -, Wi, | (8.7)

4Jednd se o stejny predpoklad jako ten, ktery byl pouzit v kapitole
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Vytvorime-li nyni vektory, potazmo diagonalni matice vah

Wz 0 0
0 W,
W, =1 [We, Wayo W, ] = | —W.,  (88)
0 ng
Wu, 0 0
0 W,
I‘?/u = WUl? Wu27 unuj|T = . ’ . = Wu7 (89)
0 W,
je jednoduché urcit C, a D,,,
w, 0 T T
7= ‘I =[c. p.||Y (8.10)
0o W,| |u U
W, 0
=C,, =D,., (8.11)
0 W,

coz je patrné z obrazku (8.3, Nyni, za predpokladu, ze & = K y»Z, mizZeme pouzit

W,
pouze jednu vahu W = .
WUKH2

— 1
=
X

| I —
Ny

X}
<

<y
o
c

RaTE
A

K

Obr. 8.4: LQR definovano jako H, problém s jednou vahou

Nyni je mozné z definic Hs normy a LQR optimalizac¢niho kritéria urcit
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vztah mezi vahami @ a R urcenymi pro LQR névrh a vahami W, a WUE] [2]

- | (@wrwa) ar -

— /O T W, WK [W‘Zém] :E) dr =
= [ (F"clc.i+ i DLD,.i) dr =
0

— / T @ @ o {QOI/Q 4+ [0 R [R(fﬁ] a) dr =

— J(Z,0) (8.12)

Z rovnice je patrny vztah mezi vahami

WG
0 0 R

Nyni, kdyz byl vysvétlen zplisob navrhu LQR regulatoru pomoci Hs syntézy, je

_ {“‘1] _D,. (8.13)

mozné diky dualité problémt navrhnout také rekonstruktor stavi typu Kalmanovo
zesileni. Postupnou syntézou regulatoru K g a rekonstruktoru Ly, a naslednym
zapojenim do LQG struktury bude navrzen LQG pomoci Hsy syntézy.

8.2 H, syntéza regulatoru

H .. regulator teoreticky lze navrhnout stejné jako Hs, regulator s tim rozdilem, ze
bude minimalizovana jind norma. Bohuzel by vzhledem k definici normy bylo se
statickymi vahami potlaceno zesileni charakteristiky singuldrnich hodnot v nizsich
frekvencich, coz by vedlo ke $patné, nebo dokonce nestabilni regulaci. [3]

7 toho duvodu se pouzivaji dynamické vahy, tedy vahy, které nemaji konstantni
charakteristiku singularnich hodnot pres vSechny frekvence.

Castym zptisobem névrhu H, regulatoru je tvarovanim citlivostni a komplemen-

tarni citlivostni funkce S a T'.

5V rovnici se predpoklddd, ze vSechny signdly jsou zdvislé na ¢ase (napf. Z(7)), oznacéeni
ale bylo pro vétsi prehlednost vynechano.
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Obr. 8.5: Schéma obecného H, problému

Jak je patrné z definice obecného H,, problému zobrazeného na obrazku [8.5 je

mozné vystup vyjadrit jako

j=UI+GK)"'GKiw+ (I+GK) 'Gyd— (I +GK) 'GKii =
= T + SGud — T, (8.14)

kde @ je vektor zadanych hodnot, d je vektor poruch, 77 je vektor Sumu, S je citli-
vostni funkce, také znama jako prenos odchylky, a T je komplementarni citlivostni
funkce, neboli prenos Tizeni.

Podobné jako se v LQR penalizovaly signdly &, v a w, v H, optimalizaci se
vahuji funkce S, T a K SP Ve skutecnosti se ale v uzaviené smycce jedné o stejnou
myslenku, protoze je-li vétsi vaha na citlivostni funkci S, je penalizovano sledovani
zadané hodnoty a potlaceni poruchy. Dynamickym vahovanim komplementarni citli-
vostni funkce T je zase pro rizné w penalizovano potlaceni Sumu. Vahovanim funkce
K S je mozné penalizovat velikost akéniho zésahu.

Problematika volby vah pro citlivostni a komplementarni citlivostni funkce je
velmi obsahla, proto zde nebude detailnéji rozebirana. Vice podrobnosti naptiklad
v literature [3] a [13].

S navrzenymi vahami, at uz metodou tvarovani citlivostni a komplementarni
citlivostni funkce nebo libovolnou jinou, je mozné pokrocit k dalsimu kroku navrhu,
a tim je samotnd syntetizace.

Nejcastéji byva navrzen dynamicky H., optimdlni regulator. Tento regulator je
casto velmi vysokého radu, coz nemusi byt vzdy vhodné.

Je také mozné navrhnout regulator ve tvaru v = Ky, ¢imz vznika problém H.,
optimalizace stavového regulatoru. Je dokdzano, Ze i tento problém je stejné jako

dynamicky H, reguldtor konvexni. [2] 10, 3]

6D4le v textu bude pouzivino zkricené znadeni S, T a K S.
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9 Implementace syntézy H, a H., regulatoru

Problém syntézy regulatoru pomoci normy lze tesit vice zptisoby. Nejpouzivanéj-
sim zpiisobem je feseni pomoci algebraickych Ricattiho rovnic. Dalsi cestou je TeSeni
linearnich maticovych nerovnosti, déle zkracené LMI.

V této praci bude rozebran pristup navrhu stavovych reguldtort pomoci LMI.

9.1 Suboptimalni regulator

Vétsina vypocetnich algoritmi je ve skutecnosti schopna vypocitat pouze subop-
timalni regulator. Je tomu tak zejména proto, ze s optimalnim regulatorem se v poci-
taci ned4 pocitat[] V praxi se vSak hodnoty pied implementaci zaokrouhluji, subop-
timalita feseni se tedy neprojevi.

Nejcastéjsim itera¢nim zpiisobem teseni syntézy Ho a Hoo reguldtort je pouziti

v-iterace, kdy se misto feSeni s minimalni normou hleda reseni, pro které plati
G| <, (9-1)

kde v je libovolny pozitivni skalar.
Je-li feseni nalezeno, je nalezen suboptimalni regulator. Zmensovanim parametru +,
vétsinou metodou ptleni intervalu, se hledd minimalni v, pro které je mozné najit

feseni a tedy i suboptimélni feseni, které se co nejvice blizi feseni optimalnimu.

9.2 'H, stavovy regulator pomoci LMI

‘H, stavovy regulator pomoci LMI fesi problém popsany rovnici

7 A B, B,] [z
Zl=|Cc. 0 D,||@ (9.2)
7 I 0o o]la

Predpokladem je feSeni ve tvaru « = K takové, ze Ho norma systému

#=(A+B,K)7+ B,©
7= (C+D,.K)& (9.3)

je minimdlni.

INapiiklad kvtli moznému nekoneénému desetinnému rozvoji.
2Vsimnéme si, ze tento problém je obecndjsi, nez problém vysvétleny v kapitole coZ

znamena, ze LQR pomoci Hy optimalizace je specidlnim pripadem popsaného problému.
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‘H, suboptimalni regulator je mozné navrhnout pomoci

s.t.
-Z CX +DW
min vy 4 [(CX + DW)T -X <! ; (9.4)
AX + B,W + (AX + B.W)" + B,BY <0
trace(Z) < ~*

kde je optimalizace provadéna pomoci Z = Z7, X = X7 a W.
Vysledny regulator se poté vyjadii jako

K=wXx (9.5)

Odvozeni prislusné LMI neni objektem této préace, proto bylo pouzito odvozeni z [Z]EI

9.3 Hs stavovy regulator pomoci LMI

Predpokladejme problém popsany rovnici [9.6]

T A B, B,| |7
7| =|c. D,. D.||w (9.6)
g I 0 0 u
Predpokladem je Teseni ve tvaru u = K takové, ze H.,, norma systému
7=(C+ D,.K)Z+ D, w (9.7)
je minimalni.
Pro takto definovany problém je mozné najit feSeni pomoci
s.t.
X >0
min y{ |[(AX + BW) +AX+B,W B, (CX+D,W)" :
B! I DT <0
CX +D,W D.,. -1
(9.8)
kde je optimalizace provadéna pomoci X = X7 a W .[2]
Vysledny regulator se poté vyjadii jako
K=wXx! (9.9)

3Dals{ moznd odvozeni jsou napifklad v [2], [10] nebo [14].
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9.4 Implementace syntézy v prostredi MATLAB

V predchozich kapitolach bylo vysvétleno, jak vyuzit LMI pro vypocet subopti-
malniho regulatoru. Nyni je potteba tento vypocet implementovat. Pro implementaci
bylo zvoleno prostredi MATLAB, které umoznuje nejeden zptsob feseni LMI. Mezi
nimi vestavéné funkce [I5], toolbox cvx nebo toolbox YALMIP. [16]

Z duvodu syntaktické prehlednosti byl zvolen toolbox YALMIP [17, I8, 19] a
solver csdp [20]. Tento solver je v dokumentaci toolboxu YALMIP uveden na prvnim

misté podporovanych solverti s otevienym kodem.

9.4.1 Syntéza H, regulatoru pomoci LMI v prostredi
MATLAB

Jelikoz teorie byla vysvétlena v predchozich kapitolach, je mozné demonstrovat

navrh ptimo dryvkem kodu.

e
w N = O

1| %% Definice systemu
2| A = [0 1; -1 1];
3] B = [0; 11;
4l C = eye(2);
s| D = [0; 0];
6| X0 = [1;0];
7| %% Definice vahovacich matic
s Q = eye(2);
9] R = 1;
%% Definice obecneho optimalizacniho schematu
[numStateVars, ~] = size(B);
Bu = B;
Bw = B;
Cz = [Q~(1/2); 0 0];

-
'S

Duz = zeros(numStateVars+length(R),length(R));
Duz (end) = R~(1/2);

NONONNNN NN = = = e
N OOk WY O © 03 ;

%% LQR

LQR = -1qr(A,B,Q,R);

%% LMI

gamma = 1.639;

[numStateVars, numInputs] = size (Bw);

Z = sdpvar (numStateVars+1,numStateVars+1,’symmetric’);

X = sdpvar (numStateVars ,numStateVars,’ symmetric’);

W = sdpvar (numInputs ,numStateVars,’full’);

constraintMatrixl = [ -Z Cz*X+Duz*W
(Cz*X+Duz*W)’> -X 1;

onstraintMatrix2 = A*X + Bux*W + (A*X+Bu*xW) ’+Bw*Bw’;

NN
©

= trace(Z) <= gamma”2;
= [F, constraintMatrixl <= eye(size(constraintMatrixl))*eps];
= [F, constraintMatrix2 <= eye(size(constraintMatrix2))*eps];

ptimize (F);

_H2 = value(W)*inv(value (X)) ;

w W w
N o= O

c
F
F
F
o
K

w
w

Vypis 9.1: Priklad vypoctu LQR reguldatoru a ekvivalentniho Hs stavového
regulatoru v prostredi MATLAB.
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Pro zjednoduseni neni v kddu uveden algoritmus puleni intervalu, ale je jiz zvo-

leno minimalni ~y. Vysledky vypoctu pomoci prikazu 1qr a pomoci feseni LMI jsou

velice podobné, jak je vidét na konzoli po spusténi kodu

1| names gamma result

b
3

4] ’LQR’ NaN -9.0499 -11.913
5| *K_H2’ 1.092 -9.0364 -11.907

Vypis 9.2: Vysledky zobrazené po spusténi kodu

nebo na obrazku [0.1]

Singular Values

25 T I T

15—

Singular Values (dB)

LQR
K_H2
0 ‘ ‘ Ciiil T Pl

1072 10t 10° 10t
Frequency (rad/s)

10?

Obr. 9.1: Porovnani singuldrnich hodnot systémi s regulatorem navrzenym piikazem

1gr a vypocitanym pomoci LMI

Jak je vidét, neni velky rozdil mezi reguldtorem vypocitanym pomoci LMI a

reguldtorem navrzenym prikazem lqr. Proto bude déle v praci pouzivan prikaz 1qr

pro jednoduchost jeho pouziti.

Dalsi priklad, ktery dokazuje, ze se v tomto pripadé nejedna o ndhodnou shodu,

je v priloze [C]
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9.4.2 Syntéza H,, regulatoru pomoci LMI v prostredi
MATLAB

Drive, nez bude popsan navrh pomoci LMI, je potieba zvolit srovnani, aby bylo
mozné urcit, zda byl navrh tspésny. Prostredi MATLAB umoznuje navrh statického
Hoo optimalniho stavového regulatoru dvéma zpusoby. Prvnim zptisobem je pouziti

prikazu hinffc, ktery fesi problém v obecném minimalizacnim tvaru [9.10

7l [A B, B, o]|"
z2l=|c. D,, o 1|!|" (9.10)
u
j ¢, D,, 0 o]
Ug
=" = Ky, (9.11)
Uz

kde s je vstup ovliviiujici optimalizovany vystup. Pouziti prikazu je patrné z|9.3|
Dalsim zplisobem navrhu statického regulatoru je vyuziti prikazu hinfstruct.
Tento prikaz umoznuje nalezeni suboptimélniho H, reguladtoru libovolné struktury,
prestoze tento problém neni obecné konvexniﬁ Jeho pouziti je podobné jako pro
vétsinu ostatnich prikazi v robust constol toolboxuﬂ proto nebude v této praci

blize popisovano. Priklad pouziti je dobfe patrny z vypisu (9.3

1| %% Definice systemu

2| A = [2 1 -2

3 1 -1 -3

4 4 0 -1];

s| Bu = [1; 0; 3];

6| Bw [1; 0.2; -0.5];

7| %% Definice vahovacich matic

s] Cz = [2 1 -0.5];

9| Duz 1;

0] Dwz = 0.05;

11| %% hinffi

12| [numStateVars, numInputs] = size(Bu);

13] P = ss(A, [Bw Bul], Cz, [Dwz Duzl);

14| [K_hinffi,~,gamma_hinffi] = hinffi(P,numInputs,[0.6865 Infl);
15] K_hinffi = K_hinffi(l:numInputs,l:numStateVars);

16| %% hinfstruct

17| Plant = ss(A, [Bw Bul], [Cz; eye(3)], [Dwz Duz; zeros(3,2)]);
18] Plant.InputName = {’w’, ’u’};

19] Plant.OutputName = {’z’, ’x1°’, ’x2°, ’x3°};

20 Plant.name = ’P’;

21

22| K_hinfstruct_tunable = tunableGain(’K_hinfstruct_tunable’, 1, 4);
23 K_hinfstruct_tunable.InputName = {’x1°, ’x27’, ’x3’, ’u’};

24 K_hinfstruct_tunable.OutputName = {’u’};

25

26| system = connect(Plant, K_hinfstruct_tunable,...

4Vice informaci o fungovani piikazu je mozné dohledat v [21].
SNapifklad hinfsyn, h2syn, h2hinfsyn, musyn nebo mixsyn.
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27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49

50
51
52
53

{w’3},...
{’z°3);
rng(’default’)

opt = hinfstructOptions(’Display’,’final’,’RandomStart’ ,5);
[sysOpt, gamma_hinfstruct] = hinfstruct(system,opt);

getBlockValue (sysOpt,’K_hinfstruct_tunable’);
K_hinfstruct.D;

K_hinfstruct
K_hinfstruct

K_hinfstruct = K_hinfstruct (l:numInputs,l:numStateVars);

%% LMI

gamma = 0.73269;

[numZoutputs, ~] = size(Duz);

[numStateVars, numInputs] = size (Bu);

X = sdpvar (numStateVars ,numStateVars,’ symmetric’);

V = sdpvar (numStateVars ,numStateVars,’symmetric’);

W = sdpvar (numInputs ,numStateVars,’full’);

ops = sdpsettings(’verbose’,0);

constraintMatrix = [(A*X+Bu*W) +A*xX+Bu*W Bw (Cz*X+Duzx*W)’
Bw’ -gammax*eye (1,1) Dwz’
(Cz*X+Duz*W) Dwz -gamma*eye (numZoutputs)

1;
F = [X >= eye(numStateVars)*eps];
F = [F, constraintMatrix <= eye(size(constraintMatrix))*eps];

optimize(F,[ 1,ops);
K_Hinf = value(W)*inv(value(X));

Vypis 9.3: Priklad vypoctu statického H., optimalniho reguldtoru pomoci feSeni
LMI problému a piikazi hinffi a hinfstruct.

Jak je vidét z vysledki skriptu [0.4] vSechny tii zptsoby vypoctu maji takika
shodny vysledek. Rozdily jsou pravdépodobné zpiisobeny pouzitim jiné numerické
metody.

Z toho divodu bude pro navrh statického stavového H,, optimalniho regulatoru

v dalsich ¢astech prace pouzivan prikaz hinfstruct.

1 names gamma result

2| o
3

4] ’K_Hinf’ 0.73269 23.838 21.668 -34.055
5] K_hinffi’ 0.68923 24.003 21.963 -34.546
6| K_hinfstruct’ 0.65806 24 .061 22.014 -34.624

Vypis 9.4: Vysledky zobrazené po spusténi kodu

Dalsi priklad, ktery dokazuje, ze se v tomto pripadé nejednd o ndhodnou shodu,

je v priloze D]
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Singular Values
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Obr. 9.2: Porovnani singularnich hodnot systémt s reguldtorem navrzenym tfemi

riznymi zpusoby

52



10 Regulovana soustava

Pro demonstraci LQG se ¢asto pouziva inverzni kyvadlo na voziku.[I3] 22] Tato
uloha je dobfe znama a splnuje vsechny pozadavky, které byly uvedeny v predcho-
zich kapitolach. Proto je tato soustava vhodnym modelem pro demonstraci LQG a

srovnani s jinymi typy Tizeni.

10.1 Model inverzniho kyvadla na voziku

Jelikoz je model inverzniho kyvadla na voziku ¢asto pouzivany a znamy, jeho
odvozeni a popis jsou v pifloze [E] Odvozeny linearizovany model voziku, ktery bude

déle uvazovan, je na obrazku [I0.I a popsany stavovym popisem [10.1]

(X Y'm)

s

Obr. 10.1: Schematicky nacrt modelu inverzniho kyvadla

i 0 1 0 0 x 0

S A || F (10.1)
0 0 0 0 1 0 0 '
;i (M+m)  fo(M4m) | |4

0 00 ¢ Ml — Ml 0 ﬁ

Kde stavovy vektor & se skldada ze ctyT stavi. x je poloha voziku, & je rychlost voziku,
6 je natoceni osy kyvadla (f = 0 je poloha, kdy je kyvadlo p¥imo nad vozikem) a 6
je thlova rychlost osy kyvadla. F je sila pusobici na vozik, vstup systému .

Dalsi parametry byly zvoleny tak, aby bylo teoreticky mozné takovy vozik sku-

te¢né sestrojit.
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e g =10 ms™? - gravitacni zrychlenf,

e m=1kg - vdha zavazi kyvadla,

e M =5kg - vaha voziku,

e [=2m - délka kyvadla,

e fo=1[] - tfec sila osy kyvadla

Vystupy soustavy nejsou uvedeny, protoze je potieba je nejprve zvolit. Lze pred-
pokladat, Ze je mozné mérit polohu voziku s malou chybou a malym Sumem. Je také
mozné spolehlivé mérit hel natoceni kyvadla, ale v rdmci zmenseni poc¢tu senzoru
muze byt tento vystup rekonstruovan, nebo tuplné ignorovan. Déle je mozné pred-
poklddat, ze méfeni 0 a @ by bylo natolik nepfesné, ze by mohlo kvalitu regulace
zhorsit. [13]

Po provedeni analyzy pozorovatelnosti je patrné, ze vsechny stavy jsou rekon-

struovatelné i za predpokladu, Ze bude mérena pouze poloha voziku z.

C=1[1000] (10.2)

A 10 0 0

CA 01 0 0
V = ca2l = lo o om fom (10.3)

WM _TM
CA3 00 _ngT]f\L4(2l+m) % + fr n}\}”«#m)

e R'=R" 10.4
rank (V) =4=mn (10.5

Kde C je vystupni matice pii méreni pouze vychylky voziku z, V' je matice pozo-

rovatelnosti a n je pocet stavi.

10.2 Cil tlohy

Cilem ulohy je vytvorit regulator R, ktery je schopen splnit pozadavky na regu-

laci uvedené nize. Schematicky nécrt pozadované struktury je na obrazku [10.2]

R - x

W
—

Obr. 10.2: Schéma pozadovaného Teseni tlohy
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Meéfteni stavu 6 je pro TeSeni problému mozné, ale absence tohoto senzoru bude
povazovana za vyhodu.
mené poloze, a to i za predpokladu nenulové poc¢atecni podminky. Dalsim regula¢nim
pozadavkem je moznost nastavit polohu voziku pomoci vstupu w = w,. Poslednim
pozadavkem je akéni zasah mensi nez 30 N.

Splnéni pozadavka bude testovano simulovanym pokusem sestdvajicim ze dvou
casti. V prvni ¢asti bude testovana schopnost udrzeni kyvadla ve vzprimené poloze
pouzitim nenulové pocateéni podminky natoceni osy kyvadla. Pozadovana hodnota
polohy voziku odpovida pocatecnimu stavu jeho polohy. Ostatni pocatecni stavy
regulované soustavy jsou nulové. VSechny pocatecni podminky reguldtoru budou
nulové. Bude-li regulator obsahovat rekonstruktor stavii, budou jeho pocatecni pod-

minky také nulové. Pocateéni podminky jsou shrnuty rovnicemi [10.6| az [L0.8|

W=w, =x0=0 (10.6)
Zo = [0 d0 60 ) =[000,150)" (10.7)
- n~ AR T
To = [:z«o o fo 90} =[0000]" (10.8)

Druhé ¢ast navazuje ptimo na prvni ¢ast tim, ze se zméni zadana poloha voziku
w, = 10.

Simulace kazdé casti pobézi 20 s. Je-li regulace uspésna, bude po této dobé
poloha voziku ustalena na poloze w, = x +1 m a kyvadlo bude ve vzpiimené poloze
6 = 0+0,1 rad. Akéni zdsah nesmi béhem simulace piekrocit limit [F'| < 30 N.

Drivéjsi dosazeni podminek je povazovano za vyhodu.
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11 Reseni Glohy

V nasledujicich kapitolach budou navrzeny tii rizné zpusoby Teseni vyse popsané

ulohy.

11.1 H, LQG reseni ulohy

Jelikoz definice tlohy neposkytuje zadné informace o predpokladaném Sumu, jsou
matice Q, R, V; a V, nastaveny experimentalné tak, aby vysledny LQG regulator

splnil pozadavky na feseni tulohy.

Q = diag{1, 10, 1, 1}, R=0.1
Vi, =diag{l1, 10, 1,1}, V,=10 (11.1)

Jak je patrné z rozmértu matic [I1.1] je pouZito pouze méfeni polohy x. Vystup
0 pouzit neni, a to nejen proto, ze pouziti mensiho poc¢tu senzorii je povazovano za
vyhodu. Dalsim divodem je, ze je-li pouze jeden méritelny stav, lze prevést stavovy
rekonstruktor na problém stavové regulace s jednim vstupem. Pro stavové regulované
systémy s jednim vstupem vznika reguldtor (popsano v kapitole , jehoz rozmeéry
jsounx1, kde n je pocet stavii. Lze tedy Tici, Ze misto regulatoru v maticovém tvaru
vznikne regulator ve tvaru VektoruE] Velkéd vyhoda je, ze problém tohoto tvaru ma
pouze jedno feseni [4], bude tedy mozné porovnavat reguldtor s ostatnimi.

Regulator i stavovy rekonstruktor byly navrzeny v prosttedi MATLAB pomoci
prikazu 1qr.

K_LQR = 1qr(A,B,Q,R);
L_Kalman = (-1qr(A’,C’,Vd,Vn))’;

I

Vypis 11.1: Navrh stavového regulatoru a rekonstruktoru

Vysledné hodnoty jsou nasledujici:

K1or = [3,1623 14,771 — 246,87 — 93, 98] (11.2)
L kaiman = [—5,7895 — 16,7092 — 24,5167 — 53,1441]" (11.3)

Na obrazku je vidét vysledek simulovaného pokusu. Grafy v pravé casti
ukazuji, ze chyba odhadovanych stavii é je po 7s velmi mala, takze rozdil mezi
iaf je zanedbatelny. Graf v levém dolnim rohu ukazuje, ze béhem celé simulace

neprekrocil akéni zasah F' = 30 N. Z grafu vychylky osy 8 je vidét, ze ivodni vychylka

1V textu bude déle pouzivino maticové oznaceni pro udrzeni jednotného znadeni v celé praci.
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je vyregulovana na hodnotu mensi nez 0,1 rad za 6,72 s. Pfi zméné polohy voziku
je vychylka vyregulovana za 1,48 s. Regulace polohy voziku také spliuje pozadavky.

Prvni ¢ast simulace je vyregulovana za 10,26 s, druhd ¢ast za 8,91 s.
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Obr. 11.1: Vysledek simulace navrzeného Hy LQG regulatoru

Na zakladé simulace se tedy da usoudit, ze regulace LQG regulatorem, po-
tazmo Ho optimalnim stavovym regulatorem s Hs optimalni stavovou rekonstruket,

je uspésna.

Prvni ¢ast Druhé cast
F<| 2= 0 = FI< | z= 0 =
R 30N |w,£1m |0£+0,1rad | 30N | w,£1m | 0£0,1 rad | Méfeno 6
Moo | v | 1026s | 672s | v | 891s | 148s Ne

Tab. 11.1: Tabulka vysledki simulace Hy, ., reguldtoru
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11.2 H. reseni ulohy

Pravdépodobné standardnim navrhem H., reguldtoru pro tuto ulohu by byla

metoda postupného navrhu kaskadni regulace. Kaskadni regulator se sklada ze dvou,

nebo vice regulatorii, kaskadné zarazenych za sebe, z nichz kazdy reguluje jednu

cast obvodu. Vychylka 6 bude tedy regulovana regulatorem Ky a poloha voziku x

reguldtorem K ,. Vysledné zapojeni véetné vah je zobrazeno na obrazku [I1.2]

Ws,
WS6 z
_________________________________________ Wies—
Ko 1P ST

—‘e

Obr. 11.2: Schematické zobrazeni kaskadniho Hinf optimalniho regulatoru

Prvnim krokem je navrzeni vnitiniho regulatoru vychylky kyvadla. Pro tento

regulator bude pouzit vystup 6.

Pozadavky na regulator omezuji zejména rychlost regulace a velikost akéniho

zasahu. Proto byl reguldtor syntetizovan s vahou Wg, na citlivostni funkei S = ép,

vahou W ig na funkci KS = F.

~0,3984s +0,05315

WSe (S> -

5+ 0,03348

0,004464s + 0,0007817

WK5'<S) =

s+ 0,07817

Regulator tretiho radu Ky byl syntetizovan prikazem hinf syn.E|

10,1153 —1,01
P, =1 0,984 —6,076
Ky = —0,6313 3,852

F= 1204 —113,8 59,

0, 4804 2,909
3,494 | Tk, + | 9,687 | e
—92,987 —6,165

8} ng + 263, 8 eg

2Kompletni zdrojovy kéd névrhu je k nahlédnuti v pifloze

o8

(11.4)

(11.5)

(11.6)



Vysledna v = 1, 2434 ukazuje, Ze se pozadavkim nepodarilo vyhovét, jak je také
vidét na obrazku Singularni hodnoty ale vykazuji predpokldadané vlastnosti,
proto je navrh povazovan za tspésny.

Bode Diagram

From: wo To: ed

50

KS
— — —1/W_KS
———1wW._s

Magnitude (dB)
3
T
|

10— —

10 | Ll | Ll | Ll | Ll
10 107 107 10° 10t 102
Frequency (rad/s)

Obr. 11.3: Singularni charakteristiky signalt S a K.S v porovnani s vahami W, (s)
a Wgs(s) pfi ndvrhu regulatoru odchylky Ky

Dalsim krokem je navrh regulatoru polohy, ktery se navrhuje na zapojeni véetné
regulatoru vychylky. Regulator polohy K, byl optimalizovan pres vahy W g a ten-
tokrat statickou W gg.

0,55 + 0,433
W, (5) = =22 T 2299 1.7
s008) = 5 370,000133 (11.7)
WKs(S) = 0, 3125 (118)

Regulator osmého radu K, byl také syntetizovan piikazem hinfsyn. Vysledna
hodnota v = 1, 3131 opét vykazuje, ze podminkdm stanovenym vahami nebylo vy-

hovéno.
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—0,512 0, 3509 4,34 1,732
52 68, 24 —480, 6 —191,9
9,399 - 107 1,191-107"® —7,966-10713 1
26 34,12 —235,3 —96, 46
AKgl -
7,356 1071 9,324 -1071% —6,234-1071% —2,488 - 102
2,867 3,762 —26,61 —10,57
9,548 12,53 —88,61 —35,2
—6,076 —7,974 56, 4 22,4
—0,512 0, 3509 4,34 1,732
52 68, 24 —480, 6 —-191,9
9,399-107 1,191-1071% —7,966 10713 1
26 34,12 —235,3 —96, 46
AK@Q -
7,356 - 10713 9.324-1071% —6,234-10712 —2 48810712
2,867 3,762 —26,61 —10,57
9,548 12,53 —88, 61 —35,2
—6,076 —7,974 56, 4 22,4
r T
Bg,1 = |—-0,007651 —5,002-107 1,405-107% —1,093- 10_16}
r T
Bk, = 10,5 —3,119-107" —1,525-107" —1,36- 1014]
Cryo = (0,9856 1,293 —8,147 —3,634 —0,6492 —0,07734 0,4314 —0,2267

By

e — ol

Tk, = [AKgl AKQQ] Tk, + ey
Bk,

Wy = CKg fng;
(11.9)
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Bode Diagram

From: wx To: ex
50 T T T R e L ARRL

-50 = *

Magnitude (dB)
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T
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Frequency (rad/s)

Obr. 11.4: Charakteristiky singularnich hodnot signala S a K.S v porovnani s vahami
Ws,(s) a Wig(s) pti ndvrhu regulétoru polohy K,

Jak je vidét z obrdzku [I1.5, H. kaskddni reguldtor vykazuje o poznani lepsi
vlastnosti nez Ho optimélni LQG regulator. Maximalni akéni zasah je takika o tie-
tinu mensi, vychylka kyvadla je pfi zméné zddané hodnoty polohy w, vétsi, ale
rychlost regulace je srovnatelna. Vétsi vychylka kyvadla umoznila vyrazné rychlejsi
regulaci polohy. Navic na zacatku experimentu neni problém s kmitanim z divodu
ustalovani stavového rekonstruktoru. Velkou vyhodou H,, navrhu je, ze lze pomérné
jednoduse ménit konkrétni vlastnosti regulatoru jednoduchou ipravou vah. Vysledky
jsou shrnuty v tabulce [11.2]
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Obr. 11.5: Srovnani H, optimalniho LQG reguldtoru (modre) a H,, optimélniho

kaskddniho reguldtoru (Cervené)

Prvni cast Druha cast
[F|< T = 0= F|< T = 0=
R 30N |w,£1m | 0£0,1rad | 30N | w, £1m | 0+£0,1rad | Méreno 0
Horoe | v 10,26 s 6,72 s v 8,91 s 1,48 s Ne
Heo v 3,42 s 1,16 s v 5,07 s 1,8 s Ano

Tab. 11.2: Tabulka vysledkt simulace kaskddniho H., optimalniho regulatoru v po-

rovnani s Hy, .

Tento nadvrh ma samoziejmé i své nevyhody, zejména velikost regulatoru a s ni

spojenou vypocetni narocnost. Dalsi nevyhodou je potfeba méreni vystupu 0E|

Je jasné, Ze neni mozné reguldtory mezi sebou jednoznaéné porovnavat. Vysledky

simulace H., regulatoru vykazuji vyrazné lepsi chovani ve srovnani s LQG, ale ne-

vyhody tohoto regulatoru v podobé vypocetni narocnosti jsou znacné.

Obecné srovnani vlastnosti tedy neni mozné. Z duvodu velké odlisnosti i zptisobu

navrhu obou feseni, nebudou mezi sebou dale porovnavany.

3Vystup 6 by samoziejmé bylo mozné rekonstruovat a reguldtor by mohl pouZit signal 0. Vypo-

¢etni naroc¢nost by tim ale jesté vice vzrostla, tato moznost tedy neni uvazovana jako prakticka.
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11.3 H., LQG reseni tlohy

Jelikoz predchozi pokus o srovnani Hs a H. regulatoru selhal z divodu tplné
odlisnosti, bude nyni navrzen H,, regulator struktury LQG. Na rozdil od minulého
feseni bude navrzen staticky, strukturovany regulator, jehoz vlastnosti se budou,
diky stejné strukture, dobie srovnavat s Hs optimalnim LQG regulatorem. Tomu
nic nebrani, jelikoz, jak bylo uvedeno v kapitole |9.3| optimalizaci H., normy lze na-
vrhnout stavovy regulator a tedy, ze znalosti duality problémi, i stavovy rekonstruk-
tor. Z identické struktury obou feseni plyne, Ze oba regulatory budou mit stejnou
vypocetni narocnost. Zaroven budou oba vyuzivat pouze jeden vystup ze soustavy.
Z téchto divodit bude mozné objektivné zhodnotit rozdily, které vzniknou jinou

metodou optimalizace reguldtoru.

11.3.1 Navrh stavového H., optimalniho regulatoru

Nejdfive je nutné zvolit zapojeni, jehoz H., norma bude optimalizovana. Lze
vychdzet pfimo ze zapojeni popsaném na obrazku [8.3] Protoze ale vime, Zze nebudou
vsechny stavy regulovany na nulu, byl pridan vstup @ = w,. Vzniklo tak zapojeni

zobrazené na obrazku [11.614

Wst—
Z
Wys—>
TB Sl [ Lol C| A
K F B J C
i A(—u i
X

Obr. 11.6: Schematické znédzornéni navrhu stavového regulatoru pomoci H., normy

7 obrazku je patrné, ze optimalizované proménné jsou citlivostni funkce S
a funkce KS vahované pomoci W a Wkg.

Jsou-li obé dvé vahy blokové diagonalni, bude vdhovan kazdy signal funkce S a K.S
zvlast, analogicky vzhledem k Ho LQR navrhu, kde se diagonalni matici W, pena-

lizuje Ho norma stavii a diagonalni matici W, norma akéniho zasahu.

vevys

zvolen tvar reguldtoru @ = (A — BK)Z. Znaménko bude tedy v samotném reguldtoru zménéno

podruhé.
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7, dtivodu zachovani analogie mezi Hy LQG a H,, LQG navrhem, bude kazdy
signal citlivostni funkce S vdhovan zvlast, proto lze vahu Wg(s) rozdélit na vice
vahovacich funkei

Ws(s) = diag {Ws, (s), Ws,(s), W,(s), Ws,(s)} =
:diag{0’58 +0,1992 0,95 +0,08718 0,9s + 26,15 0,95 + 8, 718}
s+0,001992  s+0,0008718 * s+0,2615 ~ s+ 0,08718
(11.10)

Wies(s) = 0, 3125, (11.11)

kde Wy, (s) znaci prenos mezi signdlem z a vdhovanym signilem z,. Obdobné to
plati i pro ostatni signaly.

Pro syntézu regulatoru K4_ byl pouzit prikaz hinf struct.ﬂ 7 vysledné hodnoty
v = 0,99333 plyne, ze navrh byl tspésny.

Kior = [3,1623 14,771 — 246,87 — 93, 98] (11.12)
Ky =[2,5416 12,679 — 225,99 — 79,42], (11.13)

Pri porovnani vysledného regulatoru Ky, s He optimalnim LQG regulatorem
K 1R, jehoz vysledek je mozné vidét v rovnici I1.2] je vidét pouze maly rozdil,
ktery miize byt zpiisoben jinou vypocetni metodoulf]

Podobnost regulatort neni ndhodna. Vahy byly totiz navrzeny tak, aby byl vy-
sledek co nejpodobnéjsi, coz je vidét na obrazku [I1.7 Je vidét, Ze tam, kde se
singularni hodnoty H, LQR a H,, LQR lisi, to umoznuji vahy. Teoreticky by bylo
mozné zvolit vahy podobnéjsi singularnim hodnotam Hy LQR a tak dosdhnout jesté
vétsi podobnosti.

Jediny ptipad, kde vaha neodpovida singularnim hodnotam H, LQR, je u W kg,
kde je vadha nastavena prisnéji za tcelem zmenseni akéniho zasahu, ktery je u Ho
LQR na hrané prijatelnosti. Akéni zasah je timto opravdu zmensen, jak je vidét na
obrazku

5Kompletni skript s ndvrhem stavového reguldtoru je mozné najit v piiloze
SPtikaz 1qg pouziva feSeni pomoci algebraickych Ricattiho rovnic, zatimco piikaz hinfstruct

fes{ problém metodou popsanou v [21], 23].
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Obr. 11.7: Charakteristiky singuldrnich hodnot signalii S a K.S v porovnani s pti-

slusnymi vahami a charakteristikami singularnich hodnot ekvivalentnich signala H,
optimélniho LQR.
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11.3.2 Navrh stavového ., optimalniho rekonstruktoru

Vzhledem k tomu, Ze stavovy rekonstruktor je specidlnim pripadem stavového
regulétoru[’] musi byt mozné ndvrh stavového rekonstruktoru prevést na navrh sta-
vového regulatoru také v pripadé H., optimalizace. Podrobné odvozeni je mozné
najit v pifloze [l Vznikd tak schematické zapojeni, ne nepodobné schematickému

zapojeni pro navrh stavového regulatoru [11.6

Obr. 11.8: Schematické znazornéni navrhu stavového rekonstruktoru pomoci

‘Ho normy

Opét vznikaji analogické vahy k Ho navrhu. Vaha W g penalizuje regulac¢ni od-
chylku analogicky k V', a viha W ¢ penalizuje akéni zdsah analogicky k V.

Vahy opét tvori diagonalni matici operatorovych prenost.

0,1429s% + 0,1064s + 0,03959 0,04348s* + 0,05895s + 0,03996

Wis(s) = diag{

s2+0,02814s +0,0003959 ~  s2+0,02827s + 0,0003996
0,02857s% + 0,0478s +0,03999 0,0125s2 + 0,02055s + O, 0169}
s2 4+ 0,02828s +0,0003999 ' s2+0,01838s + 0,000169
(11.14)

~0,9091s% + 1,191s + 0, 7808

Wels) = 11.15
s(s) s2 4+ 0,03952s —+ 0,0007808 (11.15)

Regulator byl opét syntetizovan pomoci prikazu hinfstruct.

"Toto tvrzen{ neplati obecné, ale v tomto pifpadé jsou splnény viechny potiebné podminky [A4].
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Obr. 11.9: Charakteristiky singuldrnich hodnot signalii S a K.S v porovnani s pti-
slusnymi vahami a charakteristikami singularnich hodnot ekvivalentnich signalt Hs

optimalniho stavového rekonstruktoru.

Z obrazku [I1.9] je patrné, Ze vahy byly opét nastaveny tak, aby byl vysledek
podobny Hs optiméalnimu stavovému regulatoru. Tentokrat je rozdil mezi vyslednymi

maticemi jesté mensi nez v pripadé stavové regulace.

L cotman = [=5,7895 — 16,7092 — 24,5167 — 53,1441]7 (11.16)
Ky =[-5,7367 — 16,4547 — 24,1299 — 52, 3085]" (11.17)
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11.3.3 H. LQG

Zapojenim regulatorii navrzenych v predchozich dvou kapitolach vznika H., op-

timalni LQG regulator. Jelikoz mezi vyslednymi maticemi Hy a Ho, optimalnich

regulatort nejsou velké rozdily, neni velkym prekvapenim, zZe rozdily v simulaci jsou

zanedbatelné, jak je patrné z obrazku [11.10]
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Obr. 11.10: Srovnani Hy optimalntho LQG reguldtoru (modfe) a Ho optimalniho

LQG regulatoru (¢ervené)

Uloha regulace inverznfho kyvadla byla tedy dspésné vyfeSena i pomoci Heo

optimalniho regulatoru.
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12 Srovnani H, a H., stavové regulace

Jelikoz srovnavani stavové Hs optimalni regulace s dynamickym H., reguldtorem
je prakticky nemozné kviili velké odlisnosti, jak bylo ukazano v kapitole bude
srovnavana pouze Ho a H., stavova regulace.

V predchozich kapitolach byly popsany rozdily mezi definici Hs a Ho, norem,
ze kterych plyne rozdilny postup pti navrhu vah, kterymi jsou optimalizované sig-
naly penalizovany. Na piikladu bylo demonstrovano, ze H., optimalizaci je mozné,
navrhnout stejny, nebo velmi podobny regulator jako Hs optimalizaci.

Tato skutecnost vychézi z nasledujici teorie. Paklize 1ze Hs optimalizaci navrh-
nout stavovy regulator, potom je mozné nastavit vahy pro H., optimalizaci tak, aby
minimalizace H,, normy stejné struktury vedla na identicky vysledek.

Na prikladu bylo dokazano, ze staci nastavit vahy podobné singularnim cha-
rakteristikdm Ho optimalniho zapojeni. Teoreticky by bylo mozné jako vahy pouzit
primo konkrétni prenosové funkce H, optimalniho zapojeni. Jak plyne z definice
‘H, optimalizace, singularni charakteristiky H ., optimalniho feseni jsou pro vsechny
hodnoty w mensi nebo rovny svym vaham. Jsou-li vahy identické s optimalnim fe-
senim, pak je Teseni rovno vaham a H., norma optimalizovaného zapojeni je rovna
1. Vzniknou tak dva identické regulatory, z nichz jeden je H., optimalni a druhy Hy
optimalni.

Tato teorie neni prokdzéna, pouze otestovdna experimentdlné v kapitole [11.3]
Jeji blizsi prozkoumani by bylo vhodnym tématem pro dalsi préci.

Je-li teorie spravna, neni mozné hodnotit rozdil v kvalité regulace, vysledné ro-
bustnosti, ani narocnosti vypoctu akéniho zasahu, jelikoz vysledné regulatory jsou
identické, coz lze Tici i o vysledcich prikladu uvedeného v kapitole [T1]

Bude-li teorie prokazana, pak vystava otazka, plati-li vztah v obou smérech. Tedy
je-li mozné navrhnout ekvivalentni Hs optimélni staticky regulator k drive navrze-
nému H., optimalnimu statickému regulatoru. Pravdépodobné to mozné nebude.
Hoo navrh totiz pouzitim dynamickych vah umoziuje vice stupnt volnosti. Je tedy
pravdépodobné, ze bude mozné vytvorit takovy H., optimélni stavovy regulator, ke
kterému nebude mozné navrhnout identicky Hy optimalni regulator, ¢imz se teorie
vyvrati.

Naroc¢nost vypoctu reguldtoru ale rozdilna je. V kapitole [0 byl predstaven rozdil
v syntéze pri pouziti LMI. Je ale nutné nezanedbat, ze pouzité vahy pii Ho, navrhu
nejsou statické, proto rozmér pocitanych LMI matic vzrostl a s nim i vypocetni
narocnost syntézy. Narocnost syntézy H., regulatoru tedy bude vzdy vétsi, nez vy-
pocetni naroc¢nost syntézy Hs regulatoru. Vypocetni narocnost regulace ale ztstava
neovlivnéna a je identickd pro oba pristupy.

Dalsi nevyhodou H., optimalizace je pravé volba dynamickych vah. Zatimco pri
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optimalizaci Hs normy stac¢i navrhnout pouze n, = nx—i—nuﬂ statickych vah (skalari),
pii Hoo navrhu je treba navrhnout stejny pocet vah dynamickych. To znamena, ze
pro Hs navrh je potieba lépe chdpat vnitini dynamiku soustavy a jeji pozadované
chovani.

Pouziti dynamickych vah ma také svoje vyhody. Ma-li uzivatel konkrétni pred-
stavu o chovani regulované soustavy, neni problém tuto skutec¢nost zahrnout do
navrhu. Obdobné 1ze do navrhu zahrnout i predpokladany sum a nejistoty pouzitim
robustniho H., navrhu.

Obecné lze tedy Tici, ze navrh H, optimalizaci je jednodussi, zatimco H., op-
timalizace poskytuje uzivateli vice stupni volnosti. Nejrozumnéjsim postupem je
ale pouziti Hy optimalizace k prvotnimu navrhu regulatoru a H., optimalizace pro
upravu nevyhovujicich vlastnosti Hs navrhu. Tento postup byl pouzit v navrhu H
optiméalniho stavového regulatoru v kapitole kde byl vice penalizovan signal F'

za UucCelem zmenseni akéniho zasahu, coz se podarilo, jak je vidét na obrazku [11.10]

In, je pocet optimalizovanych vystupi, n, je pocet stavii a n, je pocet vstupil soustavy.
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Zavér

Tato prace se v prvni ¢asti vénovala popisu a analyze MIMO systémii pomoci
linearni algebry a néasledné navrhu strukturovanych robustnich regulatori. Nejdiive
byl popsan vztah mezi linearni algebrou a teorii fizeni MIMO systémii. Nasledné byly
popsany zpusoby, které je mozno vyuzit pro analyzu MIMO systému. Problematika
smeérovosti systému byla rozebrana v kapitole [2|

Déle byl vysvétlen vyznam frekvenc¢ni charakteristiky singularnich hodnot pro
popis MIMO systémii a navrh MIMO regulatoru a byly zdivodnény jeho vyhody
oproti jinym charakteristikdm, napiiklad v SISO systémech hojné pouzivané Bodeho
charakteristice.

V kapitole 4] byly popsany nékteré normy pouzivané pro popis a analyzu MIMO
systémil a jejich vyznam prfi navrhu MIMO regulatori. Vétsi duaraz byl kladen
zejména na normy Hs a Hso, které byly hojné pouzivany v dalsich kapitolach.

Dalsi kapitoly byly vénovény stavové regulaci MIMO systému (kapitola [5)) a s ni
spojenou stavovou rekonstrukei (kapitola @ Bylo vysvétleno, jak se navrhuje opti-
malni stavova regulace a rekonstrukce a jak vznika regulacni struktura LQG.

Nasledné byla vysvétlena syntéza Ho optimalnich regulatort, jeji vyznam a po-
uziti. Bylo dokazano, ze LQG je specidlnim pripadem H, optimalniho regulatoru,
a vysvétleno, jak pomoci Hs optimalizace navrhnout optimalni stavovy regulator,
rekonstruktor, a tedy i LQG.

Dalsim krokem bylo vysvétleni rozdili mezi Hy a Hoo syntézou, které ukazalo,
ze navrh vah pro H,, optimalizaci je obtiznéjsi. Bylo nastinéno, jak funguje tva-
rovani citlivostni a komplementarni citlivostni funkce a moznost navrhu statického
regulatoru.

Ve vsech téchto kapitolach bylo zejména definovano znaceni a byly poskytnuty
teoretické zaklady, kterych vyuziva ¢ast prakticka.

Prakticka cast se nejprve vénuje implementaci syntézy Ho a H., optimalnich
stavovych reguldtorti pomoci linedrnich maticovych nerovnosti. Vysledky syntézy
jsou srovnany s ostatnimi zpusoby navrhu téchto regulatoru v prostiredi MATLAB.
Je ukazano, ze implementované metody dosahuji stejnych vysledki jako metody
srovnavaci.

Pro srovnani Hy a H regulace, ktera byla obsahem dalsi ¢asti, byla definovana
uloha regulace inverzniho kyvadla. Z pozadavkl na feseni vyplynula omezeni pro
regulaci a také vyhody a nevyhody pfi porovnavani navrzenych regulatorti.

Uloha byla nejdfive vyfesena pomoci LQG regulace, tedy Hs optimélniho stavo-
vého reguldtoru a rekonstruktoru. Nésledné byl navrzen dynamicky H., regulator.
P1i pokusu o srovnani téchto dvou teseni se ukézalo, ze pres dobrou definici tlohy

neni mozné regulatory mezi sebou srovnavat pro tiplnou rozdilnost jak kvality rizeni
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jednotlivych stavii a dynamiky, tak navrhové i vypocetni slozitosti.

7 toho dtvodu bylo navrzeno druhé H., optimalni feseni, kterym je staticky,
Hoo optimalni regulator struktury LQG. Zamérem bylo srovnavat regulatory stejné
struktury, tedy stejné vypocetni naroc¢nosti. Ukazalo se, Ze pro systém, kterym se
uloha zabyva, lze H,, optimalizaci navrhnout stejny reguldtor jako pti pouziti H,
syntézy. Srovnavani jakychkoliv rozdili ve vysledku, at uz ohledné kvality fizeni,
splnéni podminek, nebo robustnosti, postrada vyznam.

Proto byly srovnany pouze rozdily ve slozitosti a vypocetni naroc¢nosti navrhu,
kde se Ho norma ukazala jako méné slozitd a navrhové méné vypocetné narocna.
Veétsi slozitost volby vah je ale pro H., navrh jeho velkou vyhodou, je-li uzivatel
dobfe seznamen s pozadovanym chovanim soustavy, protoze muze lépe a presnéji
definovat svoje pozadavky na vysledek.

Zévérem srovnani téchto dvou metod navrhu LQG tedy je, ze zanedbame-li vy-
pocetni narocnost navrhu, ktera hraje ve vétsiné pripadi malou roli, lze povazovat
navrh pomoci H,, normy za lepsi, nez navrh pomoci Hy normy. Optimalizaci H o
normy lze totiz dosdhnout prinejmensim stejné dobrych vysledku jako pri optimali-
zaci Hy normy, jelikoz lze zvolit takové vahy, ze vysledky budou totozné.

Dalsim vhodnym postupem v této praci by mohlo byt teoretické dokazani ex-
perimentalné demonstrovanych vysledkt a pripadné zobecnéni na dalsi struktury

vyjimaje LQG pro soustavu s jednim vstupem a jednim vystupem.
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B Odvozeni stavového popisu stavového
rekonstruktoru

Odvozeni vychazi z blokového diagramu stavového rekonstruktoru.

g ¥
B 5,

L
A

Odstranénim rekonstruované soustavy a rozpojenim pravého sumacniho bloku

<y

Xy =

vznika nésledujici blokovy diagram.

—>

*7@
— B A
u

L C

Nyni uz staci pouze sjednotit vstupy % a & do jednoho vektoru.

>0y

y

Nasledné sloucit bloky A, L a C.
y

[-L B] (X [
; PN

Blokovy diagram je mozné popsat rovnici

v

F=(A+LC)F+ -L B| [

SN
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C Dalsi priklady vypoctu statického H: op-
timalniho regulatoru riznymi metodami

e e =
Gk W N = O

1] close all

2| clear all

3| format shortG

4| %% Definice systemu

5| A = [0 1; -1 1];

¢] B = [0; 1];

71 C = eye(2);

s| D = [0; 0];

9] X0 = [1;0];
%% Definice vahovacich matic
Q = eye(2);
R = 1;
%% Definice obecneho optimalizacniho schematu
[numStateVars, ~] = size(B);
Bu = B;
Bw = B;

=
=]

Cz (Q=(1/2); 0 01;
Duz = zeros(numStateVars+length(R),length(R));
Duz (end) = R~(1/2);

W W W W NN NN NN NN NN E = e
W N H O © 0 N OO W NN O © 0

%% LQR
LQR = -1qr(A,B,Q,R);
%% LMI
gamma = 1.639;
[numStateVars, numInputs] = size (Bw);
Z = sdpvar (numStateVars+1,numStateVars+1,’symmetric’);
X sdpvar (numStateVars ,numStateVars ,’symmetric’);
W = sdpvar (numInputs ,numStateVars,’full’);
constraintMatrixl = [ -7 Cz*X+Duz*W
(Cz*X+Duz*W)’> -X 1;
constraintMatrix2 = A*xX + BuxW + (A*xX+Bu*W) ’+Bw*Bw’;
F = trace(Z) <= gamma~2;
F = [F, constraintMatrixl <= eye(size(constraintMatrixl))*eps];
F = [F, constraintMatrix2 <= eye(size(constraintMatrix2))*eps];

w
'S

optimize (F);
K_H2 = value(W)*inv(value(X));
%% Vysledky

S T T e o T -2 Y B V- I oV
S © 0 N U kR W N O © N3,

figure
names = {’LQR’; ’*K_H2’};
gamma = [NaN; gammal;
result = [LQR; K_H2];
Tl = table(names, gamma, result)
systems = [];
for i = 1:size(result)
sys = ss(A+Bu*result(i,:),Bu,Cz,Duz);
systems{i} = sys;
hold on
sigma (sys)
end
legend (’LQR’, ’K_H2’, ’Location’, ’Best’)
grid on

ot
ey

%% Priklad 2
Q = 10*xeye(2);

[ LI, ]
Ttk WwoN

R =0.1;
%% Definice obecneho optimalizacniho schematu
[numStateVars, ~] = size(B);

ot
=]
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571 Bu = B;

58| Bw B;

50| Cz [Q~(1/2); 0 01;

60| Duz = zeros(numStateVars+length(R),length(R));
61| Duz(end) = R™(1/2);

62| %% LQR

63] LQR = -1qr (A,B,Q,R);

6a| %% LMI

65| gamma = 1.092;

66| [numStateVars, numInputs] = size(Bw);

67| Z = sdpvar(numStateVars+1l,numStateVars+1l,’symmetric’);

68| X sdpvar (numStateVars ,numStateVars,’symmetric’);

69| W = sdpvar (numInputs ,numStateVars,’full’);

70

71| comstraintMatrixl = [ -Z Cz*X+Duz*W

72 (Cz*xX+Duzx*W)’> -X 1;

73| constraintMatrix2 = A*X + Bu*xW + (A*xX+Bu*W) +Bw*Bw’;

74| F = trace(Z) <= gamma~2;

75| F = [F, constraintMatrixl <= eye(size(constraintMatrixl))x*eps];
76| F = [F, constraintMatrix2 <= eye(size(constraintMatrix2))*eps];

77| optimize (F);

78] K_H2 = value(W)*inv(value(X));
79| %% Vysledky

so| figure

s1|] names = {’LQR’; ’K_H2’};

s2| gamma = [NaN; gammal;

s3] result = [LQR; K_H2];

saf Tl = table(names, gamma, result)

s5| systems = [];

gs6] for i = 1:size(result)

87 sys = ss(A+Bu*result(i,:),Bu,Cz,Duz);
88 systems{i} = sys;

89 hold on

90 sigma(sys)

91| end

92| legend (’LQR’, ’K_H2’, ’Location’, ’Best’)

93| grid on

Vypis C.1: MATLAB skript s ptiklady vypoctu statického Hsy optimalniho regulatoru
riznymi metodami
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D Dalsi priklady vypoctu statického 7., op-
timalniho regulatoru riznymi metodami

U Ut R s R R R R e R R R W W W W W W W W W W NN NN NN NN NN = e e e e e e
No= O O N O Uk W= O © XU W N RO © 00NN U WN O © 0N U R W N = O

1] close all
2| clear all
3| format shortG
4| %% Definice systemu
5| A = [2 1 -2
6 1 -1 -3
7 4 0 -1];
s| Bu = [1; 0; 3];
ol Bw = [1; 0.2; -0.5];
%% Definice vahovacich matic
Cz = [2 1 -0.5];
Duz = 1;
Dwz = 0.05;
%% hinffi
[numStateVars, numInputs] = size(Bu);
P = ss(A, [Bw Bul, Cz, [Dwz Duzl);
[K_hinffi,~,gamma_hinffi] = hinffi(P,numInputs,[0.6865 Inf]);
K_hinffi = K_hinffi(l:numInputs,l:numStateVars);
%% hinfstruct
Plant = ss(A, [Bw Bu], [Cz; eye(3)], [Dwz Duz; zeros(3,2)]);
Plant.InputName = {’w’, ’u’};
Plant.OutputName = {’z’, ’x1°, ’x2’, ’x37’};
Plant.name = ’P’;
K_hinfstruct_tunable = tunableGain(’K_hinfstruct_tunable’, 1, 4);
K_hinfstruct_tunable.InputName = {’x1°’, ’x2°, ’x3°, ’w’};
K_hinfstruct_tunable.OutputName = {’u’};
system = connect(Plant, K_hinfstruct_tunable,...
{w’3},...
{’z°}1);
rng(’default’)
opt = hinfstructOptions(’Display’,’final’,’RandomStart’,5);
[sysOpt, gamma_hinfstruct] = hinfstruct(system,opt);
K_hinfstruct = getBlockValue(sysOpt,’K_hinfstruct_tunable’);
K_hinfstruct = K_hinfstruct.D;
K_hinfstruct = K_hinfstruct(l:numInputs,l:numStateVars);
%% LMI
gamma = 0.73269;
[numZoutputs, ~] = size(Duz);
[numStateVars, numInputs] = size(Bu);
X = sdpvar (numStateVars ,numStateVars,’ symmetric’);
V = sdpvar (numStateVars ,numStateVars,’symmetric’);
W = sdpvar (numInputs ,numStateVars,’full’);
ops = sdpsettings(’verbose’,0);
constraintMatrix = [(A*X+Bu*W) +A*xX+Bu*W Bw (Cz*xX+Duzx*W)’
Bw’ -gamma*eye (1,1) Dwz’
(Cz*X+Duz*W) Dwz -gamma*eye (numZoutputs)
1;
s3] F = [X >= eye(numStateVars)*eps];
saf F = [F, constraintMatrix <= eye(size(constraintMatrix))*eps];
55| optimize(F,[ ],ops);
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s56] K_Hinf = value(W)*inv(value(X));
s7| %% Vysledky
58] figure

5] names = {’K_Hinf’; ’K_hinffi’; ’K_hinfstruct’};
60] gamma = [gamma; gamma_hinffi; gamma_hinfstruct];
61| result = [K_Hinf; K_hinffi; K_hinfstruct];

62| Tl = table(names, gamma, result)

63| systems = [];

64| for i = 1:size(result)

65 sys = ss(A+Bu*result(i,:),Bu,eye(3),zeros(3,1));
66 systems{i} = sys;

67 hold on

68 sigma (sys)

69| end

70| legend(’K_Hinf’, ’K_hinffi’, ’K_hinfstruct’, ’Location’, ’Best’)
71| grid on

72l %% Priklad 2

73] Cz = [1 2 -0.5];

74| Duz = 2;

75| Dwz = 0.1;

76| %% hinffi

77\ P = ss(A, [Bw Bul, Cz, [Dwz Duzl]);

78| [K_hinffi,CL,gamma_hinffi] = hinffi(P,numInputs,[2.1296 Inf]);

79| K_hinffi = K_hinffi(l:numInputs,l:numStateVars);

so| %% hinfstruct

si| Plant = ss(A, [Bw Bul, [Cz; eye(3)], [Dwz Duz; zeros(3,2)]);

s2| Plant.InputName = {’w’, ’u’};

83| Plant.OutputName = {’z’, ’x1’, ’x2’, ’x3’};

g4| Plant.name = ’'P’;

85
s6] K_hinfstruct_tunable = tunableGain(’K_hinfstruct_tunable’, 1, 4);
87| K_hinfstruct_tunable.InputName = {’x1°, ’x27’, ’x37, ’w’};

ss| K_hinfstruct_tunable.OutputName = {’u’};

89

90| system = connect(Plant, K_hinfstruct_tunable,...
91 {’wl},...
92 {'z°}3);

93
94 rng(’default’)

95| opt = hinfstructOptions(’Display’,’final’,’RandomStart’ ,20);
96| [sysOpt, gamma_hinfstruct] = hinfstruct(system,opt);

97
98| K_hinfstruct getBlockValue (sysOpt, ’K_hinfstruct_tunable’);
99| K_hinfstruct K_hinfstruct.D;

100] K_hinfstruct = K_hinfstruct (1:numInputs,l:numStateVars);

11| %% LMI

102| gamma = 2.2255;

103

104] [numZoutputs, ~] = size(Duz);

105| [numStateVars, numInputs] = size(Bu);

106] X = sdpvar (numStateVars ,numStateVars,’ symmetric’);

17| V = sdpvar (numStateVars ,numStateVars,’ symmetric’);

108] W = sdpvar (numInputs ,numStateVars,’full’);

109| ops = sdpsettings(’verbose’,0);

110

111| constraintMatrix = [(A*X+Bu*W) +A*X+Bu*W Bw (Cz*xX+DuzxW)’

112 Bw’ -gamma*eye (1,1) Dwz’

113 (Cz*X+Duz*W) Dwz -gamma*eye (numZoutputs)
1

14| F = [X >= eye(numStateVars)*eps];

115] F = [F, constraintMatrix <= eye(size(constraintMatrix))*eps];

16| optimize(F,[ ],o0ps);
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117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132

K_Hinf = value(W)*inv(value(X));
%% Vysledky

figure

names = {’K_Hinf’; ’K _hinffi’; ’K_hinfstruct’};
gamma = [gamma; gamma_hinffi; gamma_hinfstruct];
result = [K_Hinf; K_hinffi; K_hinfstruct];

Tl = table(names, gamma, result)

systems = [];

for i = 1:size(result)

sys = ss(A+Bu*result(i,:) ,Bu,eye(3),zeros(3,1));
systems{i} = sys;
hold on
sigma (sys)
end
legend (’K_Hinf’, ’K_hinffi’, ’K_hinfstruct’, ’Location’,
grid on

’Best’)

Vypis D.1: MATLAB skript s priklady vypoctu statického H., optimalniho
regulatoru riznymi metodami
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E Odvozeni matematického modelu
inverzniho kyvadla na voziku
Lagrangeovou metodou

(XrmrY'm)

Y,

Obr. E.1: Schematicky naért modelované soustavy

0 (0L oL
L=T-V (E.2)

Kde L je Lagrangeova funkce, T" je kineticka energie a V' je potencidlni energie, ¢; je
-t stavova proménnd a @); je i-ta vnéjsi sila.

Informace o vztahu polohy jednotlivych konct tyce.

Ty = —lsind (E.3)
Ym = Lcos O (E.4)
i = & — 10 cosf (E.5)
Ym = —10sin b (E.6)

Vyjadreni potencidlni energie

V= mgy, = mglcosf (E.7)
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Vyjadreni kinetické energie

o 1 .9 1 .9 .2\
T—iMx +§m(a:m—|—ym>—
b, 1 .2 A 242 2 .9 _
—§Mx —im {x + 200z cos 6 + 170 (cos 0 + sin 9)} =
b, 1 .2 i 242]
—§M1: —§m {x 4+ 210% cos O + 1 9}—
=3 (M +m)i*+ iml202 — mlOz cos 0 (E.8)

Dozenim [E.8 a [E.7 do rovnice [E.2 ziskdme [E.9]

L=T-V =
1 LTy ) s
:§(M+m)x +§ml 6% — mlOi cos @ — mgl cos (E.9)

Dosadime do rovnice [E.1], z za ¢; a vyjddiime jednotlivé ¢leny.

g (?) ~Tq. (E.10)
gj; = (E.11)
gt (gﬁ) = gt [(M + m)i: — mlf cos 0]
= (M + m)& — mlf cos § + ml6? sin 6 (E.12)
Nyni miizeme dosadit.
(M 4 m) i — mlf cos 6 + ml6?sinf = F (E.13)

Dosazenim do rovnice [E.I], 0 za ¢; a vyjadiime jednotlivé ¢leny.

0 (0L oL
=) 2 = = E.14
ot (ae) 9~ @ (E.14)
oL L .
50— mlOz sin 0 + mgl sin 6 (E.15)
0 (0L 0 9 .
— mil*0 — mli cos O + mlifsin 0 (E.16)

Diky tomu je mozné dosadit.

ml20 — mli cos ) + mlag’%m/ﬁ — M — mglsind = mlf99

10 — icosf — gsinb = fy0 m#0,1#0 (E.17)
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Ziskavame tak pohybové rovnice a [E.17] Z nich muzeme vyjadfit rovnice

stavové vyjadienim 7 a 6.

~ooml (—92 sin @ + 6 cos 6’) + F £ 18
T = M tm (E.18)

0= 7 (J: cosf + gsinf + fg@) (E.19)

Vidime, 7e ve stavovych rovnicich vznikla algebraickd smycka. Rovnice je

zavisla na 6 a rovnice je zavisla na . Smycku vyresime tak, ze dosadime za 6

rovnici [E.19 a za # rovnici [E.18l

oml (—9281n9+% (:icosQ—l—gsinG—i—fgé) cos@) + F
= (E.20)
M+m

1 (ml(—62sinf+0cosh) + F
i ( ( )

M tm cos@+gsin9+f99) (E.21)

Nyni z rovnic vyjadiime & a 6. Tim ziskame stavovy model systému pro stavovy

vektor ¥ = [:13, z, 0, Q]T

P=i (E.22)
—Im sin (0) 62 — fym cos (A) 8 + F + gm cos (6) sin (0)

T = E.23
! —mcos (0)° + M +m (£.23)
0=0 (E.24)
. . cos(0) (F—1m 62 sin(
é_(M—i—m) <gsm(9)—f99+ ()(M+m ())> (E.25)
l (—m cos (0)° + M + m) '
Linearizace

Soustavu ma vyznam linearizovat ve dvou bodech. Prvni je globalné nestabilni
bod 0 = 0, tedy stav, kdy je zavazi nahore. Systém bude linearizovan pomoci Jaco-

biho matice.

[0z O Oz O] N 7
or i 00 o0 01 0
ot 0% 0% 0% 0 0 gm _Fgm
dx O 00 9h M M

Jalgo = 9 o0 00 96 = 00 0 ] = A (E.26)

or 0i 00 86
96 06 96 90 0 0 gM+m)  _ fo(M+m)
dx o& 00 9h ) Ml Ml

L J =0 L J
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96T
oF
kel
oF

JB|9:0 = | a6

OF
o0

OF

0=0

= B, (E.27)

7 jakobiant J 4 a Jp ziskdme po dosazeni § = 0 linearni matice A a B pro

stavovy popis linearniho systému linearizovaného kolem 6 = 0.

T
o B
0
bo

o o O O

o o O =

0 0 T 0
gm __Fom ; 1
M RN R A (E.28)
0 1 0 0
g(M+m)  fo(M+m) 0 1
Ml Ml 0 Ml

Stejné lze postupovat pro bod 6 = m, tedy pro globalné stabilni stav, kdy je

kyvadlo pfimo pod stfedem voziku.

J aly

:7]'_

o O O O
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0 1 0 0o |
DU T
=A, (E.29)
0 0 0 1
M+m fo(M+m)
0 0 g o ) Q(Ml
(E.30)
o
1
M
Tslomg=| , | = Bn (E.31)
_ 1
Ml
0 0 T 0
"+ F E.32
0 1 0, 0 (E-32)
_g(Mim) _ fo(Mtm) | | g _ 1
Ml Ml a0 Ml



nonlin
lin_0

\ lin_w

o

_5 — L
-pif2 0 pil2 pi 3*pil2

Obr. E.2: Srovnani 6 pro nelinearni a linearizované priubéhy.
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F Navrh H optimalniho kaskadniho

r

regulatoru
il m = 1;
2| M = 5;
3 1 2;
4] g = 10;
s| £.T = 1;
6] F = 0;
7| %% Define State Space
s A= [o, 1, 0, 0
o 0, 0, (g*m) /M, -(£_T*m)/M

0, 1
(gx(M + m))/(Mx1), -(£_T*x(M + m))/(M*x1)];

o
= o
[N}
[eNe]

-
[

13| B = [0; 1/M; 0; 1/(Mx1)];

4] C = [0 0 1 0];

5] D = 0;

16

17|l P = ss(A,B,C,D);

18| P.InputName = ’F’;

19] P.OutputName = {’\theta’};

20| P.StateName = {’x’,’dx’,’\theta’,’d\theta’};
21| P.name = ’P’;

NN
w N

%% Stabilizujici regulator

suml = sumblk (’e\theta = w\theta - \theta’);
suml .name = ’suml’;

% vaha citlivostni funkce pro stab.reg.

W_KS = ss(1/3.2);

W_KS = makeweight (1/100,[10e-2 1/141],1/224);
W_KS.InputName = ’F’;

W_KS.OutputName = ’zks’;

W_KS.name = ’*W_KS’;

% vaha kompl. citlivostni funkce pro stab.reg.
W_S = makeweight (1/0.63,0.045,1/2.51);
W_S.InputName = {’e\theta’};

W W W W W NN NN NN
W N = O O O G

35] W_S.OutputName = ’zs’;

36| W_S.name = ’W_S’;

37

38| nmeas = 1; I pocet merenych vystupu
39| ncont = 1; ¥ pocet akcnich velicin

[
=]

% Zapojeni pro syntezu stab. reg.
system = connect (suml, P, W_KS, W_S,...
{’w\theta’, ’F’},...
{’zks’, ’zs’, ’e\theta’});

L
=W N

45| [Ktheta,~,gam_Ktheta] = hinfsyn(system,nmeas,ncont, ’Method’,
LMI’);%, ’Display’, ’0n’);

46| Ktheta.InputName = {’e\theta’};

471 Ktheta.OutputName = ’F’;

48] Ktheta.name = ’K_\theta’;

49
50/ systemS = connect(suml, P, Ktheta, {’w\theta’}, {’e\theta’});
51| systemKS = connect(suml, P, Ktheta, {’w\theta’}, {’F’});

52
53| figure

54| bodemag(systemS, ’r’)
55/ hold on
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56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84

85
86
87
88
89
90
91
92
93

94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105

bodemag (systemKS, ’g’)

bodemag (1/W_KS, ’g--’)

bodemag (1/W_S, ’r--7)

legend(’S’, ’KS’, *1/W_KS’, ’1/W_S’)
grid on

%% Polohovy regulator

sum2 = sumblk(’ex = wx-x’);

sum2.name = ’sumx’;

% pridani vystupu z polohy do systemu
cC=[1000; 001 0];

P = ss(A,B,C,D);

P.InputName = ’F’;

P.OutputName = {’x’,’\theta’};

P.StateName = {’x’,’dx’,’\theta’,’d\theta’};
P.name = ’P’;

W_KS = ss(1/3.2);

W_KS.InputName = ’F’;
W_KS.QOutputName = ’zks’;
W_KS.name = ’W_KS’;

W_S = makeweight (1000,0.5,0.5);
W_S.InputName = ’ex’;
W_S.OutputName = ’zs’;

W_S.name = ’W_S’;

system = connect(sum2, suml, P, W_KS, W_S, Ktheta, {’wx’, ’w\
theta’}, {’zs’, ’zks’, ’ex’});

[Kx,CL,gam_Kx] = hinfsyn(system,1,1);
Kx.InputName = {’ex’};

Kx.OutputName = ’w\theta’;

Kx.name = ’K_x’;

systemKS = connect(sum2, suml, P, Kx, Ktheta, {’wx’}, {’F’});

systemS = connect(sum2, suml, P, Kx, Ktheta, {’wx’}, {’ex’3});

systemT = connect(sum2, suml, P, Kx, Ktheta, {’wx’}, {’x’, ’\
theta’, ’F’});

%%

figure

bodemag (systemS, ’r’)

hold on

bodemag (systemKS, ’g’)

bodemag (1/W_KS, ’g--"’)

bodemag (1/W_S, ’r--7)

legend(’S’, ’KS’, ’1/W_KS’, ’1/W_S’, ’Location’, ’Best’)

grid on

figure
step(systemT)

Vypis F.1: MATLAB skript pro navrh H., optimélniho kaskadniho regulatoru
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G Navrh H_, optimalniho stavového

7

regulatoru
1| %% Definice konstant
2| thetaNoisePower = 0.0001;
3] thetaNoiseSampleTime = 0.01;
4] FNoisePower = 0;
5] FNoiseSampleTime = 0.01;
6] wx = 0;
7 wdx = 0;
8| wTheta = 0;
9| wdTheta = O;
10
11| m 1;
12| M = 5;
13 1 = 2;
14| g = 10;
15 £.T = 1;
6] F = 0;
17| %% Definice systemu
18 A_O = [ 0, 1, 0, 0
19 0, 0, (g*m) /M, -(f_T*m)/M
20 0, O, 0, 1
21 0, 0, (gx(M + m))/(Mx1), -(£_T*x(M + m))/(Mx1)];
22
23] B_.O = [0; 1/M; 0; 1/(M*x1)1];
24
25| C = eye(4);
26| D = zeros (4, 1);
27
ss| P = ss(a_ 0, BO, C, D);
29] P.name = ’P’;
s30] P.InputName = {’F’};
31/ P.OutputName = {’x’, ’dx’, ’\theta’, ’d\theta’};
32| P.StateName = {’x’, ’dx’, ’\theta’, ’d\theta’};

%% Navrh LQR
Q = [1 0 0 0;

w w
=W

35 0 10 0 O;

36 0 0 1 0;

37 00 0 17;

38] R = 0.1;

39

40| LQR = 1qr(A_0,B_0,Q,R);

[
N o=

Tunable_LQR = ss(realp(’LQR’,LQR));

Tunable_LQR.InputName = {’ex’, ’dx’, ’\theta’, ’d\theta’};

Tunable_LQR.OutputName = ’F’;

%% Sumacni blok

suml = sumblk (*%e = %r + %y’, {’ex’},{’ux’},{’x’});

suml .name = ’suml’;

%% Definice prenosu

LQR_T = connect (P, suml, Tunable LQR,{’wx’},{’x’, ’dx’, ’\theta’,
>d\theta’});

50] LQR_S = connect (P, suml, Tunable_ LQR,{’wx’},{’ex’, ’dx’, ’\theta’

>d\theta’});

51] LQR_KS = connect (P, suml, Tunable LQR,{’wx’},{’F’});

s2| %% Navrh vah

s3] W1_S = makeweight (100,0.23,1/2);

54| W2_S = makeweight (100,0.2,0.9);

L o~ S~
© 0 N O s W
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70
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72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
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87
88
89
90

91

92

93

94

95
96

97

W3_S = makeweight (100,60,0.9);
W4_S = makeweight (100,20,0.9);
W_S = [W1_S ss(0) ss(0) ss(0)
ss(0) W2_S ss(0) ss(0)
ss(0) ss(0) W3_S ss(0)
ss(0) ss(0) ss(0) W4_S];
W_S.name = ’W_S’;
W_S.InputName = {’ex’, ’dx’, ’\theta’, ’d\theta’};
W_S.OutputName = {’zsx’, ’zsdx’, ’zs\theta’, ’zsd\theta’};

W_KS = ss(1/3.2);
W_KS.name = ’W_KS’;
W_KS.InputName = {’F’};
W_KS.OutputName = {’zksF’};
%% Synteza regulatoru
controlsys = connect (P, suml, W_KS, W_S, Tunable_LQR,...
{’wx’},...
{’zksF’,...
’zsx’, ’zsdx’, ’zs\theta’, ’zsd\theta’});

rng(’default’)

opt = hinfstructOptions(’Display’,’final’,’RandomStart’ ,20);

[K_Hinf ,gamma] = hinfstruct(controlsys,opt);

K_Hinf = K_Hinf.Blocks.LQR.Value;

K_Hinf_SS = ss(K_Hinf);

K_Hinf_SS.InputName = {’ex’, ’dx’, ’\theta’, ’d\theta’};

K_Hinf_SS.OutputName = ’F’;

K_Hinf_SS.name = ’K_Hinf’;

%% Definice prenosu vysledku

ROB_ T = connect(P, suml, K Hinf SS,{’wx’},{’x’, ’dx’, ’\theta’, °’
d\theta’});

ROB_S = connect (P, suml, K_Hinf SS,{’wx’},{’ex’, ’dx’, ’\theta’,
>d\theta’});

ROB_KS = connect (P, suml, K_Hinf_ SS,{’wx’},{’F’});

%% Vysledky

for i = 1:4
subplot (2,4,1)
sigmaplot (ROB_S(i,:),’r’, LQR_S(i,:), ’r:’, 1/W_S(i,i), ’r--’

grid on

title(strcat ({’\sigma( S_{’} , P.OutputName (i), {’})’}))

a = strcat({’$\sigma( S_{’} , P.OutputName(i), {’})_{H-infl}$’
I

b = strcat ({’$\sigma( S_{’} , P.OutputName (i), {’}) _{LQG}$°})

¢ = strcat ({’$\frac{1}{w_s(’}, P.OutputName(i), {’)}$°});

legend (a{1},b{1},c{1}, ’Location’, ’Best’, ’Interpreter’,’
latex’);

legend (a{1},b{1},c{1}, ’Location’, ’Best’, ’Interpreter’,’
latex’);

end

subplot (2,4,5:8)

sigmaplot (ROB_KS,’g’, LQR_KS,’g:’, 1/W_KS, ’g--7)

grid on

title(strcat ({’\sigma( XKS_{’} , P.InputName, {’})’}))

a = strcat ({’$\sigma( KS_{’} , P.InputName, {’}) _{H-infl}$’});

b = strcat({’$\sigma( KS_{’} , P.InputName, {’})_{LQG}$’});

c strcat ({’$\frac{1}{W_KS(’}, P.InputName, {’)}$°3});
legend(a{1},b{1},c{1}, ’Location’, ’Best’, ’Interpreter’,’latex’)
legend (a{1},b{1},c{1}, ’Location’, ’Best’, ’Interpreter’,’latex’)

Vypis G.1: MATLAB skript pro navrh H., optimalniho stavového regulatoru
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H Navrh H optimalniho stavového

rekonstruktoru
1| %% Definice konstant
2] thetaNoisePower = 0.0001;
3] thetaNoiseSampleTime = 0.01;
4] FNoisePower = 0;
5] FNoiseSampleTime = 0.01;
6] wx = 0;
7| wdx = 0;
8| wTheta = 0;
9| wdTheta = 0;
10
11l m = 1;
12| M = 5;
131 1 = 2;
4| g = 10;
5] £.T = 1;
16| F = 0;
17| %% Definice systemu
18] A_O = [ 0, 1, o, 0
19 0, O, (g*m) /M, -(f_T*m)/M
20 0o, O, o, 1
21 0, 0, (gx(M + m))/(Mx1), -(£_T*(M + m))/(Mx1)];
22
23 B_LO = [0; 1/M; 0; 1/(Mx1)];
24
250 C = [1 0 0 0];
26| D = 0;
27
28] P = ss(A_O, eye(4), C, D);
29] P.name = ’P’;
30/ P.InputName = {’v’};
31/ P.OutputName = {’x_h’};
32| P.StateName = {’x_h’, ’dx_h’, ’\theta_h’, ’d\theta_h’};
33| %% Navrh Kalmanova zesileni
34l Vd = [1 0 O O;
35 0 10 0 O;
36 0 01 0;
37 0 0 0 11;
38] Vn = 10;
39
40| L_Kalman = (-1qr(A_0’,C’,Vd,Vn))’;
41
42 Tunable_L = ss(realp(’L’,L_Kalman));
43| Tunable_L.InputName = ’ex’;
44 Tunable_L.OutputName = ’v’;
45| %% Sumacni blok
46| sum2 = sumblk(’%e = %r - %y’, {’ex’},{’x_h’},{’x°});
47| sum?2.name = ’sum2’;
as| %% Definice prenosu
49| Kalman_T = connect (P, Tunable_ L, sum2,{’x’},{’x_h’});
50] Kalman_S = connect (P, Tunable_ L, sum2,{’x’},{’ex’});
51| Kalman_KS = connect (P, Tunable L, sum2,{’x’},{’v(1)’, ’v(2)’,
(3), "v(4)’});
s2| %% Navrh vah
53 W_S = makeweight (1000,[0.28 1/0.1]1,1/1.1,0,2);
54| W_S.name = ’W_S’;
55] W_S.InputName = ’ex’;
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W_S.OutputName = ’Z_S’;

W1_KS = makeweight (100,0.2,1/7 ,0,2);
W2_KS = makeweight (100,0.2,1/23 ,0,2);
W3_KS = makeweight (100,0.2,1/35 ,0,2);
W4_KS = makeweight (100,0.13,1/80 ,0,2);
W_KS = [W1_KS ss(0) ss(0) ss(0)
ss(0) W2_KS ss(0) ss(0)
ss(0) ss(0) W3_KS ss(0)
ss(0) ss(0) ss(0) W4_KS];
W_KS.name = ’'W_KS’;
W_KS.InputName = {’v(1)’, ’v(2)’, *v(3)’, ’v(4)’};
W_KS.OutputName = {’Z KS(1)’, ’Z KS(2)’, *Z KS(3)’, ’Z_KS(4)’};
%% Synteza regulatoru
controlsys = connect (P, sum2, W_KS, W_S, Tunable_L,...
{73, ...
{°z.s,...
"7 _KS(1)’, ’Z_KS(2)’, *Z_KS(3)’, ’Z_KS(4)’});

rng(’default’)
opt = hinfstructOptions(’Display’,’final’,’RandomStart’ ,20);
[L_Hinf ,gamma] = hinfstruct(controlsys,opt);
L_Hinf = L_Hinf.Blocks.L.Value;
L_Hinf_S8S = ss(L_Hinf);
L_Hinf_ SS.InputName = ’ex’;
L_Hinf_ SS.QOutputName = ’v’;
L_Hinf_ _SS.name = ’L_Hinf’;
%% Definice prenosu vysledku
ROB_T = connect(P, L_Hinf_SS, sum2,{’x’},{’x_h’});
ROB_S = connect(P, L_Hinf_SS, sum2,{’x’},{’ex’});
ROB_KS = connect(P, L_Hinf_SS, sum2,{’x’},{’v(1)’, ’v(2)’, ’v(3)’
, v(4)°h);
%% Vysledky
subplot (2,4,1:4)
sigmaplot (ROB_S,’r’, Kalman_S,’r:’, 1/W_S, ’r--7)
grid on
title(strcat ({’\sigma( S)’}))
a = strcat ({’$\sigma( S_{H-inf})$’});
b = strcat ({’$\sigma( S_{LOQGI)$’});
c = strcat ({’$\frac{1}{W_{S}r$’});
legend (a{1},b{1},c{1}, ’Location’, ’Best’, ’Interpreter’,’
latex’);
legend (a{1},b{1},c{1}, ’Location’, ’Best’, ’Interpreter’,’
latex’);
for i = 5:8
subplot(2,4,1)
sigmaplot (ROB_KS(i-4,:),’g’, Kalman_KS(i-4,:), ’g:’, 1/W_KS(i
—4,i—4), ;g__7)
grid on
title(strcat ({’\sigma( KS_{’} , num2str(i-4), {’})’}))
a = strcat ({’$\sigma( KS_{’} , num2str(i-4), {’{H-infl}})$’});

b = strcat ({’$\sigma( KS_{’} , num2str(i-4), {’{Kalman}})$’})

¢ = strcat ({’$\frac{1}{W_{KS_’}, num2str(i-4), {’}}$’});

legend (a{1},b{1},c{1}, ’Location’, ’Best’, ’Interpreter’,’
latex’);

legend (a{1},b{1},c{1}, ’Location’, ’Best’, ’Interpreter’,’
latex’);

end

Vypis H.1: MATLAB skript pro navrh H., optimalniho stavového rekonstruktoru
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| Prevedeni stavového rekonstruktoru na
problém

Odvozeni vychazi z blokového diagramu stavového rekonstruktoru.

Z obréazku je patrné, ze vstupem do rekonstruktoru jsou vektory ¥ a u. Regulova-
nym vystupem je poté #. Prvnfm krokem je tedy odstranéni rekonstruované soustavy

a pozménéni schématu tak, aby vice pripominalo béznou regula¢ni smycku.

Predpokladame-li, ze signal @ zde funguje jako porucha, je mozné signal pro

Y@S‘LKSPX

Vznika tak schematické zapojeni, pro které jsou definovany funkce S, T'a K S.

navrh ignorovat.
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